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A dokumentum hasznalata

Mozgas a dokumentumban
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szokott elemeit és médszereit hasznalhatjuk.
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hivatkozasra kattintva ugorhatunk a hasznalati utmutatéra, a tartalomjegy-
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kez6 oldalra 1éphetiink at, mig a Vissza mez6 az utoljara megnézett oldalra
visz vissza benniinket.

Pozicionalas a konyvjelz6ablak segitségével

A bal oldali kényvjelzé ablakban tartalomjegyzékfa talalhat6, amelynek
bejegyzéseire kattintva az adott fejezet/alfejezet elsé oldalira jutunk. Az
aktualis pozicionkat a tartalomjegyzékfaban kiemelt bejegyzés mutatja.

A tartalomjegyzék hasznalata

Ugras megadott helyre a tartalomjegyzék segitségével
Kattintsunk a tartalomjegyzék megfelel6 pontjara, ezzel az adott fejezet
els6 oldalara jutunk.

Keresés a szovegben

A dokumentumban valé kereséshez hasznaljuk megszokott moédon a
Szerkesztés menti Keresés parancsat. Az Adobe Reader az adott pozicié-
tol kezdve keres a sz6vegben.
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1. Eloszo

Tisztelettel és szeretettel koszontjik az Olvasot, aki egy nagyon szép, nagy
hagyomanyokkal (és nem kevésbé nagy jovével!) rendelkezé szakma ma-
velésére készilve forgatja ezt a kiadvanyt. Elsésorban is batorsagot és
kitartast kivanunk ehhez a nem mindig kénnyd, de mindig érdekes studi-
umhoz, amelynek a végén buszkén mondhatja magat MERNOK-nek,
olyan szakemberek egyikének, akik megépitették a piramisokat és a kinai
nagy falat, a romai uthalézatot és aquaductusokat, a kézépkori katedrali-
sokat és a végvarakat, az EIFFEL tornyot és a Golden Gate hidat, a Szent
Bernat alagutat és a GROSSGLOCKNER-Hochalpenstrasse-t, és ezzel
megalkottik az ember szamara az élhetd, épitett kornyezetet. A MER-
NOK sz6 eredeti jelentése épp ezeket az alkoté embereket jelélte, és az 1]
szaktertiletek mtvel6i (gépészek, villamossaggal, agraritummal foglalkozok)
mind egy-egy jelzével igyekeztek megkiillonboztetni magukat a klasszikus
MERNOK fogalmatél. A magyar nyelv a mi szakménkat valamikor a
KULTURMERNOK sz6val jelolte, és a kulfoldi gyakorlatban még ma is
CIVILENGINEER ill. CIVILINGENIEUR a neviink. Ma itthon ezt a
szakteriiletet az EPITOMERNOK 526 fedi le a legjobban.

Igy hat, bar szakmank fejlédési trendje nem olyan latvanyos, mint a jarma-
iparé, nem olyan gyors, mint az informatikaé, nem olyan nyereséges, mint
a bankszektoré, biiszkén vallalhatjuk, hogy a mi feladatunk volt és marad
az EMBERI KORNYEZET kialakitasa, beleértve az éptletek, épitmé-
nyek megvalositasat, de beleértve a természeti kornyezet minél tokélete-
sebb 6vasat, megorzését is. Nem kell tehat attol tartanunk, hogy nem ma-
rad szamunkra feladat az atalakul6 vilagban, az viszont igaz, hogy feladata-
ink hatékony megoldasahoz nekiink is ismerniink és alkalmaznunk kell a
hagyomanyos tudas mellett az 4j lehetéségeket is.

Es még egy gondolat: ez a kiadvany a MECHANIKA targy megértésének,
elsajatitasanak segitségére készult. Mindig emlékezzenek azonban arra,
hogy a szakma NEM tantargyakbdl all. A mérnokot els6sorban egy specia-
lis szemlélet, a problémalaté és -megoldé (az elsajatitott, megismert elmé-
leti és gyakorlati ismeretek felhasznalasan alapuld, de azon sokszor tilmu-
tato) vilagszemlélet jellemzi, amelyben a fizikai torvények, a gazdasagi
torvények és a jogi torvények kozott kell a legjobb megoldast megkeresni.
Mikézben tehat egy-egy tantarggyal foglalkoznak, mindig probaljak meg az
ott tanultakat mas tantargyak ismereteivel is, és gyakorlati tapasztalataikkal
is 6sszekapcesolni, hogy végul az egész megszerzett tudasanyaguk ne csak
az ismeretek tarhaza legyen, hanem a tudas organikus szévete, amely egy-
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egy konkrét kérdés felvetédése esetén a miszaki lehetéségeket a kornyeze-
ti hatasokkal, a gazdasagi kovetelményekkel és a jogi lehet&ségekkel egyiitt
komplexen elemzi, és mindezek figyelembevételével hatarozza meg az
OPTIMALIS MEGOLDAS:.

A mérnoki munkaban mindig egymasnak fesziil6, egymassal szemben all6
feltételek, hatasok kozott kell a megoldast keresntink, az egyensulyt megta-
lalnunk. Ez az egyensulykeresés jellemzi leginkabb a mérnoki munkat:

e aszerkezetet éré hatasok egyensulya

e a felhasznalni kivant anyagok-technologiak és az emberi eréfor-
rasok egyensulya

e a megvaldsitas koltségeinek és a mobilizalhat6 forrasainak egyen-
sulya

e a funkcionalitas és az esztétika egyensulya

e a hagyomany és a modernitas egyensulya

e adontés és a végrehajtas egyensulya

e amunka és a szorakozas egyensulya

e ...¢ésvégul a mérnok, az ember sajat, belsé egyensulya.

Kivanjuk, hogy életikben minden szamonkérésnél (beleértve a MECHA-
NIKA vizsgakat is!) talaljak meg ezt az egyensulyt, és mind tarsadalmilag,
mind anyagilag elismert, megbecsilt emberként élhessenek, dolgozhassa-
nak.
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2. Bevezetés

2.1. A mechanika alapelemei, szemlélet- és
targyalasmaodja

2.1.1. A mechanika helye a természettudomanyok koézétt

A MECHANIKA névvel fizikai tanulmanyaink soran talalkoztunk el6-
sz6r: a MECHANIKA a testek mozgasanak, ill. a testek (elmozdulasi jel-
lemzdéket befolyasold) egymasra hatasanak torvényszertségeivel foglalko-
zik. Ily médon a MECHANIKA targykore igen széles: a kozmologia épp-
ugy hasznalja a MECHANIKA torvényszerGségeit, mint a nanotechno-
l6gia, a molekularis folyamatok vizsgalata.

2.2. A mechanika teriiletei

A MECHANIKA
I

1
[ KINEMATIKA

(A MOZGASOK
GEOMETRIAJA) ]

NIV.UNLGE | KINETIKA

(ANYUGALOM (A MOZGAS
SO ZNY | TUDOMANYA)

-

(&

A

A kinematikai vizsgalatokban csak a mozgas, mint jelenség tulajdonsagai-
val foglalkozunk, figyelmen kivtl hagyva a létrehozo6 okot, mig a dinamikai
vizsgalatok a mozgasokat a 1étrehozé ok(ok)kal egyttt, komplex egység-
ben elemzik. A statika a dinamikanak az a specialis esete, amikor a mozgas
zérus értékl, a test nyugalomban van (egy, altalunk valasztott, a test el-
mozdulasi lehetéségeihez képest mozdulatlannak tekintheté testhez viszo-
nyitva).
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2.3. A mechanika anyagai

A MECHANIKA MEREV vagy SZILARD testek, FOLYADEK vagy
GAZ dllapotd anyagok ill. ezek részecskéi MOZGASALLAPOTANAK
ill. ALAK- MERETVALTOZASANAK vizsgalataval, elemzésével, Ossze-
tiggéseinek feltarasaval foglalkozik.

A MECHANIKA kérében targyalt anyagok,
és azok targyalasmodja

FOLYE-
KONY

rugalmas keplekeny

GAZOK
MECHA-
NIKAJA

MEREV [ SZILARD- SZILARD-
TESTEK| SAGTAN, SAGTAN,
STATI- | RUGALMAS- |[BeSidfsiesinng

KAJA SAGTAN SEGTAN

AERO
DINAMI-
KA

A mérnoki gyakorlatban elsé kozelitésben a szamitas egyszerdsége miatt
el6szeretettel tételezzik fel anyagainkat végtelen merevnek, de tudjuk,
hogy a pontos(abb) eredmények elérése, a szerkezetek (ténylegesen min-
dig kialakuld) alakvaltozasainak meghatarozasa csak a szilard anyagtulaj-
donsagok figyelembevételével lehetséges.

Szerkezeti anyagként a folyékony és gaznemu anyagokat nem hasznalhat-
juk, de a vizépitési mutargyak tervezése-kivitelezése elképzelhetetlen a
folyadékok mechanikajanak ismerete nélkil, egyre magasabbra téré éptile-
teink, antennatornyaink szélteherre torténé vizsgalatat pedig csak a gazok
mechanikajanak ismeretében tudjuk helyesen elvégezni.
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2.4. A mérnoki modellalkotas

A mérnoki munka soran a valésagot teljes részletességgel, minden hatasa-
val abrazolni, vizsgalni és elemezni nem lehet, de nem is érdemes. A mér-
nok els6 feladata az észszerl egyszertsités, olyan MODELL alkotasa,
ami a valés, vizsgiland6 szerkezetet vagy jelenséget minden LENYEGES
tulajdonsagaban kell6 pontossaggal megkozeliti, de emellett a rendelkezés-
re all6 szakmai és szamitastechnikai eréforrasokkal gazdasagosan vizsgal-
haté. A modellalkotas a szerkezetépitési gyakorlatban négy szinten valésul
meg: a szerkezeti ANYAG, a SZERKEZET, a TERHLES és a VI-
SELKEDES modelljének meghatirozasaban.

2.5. A mechanika anyagmodelljei

Az anyagmodellek vizsgalata soran az egyiranyu terhelés és az ennek nyo-
man keletkez6, ugyanazon iranyban fellépS alakvaltozas Osszefliggését
elemezzitk. A fiiggvényeket grafikusan is bemutatjuk. A bemutatott diag-
ramok tartalmaznak még nem definialt fogalmakat is (ezeket a késébbiek
soran fogjuk targyalni), de az anyagmodellek jellemzé viselkedésének be-
mutatasara igy is alkalmasak.

2.5.1. Merev anyag

A mérnoki szamitasokat jelentésen egyszerusiti, ha a szerkezetek anyagait
(végtelen) merevnek tekintjik, azaz feltételezzik, hogy a szerkezetek a
terhelés folyamata soran semmilyen alakvaltozast nem szenvednek. Ez a
tulajdonsag rendkivil elényds, hiszen a terhelés folyamatiban nem kell
tekintettel lenniink a szerkezet alakvaltozasanak a terhek elhelyezkedését
esetleg modositd hatasara. A valésagban anyagaink sohasem ilyenek, de a
szerkezeteinken a legtobb esetben olyan kis mértékd deformacio alakul ki,
amely a szerkezet alakjat, még pontosabban a terhelés elhelyezkedését
csak elhanyagolhaté mértékben valtoztata meg, igy az eredeti,
deformaciomentes geometrian elvégzett szamitasok eredményei csak elha-
nyagolhaté mértékben kilonboznek az alakvaltozasokat is figyelembe
vevé szamitasi eredményektSl. Az ilyen esetekben megengedhetd, és a
szamitasok szempontjabdl igen elényds, ha az anyagot végtelen
MEREVnek tekintjiik.

A mérnoki szerkezetek vizsgalata soran els6 koézelitésben figyelmen
kiviil hagyhatjuk a szerkezet alakvaltozasat, és a szamitasokat a merev
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testekre érvényes Osszefiiggések alapjan, a terheket az eredeti alakon md-
kodtetve végezhetjiik el (megmerevités elve).

A merev (idealizalt) anyag er6-elmozdulas diagramja

erd vagy

fajlagos erd

elmozdulas vagy fajlagos elmozdulds

Természetesen ha a szerkezet alakvaltozasanak meghatarozasa a cél, akkor
ez az egyszerUsités nem alkalmazhat6, pontosabban: maganak az alakval-
tozasnak a kiszamitasa soran nem alkalmazhaté.

Akkor is szamitasba kell vennunk a szerkezet alakvaltozasait, ha a defor-
maciok miatt (a terhek helyzetének megvaltozasa révén) a szerkezet igény-

bevételei noveked(het)nek.

A tarté alakvaltozasa a tehernek a meg-
tamasztasoktél mérhetS (vizszintes) ta-
volsagaban nem okoz valtozast, a szet-
kezet (kicsiny alakvaltozasok mellett)
megvaltozott alakjaban is az eredetivel
azonosan viselkedik, a szamitasok az
eredeti alakon is végezhetSk (I. rendd
elmélet).

A tart6 alakvaltozasa révén a tehernek a
megtamasztastol mérheté  (vizszintes)
tavolsaga novekszik, a szerkezet a de-
formaci6 révén kedvezétlenebb helyzet-
be kertl (tobblet igénybevételt kap), szél-
s6 esetben tonkremegy, vagy funkcidjat
veszti, a szamitasok csak a megvalto-
zott alakon végezheték (II. vagy III.
rendd elmélet).
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2.5.2. Rugalmas anyag

Az idealisan rugalmas anyag a terhel6 hatasokra a terhelés mértékével
egyenesen aranyos deformacioval valaszol, és a tehermentesités utan
eredeti alakjaba tér vissza. A rugalmas anyagu szerkezet az alakvaltozta-
tasara forditott munkat (rugalmas energiaként) tarolja, és az alakvaltozast
okozo teher megsziintetésével ez az energia vissza is nyerheto.

A rugalmas anyagmodell is idealizalt, de a tényleges szerkezeti anyagaink a
terhelési folyamat egy-egy szakaszaban mind rugalmas viselkedést mutat-
nak, vagy legalabbis elfogadhaté kozelitéssel tekinthet6k idealisan rugal-
masnak. Ez a leggyakrabban alkalmazott anyagmodell, vizsgalataval a
MECHANIKAn beliil egy kilon tudomanyteriilet, a rugalmassagtan
foglalkozik. A rugalmas anyagok kérében a terhelés-alakvaltozas egyenes
aranyossaga az Osszefiiggések linearitasa miatt igen elényos targyalas-
modot és szamitasi megoldasokat tesz lehetévé.

A(z idealisan) rugalmas anyag eré-elmozdulas diagramja

A erd vagy
Jfajlagos erd

>

elmozdulas vagy fajlagos elmozdulas
2.5.3. Képlékeny anyag

Az idealisan képlékeny anyag a terhelésre egyenletesen névekedé (a terhe-
lés mértékével aranyos sebességti) alakvaltozassal reagal, és ez a képlé-
keny alakvaltozas a teher megsziinésével nem tlnik el, nem all vissza, csak
nem névekszik tovabb. A képlékeny anyagok alakvaltoztatasara forditott
munka tehat az anyagban nem tarolédik, és igy nem is nyerhet vissza.
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Az idealisan képlékeny anyagok (mint pl. a méz!) tartoszerkezeti felhaszna-
lasra alkalmatlanok, de pl. szigetel6anyagként ez a tulajdonsag el6nyos
lehet.

Tartészerkezeteink anyagai a teher novelése soran mind mutatnak képlé-
keny tulajdonsagot is. A képlékeny alakvaltozasok figyelembevétele azon-
ban csak a fiiggvénykapcsolatok linearitasanak feladasaval lehetséges, azaz
szamitasaink (esetenként igen jelent6sen) bonyolultabba valnak. Ugyanak-
kor Osszetett szerkezetekben a (helyi) képlékeny alakvéltozasok megenge-
dése lehet6vé teszi a terhek-igénybevételek atrendez6dését, végsé soron a
szerkezet teherbirasanak névelését (az alakvaltozasok novekedése aran).

A(z idealisan) képlékeny anyag er6-elmozdulas diagramja

A erb vagy

Jajlagos erd

elmozdulas vagy fajlagos elmozdulds

2.5.4. Merev-képlékeny anyag

A(z idealizalt) merev-képlékeny anyag a teher egy (az anyagra jellemzd)
hatarértékéig, az un. folyasi hatarig a terhet alakvaltozas nélkil veszi fel, ha
viszont a teher ezt az értéket elérte, az anyag tovabbi terheket nem képes
felvenni, és a terhek tartasa mellett is képlékeny viselkedést mutat. A me-
rev-képlékeny anyag er6-elmozdulas diagramja a merev és a képlékeny
modell diagramjainak egyesitésével allithat6 el6, ezt killén nem abrazoltuk.

2.5.5. Rugalmas-képlékeny anyag

A rugalmas-képlékeny anyag az anyagra jellemz6 folyasi hatarig (idealisan)
rugalmasan viselkedik, a folyasi hatart eléré teherre viszont képlékeny vi-
selkedést mutat. A terhet a folyasi hatar ala csokkentve (visszaterhelés)
visszanyeri rugalmas tulajdonsagat, és viselkedése az eredeti allapottal azo-
nos paraméterekkel lefrhat6 rugalmas viselkedés lesz.
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A(z idealisan) rugalmas-képlékeny anyag er6-elmozdulas diagramja

A er6 vagy

fajlagos eré ivisszaterhelés

— — , >
marado fajl. alakvaltozas elmozdulas vagy fajlagos elmozdulds

Visszaterhelés soran az ilyen anyagokban az er6-elmozdulas fliggvény az
eredeti, linearis szakasszal parhuzamos lesz, azaz a linearis hatart meghala-
d6 terhekbdl mar képlékeny, maradé alakvaltozasok is keletkeznek, az
alakvaltoztatasra forditott energia csak részben tarolodik, csak részben
nyerhet6 vissza, masik része az anyagban képlékeny alakvaltozast okozva
elnyelédik.

2.5.6. Rugalmas-lagyulé anyag

A rugalmas-lagyulé anyag egy jellemz6 linearis hatarig, a folyasi hatarig
(idealisan) rugalmasan viselkedik, az ezt meghalad6 teherre az idealisan
rugalmas tulajdonsagu szakaszhoz képest ugyanakkora tehernévekedésre
nagyobb alakvaltozasnovekedéssel reagald, kisebb meredekségti, de szin-
tén linearis (bi-linearis) eré-elmozdulas diagrammal jellemezhet6 viselke-
dést mutat. A rugalmas-lagyulé anyagmodell alkalmazasa soran tehat az
er6-elmozdulas Osszefuggések egyszerden kezelheté linearis fuggvények
maradnak.

A(z idealisan) rugalmas-lagyulé anyag eré-elmozdulas diagramja

A e vagy l visszaterhelés
Jajlagos erd

- . —>
marado fgilagos alakvaltozs elmozdulis vagy fajlagos elmozdulds
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2.5.7. Az (idealizalt) anyagmodellek

A fentiekben ismertetett anyagmodellek mindegyike idealizalt, a modell
tulajdonsagait nem a valds szerkezeti anyagok mérési adatai, hanem az
egyszert szamithatosag, a tiszta viselkedés alapjan vettiik fel. A szerkezeti
anyagok valés, mért diagramjai természetesen mutatnak hasonldsagot,
esetenként igen j6 egyezést az idealizalt modellek diagramjaival, és ennek
alapjan a tényleges szerkezeti anyagok (legalabbis a terhelési folyamat
egyes szakaszaiban) jol helyettesithetSk az idealizalt anyagmodellekkel. A
bemutatott anyagmodelleken kiviil mas, még 6sszetettebb, bonyolultabb, a
val6s viselkedést jobban kozelité modellek is hasznalatosak, s6t a szami-
tastechnika fejlédése lehet6vé teszi, hogy egy-egy specialis feladatra akar
magunk alakitsuk ki a legjobban megfelelé anyagmodellt.. A legmegtele-
16bb (mar elegend6en pontos, de még elegendben egyszertt) anyagmodell
kivalasztasa a tervezé mérnok egyik igen fontos feladata, amelyhez mind a
tényleges anyagtulajdonsagok, mind a rendelkezésre allé6 anyagmodellek,
mind pedig a szerkezetekre vonatkozo szamitasi eljarasok alapos ismereté-
re sziikség van.

A tényleges szerkezeti anyagok esetében a valés diagramot mutatjuk be.
ACEL

A

erd vagy
Jfajlagos erd

-

elmozdulas vagy fajlagos elmozdulis >
Az acélt, mint szerkezeti anyagot a megfelel6 szaktargyakban a késébbiek-
ben részletesen fogjak targyalni, itt most csak tajékoztatasul mutattuk be a
leggyakrabban alkalmazott szerkezeti acél jellegzetes diagramjat.
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BETON
A

erd vagy

fajlagos erd
/

elmozdulas vagy fajlagos elmozdulis

A betont, mint szerkezeti anyagot a megfelel6 szaktargyban a kés6bbiek-
ben részletesen fogjak targyalni, itt most csak tajékoztatasul mutattuk be a
beton egy jellemz6 (nyomo)eré-elmozdulas diagramijat.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 16 P



Mechanika I. Bevezetés

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 17 p

2.6. A mechanika szerkezeti modelljei

Altalanossagban a terhelt szerkezetiink alakjara semmiféle megszoritast
nem tesziink. Az ilyen esetekre vonatkozo torvényszerdségeket az AL TA-
LANOS SZILARDSAGTAN tirgyalja. A legtobb szerkezetiink azonban
olyan geometriai kialakitdsu, hogy méretaranyai folytin van dominans di-
menzidja, amelyhez képest a masik (a tobbi) méret lényegesen kisebb, és
igy a hatasok valtozasa ezen kis méretek mentén elhanyagolhat6, vagy
egyszeru kozelitéssel vehetd figyelembe.

2.6.1. Rudszerkezetek

Azokat a szerkezeteket, amelyek elemein az egyik (hossz-)mérethez képest
a masik két iranyu méret 1ényegesen (legalabb egy nagysagrenddel) kisebb,
RUDSZERKEZETEKnek nevezzik. A radszerkezet elemei a mechanikai
vizsgalatok soran a tengelyvonalaikkal jelenithet6k meg.

A zalaegerszegi deltavagany vasuti hidja Ives térbeli racsos szerkezet

Matematikailag dgy jelenik meg az egyszertsitési lehet6ség, hogy a szerkezet
pontjaihoz rendelheté hatasok lefrdsara a hatdsok hiaromvaltozés fliggvényei
helyett egy, a tengely mentén bekdvetkezé valtozast leird egyvaltozos fiiggvényt,
és egy, a keresztmetszet pontjai kozotti valtozast leird kétvaltozos figgvényt
alkalmazhatunk.
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Mechanikai tanulmanyaink soran a tartészerkezeteknek csak ezzel a cso-
portjaval fogunk talalkozni: sikbeli és térbeli, tobbnyire egyenes tengelyd
elemekbdl 6sszeallitott rudszerkezetekkel fogunk foglalkozni.

2.6.2. Feldletszerkezetek

Azokat a szerkezeteket, amelyekben az egyik (vastagsagi) méret a masik
kett6hoz viszonyitva lényegesen (legalabb egy nagysagrenddel) kisebb,
FELULETSZERKEZETEKnek nevezziik. Bzek vizsgilata meghaladja
jelen mechanikai tanulmanyaink lehet6ségeit, de elnevezésiiket és viselke-
désiik lényegét mar most célszerl megismerni.

LEMEZ
Azt a kétdimenzios, sik feliletszerkezetet, amelyre csak a sikjara meréle-
ges teher mikodik, LEMEZnek nevezziik.

LIFT-SLAB technolégiaval késziil6 irodahaz fodémlemezei
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TARCSA

Azt a kétdimenzids, sik feluletszerkezetet, amelyre csak a sikjaval parhu-
zamos tcher mikédik, TARCSAnak (esetenként faltarténak) nevezziik.

A fenti képen szereplé fodémlemez a vizszintes terhek elosztasaban tar-
csaként viselkedik.

HE]

Azt feliletszerkezetet, amely a térben legalabb egy iranyban gorbiilt,
HE]Jnak nevezziik.

A sidney-1 Operahaz héjszerkezete Az oroszlanyi viztorony

A szamitogépes alkalmazasok sok esetben héjként definidljak a sik, gérbiiletmen-
tes feliiletelemeket is, ha azokra mind a sikjukra meréleges, mind azzal parhu-
zamos teher mikodik.

2.7. A mechanika tehermodelljei

A MECHANIKA szamara (ahogyan az anyagokat és a szerkezeteket) a
terheket és hatasokat is matematikailag kezelheté formaban kell megjeleni-
tenunk, modellezniink kell. A mérnoki szerkezeteinkre hatd terhek és ha-
tasok kozil a leggyakoribb a sdlyteher (részben maganak a tartészerkezet-
nek a sajat sulya, részben az altala hordozott szerkezetek, jarmtvek, anya-
gok, emberek, stb. sulya). E sulyteher valéjaban az anyag minden egyes
pontjara mikodik, tehat térfogaton megoszlo teher. Feliletszerkezetek
esetében a szerkezet kicsiny vastagsaga miatt a stlyterhet a vastagsag men-
tén Osszegezve, az idealizalt kozépfelileten feliileti teherként mukodtet-
hetjik. Rudszerkezetekben a keresztmetszet mindkét mérete kicsiny a
tart hosszahoz viszonyitva, igy a suly a keresztmetszetre koncentralhato,
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¢és csak a hossz menti, linearis megoszlast kell figyelembe venntnk. Vé-
gil olyan esetekben, amikor a teher igen kis felileten (pontszerten) ado-
dik at a tartoszerkezetre (akar feliletszerkezetre, akar ruadszerkezetre)
koncentralt terhet alkalmazhatunk.

Vannak olyan terhelésfajtak, amelyek eleve csak feliileti teherként 1éteznek
(szélteher, hoteher, stb.), de megfelel6 geometriai feltételek esetén ezek is
egyszerusithet6k és helyettesithet6k vonalmenti megoszl6 vagy koncent-
ralt teherrel.

Mas megkozelitésben a teher allandé teher, ami mindig mikodik a szer-
kezeten (pl. 6nsuly), esetleges teher, ami véletlenszerden terheli a szerke-
zetet (pl. hasznos teher, meteorologiai terhek) és rendkiviili teher, ami
csak igen kis valoszintséggel fordul el6 az élettartam soran (pl. f6ldrengés,
vezetékszakadas, jarmd-utkozés). A szerkezet terheibdl a legkedvezotle-
nebb, un. mértékado teher meghatarozasi modjat szabalyzatok irjak eld,
ezzel a szaktirgyakban fognak megismerkedni. A MECHANIKAban a
teher jellegével nem kell foglalkoznunk, csak hatasait kell meghataroz-
nunk.

2.8. A mechanika szamitasi-viselkedési modelljei

A mechanikai szamitasokban az alkalmazott anyagtulajdonsagokat, a szer-
kezeteket, a terheket is egyszerGsitett, matematikailag kezelheté modellek-
kel szerepeltetjiik. Végul a megkivant, elvarhaté pontossagot kielégitd
kozelitd feltételek alkalmazasaval a szerkezetek viselkedését leképezé sza-
mitasi eljarasokat is egyszertsithetjiik, modellezhetjik.

2.8.1. Megmerevitett modell

Az anyagmodellek targyalasanal lattuk, hogy a merev testekben a terhekbdl
semmiféle alakvaltozas nem keletkezik, igy a szamitast mindig az eredeti
geometriai adatokon lehet elvégezni. Az igy leegyszertisitett viselkedési
modellt alkalmazzuk a STATIKA targykorében.

2.8.2. 1. rendii viselkedési modell

Ha a szerkezet alakvaltozasaira is szikségiink van, akkor a merev anyag-
modell helyett a szilard anyag-modellre kell attérniink. Ugyanakkor lattuk,
hogy a gyakorlati szerkezetek és terhek tobbségében a keletkezd kis el-
mozdulasok a terhek pozicidjaban, és igy hatasaban csak elhanyagolhaté
mértékd valtozast okoznak, igy a megtamasztasokra ad6dé hatisok meg-
hatarozasara az eredeti, deformalatlan szerkezeti geometria alkalmazhato.
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Az 1. rendd elméletben a hasznalt (esetenként egyszerisitett) fliggvény-
kapcsolatok linearisak, igy a kilon-kilon muikodtetett terhek hatasainak
Osszege (a szamitott elmozdulasokban isl) megegyezik az egylittesen md-
kodo terhekbdl szamithatd hatassal, azaz az egymasra halmozas alkalmaz-
hato.

Az 1. rendd elméletben a szilard anyagmodellen és a deformalatlan geo-
metrian mar szamitjuk a keletkez6 alakvaltozasokat, de elhanyagoljuk en-
nek (vissza)hatasat a szerkezet viselkedésében. Mérnoki szamitasaink tal-
nyomd tobbsége az I. rendd elmélettel végezhetd.

2.8.3. Il. rendii viselkedési modell

Ha a szerkezet deformacidja a teher pozicidjaban kedvezdtlen valtozast
okoz, akkor az alakvaltozas visszahatasat még akkor sem hanyagolhatjuk
el, ha az a szerkezet méreteihez képest kicsiny mértékd. Ilyen esetekben
érvényben tarthatjuk az elmozdulasszamitasban alkalmazott linearizald
kozelitéseket, de a kiszamitott elmozdulasokkal korrigalt geometrian jra
el kell végezniink a szamitasokat. Latjuk, hogy ez egy iterativ folyamat lesz,
aminek egyik kovetkezménye, hogy a terhek-hatasok egymasra halmozha-
tosaga megszunik, masik kévetkezménye pedig, hogy bizonyos szerkezet-
teher-geometria kombinaciokban ez az iteracié divergens eredményt ad,
azaz a szerkezet nem képes a megadott kombinacidban a terhek viselésére.

A II. rendd elméletben a szilard anyagmodellen és a deformalt geometrian
végezzuk iteratfv médon a szamitasokat, de az alakvaltozasok szamitasa-
ban érvényben tartjuk a kis elmozdulasokra érvényes linearizalé kozelité-
seket. Ezt a szamitasi eljarast kell alkalmaznunk pl. stabilitasra érzékeny,
kozpontosan vagy killpontosan nyomott elemek vizsgalata soran, ill. lapos
kotelek-kotélhalok, ivek, héjak stb. vizsgalata soran.

2.8.4. lll. rendii viselkedési modell

Ha a szerkezet alakvaltozasai olyan mértékiick, hogy emiatt a szerkezet
geometriaja is jelentésen modosul, akkor az elmozdulasok kozelitd, linea-
ris szamitasa nem ad kielégité pontossagot. Ilyen esetben pontosabb, a
trigonometriai Osszefiiggéseken alapul6 eljarast kell alkalmaznunk.
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A III. rendd elméletben a szilard anyagmodellen és a deformalt geometri-
an végezziik iterativ médon a szamitasokat, és az alakvaltozasok szamita-
saban a valds, trigonometriai Osszefiiggéseket alkalmazzuk. A IIL. rendd
elmélet alkalmazasara igen ritkan (pl. héjszerkezetek horpadasi vizsgalata
soran, nagy bel6gasu kotelek-kotélhalok vizsgalata soran van sziikség).

2.9. A mechanikai szamitasok pontossaga

A MECHANIKA mért fizikai mennyiségekkel dolgozik (méretek, terhek,
ellenallas, alakvaltozas), igy bemend adatai is mindig hibaval terheltek (va-
16szintségi valtozok). Ugy is felfoghatjuk, hogy minden adathoz egy té-
résmezé tartozik, és a tényleges érték e tlrésmezon belil barmi lehet. Ha
konkrét tirésmezdt nem rendelunk az adatokhoz, akkor a szamadat érté-
kes jegyei alapjan allapithatjuk meg az adat pontossagat.

Példaul:
MERT ERTEK | TURESMEZO |A LEHETSEGES TENYLEGES ER-
TEK

12 m +1% 1,188 m — 1,212 m

1,2m +0,1% 1,1988 m —1,2012 m

1,2m nincs megad- 1,15 m—1,24 m
va

1,20 m nincs megad- 1,195 m — 1,204 m
va

1,200 m nincs megad- 1,1995 m — 1,2004 m
va

0,0012 km nincs megad- 1,15m—1,24 m
va

0,00120 km nincs megad- 1,195 m — 1,204 m
va

0,001200 km | nincs megad- 1,1995 m — 1,2004 m
va

Az adatokkal végzett miveletek soran a véletlenszerd hiba halmozodik.
Minthogy az épitGiparban a geometriai adatokban cm rendd (acélszerkeze-
tek esetében mm rendd) pontossiag varhato el, a terhek felvételénél pedig
ennél is nagyobb a bizonytalansag, szamitasainkban az eredményt 1 %
tirésmezével helyesnek fogadhatjuk el. Ahhoz, hogy ezt a feltételt az
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eredményeinkben teljesiteni tudjuk, a szamitas soran az adatokat legalabb
egy nagysagrenddel pontosabban kell felvennunk.

A mechanikai szamitasokban négy-6t értékes jeggyel kell dolgozni,
ennél t6bb jegyet figyelembe venni viszont f6l6sleges, mert az adatok bi-
zonytalansaga miatt ezeknek a jegyeknek mar nincs informaciotartalma.

2.10. A mechanikai szamitasok eredménykoziése

A MECHANIKA el6jeles fizikai mennyiségekkel dolgozik, igy az eredmé-
nyek megadasanal a mértékegység kozlése mindig kotelez6!! Emellett az
eredmények hibalehet6ségének csokkentésére az eredmény grafikus jelét,
iranyat is meg szoktuk adni. Mechanikai szamitasaink eredményeit mindig
a kovetkezd formatumban kell megadni:

el6jel mérészam (4-5 értékes jegyre) mértékegység  irany

2.11. Ellenorzé kérdések

Sorolja fel a mechanika tertleteit!

Mi a kilonbség a végtelen merev és a szilard test kozott?
Sorolja fel a legfontosabb mechanikai anyagmodelleket!
Mi jellemzi a merev anyagmodellt?

Mi jellemzi a rugalmas anyagmodellt?

Mi jellemzi a képlékeny anyagmodellt?

Mi jellemzi a merev-képlékeny anyagmodellt?

Mi jellemzi a rugalmas-képlékeny anyagmodellt?

Mi jellemzi a rugalmas-lagyulé anyagmodellt?

Mi jellemzi a radszerkezeteket?

Mi jellemzi a feliletszerkezeteket?

Milyen teherfajtakat ismer?

Milyen mechanikai szamitasi-viselkedési modelleket ismer?
Hogyan definialhat6 az I. rendd viselkedési modell?
Hogyan definialhat6 az II. rendd viselkedési modell?
Hogyan definialhat6 az I11. rendd viselkedési modell?
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3. Erok - erorendszerek

Mechanikai tanulmanyaink elsé szakaszaban a szerkezetek — egyébként
kicsiny — sajat deformacidit elhanyagolva a merev testek statikajaval
tfoglalkozunk.

3.1. Az ero6 fogalma

Mérnoki szerkezeteinket kiilonb6z6 hatasok érik, és ahhoz, hogy megfele-
16 szerkezeteket konstrualhassunk, ismerntnk kell ezeket a terhel$ hatdso-
kat, és szamolnunk kell veltuk. A szamitasokban viszont csak olyan meny-
nyiségekkel tudunk dolgozni, amelyek mérhetdk, szamszertisithet6k,
amelyek matematikailag kezelhet6k. A matematika — részben épp a
gyakorlati mérnoki igények nyoman — sokféle mennyiség fogalmat és a
kezelésiikre alkalmas algoritmusokat mar megalkotta, igy a terhel hata-
sok jellege, tulajdonsagai alapjan kivalaszthatjuk a kezelésiikre legalkalma-
sabb matematikai fogalmakat és eljarasokat.

3.1.1. A szerkezeteinket éro hatasok

Mozgasallapot-valtoztat6 hatas

Két test egymasra hatasa akar kozvetlen érintkezés nélkil is megvaldsul-
hat: a gravitaciés hatas, a magneses-elektromos tér hatasa, vagy kozvetlen
érintkezéssel az tkozés a testek mozgasallapotat (sebességét, gyorsula-
sat) megvaltoztatja. A mérnoki szerkezetekben azonban igen ritkan alkal-
mazunk mozgd elemeket, és azok is lassu mozgasiak (zsilipkapuk, forgo-
emelhetd hidak, emelt f6démek, viztorony-kelyhek, betolt hidak, stb.), igy
a tényleges mozgast megvaltoztaté hatas kivil esik az épitémérnoki
gyakorlat érdekl6édési korén.

Tudjuk azonban, hogy a nyugalmi helyzet csak egy specialis mozgasal-
lapot, amikor egy — altalunk valasztott — bazishoz (a mérnoki gyakorlatban
altalaban a talajhoz) viszonyitott mozgas zérus értékd. A nyugalmi allapot-
ban 1év6 testekre hat6 gravitacid, elektromos-magneses tér a testek nyu-
galmi allapotat meg akarja valtoztatni, és ennek megakadalyozasa a mi
feladatunk. E tekintetben tehat a testek egymasra hatasabol (elsésorban a
gravitaciobol) fakadé mozgasallapot-valtoztatd hatassal is foglalkoznunk
kell.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 24 p



Mechanika I. Erék — erérendszerek

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék Vissza 4 5 )p

Alakvaltoztat6 hatas

A mérnoki gyakorlatban a testek egymasra hatasa leginkabb alakvaltozta-
t6 hatasként jelenik meg (pl. sulyteher vagy hémérsékletvaltozas hatasara
bekévetkez alakvaltozas). Ezek az alakvaltozasok a tényleges szerkezete-
inkben a szerkezeti méreteknél nagysagrendekkel kisebbek, igy a szer-
kezet geometridjat (a legtobb esetben) alig befolyasoljak. Szerkezeteink
vizsgalata soran tehat tudjuk, hogy keletkeznek deformaciok, és (a
kés6bbiekben) meg is ismerjik ezek meghatarozasi médjat, de a szamunk-
ra legfontosabb feladat, a nyugalmi allapot biztositasa soran ezek
szamba vétele elhagyhaté.

A szilard anyagu szerkezeteinket a nyugalmi allapot vizsgalata soran
az ébredd alakvaltozasok elhanyagolasaval merev testekként kezelhetjik;
ez a megmerevités elve.

Méretvaltoztatd hatas

Szerkezeteink terhelése soran el6fordul olyan eset is, amikor a terhel
hatas nyoman sem a mozgasallapot, sem az alak nem valtozik, csak a szer-
kezet mérete (ilyen lehet a gémb alakd gaztartalyok méretvaltozasa a
nyomas megvaltozasakor, az egyenes rad méretvaltozasa egyenletes ho-
mérsékletvaltozas hatasara, stb.). Megallapithatjuk azonban, hogy ezek az
esetek valéjaban az alakvaltozasi hatas vizsgalatira vezethetSk vissza,
hiszen az egész szerkezeten csak méretvaltozast okozé hatasok a
szerkezet részein-elemein alakvaltozasokként jelennek meg.

3.2. Az ero definicidja

A testek egymasra hatasat valamilyen mérhetd, matematikailag is kezelhet
mennyiségként kell meghataroznunk.

A testek egymasra hatasanak mértékét ERO-nek nevezziik.

3.2.1. Az ero tulajdonsagai

A testek egymasra hatasat a hatas nagysagaval, iranyaval és tamadasi pont-
javal jellemezhetjik.
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Az er6t nagysaga, iranya ¢és tamadaspontja hatirozza meg (az irany
helyett szokas az iranyitas nélkili hatasvonalat és az ezen felvett iranyitast,
értelmet kilon megkiilonboztetni).

Mindezek alapjan az eré matematikailag helyhez koét6tt vektormennyi-
ségként kezelhet6. A merev testek statikajaban, a testek alakvaltozasa-
nak elhanyagolasa esetén a tamadaspontnak nincs jelentésége, mert az
er6 a hatasvonala mentén (hatasanak megvaltozasa nélkil) eltolhaté.

3.2.2. Az ero megadasa

A helyhez kotott vektort akkor tekinthetjiik ismertnek, ha egyértelmden
meghatarozott a hely, és egyértelmiien meghatarozott a vektor.

A hely azonositasahoz a sikban két adat, a térben harom adat sziikséges,
a (szabad) vektor azonositasahoz a sikban két adat, a térben harom adat
sziikséges.

A szamitasok soran tObbnyire a koordinatageometria eszkoztarat alkal-
mazzuk, ehhez az eré helyét a hatasvonal egy pontjanak két (a térben
harom) koordinatajaval, a (szabad) vektort pedig két (a térben harom)
tengelyiranyu vetiiletével azonosithatjuk.

Szerkesztéses megoldasokban a vektor nagysagaval és egy bazisként el-
fogadott félegyenestdl szamitott hajlasszégével is azonosithatd. A szer-
kesztésekben az erSk helyét 1éptékhelyes geometriai abran szokas meg-
adni.

A szamitasi feladatokban az esetek tilnyomoé t6bbségében a derékszogl koordi-
natarendszer alkalmazasa a legcélszerdbb, de el6fordulhatnak tengely- ill. pont-
szimmetrikus feladatok, amelyekben a henger-, vagy a gdbmbi koordinatarendszer
alkalmazhaté célszerten.

Az altalanos allasu erék koordinatatengely-iranyu hatasat kéttéleképpen is
megjelenithetjiik. Az erét helyettesithetjiik vele azonos hatast kifejts, de
koordinatatengely-iranyu erékkel, amelyeknek természetesen sajat vekto-
ruk és hatasvonaluk van (a helyettesit6 er6k hatasvonalainak a helyettesi-
tendd eré hatdsvonalan kell metsz&dnie). Ezeket a tengelyiranyd helyette-
sit6 er6ket 6sszetevéknek (komponenseknek) nevezziik.

A szamitasban a felvett koordinatarendszer a tengelyiranyokat kitdzi, igy
gyakran az eréket elegend6 a tengelyekre vetitett (skalar) értékiikkel szere-
peltetni. Az erék (vektorainak) koordinatatengelyekre vetitett értékeit az
er$ vetiileteinek nevezzik.
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A skalarvetiiletekbdl a vektorOsszete-

véket a tengelyiranyd egységvektorokkal . 1 Fy X"
torténd szorzassal kaphatjuk meg (ez a !
szorzat a helyinformaciét nem tartalmaz- Or gl 2
za, ezért nevezzik az igy kapott mennyi- |F, F
séget vektordsszetevonek). {

Ex=Fxi  Ey=F/Xj w Fy

Az er6 vektornagysaga és allasszoge és a vetliletnagysagok kozott trigo-
nometriai vagy pitagoraszi Osszefiiggésekkel teremthetiink kapcsolatot.

Fy=|F|xcoso, Fy=|F|xsina, ill. (|F|)’=(F +E?)

Az o szbget az X tengely pozitiv agatol az ora jarasaval megegyezs pozi-
tivsaggal szokas felvenni. Ha az a szoget a teljes 360°-0s tartomanyban
értelmezziik, akkor a trigonometriai 6sszefiiggések elGjelhelyesen adjak
meg a vetiiletek értékeit. Ha az a szoget csak a 0-90°-0s tartomanyban
értelmezziik, akkor a vetiletek eljeleit szemléletbdl kell megallapita-
nunk.

Ha az o hajlassz6g nem ismert, az eré \
hatasvonalaval parhuzamos atfogoju, a

tengelyekkel — parhuzamos befogoju A
derékszogl haromszog és az F-Fy-Fy
vektorharomsz6g hasonlosaga alap- Y \s
jan is meghatarozhatok az erd vettletei.

| Ey| _ YA vY

Bl NX, 5 +Y, D)
|Fx| X, 5

Bl VX, 2 +Y, )

Xz\fB X

F

3.2.3. Az ero hatasai

Az er6knek a testekre vonatkozé elmozdité hatasat az er6fogalom kifejté-
se soran targyaltuk. A testek sikbeli-térbeli kiterjedése miatt azonban az
eltold hatis mellett az elfordité hatassal is szamolnunk kell.

\4
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A hatasvonalak k6z6s metszés- Az elébbi esettel azonos vektord, de
pontja miatt az erSk a testet csak hatasvonalaikban nem kozos met-
eltolni akarjak, elfordit6 hatis széspontd erdk a testre az eltol6 hatas
nem Iép fel. mellett elfordit6 hatast is kifejtenek.

Az er6(k) altal a sk P pontjara (a tér t tengelyére) kifejtett forgat6 hatast
az er6(k) P pontra (t tengelyre) vonatkozé nyomatékanak nevezziik.

Az elforgat6 hatas az er6 nagysagatol és a forgaskozéppont helyzeté-
tol fugg.

Az F erének a P pontra vonatkozé nyomatéka az F eré nagysaganak és
az F hatasvonala és a P pont mer6leges tavolsaganak (er6kar=k) szor-
zataként szamithaté. Az er6 nyomatékat az 6sszetevGk (nem a vetlle-
tek!) ugyanazon pontra vett nyomatékosszegeként is meghatarozhatjuk.
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MF(P):_ | F | xkF(P) X,
MO=-F X (X-Xp) +Fy X (X -Xp) Yo ) o

A forgatonyomaték elGjelét az ora-
mutaté jarasaval megegyezs forgas- Y, T R
irAny esetén tekintjik pozitivnak. Ol > Fy
Ha a fenti 6sszefiiggésbe az eréOssze- F
tevoket és a koordinatakat elGjelhelye- v
sen helyettesitjiik be, a forgatonyoma-
tékot elSjelhelyesen kapjuk.

\4

3.3. Miiveletek erokkel

3.3.1. Az egyenértékiiség

Az erékkel-erérendszerekkel végzett miveletek célja jobbara két erécso-
port hatasazonossaganak kimutatasa, bebizonyitasa. Ezt a célt tomoren,
még a matematikai-szerkesztési 1épések el6tt célszerd irasba foglalni.

A két er6csoport hatasazonossagat kimondo6 egyenlséget egyenér-
tékiliségnek nevezziik. Az egyenértéklségben (vagy mas nevén: egyensu-
lyi kijelentésben) mindkét oldalon csak az er6k felsorolasa szerepel. Az
egyenértékiségben (megkilonboztetéstl) az egyenlGségjel f61é¢ pontot is
teszunk.

(F,F,,Fs,....F,...,F.)=R

A fenti egyenértékiiség szerint az (F) erérendszer minden hatasaban
azonos az R (eredd) erével. Az egyenértékiiség alapjan minden olyan ma-
tematikai egyenlet, szerkesztési 6sszefiiggés alkalmazhato, ami a fenti
hatasazonossagot biztositja.

3.3.2. A statika axiomai

Vannak a statikaban is olyan teljesen természetes, a gyakorlatban mindig
érvényestlo, de (kiindulasi pont hijan) szigorua logikaval nem bizonyithatd
allitasok, amelyeket alapigazsiagoknak, axiomaknak mindsitve a tovabbi
allitasaink mar bizonyithatok. A statikaban négy axiémat fogalmazunk
meg. A kovetkez6kben ezen alapigazsagok szoveges, és grafikus megfo-
galmazasat foglaltuk Ossze.
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1. axioma:

2. axioma:

3. axioma:

(F,F,,....F

KET ERO AKKOR ES CSAK AKKOR VAN EGYEN-
SULYBAN, HA HATASVONALUK KOZOS, VEK-
TORUK ELLENTETT.

U (F 1,F 2)£0
2

HAROM ERO AKKOR ES CSAK AKKOR VAN
EGYENSULYBAN, HA HATASVONALAIK KOZOS
METSZESPONTUAK, VEKTORAIKBOL PEDIG
ZART, NYILFOLYTONOS VEKTORHAROMSZOG
KEPEZHETO.

F F

(F,,F,,F,)=0

EGY ERORENDSZER HATASA NEM VALTOZIK,
HA ONMAGABAN EGYENSULYBAN LEVO ERO-
CSOPORTOT ADUNK HOZZA, VAGY VESZUNK
EL BELOLE.

oo F)=R (Q,Qy,...,Qy,..,Q)=0—[(F),(Q)]=R

[(F),(Q]=R (Q)=0 —(F)=R

4. axioma:

KET TEST EGYMASRA HATASAKOR A KET TEST
ALTAL EGYMASRA KIFEJTETT ERO EGYMAS
ELLENTETT]JE LESZ (hatasvonaluk azonos, vekto-
ruk ellentett, DE: MAS-MAS TESTRE MUKOD-
NEK!).
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3.3.3. Két parhuzamos erd ereddje

Parhuzamos erék esetén az ered6 nagysaga és allasa igen konnyen meg-
hatarozhat6: az ered6 hatasvonala az er6k hatasvonalaival parhuzamos
lesz, az ered6 nagysaga pedig az erénagysagok algebrai 6sszegeként
adodik. Az ered6 helyének meghatarozasahoz a szamitasban az erék for-
gatonyomatékainak azonossagat hasznaljuk fel, a szerkesztésben pedig
segéderéket veszink figyelembe.

(F,F)=R R=F,+F,
| F | <|F,| MR(R)=O='F1XkF1(R)+F2xkF2(R)
kg™ el ™ F, Xk, ®=F,xk.,®
F k., ®
YF R F -1 _ B2
' IR ? F,  ky®

Egy iranyban all6 két parhuzamos eré ereddje a két eré hatasvonala ko-
z6tt, a nagyobbik abszolut érték er6hoz kozelebb van (az ered6 az
erénagysagokkal forditott aranyban osztja a két er6 kozotti tavolsagot).

(F,F)=R A R=F,-F,
| F,| <|F,]| k (R)A MR(R)=0='F1XkF1(R)+F2xsz(R)
| ® L F Xkg W=F, Xk,
. F, _ kp®
F, F, R F—z = kF1ZK5

Ellenkezd iranyban all6 két parhuzamos eré ereddje a két eré hatasvo-
nalan kiviil, a nagyobbik abszolut értékd erd oldalan van (az ered6 és az
er6k tavolsagai az er6nagysagokkal forditott aranyban alakulnak).

(F,F,)=R R=F,-F,=0
| Fy|=]F,| ZMFl,Fz(P):+F1x(k +1,®)-F, xk,,®

M, p, " =+F,Xk+F, Xk, ®-F,xk,,®

k kg, P |F,|=|F,|=F=F,xk,"-F,xk,,"=0

ZMFl,FZ(P):+F Xk

Ellenkezd iranyban 4ll6, azonos abszolat értékd két parhuzamos erd
ereddjének erdvetiilete zérus, az erérendszer nyomatéka viszont a sik
barmely pontjara azonos: az erénagysag ¢és a hatasvonalak koézotti tavol-
sag szorzata. Az ilyen tulajdonsagi erérendszert er6parnak, koncentralt
nyomatéknak nevezzuk.
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Két parhuzamos er6 ereddjének helyét (segéderdk felvételével) meg is
szerkeszthetjuk.

(Fi,F2)=R

Az F, és F, er6k hatasvonalainak parhuzamos-
saga miatt az ered6 helyét a hatasvonalak met-
széspontjaval nem lehet meghatarozni. Ad-
junk hozza az (F) erérendszerhez egy S és 8
er6kbol allo, az F erdk hatiasvonalait metszd,
onmagaban egyensulyban 1év6 erérendszert!

(5,8°)=0 a harmadik axiéma szerint:

(S’Fl’FZ’S’)iR
(5,F)=R, (F,,$)=R,
(RI’RZ)iR

Vilasszuk meg a vektorabra léptékét ugy, hogy az S segéderé vektora
éppen megegyezzék az S hatasvonalanak az F, és F, hatasvonala
kézé esd szakaszaval. Igy (kivételesen) a geometriai és a vektorabrat
egyesitve szerkeszthetjik meg. Az S eré vektoranak folytatasaban (az F,
hatasvonalarall) felmérve az F,; eré vektorat, a vektorabra kezd6- és vég-
pontjat 6sszekotve az R, részeredd vektorat, és egyuttal (minthogy a vek-
torabra kezd6pontja az S és F; er6k hatasvonalainak metszéspontja volt)
hatasvonalat kapjuk. Teljesen hasonlé médon az F, eré vektorat az F,
hatasvonalara felmérve az S’ és az F, er6k vektorainak nyilfolytonos vek-
torabrajat kapjuk, amely az R, részered6 vektorat és egyuttal hatasvona-
lat jeloli ki. Az R, és R, részered6k ereddje az eredeti F, és F, er6k eredd-
jével azonos, helyét (hatasvonalanak egy pontjat) az R, és R, részered6k
hatasvonalainak metszéspontja hatirozza meg.

A tényleges szerkesztésben mar nem szitkséges a teljes gondolatmenetet
mindig végigvezetni, elegendé annyit megjegyezni, hogy az F, er6 vekto-
rat az F, hatasvonalara, az F, vektorat az F, hatasvonalara tetsz6leges
helyen felmérve az egyik vektor kezdSpontjat a masik vektor vég-
pontjaval Osszekotve a két segédegyenes metszéspontja az eredeti erék
ered6jének hatasvonalat jeloli ki. A szerkesztés ellentétes értelmi erdk
esetén is alkalmazhat6. Etépar esetén a parhuzamosok koézé zart parhu-
zamosok tétele miatt a vektorok kezd6- és végpontjait Osszek6td egyene-
sek is parhuzamosak lesznek, azaz az (egyébként zérus nagysagu) eredd
er6 a végtelenben lesz, azaz az erépar csak forgatonyomatékkal rendel-
kezik.
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3.3.4. Egy ero és egy eropar ereddje

Egy koncentralt eré a stk barmely pontjaira azonos eltol6 hatast, és
valtozo elfordité hatast fejt ki, egy er6par pedig a sik barmely pontjara
azonos elforditoé és zérus eltold hatast fejt ki. Ebb6l kovetkezik, hogy
ereddjitk az eltold hatast csak az er6t6l 6rokolheti, vagyis az ered6 vekto-
ranak ill. vetiileteinek az erd vektoraval ill. vetiiletnagysagaival meg
kell egyeznie. Az er6parban megtestesiilé elfordité hatast az eredé (6n-
magaval parhuzamos) eltolasaval pétolhatjuk.

Az eljaras tetszdleges allasu

er esetén alkalmazhaté. Ha ®) .

az er6hatasvonalra meréle- ke (F,M)=R

ges tengellyel dolgozunk, F=R

akkor a merdleges kart szol- M MF(R)+M=MR(R)=O

galtatja, ha a szokasos koor- F (R)— R)—
dinatatengelyeket hasznaljuk, M =-F Xl =M

akkor a médszer az eré és az kF(R)ZM / F
ered6 tengelymetszékeinek
kilonbségét adja.

Kicsit mas gondolatmenettel

is ugyanerre az eredményre F
jutunk: helyettesitsik az M =~
erépart egy S és egy S* erével /
(ezt  végtelen  sokféleképp

(F,M)=R
N M=(S,S%)

<~ s¥R (FS89=R

megtehetjiik). Vegyik fel az S (F,8)=0
er6t ugy, hogy hatasvonala S ’
az F hatasvonalaval azonos S*=R

legyen, vektora pedig az F

vektoranak ellentettje legyen.

Ez esetben az S* erd vektora az F vektorral azonos lesz, helyét pedig tgy
kaphatjuk, hogy az S-S* erépar forgatonyomatéka mind értékében, mind
el6jelében egyezzék meg az M er6par forgaté hatasaval. Ennek alap-
jan az S és az S* er6k kozott merdleges tavolsigot a kp™=M/F hanyados
szolgaltatja. Az F és az S er6k kozos hatasvonalaak és ellentett vekto-
ruak lévén egyensulyban vannak, elvételiik nem valtoztatja az erérend-
szer hatasat, azaz az ered6 maga az S* erd lesz.
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Egy er6 és egy er6par ereddjét ugy kapjuk, hogy az er6t 6nmagaval
parhuzamosan eltoljuk, olyan iranyba és olyan mértékkel, hogy az
eltolasbol szarmaz6 nyomatékvaltozas az er6par hatasat potolja.

3.3.5. Az er6 pontra redukalasa

Egy erének egy ismert ponton atmend erdvel és egy vele egyidejiileg
miikédtetett koncentralt nyomatékkal torténd helyettesitését az erd
pontra redukalasanak nevezziik.

A pontra redukalas valéjaban az el6z6
pontban ismertetett feladat, az eré és
erbpar eredémeghatirozasanak in-
verz feladata. Ennek megfeleléen az
ismert A ponton atmend erd vektora-
nak kell pétolnia az eredeti F er6 elto-
16 hatasat, tehat az A eré vektora ill.
vetilletei az F eré vektoraval, ill.
vetiileteivel azonosak lesznek. Az
A pontra az A eré nyomatéka zérus,
az F er6 altal az A pontra kifejtett
forgatd hatast tehat az M, nyomaték-
nak kell pétolnia.

F [ M,=+Fxk®

3.3.6. Az er6k mértékegysége

A koncentralt er6k mértékegysége a N, vagy annak megfelel6 prefixum-
mal ellatott tobbszordse.

A forgatonyomaték mértékegysége (a szarmaztatasnak megfelelGen)
NXm, ill. ennek megfelel6 prefixummal ellatott tobbszorose.
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3.4. Az erok helyettesitése

A helyettesitési feladatban olyan erdt vagy er6csoportot keresiink,
amely kielégiti az elére meghatarozott feltételeket, és az eredeti erd-
rendszert minden hatasaban pétolni, helyettesiteni képes. Ha az ere-
deti erérendszert egyetlen er6 képes helyettesiteni, ezt az er6t az erérend-
szer eredGjének, eredd erbnek nevezzuk.

Az er6k hatasainak targyaldsa soran megallapitottuk, hogy egy (merev)
testre az er6k eltold ¢és elforditod, az eréparok (koncentralt nyomatékok)
csak elfordit6 hatast fejtenek ki. Ennek alapjan rogzithetjiik, hogy

e a csak erGparokbol 4ll6 erérendszer eredbje csak erépar lehet

e a hatasvonalaikkal egyetlen pontra illeszked6 erdk esetében az
eredd erd hatasvonala is erre a pontra illeszkedik (az ered6 ha-
tasvonalan ennek a pontnak rajta kell lennie)

e az eltol6 hatasaikban (azonos iranyu vettleteikben) zérust adé
er6rendszerek eredSjének az eltolé hatas iranyaban all6 ten-
gelyre vett vetiilete zérus

e amind eltol6 hatasaikban (sikban két, nem parhuzamos tengely-
re, a térben harom, paronként nem parhuzamos tengelyre vett ve-
tileteikben), mind pedig elfordit6 hatasaikban (a sikban a sikra
meréleges tengelyre szamitott, a térben harom, paronként nem
parhuzamos tengelyre szamitott nyomatékaikban) zérust adé erd-
rendszer eredGje zéruserS, azaz az er6rendszer egyensulyban
van.

3.4.1. Helyettesités egyetlen erével — az eredé meghatarozasa

A fentiekben 6sszefoglalt altalanos megallapitasoknak megfeleléen az erd-
rendszert helyettesité egyetlen erd vetileteinek (nyomatékanak), ill. szer-
kesztés esetén vektoranak meg kell egyeznitk a helyettesitend6 erérend-
szer ugyanazon tengelyekre (pontokra) vett, Osszegzett vetileteivel (nyo-
matékaval), ill. vektorosszegével. Ennek megfeleléen zérus vetiiletosszeg
esetén az eredének a vizsgalt tengelyre nincs vettlete, tehat hatasvonala a
tengelyre meréleges. Ha a helyettesitendé erérendszer vetiletGsszege
minden (a sikban: két, nem parhuzamos, a térben: harom, paronként nem
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parhuzamos) tengelyre zérus, akkor az er6rendszer (egyetlen) erével nem
helyettesithetd.

Az ered6 meghatarozasa szamitassal

Az egyenértékiiség:
(Fy By FpeFppes F ) 2 R 2 (Ry Ry Ry )

A vetileti egyenletek:

ZEX:RX ZEY:RY ZEZ:RZ
i=1 i-1 i=1

Vegytik észre, hogy az eredd vetiileteinek el6allitasahoz csak a helyettesi-
tend6 er6k vetiileteinek Osszegeire volt szikkséglink. Ezek ismeretében
az eredé eré vektora a (térbeli) Pitagorasz-tétel alkalmazasaval allithatd
elé:

o _ 2 2 2
R=R,+R,+R, =[R2 +R? +R?)
Az eredé allasat, a koordinatatengelyekkel bezart szogeinek értékét az un.
iranykoszinuszok meghatarozasaval kaphatjuk meg:

R R
coSar =7X cosa, :?Y cosa, :?Z

Ha a helyettesitendé erérendszerben talalhaté olyan pont, amelyen min-
den hatasvonal keresztilmegy — az erérendszer kozds metszéspontu
er6kbdl all —, akkor az ered6 vektorat ehhez a ponthoz illesztve a helyet-
tesitd erd, az eredd helyét is megkaptuk.

Ha a helyettesitendé erérendszer eréi nem kozds metszésponta erdk,
ill. a helyettesitend6 erérendszerben erépar(ok) is van(nak), akkor —
amennyiben létezik — az ered6 vektorat, ill. vetiileteit a k6z6s metszés-
pontu erérendszerrel azonos maddon, vetiileti egyenletekbdl kaphat-
juk meg.

Az ered6 helyének meghatarozasahoz azonban az erék elforgaté hatasat,
az er6k nyomatékat kell felhasznalnunk: az ered6 (mar ismert) vektora-
nak olyan pozicidban kell lennie, hogy az altala kifejtett elforgatd hatas az
egész erérendszer altal kifejtett, 6sszegzett elforgatd hatassal legyen azo-
nos. Bzt az sszehasonlitast a stk barmelyik pontjara (a térben barmelyik,
nem parhuzamos tengelyparra) felirhatjuk, az egyenlet megoldasa minden-
képpen az eredd valds helyét, pontosabban: az eredé hatasvonalanak
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egy pontjat szolgaltatja. Minthogy az ered6 vetiileteit, és ezaltal vektorat
mar meghataroztuk, a hatasvonal egy pontjanak ismerete a vektor allasa-
nak, iranykoszinuszainak ismeretében az ered6 hatisvonalat is teljesen
meghatarozza.

A sik egy tetsz6leges P pontjara felirva a nyomatéki egyenletet, abban csak
egy ismeretlen, az eredé hatisvonalanak a P ponttdl mérhets kg* karja
szerepel. A P pont, a hatdsvonal alldsa és a kar ismeretében az eredd hely-
zete egyértelmien meghatarozhaté (az egyenletben mind az erék, mind a
koncentralt nyomatékok 6sszegzett forgatonyomatékat szerepeltettiik).

Zn:Mﬁl.+Zk:Mj:iFixk§i+iMj:MIf:ka};
i=1 j=1 i=1

J=1

X

(F, F,, Fy Fyy Fy) = R

A fenti, altalanos megoldas jelent6sen egyszertsithetd, ha a forgatonyoma-
tékokat az erék tengelyiranyu vetiileteibdl hatarozzuk meg, a nyomaté-
kokat az altalanos P pont helyett egy konnyebben kezelhet6 pontra (pl. az
origbra) irjuk fel, és a szamitasban az ered6t valamelyik (egyel6re feltétele-
zett helyzetd) tengelymetszési pontjaban két 0sszetevéjével helyettesitjik.
Ha a helyettesitendé eréket egy viszonyitasi egyenes (pl. az X tengely)
metszési pontjaiban bontjuk fel 6sszetevéikre, és a nyomatékokat is e vi-
szonyitasi tengely egy pontjara (esetinkben az origora) irjuk, akkor az
er6k egyik (esetiinkben az X) iranyu 6sszetevoi a nyomatéki egyenletben
zérus karral szerepelnek, azaz kihagyhatok. Az ismert vektoru, tehat
mindkét Osszetev6jében ismert nagysagu eredSt ugyanezen viszonyitasi
egyenessel képzett (egyelére csak feltételezett helyzetd) metszéspontjaban
felbontva a nyomatéki egyenletben az eredének is csak az egyik (esetiink-
ben az Ry) Osszetevéje szerepel, és az egyenletbdl egyetlen ismeretlen-
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ként az ehhez tartozo kart (esetiinkben az ered6hatasvonal és az X ten-
gely metszéspontjanak X; koordinatajat) hatarozhatjuk meg.

n

n k n k
§M3+§M,=§EY><XH+_ lX><0+jZ=1:Mj=M1?:RY><.+ 0

(A fenti, altalanos egyenletben mind az erk, mind a koncentralt nyomaté-
kok Gsszegzett forgatonyomatékat szerepeltettiik.)

(B, F,, Fy Fy Fy)~R= (R, R,)

FS\?’

Y

Az er6k nagysaganak, allasszogének és hatiasvonala helyének ismeretében
az Iy iranyu 6sszetevék nagysaga és Xy, koordinatdja, valamint az eredd
Ry és Ry komponense meghatarozhato, és igy az origora felirt nyomatéki
egyenletben csak az eredShatasvonal és az X tengely metszéspontja-
nak X koordinataja az ismeretlen.

,, > M/
YMP =R, xX,= X, ="1——
i=1 R,

Ne feledjik, hogy az eljarasban az ered6 helyét, a metszéspont X; koordi-
natajat csak feltételeztitk az X tengely pozitiv agara, {gy a valésagban az
akar a negativ oldalon is lehet. X; elGjelét a helyettesitendé erérendszer
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origbra 6sszegzett nyomatékanak el6jele, az eredé Y komponensének el6-
jele és az ered6hatasvonal (altalunk felvett!) metszésponti koordinatajanak
el6jele hatarozza meg. Ha X; a szamitasbodl pozitivra adédik, akkor a met-
széspontot az X tengelyen az orig6tol szamitva helyes oldalra vettik fel,
ha az elgjel negativ, a kapott tavolsagot az origotol a feltételezett irannyal
ellentétesen kell felmérntnk.

Ha az eredének nincs Y iranyu 6sszetevoje, akkor a fentiekkel analég mo-
don kereshetjuk az Y tengelymetszék helyét is.

Az ered6 meghatarozasa szerkesztéssel

Szerkesztés esetén — amint azt az axidmak esetében mar lattuk — kiilén
kell vizsgalnunk a vektorokra és kiilon a hatasvonalakra vonatkozé
feltételek teljestilését.

Az ered6tdl azt varjuk, hogy minden hatasaban tokéletesen helyettesitse az
erérendszert. Ennek megfeleléen az eredd vektora az erérendszert al-
kot6 er6k vektorainak O6sszegével lesz azonos. Az eredé vektoranak
megszerkesztéséhez egy — altalunk valasztott er6léptékli — vektorabraban
nyilfolytonosan felrajzoljuk az erék vektorait. Az elsé és a masodik vek-
tor Osszegét a parallelogramma-szabaly alapjan az els6é vektor kezd6pont-
jabol a (nyilfolytonosan felrajzolt) masodik vektor végpontjaba nyiliitko-
zéssel berajzolt vektor adja. Az igy megkapott R, részered6-vektorhoz a
fentick szerint hozzaadva az F; er6 vektorat, az R ; részeredé vektorat
kapjuk. Az eljarast azonos médon folytatva a teljes erérendszer ered6jé-
nek vektorat tudjuk el6allitani.

Egy er6rendszer eredéjének vektorat az els6 er6 vektoranak kezdé-
pontjabol az utols6 erd vektoranak végpontjaba nyiliitkozéssel be-
rajzolt vektor adja.

Vegytik észre, hogy az eredé vektoranak meghatarozasa soran az erék
hatasvonalait, ill. az er6rendszerben szereplé (de erévektorral nem ren-
delkezd!) er6parokat nem kellett figyelembe venniink. Az eredd vek-
tora tehat (azonos er6kbdl allo) kézés metszéspontu és altalanos, szét-
szort er6rendszer esetén azonos.

Az ered6 helyének meghatirozasahoz a hatasvonalakra vonatkozé 6sz-
szefliggéseket kell felhasznalnunk. Az elsé két et eredéjének hatasvonala
at fog menni a két er6 hatasvonalanak metszéspontjan, ennek megfeleléen
az Ry, vektort az F, és F, er6k hatasvonalainak metszéspontjaba illesztve
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megkapjuk az Ry, részered6 hatasvonalat. Az R, hatasvonalanak és az F,
er6 hatasvonalanak metszéspontjara illeszkedni fog az R, ; részeredé.

A szétszort sikbeli erérendszer esetében az ered6 helyét (az eredd hatas-
vonalanak egy pontjat) a paronkénti Osszegzéssel szekvencialisan felvett
utolsé részeredé és az utols6 erd hatasvonalanak metszéspontja
szolgaltatja.

Ha az erérendszerben eréparok is vannak, azok egyszerd algebrai 6sz-
szegzéssel mindig egyesithetdk, az igy kialakul6 egyetlen erépar pedig
mindig helyettesithet tetszéleges nagysagu er6kbdl allé (de természe-
tesen azonos elGjeld, és azonos forgatdértékd nyomatékot szolgaltatd) két
parhuzamos erével. Ezek az erék az eredé vektoranak meghatarozasa-
ban nem jatszanak szerepet, hiszen a két eré ellentett vektord, de az eredd
helyét mar moédositani fogjak.

Parhuzamos, vagy kézel parhuzamos allast er6k esetében a hatasvonalak
metszéspontjainak meghatarozasa bizonytalan, ezért a megbizhaté ered-
mények eléréséhez a szerkesztést segéderdk felvételével végezziik el.

Az eredeti erérendszer hatasa, eredéje nem modosul, ha az erérendszer-
hez (a III. axiémanak megfelel6en) 6nmagaban egyensuilyban 1évé erd-
rendszert adunk hozza. Az S segéderdt tetszéleges nagysagura és allasara
valaszthatjuk, de célszeri ugy felvenni, hogy az elsé er6héz hozzaadva a
részered6 és a kovetkez6 erd hatasvonalainak metszéspontja kénnyen
megrajzolhat6 legyen. Ezek utan az S er6 természetesen az S erével azo-
nos hatasvonalt és ellentett vektoru lesz. Az S és S erékkel kibévitett
er6rendszerben az erék sorrendjét az S erdvel kezdjik, és az S’ erdvel
zarjuk. Bzek utan szerkesszik meg a vektorabrat, paronként meghataroz-
va a részered6k §; vektorait is. E részered6k hatasvonalai az 6ket alkoto
két eré hatasvonalainak metszéspontjain mennek keresztil, igy a hatasvo-
nalak 4abréja is megszerkesztheto.
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(F1,F,F3,F, F) =R+ (S,8)) =0=>(S,F,,F,, F3,F,,F5,8’) =R
Sli(SO’Fl)
SZé (SlaFZ)

S5= (S0, F'1sFop Fay Fyy Fs)=>(55,8°) =R

A VEKTOROK ABRAJA A HATASVONALAK ABRAJA
(vektorsokszog) (kotélsokszog)

Az egyenértékiiségekbdl lathatd, hogy az utolsé (esetunkben az S; jeld)
részeredd valdjaban a teljes helyettesitendd erérendszer és az S jeld segéd-
er6 ered6je. Ha ehhez hozzaadjuk az S er6 ellentettjét, azaz az S erdt,
akkor az eredeti erérendszer ereddjét kapjuk. A vektorabraban jol latszik,
hogy az S vektor megforditasaval kaphaté S’ vektor és az S; részered6
eredGje valoéban (az er6rendszer vektorabrajabol mar ismert) R ered6 lesz.
Igy szemlélve viszont az R eredd két erd ereddjeként jelenik meg, azaz
hatasvonalanak at kell mennie a két er6 hatasvonalainak metszés-
pontjan. Az 8 er6 hatasvonala (az ellentettség miatt) az S hatasvonalaval
azonos, az S; részeredd hatasvonalat pedig a szerkesztés szolgaltatta. E két
hatasvonal metszéspontja az eredeti er6rendszer eredéhatiasvonalanak egy
pontjat adja meg.

A fenti szerkesztésbdl kiadodé geometriai abra, a hatasvonalak abrija
megegyezik egy olyan végtelen hajlékony, sulytalan kétél alakjaval, amelyet
az eredeti erérendszer elemei terhelnek, ezért a hatasvonalak abrajat ko-
télsokszognek, magat a  szerkesztést pedig  kotélsokszog-
szerkesztésnek nevezziik. A tovabbiakban a segéderék és a részeredSk
vektorait vektoridom-sugaraknak, hatasvonalaikat kétéloldalaknak fogjuk
nevezni, és (bar sosem tévesztjik szem el6l, hogy ezek a mennyiségek
er6k) a vektorabraban és a kotélsokszogben szerkeszt6é vonalakként dol-
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gozhatunk veliik. A vektorabraban a vektoridom-sugarak kozos kezdé-
pontjat péluspontnak nevezziik, és Q2-val jeloljik.

A kotélsokszog-szerkesztés a szétszort sikbeli erérendszer ereddjének
helyét hatarozza meg, az els6 er6t megel6z6 és az utolsé erét kévetd
koétéloldalak metszéspontjaként azonositva az eredé hatasvonalanak

egy pontjat.

Vegyiik észre, hogy az ered6 vektoranak meghatarozasahoz nem volt
szitkség a kotélsokszog megszerkesztésére, az ered6vektort a vektorabra
6nmagaban szolgaltatta.

A kotélsokszog tulajdonsagai

A vektorabra vektoridomsugarai egy-egy részeredd és egy-egy (a vektor-
abraban hozza csatlakozo) eré eredévektorai, a kétélsokszog kotéloldalai
pedig ugyanezen ered6 hatasvonalai. E szarmaztatas miatt a vektoridom-
sugarak és kotéloldalak koézott szigort, kolesonds megfeleltetés érvényes.
Az Q poélus két koordinatajanak és az elsé kotéloldal helyének szabad felvé-
tele pedig azt jelzi, hogy egy erérendszerre (haromszorosan) végtelen sok
kotélsokszog szerkeszthetd, vagy masként fogalmazva: az erérendszerre
szerkesztett kotélsokszogre harom geometriai feltételt is szabhatunk.

A vektorabraban egy pontra illeszked6 vektoridomsugarak megfelel6
kotéloldalai a geometriai abraban egy haromszog oldalegyenesei
lesznek, és megforditva: a geometriai abraban egy pontban metsz6dé
kotéloldalak megfelel6 vektoridomsugarai a vektorabraban egy harom-
szoget hatiaroznak meg.

A kotélsokszog e tulajdonsaga mindig biztosan eligazit benniinket a
szerkesztés soran, még akkor is, ha a kétélsokszog alakja nem olyan ,,tisz-
ta”, ahogyan az abrankban az erék szekvencialis felvétele nyoman kiala-
kult.

A vektorabraban az erék vektorait tetsz6leges sorrendben rajzolhat-
juk fel, a sorrend valtoztatasa az eredd vektorat nem érinti, azaz az erévek-
torok barmilyen permuticiéjaban ugyanaz marad. A kotélsokszog-
szerkesztésben azonban lattuk, hogy a kétéloldalak sorrendje szigorian a
vektorabraban régzitett erdsorrend szerint alakul. Nyilvanval6 tehat,
hogy mas erésorrendet valasztva a kotélsokszoglink teljesen mas alakot
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olt, de —  helyes szerkesztés esetén — végeredményként az
eredShatasvonalnak egy (masik) pontjat hatarozza meg.

A szerkesztés soran a célszerd a vektoridomsugarak és a kotéloldalak azo-
nositod jeleit magunknak feltiintetni, hogy a kotéloldalakat mindig azon két
hatasvonal  ko6zé  rajzoljuk, amelynek vektoraival a  megfelel6
vektoridomsugar a vektorabraban egy pontban talalkozik.

(F, F, F5,F,,F ) 2R+ (8,9)20=>(S,F,,F,, F, F,,F, $) &R

1

Szi (SlaFl)

Ssi(SZan)
£4 S4i (Saan)
Ssi(sszt) Sst(Sanl,anF3aF4aF5):>(SS’S,O)iR
A VEKTOROK ABRAJA A HATASVONALAK ABRAJA
(vektorsokszog) (kotélsokszog)

A fenti abran ugyanarra az erérendszerre mas erésorrenddel szerkesztet-
titk meg a kotélsokszoget. Ebben az esetben a kotélsokszog kissé ,,kusza”,
de a jelolések alapjan végigkovethetd a vektoridomsugarak és a ko-
téloldalak 6sszefiiggésének érvényesiilése. Az elsé (F;) erét megel6z6
Sy, ¢és az utolsé (F,) erét kovets S, kotéloldal metszéspontja itt is kijeloli az
eredd hatasvonalanak egy pontjat. Ellenérzésképpen kihalvanyitva
felrajzoltuk az el6z6 szerkesztés kotélsokszogét is, ami egyértelmiien mu-
tatja, hogy a két kotélsokszog ugyanannak az ered6hatasvonalnak egy-egy
pontjat azonositja.

Az eredé6meghatarozasi feladat lehetséges eredményei

A helyettesitési feladatok bevezetésében lattuk, hogy az erérendszer tulaj-
donsagainak fligegvényében az eredd lehet egy erd, lehet egy erépar, és
lehet egy zéruserd, amikoris az erérendszer egyensulyban van. Az
eredémeghatarozas szamitasi és szerkesztési eljarasinak ismeretében cél-
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szerli Osszefoglalni, milyen feltételek esetén, az er6rendszer milyen tulaj-
donsagai mellett szamithatunk ered6 erére, eredd eréparra ill. egyensulyra.

ZM tetsz6leges pont-
i

1’8.:0

AZ ERE- | SZAMITAS SZERKESZTES
DO
altalanos erd IF#0 ES a vektorabra kezd6- és végpontja sem X,
SF.,#0 sem Y iranyban nincs ugyanazon az egye-
nesen (a vektorsoksz6g nyitott)
X iranyd er6 | XF, #0 ES a vektorabra kezd6- és végpontja X
YF.,=0 iranyban azonos egyenesre esik, de Y
iranyban nem (a vektorsokszdg nyitott)
Y irdnyu er6 | XF. =0 ES a vektorabra kezd6- és végpontja Y
YF.,#0 iranyban azonos egyenesre esik, de X
iranyban nem (a vektorsokszdg nyitott)
erépar YF.=0 ES a vektorabra kezd6- és végpontja egybe-
SF.=0 ES esik (a vektorsokszog zart), de a kotél-
[ eozslezes  pone- | SOkszOg elsS és utolso (ilyen esetekben
m?ﬁol egymiassal mindig parhuzamos!) kotélol-
dala nem esik egybe (a kotélsokszog
nyitott
zéruserd IF=0 ES a vektorabra kezd6- és végpontja egybe-
(egyensuly) YF.=0 ES esik (a vektorsokszog zart), és a kotél-

sokszog elsé és utolso (ilyen esetekben
egymassal mindig parhuzamos!) kotélol-
dala is egybeesik (a kotélsokszog zart)
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3.4.2. Helyettesités egy ismert ponton atmené erével

(és egy, vele egyidejlleg mikodd eréparral)

Az eredé6meghatarozas soran lattuk, hogy egy altalanos er6rendszer esetén
a helyettesité erének mind a nagysaga, mind a helye ismeretlen. Ha tehat
kikotjik, hogy a helyettesit6 eré hatasvonalanak egy meghatarozott
pontra kell illeszkednie, akkor az erérendszernek erre a pontra vonat-
koz6 nyomatékat (amennyiben ez nem zérus), a ponton atmend erd
nem tudja helyettesiteni, ennek potlasat masként kell megoldanunk. A
feladatot ugy egyszerusithetjiik, hogy az erérendszert a (mar ismert moédon
el6allithatd) eredGjével helyettesitjik, és akkor valojaban a feladat ugy
fogalmazhat6 at: egy erd helyettesitése ismert ponton atmend erdvel.
A helyettesités azt jelenti, hogy a helyettesitend6 és a helyettesité erék
vektorainak, ill. azok vetiileteinek rendre meg kell egyezniiik, igy a
kiegyenlitetlen forgatonyomaték helyettesitésére csak egy erépart, egy
koncentralt nyomatékot alkalmazhatunk. Ezt a helyettesitési feladatot az
er6 pontra redukaldsanak is szoktuk nevezni.

R=(A, M,)

Az M, er6par forgaté hatdsa, nyomatéka a sik barmely pontjara azonos,
az alkalmazott index csak azt jelzi, hogy ez az er6par az A erével egylitte-
sen alkotja a helyettesit6 er6rendszert.

Szamitasi megoldas esetén az X és 'Y tengelyre vonatkozo vetileti egyenle-
tekben M, nem szerepel, ezek tehat kozvetlentl szolgaltatjak az A egyen-
sulyoz6 erd OsszetevOinek nagysagat; ha pedig a nyomatéki egyenletet az A
pontra irjuk fel, abban az A eré nem szerepel, tehat az M, egyensilyozé
nyomaték értékét is ugy hatarozhatjuk meg, hogy korabbi részeredménye-
inket nem kell felhasznalnunk.

A nyomatéki egyenletet természetesen a sik barmelyik pontjara felirhatjuk, az
eredmény ettél nem flgg, de az A-tdl eltérd pontot valasztva a nyomatéki egyen-
letben az A eré altalunk szamitott (igy esetleg hibaval terhelt) komponenseit is
szerepeltetniink kell.

SZAMITAS SZERKESZTES

P =R=A, |az erérendszer vektorabraja a helyettesité eré (R, vagy

YE=R,=A, A) vektorat megadja, a helyettesité nyomatékot az
SMA=M =M, RxIk* szorzattal kaphatjuk meg (kg* az R ered6 és az
' A pont merbleges tavolsaga), I. a 3.5.2. pontban
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3.4.3. Helyettesités egy ismert ponton atmené, és egy ismert
hatasvonalba esd erével

Egy er6rendszer nemcsak az ereddjével, hanem — amint az el6z6 pontban
is lattuk — egy, altalunk megszabott feltételeket kielégité masik erérend-
szerrel (szerencsésebb megfogalmazasban: erécsoporttal) is helyettesithe-
t6. Sikbeli erérendszerek esetén a helyettesités teljes értékii, ha az egye-
nértéklség két oldalan all6 erécsoportok két, egymassal nem parhuza-
mos tengelyre szamitott vetiilete, és a sik tetszéleges pontjara szami-
tott nyomatéka megegyezik. A harom statikai egyenlet harom feltételt
jelent, azaz harom ismeretlen mennyiség meghatarozasat teszi lehet6vé.
Az eredbkeresés soran semmilyen kilon feltételt nem szabtunk a helyette-
sité er6re, a hirom ismeretlen az eredé két vetllete, és a hatasvonal ten-
gelymetszési pontjanak a pozicidja volt. Amikor a helyettesitést ismert
ponton atmend erével kivantuk megoldani (a pont két koordinatajat meg-
szabtuk), akkor ismeretlenként a helyettesité erd vetileteit és a vele egyi-
dejileg mikodtetendd nyomaték nagysagat kellett felvennink. A helyette-
sité er6esoportra mas feltételeket is megszabhatunk, csak arra kell
vigyaznunk, hogy a helyettesité er6csoport adatai kéz6tt maradjon ha-
rom ismeretlen mennyiség.

A linedris egyenletrendszerek elméletébdl tudjuk, hogy egyértelmd megoldasra
csak akkor szamithatunk, ha az egyenletek és az ismeretlenek szama megegyezik.
Ha az ismeretlenck szama meghaladja az egyenletek szamat (tul kevés feltételt
szabtunk), akkor a rendelkezésre all6 paraméter-kombinaciok végtelen (a tobblet-
ismeretlenek szamaval megegyez&en, esetlegesen sokszorosan végtelen) megol-
dasi lehetSséget biztositanak. Ha pedig az egyenletek szama nagyobb az ismeret-
lenek szamanal, akkor tul sok a feltétel, és (altalanos esetben) a rendelkezésre allé
paraméterkombindcié nem képes az egyenletekben megtestesiilé Gsszes feltételt
kielégiteni.

A mérnoki szamitasokban gyakran el6fordul6 feladat, hogy az erérend-
szert két erével kell helyettesitentink, ahol az egyik eré (A) hatasvonalanak
egyetlen pontjat és a masik eré (B) hatasvonalat a ismerjik. Ez esetben
meghatarozand6 az A eré két Osszetevéje (vagy az erd nagysaga ¢s allas-
szoge), valamint a B eré nagysaga.
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A helyettesit6 er6k meghatarozasa szamitassal

A szamitashoz az F, F,, F;, F,, F; er6ket hatasvonalaiknak egy viszonyita-
si tengellyel (célszerGien az A ponton atmendként felvett X tengellyel) al-
kotott metszéspontjaiban a valasztott (célszerden derékszogh) koordinata-
rendszer tengelyeivel parhuzamos komponenseikkel helyettesitjik.
(FI’F23F3’F4,F5)£(F1X3F1Y3F2’F3X’F3Y,F4,F5X,F5Y)
Igy a feladat egyenértékiisége a kévetkezképpen alakul:
(FIX’FlY’FZ’FSX’FSY’F4)F5X)F5Y)&(A’ )
Az egyenértékiség két oldalan allé eréesoport egyenértékiisége matema-
tikailag azt jelenti, hogy a két oldalon all6 er6knek a koordinatatengelyekre
szamitott vetiiletosszegei ¢és a sik egy pontjara (pl. az origora) szamitott
nyomatékdsszegei megegyeznek.
Szamitasunkban az erék vetiileteinek elGjelét a komponensek allasa,
nyomatékainak elGjelét pedig a komponensek allasa és a forgasko-
zépponthoz viszonyitott helyzete egytittesen hatarozza meg. Az ismert
erdk esetében ezek az adatok rendelkezésunkre allnak, az ismeretlen erék
esetében azonban egyel6re nem tudjuk, hogy a komponensek a valasztott
tengelyekkel megegyezd vagy ellentétes iranyban fognak-e allni. Téte-
lezziink fel az ismeretlen er6k komponenseinek valamilyen allast,
célszerten a tengelyek pozitiv agaval megegyez6 allast, és enncek felhaszna-
lasaval az ismeretlen er6k mind a vetiileti, mind a nyomatéki egyenletek-
ben elGjeles mennyiségként szerepeltetheték. Ha az egyenletek megol-
dasaiban a keresett er6komponensek el6jele pozitiv, az azt jelenti, hogy az
er6 allasaban feltételezett irany helyes volt, ha az eredmény negativ, ak-
kor a keresett er6komponens az altalunk feltételezett irannyal ellentéte-
sen fog allni.

A mérnoki szamitasokban altalanos, és igen hatékonyan alkalmazhat6 elv,
hogy a keresett el6jeles mennyiség elSjelét a szamitasban kiindul6 adat-
ként feltételezziik, és igy a szamitast (mintegy) ismert adatokon, kony-
nyebben végezhetjik el. Ilyen esetekben a matematikai megoldas eldje-
le azt mutatja meg (sem tobbet, sem kevesebbet!), hogy az altalunk
feltételezett allas-irany helyes volt-e vagy sem. Ha a feltételezett iranyt
mindig az alkalmazott koordinatarendszer pozitiv agaval megegyezben
vesszik fel, akkor az eredmény elGjele a feltételezés helyességén tal a
komponensnek a koordinatarendszerben érvényes vetiileti elGjelét is
szolgaltatja.
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Vegyiik észre, hogy feltételezésiink helyességét vizsgalva egy relativ informacio-
hoz jutunk, ami csak a mi valasztasunk szempontjabdl értékelhets. A keresett erd
iranyat mindig szabadon vehetjik fel, tehat a kapott eldjel a felvett irany figgvé-
nyében alakul. Az er6knek a valasztott koordinatarendszerben értelmezett vetii-
leti elGjelei abszolut informaciéként minden erd esetében csak ugyanazt az
iranyt, a koordinatatengely, mint abszolat viszonyitasi rendszer altal meghataro-
zott iranyt jelolhetik.

A késSbbiekben latni fogjuk, hogy a szamitas egyszerlsitésére nemcsak a keresett
mennyiség el6jelét, hanem nagysagat is feltételezhetjiik (pl. egységnyire), és igy a
szamitasi eljarasban csak egy szorzészamot kell keresniink, ami azt adja meg,
hogy az altalunk felvett (pl. egységnyi) keresett mennyiség hanyszorosa esetén
teljesiilnek a matematikai egyenletekben megfogalmazott feltételek.

A szamitas egyszerusitésére a koordinatarendszert ugy vesszik fel, hogy a
viszonyitasi tengelyként (is) szolgalé X tengely az A eré hatiasvonalanak
ismert pontjan, az A ponton menjen 4t. Igy a két keresett erét meghataro-
z6 3+3=06 adatbdl az A erd hatasvonalanak X, tengelymetszéke, a B er6
hatasvonalanak Xy tengelymetszéke és a B erd allasszoge ismert, és harom
ismeretlenként az A eré nagysagat és allasszogét (masként: az A erd két
Osszetevojét ) valamint a B eré nagysagat kell meghataroznunk.

Xy
Y s X

A felirhato vetileti és nyomatéki egyenletek:

Fiy+Fx +Fy + Fyp + Fyy :ZE’X =Ay +By
=

Fy +Fyy +Fyy + Fyy + Fyy =ZF;'Y =4, +B,
=1

Fy X Xy + Foy X Xy + Foy X Xy + Fpy X Xy + oy X Xy = ZMO =4, x X, +B,x X,
)
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A felirhaté harom egyenletben ismeretlenként az Ay, az Ay, a By és a By
komponens jelenik meg. Vegyiik azonban észre, hogy mig az A er6 altala-
nos allasa miatt az Ay és az Ay nagysiaga egymastol fiiggetleniil valtoz-
hat, a B eré hatasvonala adott, igy a By és By nagysaga csak aranyosan,
egymashoz kototten valtozhat, a By és By esetében a két 6sszetevd ara-
nya koétott. A valéban ismeretlen, meghatarozandé mennyiségek atte-
kinthet&sége érdekében a szamitasi megoldas soran célszerd a B eré kom-
ponenseit a B er6 nagysagaval, mint paraméterrel kifejezni, felhasznalva
a hatasvonal ismert allasszogét.

|By|=Bcosa, |B,|=Bsina,

A kézi szamitisokban a hatisvonalak allasszogét dltaldban csak a 0-90° szogtat-
tomanyban szoktuk értelmezni, és az igy kiad6do (valéjaban eljel nélkili) vetiilet
elGjelét szemlélet alapjan rendeljiik hozza a kiszamitott vetiiletértékhez. Ugya-
nakkor a gépi szamitasok megkovetelik a nagyon szigora és konzekvens elGjel-
értelmezést, ilyen esetekben az allasszoget az X tengely pozitlv agatdl, az o6ra
jarasaval megegyez$ iranyban a (feltételezett) vektorig kell mérntink, és ezzel a
vetiiletek elGjelei automatikusan kiadédnak.

Igy a harom egyenlet a kovetkezSképpen alakul:

iFiX :—@os% Zn:F}Y =+sin a, ZMO =4)x X, J@sinaB x X,

A hérom egyenletbdl a harom ismeretlen egyélf%elmﬁen meghatarozhato,
de mindegyik egyenlet (legalabb) két ismeretlent tartalmaz, tehat a keresett
mennyiségeket csak a teljes egyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk
meg,.

Kézi szamitas esetén a szamitas gyorsitasa és a kapott eredmények hiba-
kockazata miatt igen el6nyos, ha az egyenletek csak egy-egy ismeretlent
tartalmaznak. Elsé egyenletként a nyomatékok azonossagat vizsgalva, és a
nyomatéki pontot az A pontra valasztva az egyenletben az A er6 nem
szerepel, az egyenletbdl a B ismeretlen kézvetleniil szamithaté (megje-
gyezzik, hogy amennyiben az A pont az X tengelyen van, akkor a B eré-
nek csak a masik Osszetevoijével kell szamolnunk). Ezek utan, a B er6 is-
meretében a két vetiileti egyenlet mindegyikében mar csak egy-egy isme-
retlen marad, azaz az A eré két keresett Osszetevéje is egyismeretlenes
egyenletekbdl szamithat6 (bar ez esetben a B eredmény felhasznalasa mi-
att az A hibakockazata nagyobb).

iMf :inan(XB—XA) iF}X :—BCOSaB ZH:EY :+BsinaB
i=1 i=1 i=1
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A hibakockazat mérséklésére masodik egyenletként is valasztha-
tunk nyomatéki egyenletet, mégpedig olyan pontra felirva, amelyre
csak egy ismeretlen er66sszetevé fejt ki nyomatékot. Ilyen pont lehet a B
eré hatasvonalanak X tengelymetszéke, hiszen erre a pontra sem a B erd,
sem az A eré X iranyu Osszetevéje nem forgat, azaz ebbdl az egyenletbdl
az Ay Osszetevo kozvetleniil szamithato.

"ZM;‘ = Bsina, x(X, - X,) ZMB =A% (X, - X,) Z":F,.X =|d, - Bcosa,
=l i=l i=1

Elvileg az Ag koézvetlen szamitasara is van lehet6ség: ha a nyomatéki pon-
tot a B er6 hatiasvonalanak és az A, Osszetevé hatdsvonalanak metszés-
pontjara irjuk fel, ebben a nyomatéki egyenletben csak az Ay Gsszetevd
szerepel. Bzt a megoldast azonban a metszéspont meghatarozasanak
problémaja miatt csak ritkan alkalmazzuk. Abban a — meglehetésen gyako-
ri — esetben, ha a B eré az Y tengellyel parhuzamos, akkor az X iranyu
vetiileti egyenletbdl a B eré kiesik, és abbdl az A eré X iranyu Gsszetevéje
kozvetlentil megkaphato.

Megjegyezziik, hogy a fentickben bevezetett 4j egyenletek nem névelik a fiig-
getleniil felirhaté statikai egyenletek szamat, egy egyenértékiiség alapjan
tovabbra is csak harom (matematikailag) fliggetlen egyenlet irhato fel, azaz az j
egyenletek csak egy masik egyenlet helyett, annak kivaltasara alkalmazhatok.
A fentiekben bemutatott egyenlet-kombinaciok tehat matematikai, megoldhato-
sagi szempontbdl teljesen egyenértékiiek, kiilonbség csak a megoldas egy-
szerliségében, ill. az eredmények udjrafelhasznalasanak szitkségességében,
azaz az eredmények szamitasi fuggetlenségében, hibakockazataban mutatkozik.

Egy feladat megoldasa soran tetszélegesen valaszthatjuk meg az alkalma-
zand6 harom statikai egyenletet, de az egy egyenértékiségre felirt negyedik
egyenlet mar bizonyosan az el6z6 egyenletek matematikai kévetkezmény-
egyenlete lesz, azaz azok valamilyen linearis kombinacidjaként eléallithato.
Ezek az egyenletek ismeretlenek meghatarozasara mar nem alkalmazhatok, de a
kiszamitott értékek ellenérzésére igen, hiszen kicsi a valoszinisége, hogy hibas

szamitas esetén egy mas jellegli egyenletbdl ugyanaz a (hibas) eredmény adodjék.
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A helyettesité er6k meghatarozasa szerkesztéssel

Szerkesztéses megoldasban az erék hatasvonalait és vektorait tekintjik
ismertnek, és a keresett erék esetében is ezeket az adatokat akarjuk meg-
hatarozni. A vizsgalt feladatban mind az A er6, mind a B eré helye ismert,
az A er6 hatasvonalanak egy pontjat, a B erének pedig a teljes hatasvo-
nalat ismerjik. A feladat tehat az A és B erék vektorainak eléallitasa,
aholis a B er6 vektoranak az allasa ismert, csak a vektor nagysagat kell
meghataroznunk.
(Fl,FZaFSaFmFS)&(Aa )

Az egyenértékiség alapjan a két oldalon 4allé erécsoport ered6je mind vek-
toraban, mind geometriai helyében azonos lesz. A helyettesitendé erd-
rendszer vektorabrajat Iéptékhelyesen felrajzolva a vektorabra K kezd6-
pontja egyuttal az (A,B) erécsoport vektorabrajanak kezdépontja is lesz,
V végpontja pedig (A,B) erécsoport vektorabrajanak végpontja is lesz. Az
egyenértékiségben felvett erésorrendet valasztva a kezdSponthoz az A
vektor, a végponthoz a B vektor csatlakozik. A B er6 hatasvonala ismert,
a B vektornak a vektorabraban ezzel a hatasvonallal parhuzamosnak kell
lennie. A helyettesitend6 erérendszer vektorabrajanak végpontjahoz il-
lesztve a B hatasvonallal parhuzamos egyenest, mar csak ezen kell megha-
taroznunk a B vektor kezd6pontjanak helyét, ami egyuttal az A vektor
végpontja is lesz. Ehhez az informacidhoz azonban a vektorabra mar nem
elegend6, ehhez az er6k pozicidjat tartalmazé geometriai abrat kell
igénybe venniink.

Az egyenértéklség két oldalan allé erécsoportok eredbinek nemcsak a
vektora, hanem a helye is azonos lesz. Az eredd helyét (hatasvonalanak
egy pontjat) a kotélsokszog-szerkesztésben az els6é erét megel6z6 és az
utolso6 erét kovetd kotéloldalak metszéspontja hatarozza meg. A helyette-
sitend6 és a helyettesité erérendszer eredSinek azonos pozicidjat akkor
tudjuk garantalni, ha mindkét erérendszer kotélsokszogében az elsé erét
megel6z6 és az utolsé erdt kévets kotéloldal azonos. Ehhez az sziikséges,
hogy a helyettesitendé és a helyettesité erék vektorabrajaban azonos 2
poluspontot vegyunk fel, és a geometriai abraban az elsé er6t megel6z6
kotéloldal egyenesét is mindkét erSesoportra azonosra vélasszuk. Tgy vals-
jaban a két er6rendszer vektorabraja egyesithetd, és az abraban (az A és B
vektorok kozotti vektoridom-sugar kivételével) az Osszes vektoridom-
sugar megrajzolhato.
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A vektorabra alapjan a helyettesitendd er6k kotélsokszoge is megraj-
zolhat6, mégpedig ugy, hogy az els6 er6t megel6z6 kotéloldalt (az allasa
megtartasaval) szabadon vessziik fel. A korabbiakban megallapitottuk,
hogy az ered$ azonossaga érdekében a helyettesitendd és a helyettesitd
er6k vektorabrajanak azonossaga mellett a kotélsokszogeik elsé és utol-
s6 kotéloldalainak azonossagat is biztositanunk kell. Ugyanakkor azt is
lattuk, hogy a kotélsokszégben egy erd hatasvonalat a vektorabraban az
er6 vektorahoz illeszkedé vektoridomsugaraknak megfelel kotélolda-
lak azonos pontban metszik. Minthogy a helyettesité erék kozil az
egyiknek, az ismert ponthoz rogzitett, de ismeretlen allasszogl (esetiink-
ben A jelt) erének a hatasvonalabdl csak egy pont, nevezetesen az A
pont ismert, az A vektorhoz csatlakozé két kétéloldal metszéspontjaként
csak ezt a pontot hasznalhatjuk fel. Ehhez a kotélsokszog els6 (a kozos
vektorabra alapjan ismert allasd) kotéloldalat ezen a ponton atmend
egyenesként kell felvenniink. A kétélsokszogek elsé és utolsé kotélolda-
lanak azonossaga alapjan az utolsé (a B erét kévetd) kotéloldal a helyette-
sitend6 erék kotélsokszogének utolsé kotéloldalaval azonosan szintén
felrajzolhat6. Az A és B erére szerkeszthetd kotélsokszogbdl mar csak az
a kotéloldal hianyzik, amely az A er6t koveti és a B er6t megel6zi, azaz az
A hatasvonalat abban a pontban metszi, ahol az elsé kotéloldal, a B hatas-
vonalat pedig abban a pontban, ahol az utolsé kétéloldal. Ezek a pontok a
geometriai abraban ismertek, 6sszekotéstikkel a hianyzé kotéloldal beraj-
zolhaté. Ennek alapjan viszont a vektorabraban megszerkesztheté az A
vektor végpontjahoz és a B vektor kezdSpontjahoz tartozé (eddig is-
meretlen allaszogl) vektoridomsugar. A B vektor allasanak és az A-B
vektorok kozotti vektoridomsugar allasanak ismerete a vektorabraban
meghatarozza a B vektor kezd6pontjat, és ezzel egyuttal az A vektor
végpontjat, vagyis az altalunk keresett ismeretleneket.

A helyettesitési feladat megoldhatésaga természetesen nem fiigg a kere-
sett er6k helyzetét6l (az ismert pont, amin az egyik helyettesité erének at kell
mennie, tetszéleges helyzetd lehet) és sorrendjétdl sem. A szerkesztés elvének
ismeretében azonban lathat, hogy a helyettesitendd és a helyettesitd erGcso-
port koétélsokszogeinek azonossaga és az er6ket megel6z6-kovetd kotélol-
dalaknak a hatasvonallal alkotott k6z6s metszéspontja csak agy biztosit-
hatd, ha a kétélsokszog els6 kotéloldalat az ismeretlen allasa eré hatasvo-

nalanak (egyelSre egyetlen) ismert pontjahoz illesztve vessziik fel.
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A kovetkezd abrakon a mar korabban is bemutatott erérendszer helyette-
sitését mutatjuk be, az ismeretlen eréket el6sz6r A-B, majd B-A sorrend-
ben felvéve. !

Fl F3 F4 FS Széré ',!
A N I ‘ :_ E—— — — f
SO SS ,'"’l)
K /\ S, S, Sy 'i
SZ (Fl’F29F3’F4’F5’)= (A’B)

Az (F) er6rendszer vektorabrajanak végpontja a helyet-
tesité A-B erérendszer B vektoranak végpontja is.

A b hatasvonalat ide illesztve a B vektor allasat
rogton megkapjuk. Az els6 kotéloldal és az a

) hatasvonal metszéspontjat, az A pontot az
utolso kotéloldal és a b hatisvonal metszés-
pontjaval 6sszekotve a vektorabra hianyzé vek-
toridomsugaraval parhuzamos kétéloldalt kapjuk.
E kotéloldallal parhuzamos vektoridomsugar a vektor-
abraban kimetszi a B vektor kezdé- és az A vektor vég-
< pontjat, azaz el6allitja a keresett er6nagysagokat.

A helyettésité erék sorrendjének felcserélé-
se esetén az A vektorhoz az S
vektoridomsugar csatlakozik, emiatt az S

kotéloldal egyenesét kell az A pontonS atve-
) 4
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3.4.4. Helyettesités harom, ismert hatasvonalba esd erével

Mint azt a korabbi feladatokban észrevehettiik, a helyettesités soran a he-
lyettesit6 erérendszernek harom ismeretlen adatat tudjuk a rendelkezés-
re 4ll6 statikai egyenletek felhasznalasaval meghatirozni. Igy helyettesitd
er6rendszerként valaszthatunk harom, ismert hatasvonali, de ismeret-
len nagysagu er6kbdél allé erGcsoportot is. Bz esetben a hatasvonalak
az er6k geometriai pozicidit és allasszogét egyértelmien meghatarozzak,
ismeretlenként csak az er6k nagysagat kell el6allitanunk.

Minthogy egy erérendszert az eredéjével helyettesithetiink, a tovabbiak-
ban (a szamitasi-szerkesztési elvek tisztabb bemutatasa érdekében) az (F)
erérendszer helyett mind a szamitasban, mind a szerkesztésben annak R
ered6jét fogjuk szerepeltetni.

A helyettesit§ er6k (nagysaganak) meghatarozasa szamitassal

A helyettesitendd erdk, ill. a fentiek szerint azok R ered6je mellett a ha-
rom, helyettesité eré hatasvonala is ismert, igy a keresett er6k az X és 'Y
tengelyekre vett vetileti, és a stk egy tetszéleges (pl.: D) pontjara vett
nyomatéki egyenletekbdl egyértelmiien elSallithatok. Az egyenletek
felirasahoz a keresett erék iranyat (és ezzel vetiileteik-nyomatékaik el6-
jelét fel kell tételezniink. Ha a szamitasi eredmény pozitiv el6jeltre ado-
dik, a feltételezett irany helyes volt, ha az el6jel negativ, a keresett erd
iranya az altalunk felvett irannyal ellentétes lesz.

vY

R=(A,B,C) :> YF, =R,=A,+B,+C,
M. ®=MD=M,®+M;P+M >
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Altalanos esetben a statikai egyenletek haromismeretlenes linearis egyen-
letrendszert alkotnak, és a keresett erénagysagok csak a teljes egyenlet-
rendszer megoldasaként allithatok el6.

A megoldas lényegesen egyszeriibb, ha sikeril elérniink, hogy a linearis
egyenletrendszerben a vegyes index® egyltthatok zérus értékiiek legyenek,
azaz egy-egy egyenlet csak egy-egy ismeretlent tartalmazzon. Erre a
nyomatéki egyenlet kinal biztos lehet&séget, hiszen a nyomatéki pontot
teljesen szabadon vehetjik fel. Tudjuk, hogy azok az erék, amelyeknek
hatasvonalan a nyomatéki pont rajta van erre a pontra nem fejtenek ki
elforgatd hatast, erre a pontra vett forgatonyomatékuk zérus. Ha pedig
olyan pontot valasztunk nyomatéki (forgaskézép)pontnak, amelyen két
ismeretlen eré hatasvonala is atmegy (a két ismeretlen er6 hatasvonala-
inak metszéspontja), akkor erre a pontra az ismeretlen erék kozil csak a
harmadiknak van nyomatéka, és {gy a keresett erénagysag az
egyismeretlenes nyomatéki egyenletbél kozvetleniil meghatarozhato.

A harom, ismert hatasvonala erével torténd helyettesités feladatkérében
a két ismeretlen er6 hatasvonalanak metszéspontjat a harmadik erd
fépontjanak, azt az eljarast, ami a keresett er6nagysagot a f6pontra
felirt nyomatéki egyenletbdl allitja elS, f6ponti médszernek nevez-
ziik.

A nyomatéki egyenlet utan a vettleti egyenletek szoktak kévetkezni, de
altalanos esetben a két vettleti egyenlet is Osszefiigg, kétismeretlenes
egyenletrendszert alkot. Ugyanakkor az elsé nyomatéki egyenlet felirasa
utan az erérendszer ,,nem tudja”, hogy a nyomatéki egyenletet mar fel-
hasznaltuk, igy egy djabb ismeretlen meghatarozasara is alkalmazhatunk
nyomatéki egyenletet.

Az egy erbérendszerre felithaté harom statikai egyenletben nem kétele-
z6 vetileti egyenletet alkalmazni, hasznalhatunk kizarélag nyomatéki
egyenleteket is. Az egyenletek matematikai fiiggetlenségének biztosi-
tasara csak azt kell kikétniink, hogy az a harom pont, amelyekre a
nyomatéki egyenleteket felirjuk, ne essék egy egyenesbe.
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R=(A,B,C)

A fépontokra felirt nyomatéki .
egyenletekben mindig csak egy
ismeretlen erd szerepel, a kg @
tobbi ismeretlen eré nyomaté-
ka ezekre a pontokra zérus:

EMi(OA):MR(OA):MA(OA)+MB(OA)+MC(OA)
ZMi(OB): MR(OB): MA(OB)+ MB(OB)+ MC(OB)
ZMi(OC):MR(OC):MA(OC)+MB(OC)+MC(OC)

A nyomatéki egyenleteket egyszerisitve, a nyomatékokat az erék és eréka-
rok szorzataival helyettesitve, a fenti abra eréiranyait alkalmazva:

ZMi(OA)= MR(OA)= -Rx kR(OA) =HAX kA(OA)z MA(OA)
ZMi(oB)=MR(OB)= +kaR(OB) =-B ka(OB)zMB(OB)
ZMi(OC)=MR(OC)= 'RXkR(OC) = .C XkC(OC)=MC(OC)

Az ismert hatasvonali erék egyismeretlenes egyenletekbdl egyszerten
meghatarozhatok. A fenti példakban A és B negativra, C pozitivra adodik,
azaz A és B iranya a feltételezettel ellentétes, C iranya megegyezo.

Altalanos allisa hatasvonalak esetén a hatisvonalak metszéspontjai paron-
ként fellelhetSk, és pozicidjuk (trigonometriai vagy hasonldsagi Osszefiig-
gésekkel) meg is hatarozhato, igy a f6ponti modszer mindharom ismeret-
len helyettesit6 eré nagysaganak meghatarozasara alkalmas.

Ha a keresett er6k hatasvonalai kozil ketté parhuzamos, akkor ezeknek
nincs metszéspontja, tehat a harmadik ismeretlen erénagysag eléallita-
sara a f6ponti nyomatéki médszer nem hasznalhaté. Ez esetben vi-
szont a parhuzamos hatasvonalparra merdlegesen felvett tengelyre
felirt vetiileti egyenletben csak a harmadik er6 nagysaga szerepel,
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azaz a keresett erénagysag ez esetben is a tobbitdl fiiggetleniil,
egyismeretlenes egyenletbdl hatarozhaté meg,.

R=(A,B,C)

IM,OY =M C0=M,©) +M,©) +M_©

2F,s =Rg =A; +B; +C
SM,©0 =M, CO=M,©) +M,© +M_©0

Ha mindharom ismeretlen eré parhuzamos, de a helyettesitendé eredd
nem parhuzamos veliik, akkor az ered6nek a helyettesité er6kre merdle-
ges vettletét egyik er6 sem képes helyettesiteni, a feladatnak nincs meg-
oldasa.

Matematikailag a t tengelyre felirt veti-
leti egyenletben nincs ismeretlen, azaz
nincs olyan kereshetd, felvehet6 meny-
nyiség, aminek a helyes megvalasztasa-
val az ebben az egyenletben megteste-
sl feltételt (hogy ti. az Osszes erének
a t tengelyre vett vetiilete zérus legyen)
ki lehetne elégiteni.

Ha az ered6t harom, egymassal is, és az eredével is parhuzamos erd-
vel akarjuk helyettesiteni, akkor a rajuk merdleges t tengelyre felirhat6
vetiileti egyenlet iires lesz, nem hordoz informaciét, a vizsgalatbol el-
hagyhaté. Igy viszont a megmaradé két (matematikailag fiiggetlen) stati-
kai egyenlet nem elegendS a harom ismeretlen helyettesité eré nagy-
saganak meghatarozasara: a feladat (statikailag) hatarozatlan.

Matematikailag az egyenletek szamat meghaladé ismeretlenek esetén a
feladatnak végtelen sok (paraméteres) megoldasa van, amelyek mindegyike
kielégiti az egyenletekben megfogalmazott feltételeket. Ezek kozul egy,
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konkrét megoldast csak djabb feltétel (egyenlet) megadasaval lehet kiva-
lasztani.

A helyettesitd er6k (nagysaganak) meghatarozasa szerkesztéssel

A feladatok szerkesztéses megoldasa soran mindig kilén-kilon kell bizto-
sitanunk a hatasvonalakra és a vektorokra vonatkozo feltételek teljestilé-
sét. A masodik axioma példaul azt fogalmazza meg, hogy két erdé eredd-
jének hatasvonala tartozik atmenni a két er§ hatasvonalainak met-
széspontjan, vektoranak kezd6- és végpontja pedig tartozik meg-
egyezni a két er6 (nyilfolytonos) vektorabrajanak kezdé- és végpont-
javal. Sajnalatos médon, a targyalando feladatban nem két erd és egy ere-
d6, hanem harom erd és egy ered6 helyettesitési feltételeit kell megvizs-
galnunk. Ha azonban a harom ismeretlen nagysagua er6 kozil kettSt ideig-
lenesen egy (rész)eredével helyettesitink, az eredeti egyenértékiiségben a
helyettesité erék szama kettére csokken, és igy a II. axidémaban megfo-
galmazott feltételek felhasznalhatok a keresett erénagysagok meghataroza-
sara.

Az egyenértékiségek

R=(A,B,C) Q=(AB) R=(Q)

alapjan a Q segéder6 az A és B erSket helyettesiti, igy hatasvonalanak at
kell mennie az A és B er6k hatasvonalainak metszéspontjan. Masrészt
viszont az eredeti egyenértékiiségben az A és B erék helyére iktatott Q erd
a C er6vel egylitt helyettesiti az R er6t, igy az Q és C erék hatasvonalainak
az R eré hatasvonalan kell metszédnie. E két geometriai feltétel egyértel-
mien meghatarozza a Q (segéd)eré q hatasvonalat, és ennek ismeretében
az R vektor felhasznalasaval felszerkeszthet6vé teszi a helyettesité Q és C
vektorok (nyilfolytonos) vektorabrajat. A Q eré az A és B erdk helyettesi-
tésére sztletett, igy vektora és az a-b hatasvonalak ismeretében az A és B
erSk vektorai is megszerkeszthetSk.

a hatasvonal-abra a vektorabrak
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A fenti szerkesztési eljaras elsé alkalmazéjarol Karl CULMANN-r6l a
CULMANN-szerkesztés nevet viseli.

Abban a meglehet6sen gyakori esetben, amikor a harom, ismert hatasvo-
nalt eré egyike a helyettesitendd erével kozel parhuzamos, ketté pedig a
helyettesit6 erére kozel merdleges hatasvonalu, a CULMANN-
szerkesztésen alapulé hasonldsagi tulajdonsagok felhasznalasaval az ere-
dével kozel parhuzamos allast eré nagysaganak meghatirozasara igen
egyszerl Osszefiiggés vezethetd le.

a geometriai abra a vektorabra

A hatasvonalak és a vektorok parhuzamossaga alapjan megallapithato,
hogy a geometriai és a vektorabra azonos jelolésti haromszogei, ill. az I.
és II. haromszogek altal alkotott négyszogek hasonléak. Ennek alapjan:

SXZ,

K:R=z,:zz B.:K=s.z B:Kxi :R><ﬁ><i =Rx

z, Z z Z Xz,

Az eredével (kozel) parhuzamos allasi erd nagysaga tehat az eredd
nagysagabol egy geometriai metszékekbdl allé tort szorzasaval kap-
hat6, ahol a metszékek mindegyike a masik két hatiasvonal kozott
olvasando le, és a z jell metszékek mindegyike az eredé hatasvonalaval
parhuzamos. Az s jeld metszék a keresett erd hatasvonalanak a masik
két er6 hatasvonala k6zé esé szakasza, a zg jeld metszék az eredd hatas-
vonalanak a masik két eré hatasvonala k6z¢é esé szakasza, a z; és z, jeld
metsz¢k a keresett er6 és a masik er6k hatasvonal-metszéspontjaiban
az eredével parhuzamosan berajzolt egyeneseknek a masik két eré hatas-
vonala k6zé esé szakasza. Az Osszefiiggés a keresett eredének csak a
nagysagat szolgaltatja, az iranyat szemléletb6l (vazlatos vektorabra, f6-
ponti nyomaték elGjelének becslése) alapjan kell megallapitanunk.

A fenti képletet (szarmaztatasa okan) hasonlésagi moédszerként tartja
nyilvan a szakirodalom. (Megjegyezziik, hogy a hasonlésagi 6sszefiiggése-
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ket mas esetekben is fel szoktuk hasznalni, de a hasonldsagi megnevezést
csak erre az eljarasra alkalmazzuk.)

Ha a két masik hatasvonal parhuzamos, akkor — a parhuzamosok ko6zé
zart parhuzamosok szabalyanak megfelel6en — az ered6 hatasvonalan, ill. a
vele parhuzamosan felvett egyeneseken képz6dé metszékek hossza azo-
nos lesz, igy a B eré nagysaganak meghatarozasara szolgalé Osszefliggé-
sunk tovabb egyszertsodik:

SXZ
_ R . _ _ _
B=R—=* ahol:z, =z, =z,(=2)
Zl X 22
Az azonos értékekkel egyszertsitve:
S
B=R—
zZ

ami az abraban megjel6lt geomet-
riai és vektorharomszog oldalara-
nyai alapjan is megkaphato.

Ha a helyettesitend6 eredé még merdleges is az a és b hatasvonalra, akkor
a zy, Z, ¢s z, metszékek az a és b hatasvonalak tavolsagaval egyeznek meg,
és a szamitas tovabb egyszerlsodik.

Megjegyezziik, hogy a hasonlésagi médszer alkalmazasa f6leg akkor el6ny6s, ha a
helyettesitendé eré(k ereddje) fuggdleges allasu, mert mds esetben a hatisvona-
laval parhuzamos, z jeld metszékek meghatarozasa szamitasi nehézségekkel jar-
hat. Kilonésen gyors és egyszeri a megoldas akkor, ha az ered6 fiiggdlegessége
mellett a masik két eré hatisvonala parhuzamos, esetleg az eredére merdle-

ges.
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3.5. Az erok egyensulyozasa

Az egyensuly megteremtése, a tartoszerkezetekre mikodd erék és hatasok
egyensulyanak biztositasa a legfontosabb statikai feladat.

Egy erérendszer egyensulyanak feltételeit mar az eredGkeresés feladatanak
diszkusszidjaban lattuk, itt azonban (fontossagara valo tekintettel) ismétel-
ten 6sszefoglaljuk.

Az egyensuly feltétele szamitas esetén:

Egy (sikbeli) er6rendszer akkor és csak akkor lehet egyensulyban, ha
az elemeire felirt két, nem parhuzamos tengelyre vonatkoz6 vetiileti
egyenlet, és a sik tetszéleges pontjara felirt nyomatéki egyenlet zé-
rust ad eredményil. Az egyensuly akkor is fennall, ha a vetileti egyen-
let(ek) helyett nyomatéki egyenleteke(et) alkalmazunk, de a két nyomatéki
egyenlet alkalmazasa soran a nyomatéki pontok nem lehetnek a vetiile-
ti tengellyel parhuzamos egyenesen, harom nyomatéki egyenlet alkal-
mazasa esetén pedig a nyomatéki pontok nem lehetnek egy egyene-
sen.

Az egyensuily feltétele szerkesztés esetén:

Egy (sikbeli) er6rendszer akkor és csak akkor lehet egyensulyban, ha
az er8k vektorabraja zart (az els6 vektor kezd6pontja és az utols6 vektor
végpontja egybeesik), és a hatasvonalakra szerkesztett kotélsokszog is
zart (az elsé er6t megel6z6 és az utolsé erdt kovetd kotéloldal egybeesik).
A kotélsokszogszerkesztésben az erérendszerben szereplé koncentralt
nyomatékokat is figyelembe kell venni, akar ugy, hogy er6parként jelenit-
juk meg Gket, akar gy, hogy valamelyik koncentralt er6héz hozzaadva,
annak helyzetét modositjuk hatasuk figyelembe vételére.

A helyettesités ¢és az egyensulyozas (bizonyos értelemben) egymas in-
verz miveletei, azaz a bizonyos feltételeket kielégité helyettesitd
dinamok ellentettjei az ugyanazon feltételeket kielégité egyensulyozo
dinamok lesznek.

F)*R [(F),Q=0 = Q=R
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3.5.1. Egyensulyozas egyetlen erével

Ha egy erérendszer egyetlen erével helyettesithetd, azaz létezik az eredd
erd, akkor az eredd ellentettje (az el6z6 pontban bemutatott altalanos
egyenértckiségeknek megfelelen) egyuttal az errendszer egyensu-
lyoz6 ereje lesz:

F=R [(F),R]=0= Q=R  [(F),Q]=0
Az egyensulyozo6 eré nagysaganak, vettleteinek, allasanak, helyének meg-
hatarozasara mindazok az eljarasok, modszerek alkalmasak és hasznalha-
tok, amelyeket az er6rendszer egyetlen erével torténd helyettesitési felada-
ta esetében ismertettink.

Szamitas esetén:

n n n
ZEX"‘QX:O ZEY+QY:O ZMi+MQ:O
=1 i=1 i=1

Szerkesztés esetén:

(Fy,F5»Fa,F  Fis,Q)=0

A VEKTOROK ABRAJA A HATASVONALAK ABRAJA

Az egyensulyhoz szlikséges a vek- Az egyensulyhoz sziikséges a kotél-

torabra zartsaga, ennck alapjan az sokszog zartsaga, ennek alapjan az

egyensulyozé er6 vektorat tudjuk egyensulyozé er6 helyét tudjuk

elallitani. A vektorabrat a hatasvo- eléallitani. Az egyensulyozé eré

nalaktdl figgetlenil is megszer- helyének meghatarozasa soran a

keszthetjik. koncentralt nyomatékok hatasat is
figyelembe kell venniink.
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3.5.2. Egyensulyozas egy ismert ponton atmené erével

(és egy vele egylitt mikodo eréparral)
Az erérendszert egy ismert ponton atmend erével, és egy, vele egyidejileg
muikodtetett eréparral mar tudjuk helyettesiteni. Az (F) erérendszer
egyensulyozasara — ugyancsak egy ismert ponton atmend erével, és egy,
vele egyidejileg mikodtetett eréparral — a  helyettesité dinamok
ellentettjei alkalmazhatok:

B)=(AM,) [(F),QuMaa]=0 QMg =(A%M,)
A Q, egyensulyoz6 tarserd és az Mg, egyensulyozo tarser6par meghata-
rozasara ugyanazok a modszerek alkalmasak, amelyeket a helyettesitési
feladatban megtargyaltunk.

Szamitas esetén:
A koordinatatengelyekre felirt vetileti egyenletekben az egyensulyozo
M, nyomaték nem szerepel, innen az egyensulyozo tarseré Osszetevéi
kozvetlenil szamithatok. Az A pontra felirt nyomatéki egyenletben vi-
szont a tarser6 Osszetevéi nem szerepelnek, ebbdl az egyenletbdl tehat
kozvetlenil az egyensulyozo tarserépar nagysaga hatarozhaté meg.

n n n

ZFZ'X+QAX:O ZE‘Y"’QAY:O ZM,.(A)+MQA:0

i=1 i=1 i=1
Szerkesztés esetén:

A Q, egyensulyozo tarser6 vektora az A pont helyétdl fiiggetlenil, a vek-
torabra alapjan hatarozhaté meg, és megegyezik az ered6évektor ellentett-
jével. Az egyenstlyozo Mg, erépar a Q egyensulyozo erének az A pontra
redukalasaval kaphato. Q A
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Az Mg, egyensulyozo tarserépar legegyszeribben a Q egyensulyozo6 er6-
bdl a Q hatdsvonala és az A pont kozotti merdleges tivolsag, a kg, kar
szorzataként kaphat6. A vektorabraban és a kotélsokszégben bejelolt ha-
romszogek hasonlésaga alapjan (bevezetve a Q vektorra merdleges H
polustavolsag, és az A ponton atmend, a Q erével parhuzamos egyenesbdl
a Q-hoz tartozé két kotéloldal altal kimetszett v, metszék fogalmat) a
tarserépar ezek szorzzzcaként is felirhato:
0 _ Yo A 4
T M,,=0xk, =HXxv,

Ez a megoldas szémi‘gsi munkdban nem kevesebb, el6nye viszont, hogy a
H polustavolsag konstans értéke miatt a vg, metszékben grafikusan
szolgaltatja egy erérendszernek, vagy akar kisebb rész-erérendszernek a
sik kivalasztott pontjara vonatkoz6 nyomatékat. Ez a grafikus nyomaték-
szerkesztés mind a helyettesitési, mind az egyensulyozasi feladatok-
ban alkalmazhato, csak a keletkez6 nyomaték elGjelét kell (a figyelembe
vett helyettesité vagy egyensuilyozé erd alapjan) szemléletbdl felvenni.

Ha nem a teljes erérendszer nyomatékat akarjuk meghatarozni, akkor a
rész-er6rendszer ereddjének vektorahoz tartoz6 vektoridom-sugarat
kell alkalmaznunk, és a kivalasztott ponton keresztil a rész-er6rendszer
ereddjével parhuzamos egyenesbdl kell a rész-er6rendszert megels-
z6 és kovetd kotéloldalakkal meghatarozni a nyomatékot grafikusan

megjelenité v metszéket.
QZ 4A
\k 2-4 Qz -4

(Fp,F 39F4’Q2-4A’MQ2-4A)£0

Minthogy egy rogzitett eréesoporthoz a H polustavolsag konstans, az
eréesoport altal a stk pontjaira kifejtett nyomaték a v metszékekben grafi-
kusan, abraszer(en kirajzolodik.
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3.5.3. Egyensulyozas egy ismert ponton atmenéd, és egy ismert
hatasvonalba eséd erével

Az A ponton atmend, és a b hatasvonalba esé egyensulyozo eré ez eset-
ben is az A ponton atmend és b hatiasvonalba esé helyettesit6 erék ellen-
tettje lesz, és meghatarozasi eljarasaik is azonosak a helyettesit6 eréknél
targyalt lehet6ségekkel.

(FlaFZ,FSaFmFS)i(A, ) [(F1’F23F39F49F5)3QA: ]i()
(QQ1)=(A%1B)

Az egyenstlyoz6 er6k meghatarozasa szamitassal

A szamitasi megoldashoz az erket tengelyiranyu Osszetevéikkel helyette-
sitjiik, majd a vetiileti-nyomatéki egyenletekben ezeket a vettleteket szere-
peltetjik. Az ismert allasu Qg eré esetében a két Gsszetevé a Qp nagysa-

ganak, mint paraméternek a segitségével az allasszog szogfiggvényeivel
felirhato.

QAY AX
\

Xa

X3

Xis
Y : X

Az altalanos, mindig hasznalhaté haromismeretlenes egyenletrendszer
megoldasa helyett az egyenletek tgyes felvételével elérhetjiik, hogy az is-
meretlen er6komponensek egyismeretlenes egyenletekb6l legyenek
meghatarozhatok.

Els6 egyenletként a csak a hatasvonalanak egyetlen pontjaval megadott erd
ismert pontjara, az A pontra irjuk fel a nyomatéki egyenletet, mert ebben
az egyenletben az Q, erd két 6sszetevéje nem szerepel, és innen a Qg erd
nagysaga kozvetlenil szamithaté. A tovabbiakban a két koordinatatengely-
re felirt vetileti egyenletbdl az Q, erd két Gsszetevdje szamithato. A fig-
gbleges vettleti egyenlet helyett masodik egyenletként felirhaté a nyoma-
téki egyenlet a b hatasvonal és az Q,x hatdasvonal metszéspontjara, mert ez

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 65 P



Mechanika I. Erék — erérendszerek

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék Vissza 4 66 p

esetben még a Qp erd (korabban mar meghatarozott) értékét sem kell
felhasznalnunk az Q,y Gsszetevd szamitasara. Természetesen az egy erd-
rendszerre felirhat6 figgetlen statikai egyenletek szama a 3-at nem halad-
hatja meg, a negyedik és a tovabbi egyenletek 4j ismeretlenek meghataro-
zasira nem alkalmasak, csak ellendrzésre hasznalhatok.

A FELIRHATO STATIKAI EGYENLETEK
(3 szamitasi és 1 ellenérz6 egyenlet)

IMD =3y x(X, =X )+ 0y x(X, = X,)=0 | IM[ =3F, x(X, =X )+ 0y (X, - X ,) =0
LFy+ Q4 +0p =0 ZA/[i(B) =2F, x (X, = Xp) + 0,y x (X, —X;) =0
ZFi)("'QAX"’QBX:0 LFy + Q0 + 04 =0
ZA/[,-(B):zEyX(AX,-_XB)"'QAYX(XA_XB):O zFiy +QAY +Q3y =0
kénnyebb szamitas, nehezebb szamitas,
nehezebb ellenérzés konnyebb ellenérzés

Ha az egyensulyozand6 erérendszerben koncentralt nyomatékok (erd-
parok) is vannak, a nyomatéki egyenletekben ezek hatasat is figyelembe
kell venni!

A fenti feladat a gyakorlatban (a kéttamaszi tarték tamaszerd-
szamitasaban) a leggyakoribb statikai szamitasi feladat, igy a szami-
tas alapos ismerete igen er6sen ajanlott!

Az egyensilyozé er6k meghatarozasa szerkesztéssel

A szerkesztéses megoldas (amint azt mar a helyettesitési feladatnal lattuk),
a vektorabra és a kotélsokszog tulajdonsagainak kihasznalasan alapul. Egy
er6rendszer egyensilyanak feltétele mind a vektorsokszoég, mind a
koétélsokszog zartsaga. Ennek megfeleléen az ismert erékre szerkesztett
vektorabra egyik végpontjahoz az egyik (egyel6re ismeretlen nagysagu és
allasu), a masik végpontjahoz a masik keresett eré (egyel6re ismeretlen
nagysagu) vektoranak kell csatlakoznia. A feladat: a vektorabraban
meghatarozni e két ismeretlen vektor koz6s pontjat, azaz az ismert ha-
tasvonalu er$ vektoranak egyenesén azt a pontot, amelyhez a masik,
ismeretlen allasu eré vektora is kapcsolédik. E feladat megoldasara a
kotélsokszog azon tulajdonsaga ad lehet6séget, miszerint egy erd hatas-
vonalan mindig két (az er6 vektorat megel6z6, és az er6 vektorat kovetd
vektoridomsugarhoz tartozo) kétéloldal metszédik. Ennek megfelel6en
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a Q, erd és a Qg er6 hatasvonalan is egy-egy ismert és egy (a két erd vek-
torai kozotti, egyelére ismeretlen allast vektoridom-sugarhoz tartozd)
ismeretlen kotéloldalnak kell metszédnie. Minthogy a Q, eré hatasvonala-
nak csak egyetlen pontjat ismerjilk, a metszéspont garantalasa csak ugy
oldhat6 meg, ha a kétélsokszog kezdd kotéloldalat ezen az A ponton ve-
zetjik keresztil. igy a kotélsokszog zartsagat biztositd, a Q, és Qg erdk
kozotti kotéloldal az erérendszerre rajzolt kétélsokszog utolséd oldala és a
b hatdsvonal metszéspontjabol az A pontba huzhaté meg. E ,za-
r6”’kotéloldal ismeretében vele parhuzamosan berajzolhaté a vektorabraba
a zar6 vektoridomsugar, ami a Qg vektor egyenesébdl kimetszi a Qg és a
Q, vektorok talalkozasi pontjat, és ezzel megadja mind a Q,, mind a Qg
keresett er6k vektorait.

Itt is megjegyezziik, hogy a vektorabraban az ismert erék vektorait tetszleges
sorrendben szerkeszthetjik fel, s6t az sem befolyasolja a megoldhatésagot, hogy
a Qa és Qg erdket a vektorabrahoz milyen sorrendben csatlakoztatjuk. A vektor-
abra felvétele utan, a kotélsokszog szerkesztése soran azonban csak a kotél-
soksz0Og tulajdonsagait betartva dolgozhatunk, és a kezd§ kotéloldalt az A
ponton keresztil kell felvenniink.

Ha az egyensilyozandé erérendszerben erépar(ok) is van(nak), azokat elészor
egyetlen eréparra tesszilk 6ssze, majd ezt az ered6 er6part valamelyik kon-
centralt er6hoz adjuk hozza, mert igy az egyensilyozandé erék szama nem nd,
és az eréparok forgat6 hatdsat a kotélsokszogben a kivalasztott koncentralt eré
helyzetének megvaltoztatasaval ]elemt)uk meg.

zar6 ;
—
— p— \4 R

0

el
o
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3.5.4. Egyensilyozas harom, ismert hatasvonalba es6 eroével

A harom, ismert hatasvonald egyensulyozo6 eré nagysaganak meghataroza-
sara a helyettesitési feladatban megtargyalt f6ponti moédszer (szamitas
esetén) ¢és a Culmann modszer (szerkesztés esetén) alkalmazhatd. Az
eljarasokat a helyettesitési feladat targyalasa soran részletesen taglaltuk, itt
valtozast csak az egyenletek 0-ra rendezése, ill. a vektorabra nyilfolytonos-
saga jelent.

Az egyensilyozé er6k meghatarozasa szamitassal

A fépontokra felirt (R,Q Q5,Q C) =0

nyomatéki egyenletek-
ben mindig csak egy ky 9
ismeretlen er§ szere-

pel, a tobbi ismeretlenOp
eré nyomatéka ezekre a~ ¢
pontokra zérus. Az
egyenletek felirasa so-
ran az ismeretlen erd-
ket feltételezett ira-
nyokkal szerepeltetjiik:

ZMi(OA):MR(OA)+MQA(OA)+MQB(0A)+MQC(0A):0
IM =M +M, O +M 5O+ M OP=0
ZMi(OC)zMR(OC)+ MQA(OC)+ MQB(OC)+ MQC(OC)z

A nyomatéki egyenleteket egyszerisitve, a nyomatékokat az erék és eréka-
rok szorzataival helyettesitve, a fenti abra eréiranyait alkalmazva:

ZMi(OA)= - kaR(OA)+ QAXkA(OA)=0
IM, %= + Rxkz¥ - Qzxkgs©»=0
ZMI(OC): - kaR(OC) - QCXkC(OC)=O

Az ismert hatasvonali er6k egyismeretlenes egyenletekbdl egyszertien
meghatarozhaték. A kiad6d6 eredmény elGjele azt mutatja meg, hogy az
er6 az altalunk (tetszélegesen) felvett iranyban all, vagy azzal ellentétesen
muikodik.  Kiindulasképpen tehat a hatasvonalon barmelyik erdiranyt
valaszthatjuk, az eredmény el6jele alapjan mindenképpen a helyes irany
adodik ki a szamitasbol. A fenti példakban Q, és Qg pozitivra, Q. nega-
tivra adoédik, azaz Q, és Qp iranya a feltételezettel megegyezik, Q. iranya
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ellentétes. A szamitasban nem hasznalt vetiileti egyenletekkel ellen-
Orizhetjiik a szamitasi eredményeinket.

Az egyensulyoz6 er6k meghatarozasa szerkesztéssel

A feladatok szerkesztéses megoldasa soran mindig kilén-kilén kell bizto-
sitanunk a hatasvonalakra ¢és a vektorokra vonatkozo feltételek teljestilé-
sét. Az egyensuly sziikséges (de nem elégséges!) feltétele, hogy az egyen-
sulyban 1évé erdk vektorai zart, nyilfolytonos vektorsokszoget alkos-
sanak. Egy ilyen tulajdonsagu vektorabra harom er6bdl mindig egyér-
telmiien el6illithaté, haromnal tobb erd esetén viszont a vektorabra
tobbféle alakkal is teljesitheti a zart, nyilfolytonos feltételt, és ezek koziil
csak az lesz a helyes alak, amely mellett a hatasvonalakra vonatkozoé
teltételek is teljestilnek. A hatasvonalakra a harom eré egyensulyara vonat-
kozolag, ill. a kotélsokszog-szerkesztésben fogalmaztunk meg feltételeket.
Esetiinkben, amikor Osszesen négy eré egyensulyat vizsgaljuk, célszerd-
nek latszik a négy eré vizsgalatat (két erét ereddjitkkel helyettesitve) ha-
rom er$ egyensulyanak vizsgalatira visszavezetni. Példaul a Q, és Qg
egyensulyozé eréket egy Q részeredével helyettesitve az egyensulyi kije-
lentések a kovetkezéképpen alakulnak:

(R,Q4,Q5,Q0)=0 Q=(QyQs) (R,Q,Q0)=0

Az atalakitas nyeresége, hogy az eredeti, négy erével szemben csak ha-
rom erével kell foglalkoznunk, vesztesége, hogy az eredeti erérendszer-
ben mindharom keresett erd hatasvonala ismert volt, az atalakitott
erérendszerben viszont a Q egyensilyozo erének sem a nagysaga, sem
a hatasvonala nem ismert. Ugyanakkor a harom eré egyensulyara vo-
natkoz6 hatasvonal-feltétel el6irja, hogy a harom hatasvonalnak egy
k6zos pontban kell metszédnie, azaz a Q erd hatasvonalanak egy pont-
jat az R helyettesitend6 ered6 és a Q¢ (ismert hatasvonald) egyensilyozé
er6é hatasvonalainak metszéspontja kijeloli. Emellett a Q er6t ugy képez-
tik, hogy a Q, és a Qy er6k eredGje legyen, azaz hatasvonalanak at kell
mennie a Q, ¢és Qp erdk (ismert) hatasvonalainak metszéspontjan. Ezzel
a Q erd hatasvonalanak két pontja, azaz a Q hatasvonala ismertté valt.
Az ismert hatasvonalak segitségével az R, Q, Q. erék egyenstlyi vek-
torharomszoége megszerkeszthetd, majd az abbdl kiadédé Q vektort Q,
¢és Qp iranya Osszetevékre bontva a keresett Q,, Qp, Q¢ erék vektora —
nagysaga megszerkeszthetd.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 69 P



Mechanika I. Erék — erérendszerek

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 70 p

Ezt a (Culmann-féle) szerkesztést a helyettesitési feladat kapcsan is targyaltuk,
lathaté, hogy az ,,6tlet” nem valtozott, csak a feltételeket kellett kissé masként
megfogalmaznunk.

A szerkesztés vazlata (a hatasvonalak és a vektorabrak)

a vektorabrak

a hatasvonal-4abra

Természetesen az eredeti erérendszerben az erék szamanak csokkentése
céljabol barmelyik két erSt helyettesithetjik ideiglenesen az ered6jével, a
megoldas ugyanarra az eredményre vezet.

(R,Q0Q1Q)70  Q=(Qs,Q0) (R,Q,Q)=0
a

, Qc

()
A / |
a hatiasvonal-abra

a vektorabrak
R,Q0Q5,Q0)=0  Q=(Q4,Q0) (R,Q,Qp)=0

a hatasvonal-abra

%A

a vektorabra
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3.6. Megoszlo erok

A szerkezeteinket ér6 valddi teher nem koncentralt eréként, hanem vagy
a szerkezet teljes térfogatan (pl. gravitacio), vagy a szerkezet valamely
felilletén (pl. szélteher, héteher) jelenik meg. Altalaban ezek a terhels
hatasok 6sszevonhaték egyetlen hatiasvonalba és ezaltal helyettesithetSk a
koncentralt er6ként megjelend ereddjiikkel. Vannak azonban olyan esetek
(pl. egy tartégerenda Onsulya), amikor az ilyen helyettesités tulsigosan
durvan kozeliti a teher elhelyezkedését, a szerkezet valaszat, emiatt fino-
mabb, jobb kozelitésre van sziikség. A sikbeli erérendszerek korében a
koncentralt er6k mellett a vonalmenti megoszl6é teher fogalmaval és
tulajdonsagaival kell megismerkedniink.

A vonalmenti megoszl6 teher maga is fikcid, hiszen csak az egyik irany-
ban adja meg a teherfiiggvénynek a folytonos valtozas lehetSségét, de a
vizsgalt sikra merdleges iranyban kiterjedése nincs. Alkalmazasa azonban a
sikbeliként kozelitheté szerkezetek esetében megengedhet6é és kell6en
pontos.

A vonalmenti megoszl6 teher valdjaban a teherintenzitas folytonos
fuggvénye, amely a vizsgalt szakasz minden pontjahoz a teher aktua-
lis intenzitasvektorat rendeli. Ha az intenzitasvektorok mind parhu-
zamosak, akkor parthuzamos megoszl6 teherrdl beszélink, és ez eset-
ben az intenzitasfiiggvény csak az teherintenzitaisok nagysagat rendeli a
geometriai pozicidhoz.

A szerkezeteinket éré megoszlé terhelés tobbségében parhuzamos meg-
0szl6 teher, az ettdl eltérd terhek pedig helyettesithet6k két parhuzamos
megoszlasu teher egytiittesével. Ennek megfeleléen a tovabbiakban csak a
parhuzamos megoszlasu terhekkel foglalkozunk.

Az altalanos megoszIl6 teher intenzitasértékét p-vel, a parhuzamosan meg-
o0szl6 teher intenzitasértékét q-val jeloljik.

A parhuzamos vonalmenti megoszl6 teher ereddje

Egy A-B szakaszon mkods, valtozé intenzitasu teherfiigevényt helyette-
sité koncentralt erének a teherfiigevény eltold és elfordité hatasaval azo-
nos hatast kell kifejtenie. E hatasok meghatarozasa érdekében osszuk fel
az A-B szakaszt elegendéen kicsiny részekre, és e kicsiny részeken a teher-
intenzitast tekintsik konstansnak. Igy a teherfiiggvényt lefeds, téglalap
alaku lamellakat kapunk, amelyeknek teriilete qXAX a lamellaval kozelit-
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het6 megoszlé teher-rész ereddje lesz. A lamellak tertiletének Osszege (a
teljes terhelési abra terilete) az A-B szakaszon mikod6é megoszlo teher
teljes Z iranya elmozdité hatasat jeleniti meg, tehat ez tekintheté a meg-
o0sz16 terhet helyettesit6 eredd erd nagysaganak.

A lamellak teriiletosszege (amint az abran bemutattuk) valéjaban sosem
egyezik meg az intenzitasfuggvény alatti terilet értékével, de a felosztas
finomitasaval a hiba cs6kken, a felosztas minden hataron tali finomita-
saval pedig eltilinik.

(@=R
Az ered6 nagysagat a lamel-
lak terﬁftésszege adja: q(X)
R ZB:q(X)XA))(( ﬂ‘w yvly ‘\k vvivivYVy
2 X+AX, X B
<>

A felosztas finomitasaval, hatarértékben az ered6 nagysaga:

A A
R= lim Zqu(X)xAX :}[q(X)dX

A megoszl6 teher ereddjének nagysagat a terhelési abra teriilete
adja meg. E tertlet altalanos teherfiiggvény esetén a fuggvény hatarpon-
tok kozotti hatarozott integraljaként kaphaté meg, de egyszerd teher-
geometria esetén elemi sikidomok teriiletosszegeként is meghatarozha-
to.

Az eredd helyét a lamellak tertileteként azonositott elemi er6k nyomaték-
Osszegének felhasznalasaval kaphatjuk meg:

A A
(B) _ i _
ME = lim ZB:qu(X)dX —;[qu(X)dX
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y 4
(B)

i SMP [xxa(nax

_YRrR _ B _ B

R T4 T4
ZB:Fi(Z) Ja(x)ax
B

A teherintenzitas mértékegysége

A teherintenzitas a megoszlo6 teher ,,er6sségének’” a fliggvénye, és (amint
lattuk) a megoszlé erérendszer eredbje az intenzitasfiigevény hatarozott
integraljaként, a vizsgalt szakaszon a fuggvény alatti teriiletként adodik.
Ennek megfelel6en a vonalmenti megoszld erérendszer intenzitasértéké-
nek dimenzidja a hossz mentén fajlagositott er6dimenziod, azaz N/m,
vagy ennek megfelel6 tobbszorose.

XR

Megjegyezzik, hogy a felileten megoszl6 erérendszer alapmértékegysége érte-
lemszerGien N/m? a térfogaton megoszl6 erérendszer alapmértékegysége pedig
N/m? lesz.

A merdleges teherintenzitas vetiilete
A parhuzamos megoszl6 teher nemcsak koordinata-iranyokban miikod-
het, igy a vetileti egyenletek felirasa soran szikségiink lesz az er6rendszer
tengelyiranyu vetileteinek értékére. Ezek a vetiiletek mindig elallitha-
tok a megoszlé er6rendszer (koncentrilt) eredd erdjének megfeleld
iranyu (er8)vetiileteib6l, de érdemes megvizsgalnunk, hogy maga a
megoszl6 erbrendszer vetithet6-e a tengelyekre, helyettesithet6-e ten-
gelyiranyokban mikods, vetiileti megoszl6 erérendszerekkel.

A ferde megoszl6 erérendszer ered6jébdl kiindulva:

dR=qxds  dR=(dRx,dRy) ds
dRy=dRXsino dR,=dRXcosa

ax
dX=dsXcosa dZ=dsXsino
G, =dRy/dZ=dR xsinc/ (dsXsino) —dZ
q,.=dR,/dX=dRXcoso/(dsXcosc) N >
Az egyszerlsités utan: _ Q> ] I}
qx,=dR/ds= q,=dR/ds=q !Y N PR

azaz a vetiileti intenzitas értéke megegyezik a VdX
ferde sikon (vonalon) miik6dé merdleges teherintenzitas értékével.
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A terhelt feliiletre merdleges megoszl6 teherre vonatkozo intenzitasve-
tiletek kiilonésen olyan esetekben alkalmazhatok elény6sen, amelyekben
a terhelt feliilet gorbe. Példaul egy negyedhenger-feliiletd zsilipkapura
mik6dé viznyomas ereddjének nagysagat és iranyat a vettleti intenzitasok
segitségével egyszerden meghatarozhatjuk. (Az abran a negyedkor folott
fuggoleges falszakaszt is alkalmaztunk.)

Az els6 abran a feliletre mindeniitt merdleges viznyomas tényleges vek-
torait rajzoltuk be. A viznyomas értéke, vagyis a feliletre meréleges meg-
oszl6 teher intenzitasa a mélység linearis fiiggvénye.

A masodik abra a viznyomas vizszintes Osszetev6it mutatja, amelyekre a
vetiileti intenzitasértékek és a tényleges, a feliiletre merdleges intenzitasér-
tékek azonossaga miatt a szintén a mélységgel aranyos, linearis 6ssze-
fuggés érvényes. Ennck alapjan a viznyomas vizszintes hatasa a harom-
szOg alaku terhelési abra alapjan mind nagysagaban, mind pozicidjaban
egyszerien szamithato.

A harmadik abran az elsé kettével azonos mélységekben a fuggéleges
teherintenzitasokat tintettitk fel (ezek értéke is azonos az ott érvényes
merdleges intenzitas értékével). Az intenzitas-vektorok kezd&pontjait a
vizfelszinre valasztva a végpontok egy gorbére illeszkednek, amely gorbe
alkalmas fiigg6leges nagyitassal éppen a terhelt feliilet, esetiinkben a
negyedkor alakjahoz illeszkedik. A fiiggbleges teherhanyad meghataroza-
sahoz tehat ennek a terhelési abranak a teriiletét és sulyvonalat kell el6alli-
tani, ami elemi geometriai eszkézokkel megoldhato.

A vizszintes ¢és a figgdleges teherhanyadok ered6ibdl a vizsgalandé
feltletre mik6ds ered6 erd nagysaga, allasa és helye egyértelmlen
eléallithato.
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A merdleges megoszlo6 teher ereddjét a vetiileti hosszokon érvényes (az
eredeti intenzitasértékkel azonos) vetiileti intenzitasoknak a vetiileti
hosszakon torténd Osszegzése mellett az eredeti, "feliileti" hosszakon
érvényes intenzitasvetiileteknek a tényleges hossz mentén torténd

Osszegzésével is megkaphatjuk:

dR=qxds dR=(dRy,dR)

dR=dRXsina. dR,=dRXcosa
dX=dsXcosa dZ=dsXsinal

gx.—dRy/ds=dRXsina/ds=(dR/ds)Xsino
q,.=dR,/ds=dRXcosa/ds=(dR/ds)Xcosa

ququSina’ ququCosa’

A feltletre merdlegesen mikoédé megosz-
16 teher ered6jének meghatarozasa soran
tehat dolgozhatunk a vetiileti intenzita-
sokkal, amelyek a ferde hossz vetiiletén
mukodtetenddk, és intenzitasuk az ere-
deti intenzitasértékkel azonos, vagy
dolgozhatunk az intenzitasvetiiletekkel,
amelyek az eredeti, ferde hosszon mi-
kodtetenddk, intenzitasértékiik pedig az
eredeti intenzitasérték pitagoraszi fel-
bontasaval kaphato.
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A kotélgorbe

Egy koncentralt er6kbdl allé erérendszer eredéjének meghatarozasara a
szerkesztéses megoldasban az 6sszegezend6 erdk vektoraibol szerkesztett
vektorabrat és az Osszegezendd erSk hatasvonalaira rajzolandé koétélsok-
szoget alkalmaztuk. Megoszl6 teher esetén a terhelési hossz felosztasaval
AX szélességl lamellakra oszthatjuk a terhelési abrat, és egy-egy lamellin
beltl a teherintenzitast (kozelitéleg) konstansnak véve a teljes megoszld
terhet a lamellak tengelyvonalaiban miikods, R;=q;XAX nagysagu
koncentralt er6k rendszerével helyettesithetjiilk. Erre a koncentralt
er6kbdl allé erérendszerre mar meg tudjuk szerkeszteni a vektorabrat,
ami az erérendszer ered6jének vektorat allitja el6, és a kotélsokszoget,
amely az erérendszer ered6jének helyét szolgaltatja. Parhuzamos megosz-
16 erérendszer esetén az R, részered6k vektorathoz  rajzolt
vektoridomsugarak mindegyikének az erfiranyra merdleges (t6bb-
nyire vizszintes) vetiilete azonos, a H polustavolsaggal megegyez6 érték
lesz. Minthogy a vektoridomsugarak valéjaban a kotélsokszog , kotélagai-
ban” mikodoé erék vektorait jelenitik meg, ez a megallapitas azt jelenti,

hogy:

A parhuzamos erdérendszerrel terhelt kétélben a teheriranyra mer6-
leges kotéler6-6sszetevs a kotél minden pontjaban azonos. Mas ko-
télhosszat, vagy a kotél szamara mas megfogasi pontokat valasztva a ko-
télerd teheriranyra merdleges Osszetevéje mas, de a kotél minden metsze-
tében tovabbra is azonos érték lesz.

Ha a koncentralt er6k rendszerével a megoszlé erérendszert jobban akar-
juk kozeliteni, névelniink kell a felosztas strtségét, csokkententink kell a
AX lamellaszélességet. Ezaltal a kis koncentralt részered6k szama nd,
nagysaga csokken, és a kétélsokszog poligonjanak oldalszama nd, az olda-
lak kozotti szogeltérés cskken. Ha a felosztast minden hataron tdl fino-
mitjuk, és AX tart a zérushoz, akkor hataratmenetben a zérus szélességl
lamelldkon a megoszl6 teher intenzitasa jelenik meg teherként, a kotél-
sokszog poligonja pedig atmegy folytonos, torésmentes kotélgérbébe. A
metszetekben keletkezé kotéler6k teheriranyra merdleges 6sszetevo-
jének allandésaga a kotélgorbére is érvényes. A kotél valamelyik met-
szetében fellépd kotélerd vektorat a vektorabrabol a valasztott metszet-
hez tartozé kotélgorbe-érintével parhuzamos vektoridom-sugarként

kapjuk.
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A parhuzamos megoszl6 teher hatasara a végtelen
hajlékony, sulytalan kotélben ébredé kotélerd
grafikus meghatdrozasa a megoszlo teherre rajzolt
kotélgorbe és vektorabra segitségével lehetséges.

A kotélgorbe alakjanak, figgvényének meghatarozasahoz a matematikai
analizis eszkoztarara lenne sziikségiink, ennek hianyaban kézelité megfon-
tolasokkal juthatunk el a fiiggvény meghatarozasahoz.

Az X helyen a kotélgorbe érintéjének meredekségét az X hely kicsiny kor-
nyezetében értelmezett (AZ/AX)y differenciahanyados kozeliti. Az
X+AX helyen az érintémeredekséget a hely kicsiny kornyezetében értel-
mezett (AZ/AX)y,ax differenciahianyados kozeliti. A két meredekség kii-
lonbsége, a meredekségek AX szakaszon bekévetkezett valtozasa, ,,n6-
vekménye” valéjaban a AX szakaszon mikédé megoszlé teher egyensu-
lyozasat szolgalja, oly médon, hogy a AX szakaszt megel6z6 ill. kévetd
metszetek kotélerdinek fliggdleges komponens-kilonbsége a AX szaka-
szon mikodd részeredd értékével lesz azonos. A parhuzamosan megoszlo
teher kotélerinek teheriranyra merdleges Gsszetevéje azonban minden
metszetben a H polustavolsaggal azonos, tehat az egyes metszetek kotél-
eréinek meredekségébdl a kotélers fiigedleges komponense a H polusta-
volsaggal torténd szorzassal megkaphato:

g, x AX = AQ = H x[-Atg(e,)] = —H x {A%l

C]( X ) = AQ =Hx _Atg(ai ) =-—Hx A £ hataritmenetben:
AX AX AX \AX

_d_Q_ X_dtg(ai)__ Xi @ = X@:_ xZ"
A==y 1 LIX( X ﬂ =y~ X

azaz a kotélgorbe Z(X) alakfiiggvényét egy masodrendt differencidlegyen-
let megoldasaként kaphatjuk meg.
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A kotélgorbe Osszefiiggései:

z1  QeqX)xAX

q=q(X)

Ty Ty,

yYiy v ¥y v vy v Y

tg(0)=(AZ/AX),

q(X)=-HXZ"(X)

- —e

Ha a q teherintenzitas konstans, akkor a gérbe masodfoka parabola
lesz. Ha a megtamasztasi pontok azonos magassagban vannak, és a kotél
maximalis belogasat h-val jeloljik, akkor a konstans értékd vizszintes ko-

téleré-osszetevd H értéke: H — qx LZ / 8h
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3.7. Ellenorzo kérdeések

Ismertesse az er6 fogalmat!

Hogyan csoportosithatjuk a szerkezeteket ér6 hatasokat?

Mi a megmerevités elve?

Milyen jellemz8k hatarozzak az er6t?

Mit jelent az, hogy az eré helyhez kotott vektormennyiség?

A merev testek statikajaban az eré helyhez kotott vektormennyiség-e?
Mit értink az er6 komponensein?

Mit értiink az erd vetiiletein?

Azonos fogalom-e az er6 komponense ill. vetilete?

Hogyan nevezziik egy er a sik egy pontjara kifejtett forgat6 hatasat?
Mit értink egy eré egy pontra vonatkozé nyomatékan?

Mi az egyenértékiiség fogalma?

Mi az egyensulyi kijelentés tartalma?

Irjon fel egy tetszbleges egyensulyi kijelentést!

Milyen 6sszefiiggés van az egyenértékiiség és az egyensulyi kijelentés ko-
zott?

Mi az axiéma fogalma, s mi a jelentSséger

Mit mond ki a statika elsé axiomaja (két er6 egyensulya)?

Mit mond ki a statika masodik axiémaja (harom eré egyensilya)?

Mit mond ki a statika harmadik axiémaja (egysulyban levé erérendszer
hatasa)?

Mit mond ki a statika negyedik axiémaja (hatas-ellenhatas)?

Mit tudunk két azonos iranyd parhuzamos eré eredjérol?

Mit tudunk két ellenkez6 iranya parhuzamos eré ered6jérél?

Mit tudunk két ellenkezé iranyut, azonos nagysagu parhuzamos eré ered6-
jérol?

Mit tudunk egy erd és egy erépar ered6jérél?

Mit nevezink eré pontra redukalasanak?

Mi az er6rendszer ereddjer

Mit nevezink az erék helyettesitési feladatainak?

Milyen helyettesitési feladatokat ismer?

Hogyan hatarozzuk meg az erérendszer eredéjének nagysagat és allasat
szamitassal?

Hogyan hatarozzuk meg az er6rendszer ered6jének helyét szamitassal?
Hogyan kapjuk meg egy sikbeli er6rendszer eredéjének vektorat (nagysa-
gat, iranyat) szerkesztéssel?

Hogyan kapjuk meg egy sikbeli er6rendszer ered6jének helyét szerkesztés-
sel?
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Hogyan befolyasoljak az erérendszerben levé er6parok az eredd vektorat?
Hogyan befolyasoljak az erérendszerben levé eréparok az eredd helyét?
Mi jellemzi a vektorabraban egy ponton atmend vektoridom-sugarakat a
kotélsokszog abraban?

Mi jellemzi a k6télsokszog abraban egy ponton atmend kotéloldalakat a
vektorabraban?

Sikbeli er6rendszer esetén mi az ered6 er6 feltétele a szamitas soran?
Sikbeli er6rendszer esetén mi az ered6 erd feltétele a szerkesztés soran?
Sikbeli erérendszer esetén mi az eredd erépar feltétele a szamitas soran?
Sikbeli erérendszer esetén mi az eredd erépar feltétele a szerkesztés soran?
Sikbeli erérendszer esetén mi az (eredd) egyensuly feltétele a szamitas so-
ran?

Sikbeli erérendszer esetén mi az (eredd) egyensuly feltétele a szerkesztés
soran?

Sikbeli erérendszer esetén az eredd szerkesztésekor hogyan kezelhet6k a
nyomatékok?

Milyen ismeretleneket kell meghatarozni, ha egy sikbeli erérendszert egy
adott ponton atmend erével kivanunk helyettesiteni?

Egy adott ponton atmend erével és egy hozza tartozé nyomatékkal vald
helyettesités esetén hogyan hatarozhaté meg szamitassal az adott ponton
atmend er6?

Egy adott ponton atmend erével és egy hozza tartoz6 nyomatékkal valo
helyettesités esetén hogyan hatarozhaté meg szamitassal az adott ponthoz
tartoz6 nyomaték?

Egy adott ponton atmend erével és egy hozza tartozé nyomatékkal valo
helyettesités esetén hogyan hatarozhaté meg szerkesztéssel az adott pon-
ton atmend erd?

Egy adott ponton atmend erével és egy hozza tartoz6 nyomatékkal vald
helyettesités esetén hogyan hatarozhaté meg szerkesztéssel az adott pont-
hoz tartoz6 nyomaték?

Egy adott ponton atmend és egy adott hatasvonala erével valé helyettesi-
tés esetén szamitaskor melyek a legcélszertibben felirhat6 egyenletek?
Egy adott ponton atmend és egy adott hatasvonala erével valé helyettesi-
tés esetén szerkesztéskor melyek a vektorabra felvételének szempontjai?
Egy adott ponton atmend és egy adott hatasvonala erével valé helyettesi-
tés esetén szerkesztéskor melyek a kotélsokszog felvételének szempontjai?
Harom ismert hatasvonalu erével valé helyettesités esetén milyen szamito
ill. szerkeszt6 eljarasokat ismer?
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Harom ismert hatasvonalu erével valé helyettesités esetén mi a féponti
modszer 1ényege?

Harom ismert hatasvonala erével valo helyettesités esetén hasznalhaté-e a
vetileti egyenlet?

Harom ismert hatasvonalu erével valé helyettesités esetén mikor hasznal-
hat6 hatékonyan a vetiileti egyenlet?

Harom ismert hatasvonala erével valé helyettesités esetén milyen szer-
keszt6 eljarast alkalmazunk, s ennek mi a lényege?

Harom ismert hatasvonalu erével valé helyettesités esetén mi a hasonldsa-
gl modszer lényege?

Mik a sikbeli er6rendszer egyensulyanak feltételei szamitasban?

Mik a sikbeli erérendszer egyensulyanak feltételei szerkesztésben?

Milyen 6sszefligeés fogalmazhaté meg a helyettesités és az egyensulyozas
kozott?

Milyen 6sszefliggés van az ered6 és az egyensilyozo erd kozott?

Sikbeli erérendszer egy erével torténd egyensulyozasa esetén milyen
egyenleteket célszert felirni szamitaskor?

Sikbeli erérendszer egy erével torténd egyensulyozasa esetén hogyan szer-
kesztheté meg az egyensilyozé eré?

Sikbeli erérendszer egy adott ponton atmend erével és a hozza tartozo
nyomatékkal t6rténé egyensulyozasa esetén milyen egyenleteket célszerd
felirni szamitaskor?

Sikbeli erérendszer egy adott ponton atmend erével és a hozza tartozo
nyomatékkal torténé egyensulyozasa esetén hogyan szerkesztheté meg az
egyensulyozoé erd és nyomaték?

Sikbeli erérendszer egy adott ponton atmend és egy adott hatasvonala
erével torténd egyensulyozasa esetén szamitaskor milyen egyenleteket
célszerd felirni?

Sikbeli erérendszer egy adott ponton atmend és egy adott hatasvonala
erével torténd egyensulyozasa esetén hogy szerkeszthet6k meg az egyen-
sulyozo erék?

Sikbeli erérendszer egy adott ponton atmend és egy adott hatasvonala
erével torténd egyensulyozasa esetén szerkeszté eljaras esetén milyen
alapvet6 szabalyokat kell betartani?

Sikbeli erérendszer esetén az egyensulyozé erd szerkesztésekor hogyan
kezelhet6k a nyomatékok?

Sikbeli erérendszer harom adott hatasvonalu erével torténd egyensilyoza-
sa esetén szamitaskor milyen egyenleteket célszerd felirni?
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Sikbeli erérendszer harom adott hatasvonalu erével torténd egyensilyoza-
sa esetén hogyan szerkeszthet6k meg az egyensulyozoé erék?

Definialja a vonalmenti megoszl6 terhet!

Definialja a vonalmenti parhuzamos megoszIl6 terhet!

Hatarozza meg a parhuzamos vonalmenti megoszlo teher eredéjének

nagysagat!
Hatarozza meg a parhuzamos vonalmenti megoszl6 teher eredéjének he-
lyét!

Hogyan szamithato ki a feliiletre merdleges, parhuzamos megoszl6 teher
ereddje?

Parhuzamos er6rendszer esetén mit tudunk a kotéler6rél?

Egyenletesen megoszld erérendszer esetén milyen a kotélgorbe alakja?
Egyenletesen megoszl6 erérendszer esetén mekkora a kotéleré nagysaga?
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4. Surlodas

Amint azt fizikai tanulmanyainkbdl tudjuk, a surlédas a mozgast akada-
lyozé (er6)hatas, amelynek maximalis értékét a feltletre merdleges
nyoméerd és a feluletre jellemz$ surlédasi egyiitthaté szorzata adja. A
surlédo kapcesolatban tehat alapallapotban a surlédasi eré a mozgast 1étre-
hozni akaré erd ellentettje lesz, mindaddig, mig a ez az erd a surloédasi erd
— fentiekben ismertetett — maximumat meg nem haladja. Amig tehat a
mozgast létrehozni akard eré kisebb, mint a surlédasi eré maximuma,
addig elmozdulas nem jon létre, mert a surlédasi eré az elmozditani
akar6 erdt egyensulyozni tudja.

Fmer(’)’leges F merdleges
F
Fsﬁrl()dési surlodasi

ha £ F i =1 =1

surlodas

— F = 0= nincs mozgas

mozgat

ha 7> Evurléda'si,MAX = F,

mozgato

=F _F:vu'rlo’da’si,MAX = van
mozgas

Az épitémérnoki gyakorlatban célunk a kapcsolt szerkezetek nyugalmi
allapotanak biztositasa, a kapcsolati er6k egyensulyi allapota. A surlédasos
kapcsolatban a feliiletre merdleges erével egyidejiileg mikodo, a feltlettel
parhuzamos allasu eré nagysagat mindaddig névelhetjik, amig az a felile-
ten ébredd sarlddasi eré maximumat el nem éri. Eddig a hatarig a felilet
surlédasa képes egyensulyozni a kapcsolati elemre mikods eréket (ponto-
sabban: azoknak a felilettel parhuzamos Gsszetevéjét, hiszen a feliletre
meréleges  Osszetevét maga a felilet nyomasi ellenalloképessége,
elmozdulasmentessége egyensulyozza), tehat mozgas nem alakul ki. A
surlédasi er6 maximuma viszont a feltletre merdleges (nyomo)erd nagysa-
gaval aranyos, tehat annak novekedése a kapcsolat felilettel parhuzamos
terhelhet6ségét is (aranyosan) noveli. Végs6 soron a nyugalmi allapot hata-
rat a surlédasos kapcsolatban a feliiletre meréleges és a felillettel parhu-

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 83 p



Mechanika I. Surlédas

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 84 P

zamos terhel$ er6k aranya, azaz az ered6 allasa, a felilet normalisaval
bezart szége hatarozza meg. Ezt a hatarszoget, amelynek tangense a feli-
let surlédasi egytitthatéjanak értékével azonos, surlodasi szégnek nevez-
zuk.

F

merdleges

F Fsﬁrlédési, MAX

parhuzamos
-

N

merdleges

A surlédas jelensége azonban nem iranyfiiggd, tehat a nyugalmi allapot
fenntartasahoz a felileten barmilyen iranyban szamithatunk a sarlédasi
ellenallasra. Egy surlédasos kapcsolatban tehat a nyugalom, az
elmozdulasmentesség mindaddig fennmarad, amig a terhel§ erdk
ereddje egy, a felillet normalisaval ¢ sz6get bezard alkot6ji egyenes
kérkuap feliiletén kiviil nem keriil.
Ha a terhel6 erék ereddije a

kap alkotéjaba esik, a kap-
csolat a megcsuszas hataran

van, a surlddasi eré a maxi-

malis értét veszi fel, ha pedig

az eredd a feltlet normalisa-

val a surlédasi szognél ki-

sebb szoget zar be, a tényle-

ges surlodasi eré a maximalis

érték alatt marad.
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A surlédas a mozgas (meg)akadalyozasaval, a mozgast 1étrehozni akard
er6 kiegyensulyozasaval az épitémérncki gyakorlatban igen hasznos jelen-
ség: mindig segit a kapcsolatot terhelé erék egyensulyanak megteremtésé-
ben, sokszor pedig 6nmagaban elegendS az egyensily kialakulasahoz-
fennmaradasahoz. Azokat a kapcsolatokat, amelyekben a surlédas
onmagaban elegendé a nyugalmi allapot biztositasahoz, onzaré
kapcsolatoknak nevezziik.

A legegyszeriibb (és legfontosabb!) 6nzaré kapcsolat a lejtS. A lejt
esetében a lejt6sz0g és a surlddasi szog viszonya hatarozza meg, hogy a
lejtére helyezett test megindul-e lefelé, vagy mozdulatlan marad.

A lejtére helyezett testre terhel er6ként a sajat sulya hat. Ez tehat a terhe-
16 er6k ereddje. Amennyiben ez az eredd a lejté feliletére merdleges ten-
gely koril a surlodasi szoggel megrajzolt surlodasi kap palastjan belil ma-
rad, a surlodasi eré elegendd a sulyerd és a feliletre merdleges tamaszto-
er6 ereddjeként értelmezhet6 lejtémenti mozgatderd egyensulyozasahoz,
azaz a test nem mozdul meg.

Ha a lejt6é szogét noveljik, és a silyeré hatasvonala a surlédasi kupon ki-
vilre kertl, a sarlédasi eré6 maximalis értéke is kisebb lesz a kialakuld
lejtémenti mozgatberénél, azaz a test a lejtén (gyorsulé mozgassal) lecsu-
szik.

F

mozgato

=Gsin(@) — F0, =0 F,

mozgato

= GSII’l(a) —F;arzo'da'si,MAX #0
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A lejtének ezt az 6nzard tulajdonsagat hasznaljuk ki pl. a vasbetonszerke-
zetek kizsaluzasakor sziikséges allvanyleeresztés soran, amikor az alata-
maszté oszlopokat ékparokkal rogzitjiik, amelyek a beallitott szintet bizto-
sitva, elmozdulasok nélkil veszik fel a terhel$ eréket, majd az allvany stly-
lyesztésekor egy-két kalapacsiitéssel megnovelve a vizszintes erdt, az ékek
elmozdulnak, és az allvanyelemek tehermentestlnek.

De ugyanez a jelenség az alapja a csavarkapcsolatok alkalmazhatésaganak:
valéjaban a csavarmenet is egy lejt6. Ha a menetemelkedés kicsi, a csavar-
ban fellépd tengelyiranyu eré a meneteken felléps surlddasi erd révén
megakadalyozza a csavaranya lecsavarodasat, a kapcsolat 6nzaro.

Gépészeti alkalmazasokban eléfordul a csavarorsés meghajtas, ott a csavar nagy
menetemelkedésd, hogy a sarlodas minél kevésbé akadalyozza a mozgast, hiszen
a cél a mozgas tovabbitasa.

¢kparos allvany ala-
tamaszto szerkezet

facsavar acél csavarok

Surlédasos kapcesolatokat alkalmazva feladataink tobbnyire hatarozatlanok
lesznek. Nem talalunk egyértelmd megoldast, csak azt tudjuk kimutatni,
hogy a kapcsolatok elegend6ek-e a megtamasztott szerkezet nyugalmi
allapotanak biztositasara, de nem tudjuk pontosan meghatirozni, hogy
melyik kapcsolat milyen mértékben veszt részt az egyensulyi allapot kiala-
kitasaban.
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i i

A falhoz tamasztott, a falhoz is és a padldhoz is surlédasos kapcsolattal
csatlakozo 1étra allékonysaganak feltétele, hogy a terhelé eré hatasvonala-
nak legyen olyan pontja, amely a két kapcsolati feliilet surlédasi
kupjanak metszetébe esik.

Ha egyetlen ilyen pont van, akkor egyértelmien meghatarozhatok a ta-
maszerSk (ilyen esetben egyébként mindkét felileten a surlédasi eré ma-
ximuma alakul ki).

Ha ilyen pont is létezik, akkor az egyensuly biztosithatd, de (épp a tényle-
ges surlodasi er6k ismeretének hianyaban) a kapcsolati erékre egyértelmi
megoldas nem adhaté. Ilyen esetben viszont a surlédasban tartalék rejlik: a
kapcsolati feliletek kisebb surlodasi egyiitthaté mellett is alkalmasak az
egyensuly biztositasara, vagy a létra még laposabb szogben is allékony
marad. Vegyiik észre, hogy a tartalék nem a terhel6 eré nagysagaban jele-
nik meg: az egyensulyi allapot lehetSsége vagy lehetetlensége a ter-
held eré nagysagatol fiiggetlen (a surlédasi eré maximuma a feliletre
merdleges eré aranyaban jelentkezik), csak a terhel6 eré helyzetétdl

fugg.

b
végtelen sok
egyensulyi AN nem lehet egyen-
megoldas ta- sulyi megoldast
lalhato N/ taldlni
Z Z
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A kovetkezd, sokszor el6forduld, és (féleg telente) mindnyajunkat érinté
probléma, hogy a talajhoz sarlédasos kapcsolattal csatlakozé kerék mek-
kora (inditasi) nyomaték atvitelére képes (kiporgésveszély), ill. mekkora, a
tengely magassagaban keletkezé (fékezo) erd atvitelére képes (megcstszas-
blokkolasveszély). A kerék tiszta, csuszasmentes gordiilésének feltétele az,
hogy a csatlakozasi felilleten a kerék mozgasallapot-valtozasahoz sziiksé-
ges er6 a surlédasi eré maximumat ne haladja meg.

A sarlédasi eré maximalis értéke a felilet mindségét jellemz6 surlodasi
egyitthatd és a feliletre merdleges nyomoerd szorzataként adodik. Ha
tehat a kerék tapadasa nem megfeleld, e két paraméter valtoztatasara van
lehet6ségiink: pl. homokszorassal névelhetjik a csuszos (ut)feltlet surlo-
dasi egyttthatéjat (a budapesti villamos motorkocsik esetében beépitett, a
vezetd altal mikodtethets ,,homokol6”), vagy a jarmire rakott tobbletsu-
lyokkal — novelhetjiik a  feliletre merSleges nyomoders — értékét
(6sszkerékhajtasu traktorok elsé tengelye f6l6tt alkalmazott vaselemek).

A motor altal a hajtott kerékre atvitt nyomaték a surlédasi erd révén gyor-
sitderdként jelenik meg a tengelyen. A nyomaték novelésével az erépar
er6nagysagai is aranyosan névekednek, egészen addig, mig a kerék és az
utburkolat k6zotti surlédasi eré el nem éri a maximumat. Bz a kiporgési
hatarnyomaték. A kerékre haté nyomatékot tovabb noévelve a surlodasi
er6 mar nem novekedhet, igy a gyorsitdéeré sem nd, a toébbletnyomaték a
kerék megporduilését okozza (a kerék készorilve gordul).

M

gyorsito, MAX

A

gyorsito, MAX

XF

i,vizsz

=F

gyorsito

+F

strloddsi 0 M gyorsité, MAX — F, worsiamax <1 = F;drlo'da'si,MAX

xXr

Fékezés esetén a jelenség hasonld: amig a fékezberd a surlddasi eré maxi-
muma alatt marad, a kerék nem csuszik meg, hanem (egyre lassulva) gor-
dil. A fékezber6t a surlédasi eré maximuma folé névelve a tobblet-
tékezberd vetileti kiegyenlités hijan a kerék merevtest-szerd mozgasat,
megcsuszasat okozza (a kerék cstuszva gordil).
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A surlédas jelenségének ismeretéhez még egy fontos megallapitas tartozik:
a (nyugalmi) sarlédas kimeriilése, a mozgas megindulasa utan a surlédasi
ellenallas lecsokken, azaz a mozgasi surlodasi eré-egytitthatd kisebb, mint
a nyugalmi surlédasi eré-egyttthatd. Ezt fizikai tanulmanyaikbdl a kévet-
kez6 abra szemlélteti. Ugyanezt abrazolja — kissé mas megkozelitésben — a
masik abra is.

strlodasi
eré A . . ]
N \c nyugalmi (tapadasi) strlodasi erd
o _mezats S
el -= mozgisi finamikus) surlédasi erd
1 \ﬁ
: <
Inyygalom Ne
—
S
_ 8 z et
K B 2 i >
0 hazéerd

Ennek a hatasnak az ismerete az épitémérnoki gyakorlatban azért fontos,
mert a mi szaktertletiinkén a cél a szerkezetek nyugalmi allapotanak biz-
tositasa, és a surlodas jelenségét is e cél érdekében hasznaljuk fel. Ugyan-
akkor tudnunk kell, hogy a surlédasi ellenallis a mozgas megindulasakor
hirtelen lecsokken, azaz a megindulé mozgas nem lassu és kismértékda lesz,
hanem hirtelen, nagy elmozdulas, ami mar csak egy teljesen mas egyensulyi
helyzetben fog stabilizalédni. Ez a jelenség leginkabb a talajtomegek moz-
gasa soran szembetind, amikor pl. az atazas miatt lecsokkent belsé surlé-
das nem elégséges a talajtomeg sulyanak egyensuilyozasara, és a talaj egy
csuszolap mentén lesuvad.

Volgysuvadas sematikus és valésagos képe
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Ellendrz6 kérdések

Mi a surlodasi hatas 1ényege?

Mekkora lehet egy surlédasos kapcsolatban a surlédasi eré?

Mitdl és hogyan fligg a sarlodasi eré?

Mitél és hogyan figg a surlédasi eré maximalis értéke?

Hogyan lehet csokkenteni a surlodasi eré maximalis értékét?

Hogyan lehet névelni a surlédasi eré maximalis értékét?

Mit jelent a surlédasos kapcsolat 6nzardsaga?

Milyen feltételek esetén 6nzar6 egy surldédasos kapcesolat?

Milyen feltételeket kell kielégiteni egy testre haté erSk ereddjének, ha azt
kivanjuk, hogy a test a (sirlédasos) megtamaszto feliileten nem mozduljon
el?

A (surlédasos feltlet(l) falsarokba tamasztott rudelem nyugalmi allapota-
hoz milyen feltételt kell kielégitenie a ra haté er6k ered6jének?

Hogyan fugg a (surlédasos felilettt) falsarokba tamasztott radelem nyu-
galmi 4llapotanak lehetésége a terheld erdk eredéjének NAGYSAGAt6I?
Hogyan fligg a (surlédasos feliiletdl) falsarokba tamasztott rudelem nyu-
galmi 4llapotanak lehetésége a terheld erdk eredéjének HELYZETESI?
Mi a tiszta gordilés definicidja?

Mikor mondjuk, hogy a kerék koszorilve gordal?

Milyen feltételek mellett alakul ki a csuszva gordiilés?

Miért veszélyes, ha az egyensuly biztositasakor a nyugalmi surldédassal
szamolunk?
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5. Egyszeri tartok

A mérnoki gyakorlatban TARTOSZERKEZETnek neveziink min-
den olyan szerkezetet, amely részlegesen vagy kizarélagosan a ter-
hek felvételére és a terthek mas szerkezetekre (végs6 soron a talajra)
torténd tovabbitasara szolgal.

Ebben a fejezetben olyan tartoszerkezetekkel foglalkozunk, amelyek
egyetlen merev (ill. mint tudjuk, a valésagban: szilard anyaga) elembdl
allnak.

5.1. A kényszerek

A tartoszerkezetek a rajuk hat6 terhek kovetkeztében el akarnak mozdul-
ni. E mozgasok megakadalyozasara kényszeritentink kell &ket, hogy az
altalunk tervezett-kialakitott helyiikon maradjanak. Erre a kényszeritésre
KENYSZEReket alkalmazunk.

A kényszerek olyan szerkezetek-szerkezeti kialakitasok, amik a
megtamasztando szerkezet bizonyos pontjainak elmozdulasait kor-
latozzak.

Ez a korlatozas lehet egy- vagy tobbdimenzids, lehet teljes vagy részleges.
Altalanos, mindig érvényes elvként kell megjegyezniink, hogy amilyen

jellegli és iranya elmozdulast a kényszer (meg)akadilyoz, olyan
jellegti és iranyu tamaszigénybevételre mindig szamitanunk kell!
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5.1.1. A kényszerek fokszama

Egy pontnak a sikban haromféle, a térben hatféle elmozdulasi lehet&sége
van, masként fogalmazva egy pont elmozdulasi szabadsagfoka a sikban 3,
a térben 0.

A pontok abszolut (az X-Y-Z
globalis  koordinatarendszerben
értelmezett) eltolodasait ey, ey ¢és
e,, clforduldsait Gyy, Oyy és ¢y,
jeloli (az elfordulasok azonosito-
iban gyakran csak egyszer irjak ki
a forgastengely jelét, igy a jel6lés:
P, Py és O,-re egyszerlisodik).

Egy pont sikbeli tamasztokényszere tehat maximum két eltolédas és egy
elfordulas megakadalyozasara képes, azaz maximum két erével és egy
nyomatékkal helyettesithet6. Egy térbeli tamasztokényszer maximalisan
harom eltolédas- és ugyancsak harom elfordulas-Osszetev6 kialakulasat
akadalyozhatja (meg), ezért harom (célszerGen koordinatatengely-iranyu)
erével, és harom (célszerten koordinatatengelyek koril forgatd) nyoma-
tékkal helyettesitheto.

A megtamasztd kényszerekre jellemzé az altaluk (meg)akadalyozott
elmozdulasdsszetevék, ill. az ezekkel mindig megegyez8 szamu
kényszerer6-komponensek szama (ami az elvégzendd szamitasokban is
fontos informacio, ezért ezt alkalmazzuk a kényszerek megjelolésére, mi-
nésitésére), amit a kényszerek FOKSZAManak neveziink.

A sikbeli kényszerek tehat maximalisan 3-as fokszamuak, a térbeli kény-
szerek maximalisan 6-os fokszamuak lehetnek.

A tényleges szerkezetekben a megtamasztasi pontoknak (elvileg) tetszdle-
ges elmozdulaskomponenseit gatolhatjuk a megfelelé kényszerek kialakita-
saval, tehat a kényszerek fokszama 1-t6l a maximalis értékig barmilyen
kombinaciéban elképzelhets, de a gyakorlatban csak néhany kialakitast
szokas alkalmazni.
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5.1.2. A kényszerek rugalmassaga

Szamitasainkban azt szoktuk feltételezni, hogy a megtamasztasok teljesen
merevek, barmekkora terhet elmozdulasok nélkiil képesek felvenni. Ez a
teltételezés elsé kozelitésként elfogadhatd, és azzal az igen elény6s kévet-
kezménnyel jar, hogy a tamaszkényszerekben a gatolt alakvaltozas zérus
lesz.

Azokat a tamaszkényszereket, amelyek esetében a felvett erd- ill.
nyomaték-komponens iranyaban elmozdulas nem 1ép fel, FIX meg-
tamasztasu kényszereknek nevezziik.

Meg kell azonban emliteniink, hogy az alatimaszté szerkezeteknek is (még a
talajnak is!) van alakvaltozasa, ami a timaszpontok elmozdulasai révén a vizsgalt
tartészerkezet viselkedését is befolyasolja. Ezzel a hatassal e targy keretében nem
foglalkozunk, de a hatas 1étét ismerni kell. A megtimaszté szerkezetekben is
feltételezve a rugalmas viselkedést, azokat a tamasztokényszereket, amelyekben a
felvett eré- ill. nyomaték-komponens iranyaban elmozdulas, mégpedig a rugal-
mas viselkedés miatt a felvett er6- ill. nyomaték-komponenssel aranyos elmoz-
dulas keletkezik, RUGALMAS megtiamasztasu kényszereknek nevezzik.

5.1.3. A kényszerek elnevezése

Nem minden megtaimasztd kényszer kapott nevet, de a leggyakrabban
alkalmazott kényszerek név szerint is azonosithatok.

BEFOGAS

A megtamasztott pont minden iranyd elmozdulasat megakadalyozo6
kényszert BEFOGASnak nevezziik.

A sikbeli befogas a sik két koordinatatengelyének iranyaba esé (alkalmas
nagysagu) erével és a sikban mikodd, azaz a stk normalisa koril forgatod
(alkalmas nagysagt) nyomatékkal helyettesithet6. A térbeli befogas a ha-
rom koordinatatengellyel parhuzamos erékkel és az ezen tengelyek koril
forgaté nyomatékokkal helyettesithetd. (Ezek a kényszerek a sikban ill. a
térben 6nmagukban elegenddk egy tartéelem megtamasztasahoz.)
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A befogasi kényszer rajzjele és a feltételezett helyettesité kényszererdk:

B
AN
sikban: 3- Z

adfoku
kényszer BzAB

My,

CSUKLO

Ha a megtamaszté kényszer csak egy tengely koriili elfordulast tesz
lehetévé, akkor CSUKLOnak, csuklés megtamasztasnak nevezziik.

A sikban ez az elfordulas egyértelmtien a normalis koriili elfordulas (nem
is lehet mas), a térben barmilyen tengely korili elfordulas lehet. Ha a tér-
beli kapcsolat a kapcsolt ponton atmend mindharom (egymasra kolesono-

sen merdleges) tengely koril megengedi az elfordulasok kialakulasat,
TERBELI CSUKILOnak, vagy GOMBCSUKIOnak nevezziik.

GORGOS TAMASZ

Ha a kapcsolat a sikban az elfordulast és az egyik tengely iranyaba
es6 eltolodast is megengedi (azaz a szerkezet a megtamaszt6 sikon el-
gurulhat), a kényszer neve GORGOS TAMASZ.

Ilyen tulajdonsaga kényszer a térbeli szerkezetekben is kialakithatd, de ott
arra is van példa, hogy a kapcsolat tobbiranyu eltolédast, ill. tobb tengely
korili elfordulast is lehetévé tesz.

A csuklos és a gorgds kényszer rajzjele és a feltételezett iranya helyettesité
kényszererdk: 7 X

A kényszerek a gerenda belsé pontjait A

is tamaszthatjak, de a gerenda foly-
tonossagat nem szakitjak meg,

»
»

A jelii csuklé B jeld g6rgd

azaz a megtamasztasi pontban a sza- 2. foku kényszer 1. foku kényszer
bad elfordulds a felette 1év6 teljes ===+ >
gerendaszelvényre vonatkozik. X g Z:
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A gbrgbs tamasz a nevét a hidszerkezetekben alkalmazott, ilyen tulajdonsagu
kényszerekrdl kapta, ahol a surlédasi hatds minimalizalasa érdekében valéban
acélgérgbkre timaszkodik a hidszerkezet. A kisebb nyildsméretd hidakon és a
magasépitési szerkezetekben az ilyen tulajdonsagi megtamaszt6 kényszerekben a
megtamaszté sikkal parhuzamos elmozdulas lehet6ségét altalaban csak valami-
lyen surlédascsékkent6 réteg beépitésével oldjak meg, ténylegesen gérgéket nem
alkalmaznak.

A gbrgbs megtamasztas szigordan véve csak nyomoers felvételére alkalmas.
Minthogy azonban a szerkezeteink 6nsilya mindenképp nyomasként jelenik meg
a tamaszokban, ez mintegy ,,el6fesziti” a kapcsolatot, és ezaltal a timasz a hasz-
nos teherb6l ébredé huzéerd felvételére is felemelkedés nélkil képes lesz. Sziik-
ség esetén a huzders felvételére a gérgls tamaszokban lek6tést is beépithetnek.

Csuklés hidtdmasz | Gérgés hidaldtamasztds
TAMASZTORUD

Amennyiben a terhelt szerkezet megtamasztasara a szerkezethez is
és a talajhoz is csuklosan kapcsolt (egyenestengelyti) rudakat al-
kalmazunk, ezek a rajuk miik6d6 két erd egyensulyi feltétele alap-
jan csak a tengelyiikbe es6 erdk felvételére, azaz csak a tengelyiikbe
es6 eltolodasok megakadalyozasara képesek. Az ilyen rudakat
TAMASZTORUDaknak nevezziik.

A tamasztérudak mikodését, az altaluk elérhet6 megtimasztd hatdst a rad tény-
leges alakja nem befolyasolja. Ha a tamasztoszerkezet terheletlen, és mindkét
végén csuklds kapcesolatd, akkor a két eré egyensulyi feltétele a radalaktol fiig-
getleniil a két csuklopont altal meghatirozott egyenesbe rogziti a megakadalyo-
zott eltolodas és a felvehetd erd iranyat. Ha a két csuklépont kdzé nem merev
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(szilard) anyagu rud, hanem hajlékony kotél kertil, a kapcsolat a timasztéruddal
megegyezben mikodik, de valoban csak huzéerd felvételére lesz alkalmas. Egy
pontot a sfkban két, a térben harom taimasztériddal megtamasztva a pont min-
den eltolédasdsszetevije zérus lesz, azaz a kapcesolat a sikbeli ill. a térbeli csuklo-
val azonosan muikodik.

A térbeli szerkezetek esetében a megtimasztott pont 6-os elmozdulasi szabad-
sagfoka a fentiekben ismertetett kombinaciok mellett tovabbi lehetéségeket kinal,
amelyek kozil most csak egyet emeliink ki: a(z els6sorban a gépészetben, a haj-
taslancokban alkalmazott) KARDANCSUKLOt. A kardancsuklé a kapcsolati
pont lehetséges 6 elmozdulaskomponensébdl két tengely koril engedi meg az
elfordulasok kialakulasat, a harmadik tengelyben viszont (ezért alkalmazzak!)
nyomaték atvitelére képes.

& =

Kardancsuklo szerkezeti rajza és a kész szerkezet képe

A tényleges szerkezetek alakvaltozasai-elmozdulasai a szerkezet méretei-
hez képest kicsinyek, igy elegendd, ha a megtamasztasok a ,,szabad” el-
mozdulast (pl. a csuklé az elforduldst) csak meglehetésen szik hatarok
k6zott biztositjak.

5.2. A statikai vaz

A radszerkezetek vizsgalata soran a terheket és a szerkezet valaszfuggvé-
nyeit a rud tengelyvonala mentén, a tengelyben felvett (lokalis) koordina-
tarendszerben értelmezziik. gy a radszerkezeteket a tovabbiakban csak a
tengelyvonalukkal jelenitjiik meg, és a megtamasztasokat is csak sematiku-
san jeloljik.

A tartészerkezet és megtamasztasait sematikusan bemutaté abrazo-
lasat a tart6 STATIKAI VAZanak nevezziik.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 96 P



Mechanika I. Egyszer( tartok

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 97 p

5.3. Az egyszerii tartok alaptipusai

5.3.1. Befogott tarto - konzoltarto

Az egyik végén befalazott, elmozdulasmentesen rogzitett gerenda-
tartot KONZOLnak, konzoltartonak nevezzik.

A konzoltartéban a megtamasztast (bar az a valésagban mindig egy nem
elhanyagolhat6 hosszusagu tartészakasz) egy pontban tételezziik fel.

A gyakorlatban annak meghatarozasa, hogy ezt az elméleti megtamasztasi pontot
hol vehetjiik fel, esetenként komoly mérnoki megfontolasokat igényell

A tamaszté erék-nyomatékok meg-
hatdrozasa soran a tényleges szer-
kezeti kialakitas alapjan felvessziik
a tart6 STATIKAI VAZit, amelyen
szerepeltetjik a koncentralt ill. a
vonalmenti megoszlé (statikai) ter-
heket és a megtamasztd kényszert.
Ezutan a kényszert helyettesitjiik
a feltételezett (javasolhatéan az X-Y-
Z globalis koordinatarendszer pozi-
tiv tengelyagaival megegyez6) iranyd,
egyel6re ismeretlen nagysagu erdk-
kel, és a tarto-terhelés sikjaban ke-
letkez6, pozitiv forgasiranyd nyoma-
tékkal. Az igy el6allé erérendszer
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egyensulya alapjan a  kapcsolati [( ) ]o_
q)By,B,,Mpyy,|=0

dinamok meghatarozhatok.

A (sikbeli) konzoltartéra haté aktiv (terhel6) és passziv (megtamasztd)
er6kre felirt egyensulyi kijelentésben harom ismeretlen érték szerepel, a
szerkezet (sfkbeli) elmozdulasmentessége alapjan pedig harom (matemati-
kailag fuggetlen) statikai egyenlet irhaté fel, azaz a statikai egyenletek
clegendbek az ismeretlenck meghatarozasahoz: a szerkezet STATIKAI-
LAG HATAROZOTT. Ugyanakkor a befogis, mint megtamasztis a
szerkezetnek minden sikbeli elmozdulasat meg tudja akadalyozni (termé-
szetesen feltételezzik, hogy a terhelés nem meriti ki a megtamasztas
tehervisel6képességét), azaz a szerkezet elmozdulasmentesen megtamasz-
tott, megtamasztasa MEREV.

Az ismeretlen kapcsolati dinamok meghatarozasara szolgalé egyenletek :

ZE’XZODB)C ZFzZ =0= B,
ZM;ZODM?},

A feladat val6jaban egy er6(rendszer) egyensilyozasa ismert ponton
atmend erével és egy vele egyidejlileg miik6dé eréparral

Itt a nyomatéki egyenletet a befogasi pontra célszer( felirni, mert igy ab-
ban a befogasban keletkez6, ismeretlen tamaszeré-komponensek nem
fognak szerepelni.

A fenti egyenletek az egyértelmi megoldason tdl fiiggetlen megoldasokat
szolgaltatnak, azaz barmelyik egyenletet irjuk is fel, a megoldas sorin
nincs sziikség a tobbi keresett ismeretlen dinam nagysaganak isme-
retére. Ezt azt jelenti, hogy a megoldasainkban a szamitasi hiba elkéveté-
sének valdszinlisége azonos, nem halmozodik, masként fogalmazva: az
egyik ismeretlen meghatirozasa soran (esetlegesen) elkévetett hiba a to-
vabbi ismeretlenck hibatlansagat nem teszi lehetetlenné.

A fenti egyenletek felirasa és megoldasa tetsz6leges alaku befogott konzol
esetén azonos, kilénbség csupan a terhel6 erék vetiileteinek és a befogasi
pontra vett nyomatékainak meghatarozasaban van.
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5.3.2. Kéttamaszu tarto

A két pontjaban (egy els6foku és egy masodfoku kényszerrel) meg-
tamasztott gerendat KETTAMASZU TARTOnak nevezziik.

A kéttamasza tarté mind a magasépitésben, mind a mélyépitésben a leg-
gyakoribb szerkezet, és még a bonyolultabb, 6sszetett szerkezetek vizsga-
latat is sokszor kéttamaszu tartokra vezetjuk vissza.

A nagy nyilasméretd tartok, pl. a hidszerkezetek esetében a megtimasztasokra
kilon szerkezeteket (sarukat) épitiink be, amelyek a timaszerGk hatdsvonalait
egyértelmiien kijel6lik. A kisebb szerkezetekhez, killondsen a magasépitési tar-
tokhoz (nyilaskivaltok, fédémgerendak, stb.) ilyen megtamasztd szerkezeteket
nem alkalmazunk, egyszerien a falra-pillérre tamasztjuk Gket. Ilyen esetekben a

megtamaszté hatds valdjaban egy feliileten érvényesiil, és a megtamaszto erdk
eredGjének helye egyértelmtien nem jelélhet6 ki. Az ilyen szerkezetek esetében a
koncentralt tamaszer6 helyének, hatasvonalanak meghatirozasa mérnoki meg-
fontolasokat igényel.

L L
Kéttamasza vasbetonhid

Kisebb kéttamaszi szerkezetekben
(még hidszerkezetekben is!) sokszor
elhagyjuk a megtamaszté sarukat, és
a vizszintes eltolodas lehetSségét
egy surlédascsokkents réteg beépi-
tésével biztositjuk.

Kéttamasza keretdaru

A kerettarté kéttamaszusagat mutat-
ja, hogy a bal oldali keretlab a ge-
rendacsatlakozasnal kiszélesedik,
sarokmerev  kapcsolattal — késziilt,
tehat a bal oldali keretlab vizszintes
er6k felvételére is képes.

A tart6 vizsgalata, a timaszer6k meghatarozasa soran most is el6szor a
tényleges helyzetet, a valdos megtamasztasokat vessziik szemiigyre,
majd ezek alapjan felvessziik a tarté STATIKAI VAZat, végiil pedig a
statikai vazon a kényszereket helyettesitjiik a tamaszerdk feltételezett
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Osszetevéivel (ezek iranyat célszerd az X-Y-Z globalis koordinatarend-
szer pozitiv tengelyagaival megegyezben felvenni).

a tényleges szerkezet g V
a valos megtamaszta-
sokkal és a tényleges @
teherrel
cme A jeldi tamasz | B jeldi tamasz e
a szerkezet STA-
TIKAI VAZa a 7 4 Fl F2
tényleges terhe- X,
lést megjelenitd A jeld csukl6 B jelii g6rgé jﬁ
terheld erékkel (2. foku kényszer) (1. foku kényszer)
a STATI- F F
KAIVAZ 2 Ay 1 2
'fe,ltét?lezett . (aLB timaszerd hatjsvonalét a kényszch
iranyu AZ meghatarozza, a Z index elhagyhatd) 2)
kényszer-

a kilsé és belsd O

erékre felirhatd Fi : Fé : AX’ AZ! LN

egyensulyi kijelentés (Z)

A kéttamaszu tartora haté aktiv (terhel8) és passziv (megtamasztd) erkre
felirt egyensulyi kijelentésben harom ismeretlen érték szerepel, a szerke-
zet (sikbeli) elmozdulasmentessége alapjan pedig harom (matematikailag
figgetlen) statikai egyenlet irhat6 fel, azaz a statikai egyenletek elegen-
déek az ismeretlenek meghatarozasahoz: a szerkezet STATIKAILAG
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HATAROZOTT. Ugyanakkor a két megtamasztas (azon egy eset kivéte-
lével, amikor a gbrgés tamasz altal meghatarozott hatasvonal a csuklos
tamaszponton megy at) a szerkezetnek minden sikbeli elmozdulasat meg
tudja akadalyozni (természetesen feltételezzik, hogy a terhelés nem merfti
ki a megtamasztas tehervisel6képességét), azaz a  szerkezet
elmozdulasmentesen megtamasztott, megtamasztasa MEREV.

Az ismeretlen kapcsolati dinamok meghatarozasara szolgalé egyenletek:

Z MA csuklopont 0 — B(Z) Z EX _ 0 — AX

E — 0 — A Ebben az egyenletben mar fel kell hasz-
Z .

nilnunk B, kiszamitott értékét!

A feladat valéjaban egy erd(rendszer) egyensulyozasa egy ismert
ponton atmend, és egy ismert hatasvonalba esé erével.

Itt el6szo6r a csuklépontra vonatkozé nyomatéki egyenletet célszerd felirni,
mert {gy abban csak az elséfoka kényszer tamasztoereje szerepel. A to-
vabbiakban a két vettileti egyenlet alkalmas a csukléer6k értékének kisza-
mitasara.

A gorgbs tamasz kialakitasa a tamaszerd hatasvonalat egyértelmten kijel6-
li, ezért a gbrgds tamaszban keletkezs tamaszerd esetében az iranyt jelz6
indexelés elhagyhato.

A fenti egyenletek alapjan a csuklds tamasz figgéleges er6komponense
mar csak a gorgés tamaszra meghatarozott tamaszerd felhasznalasaval
allithat6 el6, azaz nem fiiggetlen megoldas. A Z iranyu vetiileti egyenlet
helyett a csuklos tamasz vizszintes timaszer6komponensének és a gorgds
tamaszban ébred6 tamaszerd hatasvonalanak metszéspontjara (ez vizszin-
tes allasu gerenda és vizszintes sfkra tamaszkodd gorgés tamasz esetén
maga a gorgls alatamasztas tamaszpontja) nyomatéki egyenletet felirva
azonban A, értékére is flggetlen megoldashoz juthatunk.

dDM5=0=>4 }z &

A jeli csuklé B jelii gérgd

Ebben az egyenletben sem Ay, 2. fokt kényszer 1. foku kényszer
sem B, nem szerepell .. -

A fenti egyenletek felirasa és megoldasa tetszéleges alaku kéttamaszu tartd
esetén azonos, kilonbség csupan a terhel6 erék vetiileteinek és a nyoma-
tékainak meghatarozasaban van.
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5.3.3. Harom raddal megtamasztott szerkezet

Egy tartéelem nyugalmi allapota ugy is biztosithaté, ha harom pontjanak
(egyeneseiben nem kozos metszéspontu és nem parhuzamos) eltolodasat
meggatoljuk, azaz ezeket a pontokat egy-egy els6foku kényszerrel, pl. rad-
dal megtamasztjuk. Az ily médon megtamasztott tartonak kilén elnevezé-
se nincs, de viselkedése mindenképp kiilon vizsgalatra érdemes. A
tamasztorudakra vonatkozoéan (a szokasos terheletlenség és mindkét végi
szabadon elfordul6 megtamasztas mellett) csak azt kell kikétntnk, hogy
tengelyeik, azaz a megtamaszté er6k hatiasvonalai nem lehetnek ko-
z6s metszéspontuak, ebbe beleértve a parhuzamossagot is.

Sok esetben a timasztérud-parok a megtamasztd vagy a megtamasztott szerkeze-
ten koz6s pontba futnak, ilyen esetekben a rddparok megtamaszté hatasa a ko-
z6s pontjukba elképzelt csuklés timasz hatisaval azonos, és a tamaszerGk meg-
hatarozasa is torténhet ennck figyelembevételével.

Bakdaru, amelynek gerendaja tekintheté harom raddal megtamasztottnak

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 102 p



Mechanika I.

Egyszer( tartok

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza

a tényleges
szerkezet a
valos megta-
masztasokkal
és a tényleges
teherrel

a szerkezet
STATIKAI
VAZa a tény-
leges terhel6

er6kkel

a STATIKAI

VAZ a feltéte-

lezett (htizo)
iranyu kény-
szerer6kkel

0,

4 103 p

— Y

a kulsé és belsd
erOkre felirhatd

egyensulyi kijelentés

(G,S,,S,,5,)%0

A feladat valojaban egy er6(rendszer) egyensilyozasa harom, ismert

hatasvonalba esd erével.
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A harom raddal megtamasztott tartéra haté aktiv (terhel6) és passziv
(megtamasztd) erdkre felirt egyensulyi kijelentésben harom ismeretlen
érték szerepel, a szerkezet (sikbeli) elmozdulasmentessége alapjan pedig
harom (matematikailag fliggetlen) statikai egyenlet irhat6 fel, azaz a
statikai egyenletek elegend6ek az ismeretlenek meghatarozasahoz: a szer-
kezet STATIKAILAG HATAROZOTT. Ugyanakkor a harom rad ten-
gelye mentén mikodsé megtamasztis (azon egy eset kivételével, amikor a
harom rad tengelyvonalanak van kozos metszéspontja) a szerkezetnek
minden sikbeli elmozdulasat meg tudja akadalyozni (természetesen feltéte-
lezzik, hogy a terhelés nem meriti ki a megtamasztas
tehervisel6képességét), azaz a szerkezet elmozdulasmentesen megtamasz-
tott, megtamasztasa MEREV.

Az ismeretlen kapcsolati dinamok meghatarozasara szolgalé legcélszertibb
egyenletek a riderék hatisvonalainak metszéspontjaira, a FOPONTokra
felirt nyomatéki egyenletek lesznek:

SMY=0=58, Y My =0=5,

M O 0 S, Ezekb letben mindig csak
- — 3 zekben az egyenletben mindig csa
egy ismeretlen tamaszers szerepel!

A feladat val6jaban egy erd(rendszer) egyensulyozasa harom, ismert
hatasvonalba esé erdvel.

Itt mindharom statikai egyenletet a ruderéhatasvonal-parok altal meghata-
rozott FOPONTOKRA vonatkozé nyomatéki egyenletként célszerd fel-
irni, mert igy azokban mindig csak a harmadik ruderd értéke szerepel
ismeretlenként. A vizsgalat soran a raderSket huzottnak (+) szokas feltéte-
lezni, ha a feltételezettdl eltéréen nyomas (-), akkor az egyenletekbdl nega-
tivra adodik.

A fenti egyenletek alapjan a rader6k mindegyike fiiggetlen megoldasként
allithato el6, azaz barmelyik egyenletet {rjuk is fel, a megoldas soran nincs
sziikség a masik két keresett ismeretlen raderd nagysaganak isme-
retére. Ezt azt jelenti, hogy a megoldasainkban a szamitasi hiba elkéveté-
sének valdszinsége azonos, nem halmozédik, masként fogalmazva: az
egyik ismeretlen meghatarozasa soran (esetlegesen) elkévetett hiba a to-
vabbi ismeretlenek hibatlansagat nem teszi lehetetlenné.
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Ha a tamasztorudak kozil ketté parhuzamos, és emiatt a harmadik radhoz
fépont nem talalhatd, a parhuzamos rudparra merdlegesen felvett tengely-
re vonatkozo vettleti egyenlet ad lehet6séget a harmadik rader6 értékének
(ugyancsak a tobbitdl fuggetlen) meghatarozasara.

Egyébként altalinos esetben a féponti nyomatéki egyenlet(ek) helyett vetiileti
egyenlet(ek)et is felirhatunk az ismeretlen rader6(k) meghatarozasara — sok eset-
ben ez(ek) geometriailag lényegesen egyszertbbek — , de ez(ek) (t6bbnyire) nem
ad(nak) fiiggetlen megoldast, igy tovabbi (mar nem flggetlen) egyenlettel ellen-
6rizni kell az eredményeket.
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AZ EGYSZERU TARTOK OSSZEFOGLALO TABLAZATA

BEFOGOTT KONZOL

A megtamaszté kényszer:

(sikbeli) merev befogas

A megtamasztas altal meg-
akadalyozott  elmozdula-
sok:

a befogasi pont barmilyen iranyu (sikbeli) el-
mozdulasa, azaz két iranyu eltolodasa és (sik-
beli) elfordulasa

A kényszerer6k — kény-
szernyomatékok:

a befogasi pontban mukods altalanos allasu
er$ és egy vele egyidejileg mikods nyomaték

Az egyensulyi kijelentés:

[(Fierhers)s By Mg]=0 vagy
[(Ficrheis)s Bxs Bzs Mg]=0

A tartora felirhatd statikai
egyenletek:

2F4=0 = By
XF,=0 =B,
IM,P=0=>M,

KETTAMASZU TARTO

A megtamaszté kényszer:

1 (sikbeli) csukl6+1 rad (vagy gérgds timasz)

A megtamasztas altal meg-

a csukléopont barmilyen iranya (sikbeli), azaz

akadalyozott  elmozdula- | két iranyu eltolédasa és a masik megtamasztott
sok: pont egy iranyu (sikbeli) eltolédasa

A kényszerer6k — kény-|a csuklopontban mikodé altalanos allasu erd
szernyomatékok: és a masik megtamasztott pontban a tamasz-

kényszerrel megegyezd hatisvonala eré

Az egyensulyi kijelentés:

[(Fierhers)s Ay B]=0 vagy
[(Fierneis)s Axs Az, B]=0

A tartora felirhatd statikai
egyenletek:

M, Y=0=>B
2 F =0 = A
SF,=0 A, vagyIM P =0= A,

HAROM RUDDAL MEGTAMASZTOTT TARTO

A megtamaszté kényszer:

3 rad (vagy gbrgds timasz)

A megtamasztas altal ga-
tolt elmozdulasok:

a harom megtamasztott pont egy (rud)iranyu
(sikbeli) eltolédasa

A kényszerer6k — kény-
szernyomatékok:

a harom megtamasztott pontban a tamasz-
kényszerrel megegyez6 hatasvonala erd

Az egyensulyi kijelentés:

[(Ficrheis)s S15 S2y S;]1=0

A tartéra felirhatd statikai
egyenletek:

M9 =0=S,
IM,©=0=S5,
M @P=0=S,
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5.4. A tartoszerkezet megtamasztottsaganak
minésitése
Mar az egyszerd tartok harom alapesetének vizsgalata soran is végiggon-
doltuk, hogy a rendelkezésiinkre all6 statikai egyenletek elegendéek-e az
ismeretlen tamaszer6-Osszetevok meghatarozasahoz, azaz a tarté megta-
masztisa STATIKAILAG HATAROZOTT-¢, ill. hogy az alkalmazott
megtamasztasok (barmilyen terhek esetén is) elégségesek-e a megtamasz-
tott szerkezet nyugalmi allapotanak, a ra mikodo aktiv (terheld) és passziv
(megtamasztd) erSk egyensulyanak biztositasahoz, azaz a tartdé megta-
masztasa MEREV-e.
Erdemes ezt a két kérdést a tartészerkezetekre vonatkozoéan éltalanositva
1s megvizsgalni.

5.4.1. A megtamasztottsag kinematikai mindsitése

Egy tart6 megtamasztasait, megtamasztottsagat mindsithetjik a tartd AL-
TALANOS (a tényleges terhektdl FUGGETLEN) ELMOZDULASI
LEHETOSEGE alapjan.

Ha az alkalmazott timaszkényszerek mellett a tart6 TETSZOLEGES
teher mellett is NYUGALOMBAN marad, a megtamasztast MEREVnek
mindsitjik.

Ha az alkalmazott tamaszkényszerek mellett talalhat6 LEGALABB EGY
olyan terheléskombinaci6, amelyre a tarté NEM KEPES NYUGALOM-
BAN MARADNI, a megtamasztast LABILISnak mindsitjiik.

5.4.2. A megtamasztottsag statikai minésitése

Ha a tamaszigénybevételek EGYERTELMU meghatirozasara (figyelembe
véve a tényleges terheket) a felithaté STATIKAI egyenletek elégségesek, a
szerkezet megtamasztisit STATIKATLAG HATAROZOTTnak mind-
sitjiik.

Ha a statikai egyenletek alapjan (figyelembe véve a tényleges terheket)
SOKFELE timaszigénybevétel-rendszer mellett is nyugalomban tarthat6
a tartd, akkor a megtamasztas minésitése STATIKAILAG HATARO-
ZATLAN.
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Ha pedig (figyelembe véve a tényleges terheket) NEM LETEZIK olyan
tamaszigénybevétel-rendszer, amely mellett a szerkezet nyugalomban ma-
radhat, a megtamasztist STATIKAILAG TULHATAROZOTThnak,
vagy masként ELMOZDULOnak mindsitjiik.

A tartoszerkezetek megtamasztasait matematikai alapon is megkdzelithet-
juk: az alkalmazott statikai 6sszeftiggéseinkben (az altalaban elegend6 pon-
tossagu I. rendd elmélet hasznalata soran) csak els6foku, linearis figgvé-
nyeket alkalmazunk. Igy a statikai egyenleteink linearis egyenletrendszerek,
amelyekben minden ismeretlen CSAK ELSO FOKON fordul el6, és az
ismeretlenek SZORZATA nem szerepel. Az ilyen tulajdonsagu egyenlet-
rendszerekre igaz, hogy a megoldhatésag, a megoldas létezése a (matema-
tikailag FUGGETLEN) EGYENLETEK ¢és az ISMERETLENEK sza-
manak Gsszevetésébdl adodik.

A MEGTAMASZTOTTSAG MATEMATIKAI MINOSITESE

Az egyenletek szama <|STATIKAILAG HATAROZATLAN (vég-
ismeretlenek szama telen sok megoldas létezik)

Az egyenletek szama = STATIKAILAG HATAROZOTT
ismeretlenek szama (egyértelmi megoldas 1étezik)

Az egyenletek szama >| STATIKAILAG TULHATAROZOTT
ismeretlenek szama (NINCS megoldas)

Ha az egyenletek szama az ismeretlenek szamanal nagyobb, akkor tul sok (egyen-
letekben megtestesiilé) feltételt szabtunk, amelyek kielégitéséhez kevés a valtoz-
tathaté paraméter. Ilyen esetekben csak akkor adédik megoldas, ha két (vagy
tobb) feltételiink lényegében azonos, azaz két (vagy tobb) egyenletiink matemati-
kailag KOVETKEZMENY-EGYENLET. Ezért kellett a fentickben rogzite-
niink, hogy a mindsitésben a FUGGETLEN matematikai egyenletek szamat kell
tigyelembe venniink.
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5.4.3. A megtamasztottsagi esetek példai
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5.5. Ellenorzo kérdések

Mi a tartészerkezet fogalma?

Mi a kényszer?

Mi a kényszerer6?

Mi a megtamasztas fokszama?

Milyen kényszereket ismer?

Hogyan lehet megallapitani egy megtamasztas fokszamat?

Milyen egyszera sikbeli tartékat ismer?

Milyen célszer statikai egyenletek irhatok fel befogott konzoltarté esetén?
Milyen célszert statikai egyenletek irhatok fel kéttamaszua tartd esetén?
Milyen célszerl statikai egyenletek irhatok fel harom rdddal megtamasz-
tott tartd esetén?

Mikor mondhatjuk, hogy egy szerkezet megtamasztasa statikailag hataro-
zott?

Milyen sziikséges feltétel feltétele van a megtamasztas statikai hatarozott-
saganak?

Lehet-e nyugalomban a statikailag hatarozatlan megtamasztasu szerkezet?
Lehet-e nyugalomban a labilis megtamasztasu szerkezet?

Milyen teherre varhaté elmozdulas a merev megtamasztasu szerkezeten?
Lehet-e egy statikailag hatarozatlan szerkezet labilis megtamasztasa?
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6. Osszetett tartok

Ha a sziikséges tartoméret meghaladja a gyartastechnologiai vagy szallitasi-
szerelési  korlatokat, lehetéségiink van a tartészerkezetet TOBB
DARABDOI 6sszeallitani.

A TOBB ELEMBOL, az elemek kozotti BELSO KENYSZEREK
segitségével Gsszeallitott szerkezeteket OSSZETETT TARTOKnak
nevezzik.

Az egyedi tartéelemekbdl mind sikbeli, mind térbeli halézatu tartészerke-
zet Osszeallithat6. Az alabbiakban csak a sikbeli 6sszetett tartok vizsgalata-
val foglalkozunk.

Az Osszetett tartokban KULSO és BELSO kapcsolatok biztositjak az
clemek megfelel6 kapcsolatit ¢s a szerkezet egészének nyugalmi allapotat.
Igy a tamaszerdk is KULSO ill. BELSO kapesolati erékként hatarozhatok
meg, és a szerkezet, ill. elemeinek megtamasztasa is killon-kilon mindsi-
tendé.

6.1. A tartéelemek bels6 kapcsolata

Amint azt mar az egyszerd tartok vizsgalata soran megallapitottuk, EGY
SIKBELI tartéelem statikailag hatarozott (a statikai egyenletek felhasz-
naldsaval  egyértelmien meghatarozhaté) ¢és merev (barmilyen
dindmrendszerre elmozdulasmentességet garantald) kapcsolata harmas
Osszfokszamu kényszercsoporttal biztosithaté (a fokszam-6sszeg csak
szitkséges, de nem elégséges feltétel: a kényszerer6k hatasvonalai nem
lehetnek k6z6s metszéspontuak!).

A sikbeli Gsszetett tartok elemei kozotti kapesolatokra ugyanaz a harom
alapeset alkalmazhat6, amelyeket az egyszer( tartok kiils6 kapcsolati lehe-
t6ségeiként megismertink.

6.2. A két tartéelem befogott kapcsolata

Ha jol meggondoljuk, ez a kapcsolattipus egy tartéelem barmelyik ke-
resztmetszetére elmondhato, hiszen a folytonos szerkezetet épp az jellem-
zi, hogy barmely keresztmetszetében a megel6z6 és a kovets hatarke-
resztmetszetek relativ elmozdulasa minden koriilmények kozott
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zérus, azaz a pontban a belsd (sikbeli) kapcsolat fokszama 3, a kapcso-
lat merev (és statikailag hatarozott).

Kissé erbltetettnek tnik egy ilyen ,,kapcsolat’-ot belsé kényszernek tekinteni, de
(a késSbbiekben latni fogjuk, hogy) néha igen elény6s e szokatlan és indokolat-
lannak tiné szemléletmod végiggondolasa is.

Az ilyen Gsszetett szerkezet azonban nemcsak a folytonos tart6 egy belsé
keresztmetszete(l) merevségének vizsgalata, hanem a kiilénallé elemek
valédi 6sszekapcsolasa révén is szarmaztathato: ha a kapcsolati pontban
a csatlakozé metszeteket Gsszeragasztjuk vagy Osszehegesztjik, ill. mas
moédon elmozdulasmentesen 6sszekapcsoljuk, a két tartdelem a kap-
csolat elmozdulasmentessége révén egyetlen szerkezetként fog visel-
kedni, és ugy is vizsgalhato.

Muikédjon az abran lathaté ives tartora egy F,, F,, F;, F,, M aktiv
dinamokbdl és A, B passziv (tamaszerdk) er6kbdl allo egyensulyi erd-
rendszer.

A teljes (eredeti) tart6 a ra hato kilsé erékkel

A szerkezetre mikédé dinamok egyensulyat leird egyensulyi kijelentés:

(F,,F,,F,,F,,M,A,B)=0

A C jelt keresztmetszetet kapcsolati pontnak tekintve a tarté két darab-
jara a rajuk hat6 aktiv és passziv kiilsé er6k mellett a C keresztmetszetben
megszintetett anyagi kapcsolatot helyettesit6 BELSO EROK is miikédni
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fognak. A kényszerek természetébdl tudjuk, hogy minden megakadalyo-
zott elmozdulaskomponens egy (vele megegyez6 jellegii és iranyd) kapcso-
lati eré0sszetevé megjelenését jelenti. Egy (akar bels6!) befogas hatasa
tehat a sikban két (pl. koordinatatengely-iranyu) er6 és egy (a sikban md-
k6do) nyomaték beiktatasaval helyettesithetd.

Az egyértelml azonosithatdsag végett jeloljik meg a két tartéelemet is:
legyen az egyik az I. jeld, a masik a II. jeld tartéelem (természetesen bar-
milyen mas, egyértelmd azonositas megfeleld). A C jeld (most kapcsolati-
nak tekintett) keresztmetszetben a 4. axiomanak megfeleléen a két tarto-
elemre mkoédo er6k-nyomatékok egymas ellentettjei lesznek.

A C pontban befogottan kapcsolt tartd elemei a kiilsé és belsé erékkel

A szerkezet elemeire mikods dinamok egyensulyat leird egyensulyi kije-
lentések:
Az 1. elemre:

(FlvFZ’AvCI,X’CI,Z’Mc,I): 0
A II. elemre:

(F3’F4’M’B’CU,X’CH,Z’MC,H):O

A C ponti, belsé kapcsolati dinamokra (minthogy a kapcsolati pontban
kiils6 er6 nem hat):

(C'I,X ’C'I,Z ’M'C,I ’C'H,X ’C'H,Z ’M'C,H): O
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A fentiek alapjan a két tartéelem C pontbeli 6sszekapcsolasaval kialaki-
tottnak tekintett ,,0sszetett” tartd vizsgalata killonallé, egyenként befogott
tartéelemek vizsgalatara egyszersodik. A C pont mindkét tartéelem sza-
mara minden sikbeli (relativ) elmozdulast megakadalyozo6 (belsé)
kényszerként jelenik meg, azaz a tartéelemek kiilon-kilon egy-egy befo-
gott konzolként viselkednek, és ismeretlen kapcsolati er6éik-nyomatékaik
is ennek megfelel6en szamithatok.

A szerkezetekben a tartéelemek Gsszekapcesolasara kialakitott belsé kényszerek
mindig relativ elmozdulasokat akadilyoznak meg, igy helyettesitésiikre — a 4.
axiéma szerint — mindig a két csatlakoz6 elem mindegyikére mikods, azonos
nagysagu és ellentett értelmd belsé kapcsolati dinamokat kell beiktatnunk.

A kapcsolatban a két elemre mikédé kapcsolati dinamokat nem kell
kiilon-kiilon ismeretleneknek tekinteniink, egyszerisithetjik a jelolés-
rendszertinket (és ezzel a szamitasi munkankat is) azzal, hogy pl. a II. jela
elemre mikodd kapcsolati dinamokat az I. jeld elem kapcsolati erének-
nyomatékainak ellentettjeiként azonositjuk (vagy forditva).
Igy az egyensulyi kijelentések a kovetkezd alakot 6ltik:

Az 1. elemre: A IIL. elemre:

(E,FZ,A,CX,CZ,MC)=0 (&&M,B,CX,CZ,M'C)=0

A tartéelemek és terheletlen C pont egyszerUsitett kapcsolati eréi

A folytonos tartészerkezet egy belsé keresztmetszetében elképzelt befogasi belsé
kényszerrel mindig tekinthetd Gsszetett tartonak, bar ez a megkozelités meglehe-
tésen erdltetettnek tdnik. Latni fogjuk azonban, hogy az igy el6allé belsé kap-
csolati dinamok eclengedhetetlentl fontosak lesznek a tartészerkezet (igénybe-
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vételi, szilairdsagi) megfelelGségi vizsgalata, ill. a tartoszerkezet alakvaltozasa-
inak meghatarozasa sorin. A folytonos tartdszerkezet belsé pontjaiban az
anyagi kapcsolat helyettesitésére alkalmazandé belsé kapcsolati er6k-nyomatékok
a tart6 tengelyvonala mentén fiiggvényszertien is meghatarozhatok, és ezzel a
szerkezet ,,igénybevettsége” pontrél-pontra figyelemmel kisérhetS. E figgvények
el6allitisa soran azonban a tartéelem-kapcsolatok szamitasa soran alkalmazott
globalis (X-Y-Z) koordinitarendszer helyett célszeribb a rid keresztmetszeti
lokalis (x-y-z) koordinatarendszerét alkalmazni, és a belsé kapcsolati dindmokat
(,igénybevételeket”) ebben a lokalis, a tartd tengelyét ,kisér6” koordinatarend-
szerben értelmezni.

6.3. A két tartoelem ,kéttamaszu” kapcsolata

Egy folytonos tartébol ugy is szarmaztathatunk Osszetett szerkezetet, hogy
egy bels6 pontban a folytonossagot (sikbeli relativ elmozdulas-men-
tességet) jelent§ 3-as kapcsolati 6sszfokszamot egy relativ elmozdulas (al-
talaban relativ elfordulas) megengedésével, egy kapcsolati merevség meg-
szintetésével, egy belsé kapcsolati eré6-nyomaték O-ra valasztasaval eggyel
csokkentjiik. Tgy a két csatlakozé elem kapcesolata elvesziti merevségét, ha
tehat a két kapcsol6do elem (relativ) elmozdulasmentes Gsszekapcsoloda-
sat biztositani akarjuk, a keresztmetszetben elhagyott belsé kapcsolatot
mas (kiilsé vagy bels6) kapcsolattal potolni kell. A tovabbiakban csak azzal
az esettel foglakozunk, amikor a csatlakozasi keresztmetszetben az eddig
folytonos tarté6 nyomatékbirasat sziintetjuk meg, megengedve ezaltal a
csatlakoz6 metszetek kozotti relativ elfordulasok kialakulasat.

Ugyanerre a megoldasra eljuthatunk dgy is, hogy a két tartdelem egy-egy
pontjat eltolédasmentesen, azaz csuklésan kapcsoljuk egymashoz.

Ebben az esetben az egyik lehetéség az elemek merev kapcsolatanak biz-
tositasara a két, immar csuklésan 6sszekapcesolt elem egy-egy pontja ko-
zotti relativ eltolédas megakadalyozasa, egy (célszertien egyenestengely(t)
rud beiktatasaval. A csukld és a kapcsolorad révén létrejovo belséleg me-
rev kapcsolat a tartéelemeket relativ elmozdulasok nélkiil régziti, tehat a
tovabbiakban az Osszetett szerkezetet egyetlen merev tartoként kapcsol-
hatjuk a talajhoz, akar befogassal, akar kéttamaszu, akar harom rudas kap-
csolattal. Ennél a kialakitasnal tehat az Gsszetett szerkezet belsé (elemek
kozotti), és kiilsé (a szerkezet egésze és a talaj kézottl) kapcesolati erdi kii-
16n-kiilon vizsgalhatok, értékelhetSk és szamithatok.
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Altalanos esetben a két tartéelemet egy csukloval és egy kapcsolorad-
dal kotjiik Ossze. A belsé kapcesolatot tehat egy masodfoku és egy els6-
foku kényszerrel valositjuk meg, ami az Osszekapcsolt elemek (relativ)
elmozdulasmentességét garantalja, tehat (belséleg) merev, és a statikai
egyenletek felhasznalasaval a kapcsolati er6k kiszamithatosagat is bizto-
sitja, tehat statikailag hatarozott kapcsolat.

A belséleg merev kapcsolata szerkezetek a kiils6 erSkre egyetlen merev
testként reagalnak, tehat a kiilsé kapcsolati eréket csak a kiils6 kénysze-
rek alapjan csak a kiils6 er6kre felirt, az egész testre (E) vonatkozé
egyensulyi kijelentésbél és statikai egyenletekb6l meghatarozhatjuk. Ugya-
nakkor a szétvalasztott elemekre (L.elem, II. elem, C csukld) felirhat
egyenletek is lehet6vé teszik a kiils6é kapcsolati er6komponensek kiszami-

tasat, és igy, a kilsé erSkre felirhaté egyenletek mar ellenérzésre hasznal-
hatok fel.
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Az elemek szétvalasztasa utan a megszintetett anyagi kapcsolat, a kény-
szer helyén a feltételezett (célszerGen a koordinatarendszer pozitiv ten-
gelyagaival parhuzamos) iranyu kényszereréket szerepeltetjuk.

A szétvalasztott elemekre egyensulyi kijelentései alapjan felirhatjuk a
tartdelemekre a statikai egyenleteket, és megallapithatjuk, hogy azokbdl
milyen (mar eléallitott) kapcsolati er66sszetevék felhasznalasaval milyen
(még) ismeretlen er6komponenseket tudunk meghatarozni.

EGYENSULYI EGYEN- | ISME- | UJISM.
KIJELENTES LET RETLEN
DM =0 |\ 4y, 4, | Ay, 4,
E |(B B F,F,MAB)=0 | XFx=0 | B Bz
E
ZEZ =0
zM,:O A, 4, |C, 4
Io (F]_,A,C[,S):O ZEX:O CIX,CI'Z CI~Z
1 S S

ZE’Z:O
1

A

ZFix =0 [C;x,Cyy
C

II.X
C. (F21C11C11):O ZFiz:O CH.X,CH_Z CH_Z
C
M. =0
I1. (Q,E,M,B,CII,S')ZO ;FiX:O Cux Crz
ZE’ZZO S
1I.
OSSZES EGYENLET
OSSZES ISMERETLEN 8 T 3 8

Lathato, hogy az elemekre (I., II., C) felirhat6 6sszes statikai egyen-
let (8db) elegendd az 6sszes kapcsolati er6komponens (8db) meg-
hatarozasahoz, és az egész szerkezetre vonatkozé harom statikai egyenlet
mar nem az ismeretlenek meghatarozasara, hanem a kiszamitott értékek
ellen8rzésére szolgal (vagy forditva).
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A fiageobleges eré6t a C kapcsolati
csukléban mukodtetve a hatasvo-
nalak szintén szemléletesen adod-
nak a szerkesztési gondolatmenet
alapjan.

A B tamaszeré és az F terhel6 erd
fuggolegessége miatt az A csuklo-
ban most is csak fuggdleges ta-
maszer$ keletkezhet. Az A és B
tamaszer6k hatasvonala alapjan
azonban az erék vektorainak
meghatarozasa szerkesztéssel nem
egyszerld (kotélsokszoget felvéve
ugyan megoldhat6). Ilyen esetben
célszerli megvizsgalni a szétbon-
tott tartoelemek egyensulyi feltét-
eleit is, mert azok (is) segithetnek a
kiilsé kapcsolati er6k nagysaganak
meghatarozasaban. Az S jeld elem
ez esetben is terheletlen, igy kap-
csoloradként kezelhetd.

Az A és a B er6 hatasvonalanak ismeretében, felhasznalva azt, hogy az S
(és az §°) er6 csak rudiranyu lehet, az I. ill. a II. jeld testre a csukléban
mkods C; ill. Cy; erd hatasvonala kiadodik.

A C csukl6 egyensulya alapjan az F er6 felhasznalasaval a C| ill. Cy; csuk-
l6er6knek a vektora is meghatarozhat6. Ezek ismeretében pedig mind az
I. jelG, mind a II. jeld elemre egy-egy ismert eré (Cp ill. Cy; erd) és két-két
ismert hatasvonala eré (A, S, ill. B, §’) mdkodik, amelyek vektora egy-egy
vektorharomszogbdl meghatarozhat6. Az egész testre vonatkozé egyensu-
lyi kijelentés pedig ellenérzésre hasznalhato.

67 o

C_ cy e

A ; ﬁ'S\(S'):’
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Egy terhel6 eré esetén nagyon E

szemléletesen mutatja meg az Osz-

szetett szerkezetek kapcsolati eréi-

nek hatasvonalat a szerkesztési

eljaras. A belséleg merev kapcsola- °
ta Osszetett szerkezet a kulsé kap-
csolati er6k meghatarozasa soran
egyetlen merev tartoként kezel-
het6, igy a B tamaszer6 és az F
terhel6 eré fuggdlegessége miatt az
A csukloban is csak fuggéleges
tamaszeré keletkezhet.

Az S jelt rudelem csak két pont-
ban (a két végén) kapcsolodik mas
szerkezetekhez, Onmaga pedig
terheletlen, gy ra csak (a két kap-
csolatbdl szarmazo) két eré miko-
dik. Ezek egyensulya csak agy le-
hetséges, ha a két er6 kozos hatas
vonald, emiatt az ilyen tulajdonsagt (terheletlen) (rad)elemet kiilén nd
vizsgaljuk. Az A er6 hatasvonalanak ismeretében, felhasznalva azt, hogy az
S eré csak rudiranyu lehet, az I. jeld testre mikéds C erd hatasvonala ki-
adodik. A C csuklo terheletlensége miatt a csuklobdl a II. testre mikédd
C’ er6 hatasvonala a C eré hatasvonalaval azonos lesz. A II. elemre tehat
az ismert F erén kivill harom, (most mar) ismert hatasvonald er6 ma-
kodik: a B, az 8’ és a C’ er6, amelyek a mar ismert modszerek egyikével
(t6ponti moédszer, Culmann szerkesztés) meghatarozhatok. Ezutan az
egész test vagy az I. jeld elem egyensulya alapjan az ismeretlen A tamasz-
er6 meghatarozhat6 (a masik ellenérzésre szolgal).

Cr  AC)=C
c/C £
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A C csuklot terhel6 koncentralt
erét vizszintesre valasztva a szer-
kesztés mind a kilsé, mind a belsé
kapcsolati er6k meghatarozasaban
igen szemléletes és gyors megol-
dast kinal.

A bels6leg merev kapcsolata 6sz-
szetett szerkezet a kilsé kapcsolati
er6k meghatarozasa soran egyet-
len merev tartoként kezelhetd,
igy a B tamaszer$ fuggdleges és az
F terhel6 erd vizszintes hatasvona-
lanak metszéspontja kijeloli az A
csuklderé  hatasvonalat. Ennek
ismeretében az F-A-B vektorha-
romszogbdl kiadodik az A és a B
tamaszerd vektora is.

Az S jeld elem ez esetben is terhe-
letlen, tehat kapcsolérudként mua-
kodik.

Az A és a B er6 hatasvonalanak ismeretében, felhasznalva azt, hogy az S
(és az §’) er6 csak radiranyu lehet, az L. ill. a IL. jeld testre a csukléban
mukéds Cp ill. Gy erd hatasvonala kiadodik.

Ezek ismeretében pedig mind az I. jeld, mind a II. jeld elemre egy-egy
ismert er6 (A ill. B erd) és két-két ismert hatasvonalu er6 (S, C; ill. S, Cyy.
er6) mikodik, amelyek vektora egy-egy vektorharomszégbdl meghataroz-
haté. A csuklora és az egész testre felirt egyensulyi kijelentések ellenérzés-
re szolgalhatnak.
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6.4. A két tartoelem csuklés kapcsolata

A két, egymashoz csak egy z
csukléval (tehat belséleg labilis ‘

moédon)  kapesolt  tartéelem F x
merev megtamasztottsaga ugy
is elérhetd, ha a belsé kapcsola-
tok (fok)szamat nem noveljuk,
tovabbi belsé kapcsolatot nem
alakitunk ki, de a csatlakozd6 két
tartoelem egy-egy pontjat elto-
lédasmentesen (csuklos kapcso-
lattal) a talajhoz r6gzitjik, azaz A
a kulsé kapcsolatok foksza-
mat 4-re noveljik.

Azt a szerkezetet, amelyben a tartéelemek kozotti kiilsé és bels6
kapcsolatot harom  csuklé  biztosita, HAROMCSUKLOS
TARTOnak nevezziik.

A haromcsuklos tartd egészére felirhatod egyensulyi kijelentés:

E (F,F, F,,F,,M,4,B)=0

A haromcsuklés tarto 1. jelt elemére felirhaté egyensulyi kijelentés:
I. (F.4.C,)=0

A haromcsuklés tarté C jelt csukléjara felirhatéd egyensulyi kijelentés:

C (FZ’C'],C'H):O

A haromcsuklés tarto I1. jeld elemére felirhato egyensulyi kijelentés:
II. (F,,F,,M,B,C,)=0

El6szor a megoldas lehet6ségét vizsgaljuk meg. Tudjuk, hogy egy altala-
nos, szétszort sikbeli erérendszerrel terhelt test nyugalmi allapota, egyen-
sulyi kijelentése alapjan harom (matematikailag fiiggetlen) statikai egyenlet
irhat6 fel. K6z6s metszéspontu erérendszer egyensulya két (matematikai-
lag figgetlen) statikai egyenlettel fejezheté ki. Ennek megfeleléen a ha-
romcsuklos tarté kilsé és belsé kapcesolati eréinek meghatarozasara felir-
hat6 egyenletek és az azokban szereplS ismeretlenek a kévetkez6 tablazat-
ban foglalhatok Ossze.
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EGYENSULYI EGYEN- | ISME- | UJISM.
KIJELENTES LET RETLEN
;Mi =0 | 4,,4, |A,, A,
g |(BFFFMAB)=0YF -0 | BB, |ByB,
E
Y., =0
E
;M[:O AX,AZ CI.X
I. |(F.,4,C,)=0 > Ee=0 | CrxiCiz | Cry
1.
ZEZ =
1.
;F’X =0 1CixCy Cux
C- (F21C11C11):0 ZEZZO C[I.X’CH.Z C[I,Z
C
;Mi =0 BX g BZ
I1. (F3,F4,M,B,CH): 0 ;F;'X =0 [Cyx,Cyy
ZE‘Z =0
1.
OSSZES EGYENLET
OSSZES ISMERETLEN 8 T 3 8

Az egész szerkezetre és annak minden elemére felirva a lehetséges statikai
egyenleteket a kils6 és belsé kapcsolati erék ismeretlen Osszetevéi egyér-
telmen meghatarozhatdk, sét az egyenletekbdl harom egyenletre az isme-
retlenek meghatarozasahoz mar nincs sziikség, ezeket a szamitasi eredmé-
nyek ellen6rzésére hasznalhatjuk fel.

A haromcsuklos tarté kapcsolati erdi tehat a statikai egyenletek segitsé-
gével meghatarozhatok, azaz a szerkezet (bar belséleg labilis, kiils6leg sta-
tikailag hatarozatlan, mégis) egészében statikailag hatarozott megta-
masztasu.
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A csuklos kapcsolatok a kapcesolt elemek (sikbeli) relativ eltolédasait min-
den iranyban megakadalyozzak, emiatt a haromcsuklés tarté egészében
merev megtamasztasu.

A teljesség kedvéért meg kell jegyezniink, hogy a harom csukl6 nem eshet egy
egyenesbe, mert akkor a szerkezet labilis szerkezetté valik.

A haromcsuklos tartd kapcesolati erdi tehat statikai egyenletekkel meghata-
rozhatdk, de a gyakorlat szamara a nyolcismeretlenes egyenletnél egysze-
ribb megoldast kell keresniink. A kéttamaszui tartok tamaszerSinek szami-
tasa soran elsé egyenletként a tartd egészére felirt, csuklopontra vonatko-
z6 nyomatéki egyenlet bizonyult a legcélszeribbnek, mert csak egy isme-
retlent, a masik timaszeré nagysagat tartalmazta. Most mindkét tamasz-
pont csuklés kialakitasa, azaz barmelyikre irjuk is fel a nyomatéki
egyenletet, abban a masik tdmaszer6 mindkét Ssszetevéje szerepelni
fog. Altalanos esetben tehat egyismeretlenes megoldas nem talalhato,
de azt még megkisérelhetjiik, hogy a felirandé egyenletrendszer
kétismeretlenes maradjon. Ehhez olyan egyenletet kell masodiknak va-
lasztanunk, amelyben csak ugyanazok a tamaszer6-0sszetevék szerepel-
nek ismeretlenként, mint amelyek az elsé, tamaszponti nyomatéki egyen-
letben szerepeltek.

Ha pl. az els6 egyenletinket az egész szerkezetre vonatkozéan a B ta-
maszpontra {rtuk fel, abban az A timaszerd szerepelt, akkor a masodik
egyenletinket olyan (I. elemre vonatkozd) egyenstilyi kijelentés alapjan
kell felirnunk, amelyben az A eré szintén szerepel, és olyan (C csukléra
vonatkoz6 nyomatéki) egyenletként kell felirnunk, hogy abban csak az
A er6 szerepeljen. Az igy el6allo kétismeretlenes egyenletrendszer megol-
dasaval az A tamaszeré Osszetevéit megkapjuk. Természetesen meghata-
rozando ismeretlenként valaszthatjuk a B eré 6sszetevéit is, s akkor a ma-
sodik egyenletet a II. jeld elemre kell felirni.

E (F,F,F,Fy,M[4]B)=0 E (£, F, F,F,M,4[B]=0

I. (5ldc)=0 I. (F,A4C)=0

C (F.C,.C,)=0 C (F.C,.Cy)=0
11. (F, F,,M,B,C,)=0 I1. (F, F,, M[Blc,)=0
dMP=0= 4,4, Y M/!=0=B,B,

E E

Y M =0=4,4, Y M{=0=B,B,

1. 11
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Az egyik tamaszers két Osszetevojének ismeretében mar egyismeretlenes
(akar kizardlag vetiileti) egyenletekkel meghatarozhaté valamennyi tovabbi
kapcsolati er6-Osszetevo.

FELHASZNALT |KERESETT

SZERKEZET |EGYENLET | (‘' o res | TAMASZERG

EGESZ ;Fi,x =0 A, B,
EGESZ ;Fi,z =0 4, B,
I. ELEM ;E’X =0 Ay Cx
1. ELEM Z,Fi,z =0 4, C,
C. CSUKLO ;Fm =0 C'x=-C,, Cux==Cy,.
C. CSUKLO ZC:FM =0 c',,=-C,. Cyz=-Cy,

Lathato, hogy a teljes szerkezet 6sszes kiilsé és belsé kapcsolati erd-
Osszetevojének meghatarozasahoz a kétismeretlenes egyenletrendszer mel-
lett még 6 egyismeretlenes egyenlet megoldasara van szitkség. A II. jeld
elem nyugalmi allapotat kifejez6 egyensulyi kijelentést, és az ennek alapjan
felirhaté harom statikai egyenletet a szamitas soran nem kellett figyelembe
venniink, ezek az egyenletek az eredmények ellenérzésére hasznalhatok
fel. Természetesen az egyik csuklos tamaszban keletkezd két tamaszerd-
komponens ismeretében mas egyenletek is alkalmazhatok, amelyekkel a
konkrét feladatban esetleg gyorsabban és egyszertibben allithatok el6 a
keresett kapcsolati er6-értékek.

Az esetek jelentSs részében a haromcesuklos tartd két tamaszpontja azo-
nos magassagban van, ilyen esetben pedig az egyik tamaszcsuklora
felirt nyomatéki egyenletben a masik csuklderd vizszintes Osszetevije
nem szerepel, tehat a masik csukléeré fiiggéleges komponense azonnal,
egyismeretlenes egyenlet megoldasaval meghatarozhat6é. A tamaszerdk
vizszintes OsszetevOi azonban ez esetben is csak a szétbontott tart6 egyik
fél darabjan a koézépcsuklora felirt nyomatéki egyenletbdl hatarozhatok
meg, tehat a megoldashoz felirandé egyenletek tartalma és sorrendje
nem valtozik meg, csak az dltalanos esetben kétismeretlenes egyenlet-
rendszer ebben a specialis esetben két egyismeretlenes egyenletre esik szét.
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A szerkesztés, mint a keresett mennyiségek meghatarozasanak modszere, a
bonyolultabb, 6sszetett szerkezetek esetében a mai szamitastechnikai lehe-
téségek mellett elhanyagolhaté jelent6ségti. Ugyanakkor a szerkesztéses
megoldasokban rejlé ,,6tlet”-ek (mashol és masként) a mai szamitasokban-
ellen6rzési eljarasokban is kamatoztathatok. Az alabbiakban a haromcsuk-
16s tartd kulsé és belsé kapcsolati eréinek meghatarozasara alkalmas szer-
kesztési eljarast ismertetiink, amely az els6rendt elmélet linearitasat hasz-
nalja ki, és (latin nevén) szuperpozicios eljarasként ismert.

A taréra harom koncentralt eré mualodik: egy az I. jeld elemre, egy a C jelt
csuklora és egy a II. jeld elemre (ez a teherkombinacié valéjaban teljesen
altalanos, hiszen a tartéelemekre mikodo erék egy-egy erérendszer ere-
déjének is tekinthet6k). Az egymasrahalmozhatésag miatt az egyes
terhel6erSk hatasat kiilon-kiilén is vizsgalhatjuk. Ha az egyik tartofél
terheletlen, akkor arra csak két (a timaszcsukloban és s kozépcsukloban
¢bredd) er6 mukodik, azaz a tartéelem tamasztéradként viselkedik,
benne csak radiranya (a két csuklon atmend) erd keletkezhet. Ezt felhasz-
nalva mindharom esetre a harom eré egyensulya alapjan felvehet6 a kap-
csolati er6k hatasvonala, és ennek ismeretében megrajzolhaté az egyen-
salyi vektorharomszdg is. Az eredeti szerkezet kapcsolati erdit pedig
kilon-kilon meghatarozott er6komponensek vektorialis 6sszegeként
kaphatjuk meg. (A megoldas még egyszertibb, ha az F, er6t valamelyik
tartofél végpontjan mikodonek tekintjiik.)
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Az egymasrahalmozas gondolata, azaz a komplex hatiasok elemen-
kénti vizsgalatanak lehet6sége, messze tulmutat a haromcsuklés tartok
korén, s6t a szerkesztéses eljarason is, és altalanossagaval, az alkalmazé
igényeihez igazithaté egyszertiségével valdjaban az elsérendd elmélet
legfontosabb, legértékesebb hozadéka a mérndki szamitasokban.

Mint tudjuk, elé6fordulhatnak olyan szerkezetek, olyan terhelésfajtak, amelyek
esetében az elsérendd elmélet a valdsagot tilsigosan durvan modellezi (nyomott
rid kihajldsa, hajlitott tart6 kifordulasa, nyomott lemezmez8k horpadasa). Ezek-
ben az esetekben a tarté alakvaltozasainak modosité hatasat is figyelembe
kell venniink az eréjaték meghatirozasa soran, azaz a fuggvénykapcsolatok
teljes linearitasardl le kell mondanunk. Ilyen esetekben az egymasrahalmozas nem
alkalmazhat6, minden terhelési kombinaciot kiilon-kiilon kell megvizsgal-
ni, értékelni, elemezni és kiszamitani.

Nagyfesztavolsagu szerkezetekben, sport- és ipari csarnokokban, mez6gazdasagi
épiletekben elészeretettel alkalmazzak a haromcsuklos tartokat, mert statikailag
hatarozott megtamasztasuk miatt érzéketlenek a kinematikai terhekre (hémérsék-
letvaltozas, timaszmozgas, stb.), kbzbensé csuklds kapcesolatuk egyszerden sze-
relhetd, tamaszcsukléjuk pedig a befogashoz képest egyszerbb alapozasi szerke-
zettel kialakithat6. Emellett a jol konstrualt haromcsuklds tartok az erdjatékot
hangsulyozé alakjukkal a j6 mérnoki szerkezet szépségét is kifejezik.

Ragasztott fatartokbol kialakitott haromcsuklds tartok
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6.5. A két tartéelem ,harom rudas” kapcsolata

Egy merev test statikailag hatarozott és merev megtaimasztasahoz harom
(nem egy pontban metsz6d6 tengelyl, beleértve a parhuzamossagot is)
megtamaszt6 rad elegendd. Ennek megfelel6en két merev tartéelem stati-
kailag (bels6leg) hatarozott és merev 6sszekapcsolasahoz harom (nem egy
pontban metsz6d6 tengelyl) kapcsolorud elegends. A belsé kapcsolat
merevsége miatt a kils6é tamaszerSk keresése soran az Osszetett tartd
egyetlen merev testként kezelhetd, tehat a kils6é kapcsolati er6k a belsé
er6k ismerete nélkil el6allithatok. A kilsé kapcsolati erék ismeretében a
tartoelemek szétvalasztasa utan mindkét elemre a kilsé aktiv erék és a
(mar meghatarozott) kilsé kapcsolati er6k mellett a harom kapcsolérad
tengelyében harom-harom ismert hatasvonald, de ismeretlen nagysaga eré
mukaédik, amelyek meghatarozasa a mar ismert féponti nyomatéki egyen-
letekkel, parhuzamos rudak esetében a harmadik radra (f6pont hianyaban)
vetiileti egyenlettel lehetséges.

A kapcsolorudak hatasat a tartéelemeken a kapcsolati pontokba helyezett,
a rudtengelyekkel parhuzamos hatasvonald, huzéerének feltételezett ira-
nyu, ismeretlen nagysagu erékkel jelenitjik meg. A rudak végein mikodd
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er6k mindig egymas ellentettjei, igy a két tartdelemre a rudakrél atadodod
erdk is ellentett nagysaguak lesznek.

Ha egy kapcsolati pontba nem csak két elem talalkozik, vagy a pontban
kilsé erd is mikodik, akkor a teljesen korrekt megoldas szerint ennck a
csuklonak az egyensulyara kilon egyensulyi kijelentést kell felirni. Az ab-
ran ennek megfelel6en jeloltik kilon a D, G és H belsé kapcsolécsuklo-
kat. Ebben a szemléletmoédban az ilyen ,,tobbkapcsolatd” csuklokbol a
tartelemre a csukléra mikodo erdk ereddje fog csukloeréként atadodni.
Sokszor azonban célravezetébb a csuklora mikods eréket kozvetlentl a
merev tartéelemre mikodének feltételezni (természetesen geometriailag
ugyanabban a hatasvonalban, s6t elvileg ugyanabban a pontban!), mert igy
a tartéelemeken valoban csak a kapcsolorudak ismert hatdsvonald raderdi
lesznek az ismeretlenek. Az alabbiakban mindkét szemlélet alapjan felirtuk
az egyensulyi kijelentéseket. Lathatd, hogy a , korrekt” megoldas 1ényege-
sen bonyolultabb megkdézelitést ad, ugyanakkor, ha az egyszeribb szemlé-
letmodot valasztjuk, a sokkal konnyebben meghatarozhat6 ruderék isme-
retében a tényleges csukloer6k mar egyszerden képezhetdk.

TOBBKAPCSOLATU | KETKAPCSOLATU
CSUKLOKKAL
E (F,F,F,F,M 4,B)=0 |E (F,F,F,F,M 4,B)=0
I. (EF,G,,S,,4)=0 I. (F,F,,4,8,5,,8,)=0
II. (M’DII’HH’B)ZO II. (ES’E'.'M’B’Sll’Szl’S;):O

D (EarslliDnl): 0

G (£,S,S,,G,')=0

H (EUS2|’S3|1H11'):O

A szerkezetre-szerkezeti elemekre vonatkozé egyensulyi kijelentések alap-
jan felirhatok a megfelel$ statikai egyenletek, amelyek megoldasai szolgal-
tatjak a keresett kapcsolati er66sszetevoket.

A kovetkez6 tablazatban el6szor a tobbkapcsolatu csuklok alkalmazasaval
kialakitott Osszetett szerkezetre, majd az egyszerisitett, kétkapcsolata
csuklék alkalmazasaval kialakitott Osszetett szerkezetre is Osszefoglaltuk a
statikai egyenleteket, a felhasznalandé és a meghatarozhat6é ismeretlen
kapcsolati er66sszeteviket.
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Tobbkapcsolatu csuklés megoldas

sz s TS [KERESETT
EGESZ LM =0 B
EGESZ ;Fi,x =0 A,
EGESZ ZE:E,Z =0 B A,

I. ELEM ZM ;=0 Ay A, S,

I. ELEM Z,anx =0 Ay, S, G x

I. ELEM ;Fnz =0 4,,5, G,

G csuklo ;Ez =0 G, ,=-G,. S,

G csuklo %:F;X =0 G,.=-G, .S, S

D csuklo ;Fi,z =0 Dy,

D csukld %:F;‘,X =0 S =-S5, Dy '

H csuklo ;EEZ:O S, S5 HII,Zl

H csuklé ;E‘,X:O APRIIS Hy '

II. ELEM ;M ;=0 D, H,, B Ellendrzés!
1. ELEM ;Fi,x =0 D, H, B Ellené1zés!
II. ELEM ;Fi,z =0 D, H, B Ellen6rzés!

Az 6sszefoglalé tablazatbdl lathatd, hogy az Gsszes statikai egyenlet felira-
sa esetén harom egyenlet mar nem 4j ismeretlenek meghatarozasara, ha-
nem a mar kiszamitott kapcsolati erék egyensulyi ellendrzésére szolgal.
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Kétkapcsolatu csuklds (egyszertisitett) megoldas

SZERKEZET |EGYENLET ?ﬁgﬁi‘gm ﬁfﬁgﬁ% 6
EGESZ ;M =0 B
EGESZ ;Fi,x =0 A,
EGESZ ;Fi,z =0 B A,

I. ELEM Z,M ;=0 Ay A, S,

I. ELEM Z,M 7 =0 Ay A, S,

I. ELEM Z,M 7*=0 Ay, A, S,

II. ELEM ;M =0 | BoBnSuS Sl g
II. ELEM ;M 7720 | Bai BS80S e
II. ELEM ;Mios =0 | BBoS0S S piensres

Az egyszerlsitett modell szétbontott elemein végzett szamitas teljes egé-
szében a harom rdddal megtamasztott szerkezet szamitasi modszerével
egyezik meg, altalanos esetben a harom f&ponti nyomatéki egyenlet
egyismeretlenes egyenletként szolgaltatja a ruderdket.

Megjegyezziik, hogy el6fordulhatnak olyan Gsszetett szerkezetek, amelyekben a
belsé csukléerék hatasvonalanak megallapitasa soran a szerkesztés
a szamitasnal gyorsabb, szemléletesebb megoldast kinal:

'
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Két tartoelemet két ruddal 6sszekapcesolva a kapcsolat (belséleg) labilis
lesz, a merev kapcsolathoz egy rud, egy kapcsolati fokszam hianyzik, azt
mondhatjuk, hogy a bels6 (kapcsolati) merevségi hiany 1. Az {gy 6ssze-
kapcsolt két merev anyagu tartdéelem egymashoz viszonyitva a két rad
hatasvonalanak metszéspontja koril elfordulhat. Egy ilyen, bels6leg labilis
Osszetett szerkezetet a merevségi feltételt kielégité kiilsé kapcsolati kény-
szerekkel a talajhoz kapcsolva az egész szerkezet (a belsé labilitas miatt)
nem lesz allékony, labilisan viselkedik. A szerkezeti elemeken a belsé kap-
csolat elégtelen merevsége miatt 1étrejoheté elmozdulasok azonban a kiil-
s6 kapcsolodasi pontok elmozdulasi szabadsagfokanak csokkentésével,
azaz killsé tobbletkapcsolatok kialakitisaval is megakadalyozhatok. Igy a
belséleg labilis szerkezet megtamasztottsaga kilséleg statikailag hatarozat-
lanna valik, de épp a kiilsé merevségi tobblet kiegyenlité hatasaval valik
az Osszetett szerkezet megtamasztottsiga egészében statikailag hataro-
zott és merev megtamasztassa.

A belsé kapcsolérud hianyat a kiilsé gorgds tamasz eltolédasi lehetSségé-
nek megakadalyozasaval kivaltva a szerkezet egy (kissé szokatlan alakd)
haromcsuklos tartonak tekinthetd, hiszen a két tartéelem kozott csak a
kapcsolérudak hatdsvonalainak metszéspontja korili relativ elfordulas
alakulhat ki, azaz ez a pont belsé kapcsolocsukloként viselkedik.
Ugyanerre a megal-
lapitasra jutunk
akkot is, ha a t6bb-
letkényszer a gor-
g6s kilsé tamaszta-
su elemnek nem a
tamaszpontjat, ha-
nem valamely mas
pontjat  tamasztja
meg, ez esetben
csak annyi a valto-
zas, hogy az eredeti
206rgbs tamasz és az
Uj  tamasztokény-
szer hatdsvonalai-
nak metszéspontja
lesz a masodik (fik-
tiv) kilsé tamasz-
csuklé.
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A belséleg labilis kapcsolatu Osszetett tartd egészében merev megtamasz-
tottsagat ugy is elérhetjiik, ha a belsé merevségi hiany poétlasara a csuklods
tamasz elfordulasi szabadsagfokat korlatozzuk, azaz a csuklés kilsé ta-
masz helyett befogast alkalmazunk. Ez esetben a gérgés megtamasztasu
elem egyensulyi kijelentésében a kilsé tamaszerd és a két belsé ruderd
egy-egy ismert hatasvonali eréként jelenik meg, amelyek meghatarozasara
a vetileti és nyomatéki (kilénosen a féponti nyomatéki) egyenletek ele-
genddek és alkalmasak.

6.6. Csuklos tobbtamaszu gerendatartok

(GERBER-tartok)

Az egyenestengelyl kéttamaszu konzolos szerkezetek esetében a tulsago-
san nagy konzolkinyualas nagy alakvaltozasainak elkeriilésére a konzolvéget
célszerd megtamasztani. igy viszont a kilsé kapcsolati fokszam 1-gyel nd,
a szerkezet statikailag hatarozatlanna valik. Ha (szamitastechnikai vagy
szerkezeti okokbdl) a szerkezet megtamasztasanak statikai hatarozottsaga-
hoz ragaszkodunk, akkor a kils6 merevségi tobblet kompenzalasira a
belsé merevséget valahol csokkenteniink kell: pl. a gerenda egy pontjaban
a nyomatéki teherbirast, azaz a (relativ) elfordulasi merevséget megsziin-
tetjik, a pontban a csatlakozé gerendaelemeket (bels6) csukloval kapcesol-
juk Ossze.

Az egyenestengelyl gerendakbol belsé csuklés kapcsolatokkal és meg-
felel6 fokszamu kiils6 kapcsolati kényszerekkel Osszeallitott szerke-
zetet csuklos tobbtamaszu tartonak, vagy GERBER-tartéonak ne-
vezzilk. A GERBER-tartok egésziikben mindig statikailag hatarozott és
merev megtamasztasu szerkezetek.
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A konzolos kéttamaszu tartébol szarmaztathato legegyszeribb GERBER-
tarto-variaciokat a kévetkezd abra mutatja.

T

-1 +1

S -2 +2
- =

bels6 merevségi hiany

+3
-3 N
#

kiils6 merevségi tobblet

GERBER-tart6 tobb tartéelem 6sszekapcesolasaval is eléallithato, de a
bels6 kapcsolatok miatt kialakul6 bels6 merevségi hiany és a kiils6 tobb-
letkapcsolatokban megjelené kiills6 merevségi tébblet fokszamanak
mindig azonosnak kell lennie, hogy a szerkezet egészében statikailag hata-
rozott maradjon.

A GERBER-tartok kapcsolodd elemparjai kapcsolatonként egymasra,
pontosabban az egyik a masikra timaszkodik. Ez a tamaszkodasi hierar-
chia, tehat hogy melyik a tamasztott és melyik a tamaszté elem, kapcso-
lati pontonként megallapithatd, és ennek segitségével az egész tartd ta-
maszkodasi hierarchidja felrajzolhato.

A GERBER-tart6 bels6 kapcesolati pontjaban kapcsolt elemek kézil azt a
tartoelemet, amely 6nmagaban nem allékony, egyensulya csak a kapcsolati
pontban a masik elemrél atadodé egyensilyozé erd segitségével biztosit-
hato, befiiggesztett résznek, befiiggesztett tartéonak nevezzik. A masik,
a tamasztoer6t kifejté elem neve f6 rész. A befiiggesztett rész-f6 rész
viszony csak EGY kapcsolati pontra érvényes, ugyanaz a tartéelem
egyik kapcsolati pontjaban lehet tamaszt6, mig a masik kapcsolati pontja-
ban tamasztott elem.
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El6fordulhat, hogy a kiilsé kapcsolati kényszerek olyan elrendezésiek,
hogy a fiiggbleges erékre f6 részként megtamasztott elem a vizszintes erék
felvételére nem alkalmas, azokat egy masik (a figgéleges terhek szempont-
jabol befiiggesztettnek mindsil) tartdelem tamaszkényszere tudja csak
felvenni. Ilyen esetben a vizsgalatot a fliigg6leges erékre és a vizszintes
erékre kiilon-kiilon kell elvégezniink.

Nyilvanvalo, hogy a tamaszto szerkezeti elem egyensulyi vizsgalataiban mar
szerepeltetniink kell annak a timasztéerének az ellentettjét, amelyet a
tamasztd elem a kapcsolati pontban a tamasztott elemre kifejt. Ennek
alapjan a kapcsolati er6k meghatarozasat mindig a tamasztott elem
egyensulyanak vizsgalataval kell kezdeniink. Tobbelemes GERBER-tarté
esetében a tamaszkodasi hierarchia alapjan kereshet6 meg a ,legbefiig-
gesztettebb” tartéelem, az, amelyikre egy elem sem tamaszkodik. Ennek
az eclemnek az egyensulyozé kapcsolati eréit a kéttamaszd tartok
tamaszerémeghatarozasi eljarasaival meg tudjuk hatarozni, és a kapott
tamaszer6k ellentettjeit az alatimaszté elemek konzolvégein teherként

mikodtetve azok tamaszerdi is egyértelmiien szamithatok. .
‘ X

Az I. jeld kéttamaszi tartdéelem megtamasztasa merev, azaz barmilyen
terhekre biztositja a szerkezet egyensulyat, nyugalmi allapotat. Ebb6l ko-
vetkez6en a konzolvég C jelt pontjaban nem keletkezhet sem fiiggbleges,
sem vizszintes eltolédas (a C pontban a csatlakoz6 elemvégek egymashoz
képest elfordulhatnak!). A C pont tehat a II. jeld elem szamara egy eltolo-
dasmentes, elfordulasképes tamasztokényszerként, gyakorlatilag tamasz-
csukléként viselkedik.

A fenti okfejtésben felhasznaltuk, hogy a szerkezet anyaga végtelen merev, azaz
a terhektSl semmilyen deformaciot nem szenved. Tudjuk, hogy a tényleges szer-
kezeteink anyaga nem merev, hanem szilard, azaz a teher, az igénybevétel
mindig csak deformacidkkal egyiittesen fordulhat el6. A valdsagban tehat a C
pontban mind figgoleges, mind vizszintes elmozdulas keletkezik, de ez a szerke-
zet kialakitdsa és az elmozdulas kicsinysége miatt a szamithat6é kapcsolati erék
nagysagat csak elhanyagolhaté mértékben modositja.
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A IIL. jelt tartéelemre a D jeld gorgds és a C jelt csuklos(ként viselkedd)
kényszer helyére felrajzolhatjuk a feltételezett (célszerGien a pozitiv ten-
gelyagakkal megegyez6) iranyu tamaszeréket, és a megfelel6 nyomatéki és
vetileti egyenletekbdl a kényszerer6k nagysaga egyértelmien meghataroz-
haté. A IL. jelt elem egyensilyahoz a C pontban sziikséges tamaszerdket
csak a f6 rész, az I. jeld elem tudja kifejteni, igy a II. elemrdl az I. elemre
ezen tamaszer6k ellentettje fog (tGbbletteherként) mikédni. Ezutain mar
az L. jeld kéttamaszu tartd reakciderdi is egyszertien meghatarozhatok.

A 6 rész vizsgalata soran tehat a tartéelem sajat terhein kivil a ra tamasz-
kodé befiiggesztett rész reakciderSinek ellentettjét is teherként kell
figyelembe venni.

,.WBZH_UJII

beﬁiggesztett rész

A fentt GERBER-tartéban az I. jeld elem mind a fliggSleges, mind a vizszintes
terhek felvételére alkalmas megtimasztasokkal rendelkezett, és a II. jeld elem
egymagaban sem a fiigg6leges, sem a vizszintes terhek egyensulyozasara nem volt
képes. Igy a f6 rész — befiiggesztett rész viszony a két tartéelem kozott mind a
figebleges, mind a vizszintes er6kre azonosan alakult, tehat a vizsgalat soran a
terhek irany szerinti szétvalasztasara nem volt sziikség.

A kbzbensé csuklod a befuggesztett tartd tamaszkényszereként muikodik,
ahol a befliggesztett tarté egyensilyahoz szikséges (tamasz) erét a £6 rész
konzolvége fejti ki. Ha a csuklora kozvetlenil hat koncentralt erd, a csukld
egyensulyat kuloén kellene vizsgalni (t6bbkapcsolatd csukld), de itt (is)
megtehetjik azt az egyszerisitést, hogy a csuklora haté koncentralt er6t
a f6 rész konzolvégén miikéddnek tekintjiik. Amennyiben a pontos
csukléerSkre is kivancsiak vagyunk, ugy a terhelt C csuklét természetesen
kilon kell vizsgalni.
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Az elemekre bontas soran a kozépcsukld felett atmend megoszlo terhelést
értelemszertien a két tartdelemen killon-kilon kell mikodtetntink.

Ha a GERBER-tart6 elemei kozott van egy befogott tart6 is, akkor biz-
tos, hogy ez a tartéelem f6 részként mikodik. Egy tobbelemd
GERBER-tarton a fiiggbleges erékre ezen kivil masik f6 részként
miikédd elemek is lehetségesek (akar befogott tarto isl), de a vizszin-
tes eréket a statikailag hatarozott tartokon egyértelmien csak egy he-
lyen vehetjiik fel, és akkor csak egy befogott £6 rész lehet.

qu" 9u v ‘ <
v

A L FIL NG F
'R B =c DIILE=6I

A megtamasztottsag kinematikai vizsgalata

Ha a szerkezet kils6 ¢és belsé kapcsolatai (a szerkezeti elemeket
deformaciomentesnek tekintve) sehol nem teszik lehet6vé elmozdulasok
kialakulasat, akkor a megtamasztas merev. Esetiinkben az A tamasz az I.
jeld elemet mereven megtamasztja, és a csuklés kapcsolatok miatt a viz-
szintes elmozdulasokat a tobbi tartéelemben is megakadalyozza. Az elfor-
dulasok és a fuggdbleges eltolodasok kialakulasanak lehet6ségét vizsgalva
viszont azt lathatjuk, hogy a II. jelt elemen a B és a C pontok nem to-
lédhatnak el, azaz az elem mozdulatlan marad. Ugyanigy a G és a H pon-
tok megtamasztottsaga miatt a IV. jeld elemen sem alakulhat ki sem elfor-
dulas, sem fliggbleges eltolodas. A II. és a IV. jeld elemek elmozdulas-
mentessége miatt viszont a D és az E pontok és igy a III. jeld elem sem
mozdulhat el, vagyis a teljes tarté mozdulatlan marad, a GERBER-
tartd megtamasztasa merev.

A szerkezetre felirhaté egyensulyi kijelentések és statikai egyenletek:

EGYENSULYI KIJELENTES  |[EGYENLET |ISMERETLEN
III. ((qlu.)’DX'DZ'EX'EZ =0 3 4

1. | (4, ) 5. Dy, D, By, B,,C]=0 3 3
L |(F, By B, Ay 4, M) =0 3 3
Iv. ((qIV.)’FS’EleEZI,G,H =0 3 2
E |(F.F Flq)Ax4,,M,,C.GH)=0] 3  |Ellenrzés!
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Lathato, hogy az Osszes elemre felirt fliggetlen statikai egyenletek szama
megegyezik az ismeretlen kapcsolati er6komponensek szamaval, tehat a
megtamasztas statikailag hatarozott (az egész szerkezetre felirhaté
harom tovabbi egyenlet mar az ellenérzést szolgalhatja).

A megtamasztottsagot az A pontban befogott (nagy kinyulasu) konzoltar-
tobol levezetve azt latjuk, hogy a tartéon az A ponti 3-as fokszamua befogas
mellett a C, G és a H pontokban egy-egy els6foku kényszert alkalmaz-
tunk, viszont a B, D és E pontokban a belsé csuklo kialakitasaval a geren-
da bels6é merevségét (csuklonként) eggyel csokkentettitk. A kiils6 merev-
ségi tobblet és a bels6 merevségi hiany kiegyenliti egymast, igy a
teljes szerkezet egészében statikailag hatarozott és merev megta-
masztasu.

Az egyenletek és az ismeretlenek szamanak azonossaga azonban csak egy
12 ismeretlenes egyenletrendszer megoldasaval biztositja az ismeretlenek
meghatarozasat, ami kézi szamitasra nem alkalmas. Az egyensulyi kijelen-
téseket végignézve azt latjuk, hogy a IIl. jela elemre felirt harom egyenle-
tinkben négy ismeretlen van, tehat a D és E kapcsolati erék két-két kom-
ponense csak a III. elem egyenleteib6l nem hatiarozhaté meg. Ha a
kezdeti kisebb egyenletrendszer lehet6ségét keresve a tobbi tartéelem
egyensulyi kijelentéseit is megvizsgaljuk, azt talaljuk, hogy kiindulasként
felirva az egyenletharmasokat, ezekben is mindegyik elem esetében ha-
romnal tobb ismeretlen van, azaz 6nmagukban ezek az egyenletcsoportok
sem alkalmasak az ismeretlen kapcsolati er66sszetevék meghatarozasara.
Egyszertsité megoldasként csak az erék iranyok szerinti szétvalasztasa
johet szoba, amikoris a III. jeld elem fliggdleges erdire (a vizszintes veti-
leti egyenlet kihagyasaval) felirhaté két statikai egyenlet elegend6 a két
figgoleges tamaszer6komponens meghatarozasara.

A teljes szerkezet egytttes vizsgalataira vonatkozéan matematikai nézé-
pontbdl felvazolt megoldasi nehézségek mechanikai oldalrdl is jelentkez-
nek:

Az abrabdl és az egyensulyi kijelentésekbdl lathato, hogy a III. jeld elem
mindkét végén tovabbi tartéelemekre tamaszkodik, azaz a III. elemhez
viszonyitva mind a II. jeld, mind a IV. jeld elem {6 részként funkcional.
Ugyanakkor a vizszintes erék felvételére csak az A jeld tdmasz alkalmas,
tehat a IV. elem a vizszintes er6kre nem lehet £f6 rész. Megoldast ismét
csak a fuggdbleges és a vizszintes erdkre torténd vizsgalat szétvalasztasa
jelent, amikoris a megtamasztottsagi hierarchia kilon-ktlon egyértelmd, és
a tamaszer6komponensek egyszerd meghatarozasat teszi lehetévé.
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Természetesen végul a két megoldasbol ad6do tamaszerékomponenseket
egyltt kell az eredményvazlatban a tartéelemeket egyensilyozé erékként
szerepeltetni.

Vizsgilat fiiggbleges erékre

Az abran a fluggdleges terheld eréket és a pozitivnak feltételezett fliiggble-
ges kapcsolati er6ket abrazoltuk a szokasos, és az egyensulyi kijelentések-
ben is alkalmazott jelolésekkel.

Vizsgalat vizszintes erGkre
Az abran a vizszintes terhel6 eréket és a pozitivnak feltételezett vizszintes
kapcsolati eréket abrazoltuk a szokasos, és az egyensulyi kijelentésekben is

alkalmazott jelolésekkel. E,x IV F3X

Az elemenkénti eredményvazlat
Az eredményvazlatban a tény-
leges tamaszeré-iranyokat tiin-
tettik fel, a kapcsolati er6k
jeleivel.
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Egy nagyon szép GERBER-tartos szerkezet:

CIE B

N RERERNEEATL
- 218 ado
B gak 59

erkezeti kialakitasa

__ ingaoszlop

P N 1 = Ko

A hidszerkezet statikai vaza

A befiiggesztett tartdé az egyik végén
csukléval, a masik végén ingaoszlop-
pal tamaszkodik a konzolos kéttama-
szu f6éelemekre.

Az alul-feltl csuklés kapcesolata inga-
oszlop a kapcsolt elemek koézott a
vizszintes elmozdulast is megengedi.
A csukloban a szerkezetek valddi
mozgasat a csukld korili rozsda meg-
jelenése bizonyitja.
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6.7. Feszito- és fiiggesztomiives tartok

Ha két gerendaelemet csuklésan kapcsolunk Gssze, a kapcsolat hianyzé
nyomatékbirasat, elfordulasmentességét egy, a gerendak tengelyvonalan
kivil elhelyezett raddal is biztosithatjuk. Természetesen ezt a kils6, par-
huzamos rudat merev és hatarozott moédon a két gerendaelemhez kell
kapcsolnunk. Egy pont merev (és statikailag hatarozott) megtamasztasa-
hoz a sikban két kapcsolorud sziikséges, tehat a nyomatékbirasra alkalma-
zott, parhuzamos rudunk két végpontjat két-két ruddal kothetjiik a geren-
daelemekhez.

Ha a csuklésan kapcsolt gerendak (bels6) merevitését a gerendatengely
alatt fut6é csuklés kapcesolata radrendszerrel valdsitjuk meg, az Gsszetett
tartot feszitémiives szerkezetnek nevezziik.

Ha a csuklésan kapcsolt gerendak (bels6) merevitését a gerendatengely
felett fut6 csuklos kapcesolatd radrendszerrel valdsitjuk meg, az Gsszetett
tarto neve: fliggesztémiives szerkezet.

A gyakotlatban a feszitémives-figgesztémives megerdsitést legeyakrabban nem
csuklésan kapcsolt, Osszetett gerendatartok hianyzé merevségének poétlasara,
hanem kéttamaszu, folytonos gerendak merevségének és teherbirasanak
novelésére szokas alkalmazni. Kénnyen belathatd, hogy a gerendatengelyen
kiviil futd, a gerendahoz két (esetleg tobb) ponton kapcsolt parhuzamos (esetleg
poligonalis) rudrendszer a gerendaval egylitt deformalédik, és ezzel (a benne
keletkez6 hazo- ill. nyomoéerdk aran) csékkenti a gerenda alakvaltozasait és
belsé igénybevételeit. Killondsen elényos lehet a feszitému alkalmazasa szer-
kezetek utélagos megerdsitése soran, hiszen a beavatkozas a beépitett, meg-
erGsitendd tartd 616t szerkezeteket nem érinti, a teljes megerSsités alulrdl elvé-
gezhet6. Megjegyezziik, hogy ilyen esetben a feszitémi csak a megerdsités utani
terthekre mikodik, ha a meger@sitést a tarté eredeti terheire is dolgoztatni akar-
juk, a beépités el6tt a tartdt ideiglenesen tehermentesiteni kell (pl. a feszitémd
tamaszkodasi pontjaiban meg kell emelni), vagy a feszitému elemeit a beépités
utan meg kell fesziteni (a benniik varhaté megnyulast a kapcsolat fixaldsa elStt ki
kell alakitani). Az igy kialakitott szerkezet természetesen statikailag hatarozatlan,
ezért vizsgalatat csak a késGbbiekben tudjuk elvégezni, de a csuklds kapcsolatd
gerendak feszité-fligeesztémives merevitésének targyalasa (a hatarozatlan szer-
kezetek j6 el6készitéseként) mar most is elvégezhetd.
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A feszit6- és fuggesztémuives Osszetett tartok viselkedése, bels6 er6ik
meghatarozasa azonos moédon torténik, kilonbség csak annyiban mutat-
kozik, hogy a megerésité radszerkezet elemeiben ellenkezé el6jelt erdék
¢brednek. Az aldbbiakban ezért csak egy feszitémuves szerkezeten mutat-

juk meg a belsé er6k meghatirozasanak lehet&ségét. z
X

LA NN\ rra

3
[o— 0|

ﬁmsm c Ss_- S Bét
3

D S, G

Mind a feszitémuves, mind a fiiggesztémuves szerkezetben a csuklos ge-
rendakapcsolat miatti merevségi hianyt egy bels6, a kiilsé kapcsolati rend-
szertdl fiiggetlen szerkezeti kialakitassal, merevité radrendszerrel potol-
tuk, azaz a kilsé kapcsolatok szempontjabol a feszit6- fiiggesztémives
Osszetett szerkezet egyetlen merev tartéként kezelhetS, megtamasztott-
saga bels6leg merev.

A szerkezetre felirhaté egyensulyi kijelentések és statikai egyenletek:

EGYENSULYI KIJELENTES EGYENLET |ISMERETLEN
L |[(FEMf g i e )0 3 6

II. |_(CI)’F3 Bzcu,X*Cu,Z!SS*SSJ:o 3 5
C (FZ’CI,X"CI,ZI’CII,XI’CII,ZI)zO 2 0
D | (S,'|S,}18,)=0 2 1
G | (S,,S,.S,)=0 2 0

E |[F,F, F,.(q),M,A4,,4, B]=0 3 Ellen&rzés!

Lathat6, hogy az elemek egyensulya alapjan felirhaté statikai egyenletek és
az ismeretlen kapcsolati er6komponensek szama az Osszes elemre ismét
megegyezik, tehat a szerkezet megtamasztottsaga statikailag hatarozott.
A szerkezet egészére felirhaté harom egyensulyi egyenlet mar a szamitasok
ellenérzésére hasznalhat6 fel. A fentiekbdl azonban az is latszik, hogy a
bels6 szerkezettdl figgetlen kilsé kapcsolati er6k meghatarozasa utan a
belsé kapcsolatokra egyszerd, egy-két ismeretlenes egyenletek nem irhaték
fel.

A kapcsolati er6k meghatarozasaban egy 1j, a szerkezeti elemek szerinti
telbontastdl eltérd felbontas kinal egyszerd és gyors eredményt: a C csuk-
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16n 4tmend fiiggleges sikkal vagjuk két részre a szerkezetet! Igy az atva-
gott belsé anyagi kapcsolat potlasara a C csukloerd két Gsszetevéjét és az
S, rader6t kell kapcesolati er6ként beiktatnunk. Ha a szétvagott szerkezet
egyik felére felirjuk a C csuklora vonatkozé nyomatéki egyenletet, abban
(a kiils6 kapcsolati erék ismeretében) mar csak az S, ruderd lesz ismeret-
len. Ennek ismeretében a D vagy az G csukl6 egyensulya alapjan az S;-S,,
ill. az S§;-S; raderdk is kénnyen meghatarozhatdk, ez utan pedig az I. ill.

II. elemek egyensulyi egyenleteibdl a C; és a Cyy csukloerdk is egyszerten
adédnak.

A szerkezetre felirhaté egyensulyi kijelentések és statikai egyenletek:

(Ez esetben a belsé merevség miatt a kiils6 kapcsolati er6k a belsé kapcso-
latok vizsgalatatol fiiggetlentl kezelhetSk, ezért a szerkezet egészére vo-
natkoz6 egyensulyi kijelentést nem szerepeltettiik, és a kiilsé kapcsolati
erket ismertnek tekintettiik.)

EGYENSULYI KIJELENTES |EGYENLET IS“{E:ILET-

bal (Fi’M’AX'AZ Crx:Crz:5,)=0 3 3

D ’SZvE_II):O 2 2

C (Fz’CI,X'vCI,z'ICHXI’CHZIDZ0 2 2
=0

G S_3',Sz',S_5 2 2
Eb l(Q)an’B’CII,X’CII,Z’SS’SsJ: 0 3 EllenGrzés!

A statikai egyenletek és az ismeretlen kapcsolati er6komponensek 6sszeve-
tése alapjan az egyenletek szama nemcsak 6sszesitésben egyezik meg a
keresett ismeretlenek szamaval, hanem minden vizsgalt elemen kiilén-
kiilon is, azaz az ilyen tipusu felbontas esetén az Osszességében 9 ismeret-
lenes egyenletrendszer harom- és kétismeretlenes blokkokra esik szét,
amelyek raadasul 6nmaguk is egyismeretlenes egyenletekként irhatok fel.
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A feszitémuves szerkezetben a révid ridelemek lesznek nyomottak, és a hosszu
rudak huzottak. A nyomott rudak esetében mindig szamolnunk kell a radelem
stabilitasvesztésének lehet6ségével, melynek veszélye a rddhossz névekedésével
rohamosan né. Igy a stabilitisi szempontokat is figyelembe véve a feszitémi
egyszeribben, kisebb anyagfelhasznalassal valésithaté meg, mint egy ugyanolyan
geometridju figgesztému.

m] .1

=1070 = -

Egy specialis, feszitémiinek is tekintheté mezégazdasagi tetészerkezet

A tet6hajlast adé szarugerendakat alsé feszitémuvek erésitik, a két, kozé-
pen csuklésan kapesolédd szerkezetet pedig egy alsé feszitérad teszi bel-
s6leg merev szerkezetté.

A Nyugati Palyaudvar acélcsarnoka
A csarnok racsos szaruzatat filigran rudakbol allé feszitémid mereviti.
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6.8. A szimmetria

A szimmetriaval tartoszerkezeteink tervezése-ellenérzése soran sok alka-

lommal talalkozunk, egyszerGsité hatasat kihasznaljuk, tébbnyire torek-

sziink is arra, hogy lehetSség szerint szimmetrikus tulajdonsagu szerkeze-

teket alakitsunk ki. A szimmetria minden szerkezetben megjelenhet, de a

haromcsuklos tarté belsé csukloerdinek alakulasaban a szimmetriatulaj-

donsag hatasa killonosen szemléletesen jelenitheté meg.

A szimmetria a szerkezeteinkben tébbrétegtien jelentkezhet:

szimmetrikus geometria (a tarté tengelyvonal-hal6zata)

szimmetrikus megtamasztottsag (szimmetrikus pozicibban azonos ta-
maszkényszerek

simmetrikus meyevség (a simmetrikus pozicidban levd ridelemek azonos keres3t-
metszeti kialakitisa — exzel a kérdéskirrel részletesen majd a SZILARD-
SAGTAN keretében foglalkozunk)

szimmetrikus terhelés

A tartészerkezeteinktdl szimmetrikus viselkedést csak akkor varhatunk el,

ha szimmetridgjuk mind a négy rétegben érvényesil. Ez esetben viszont a

szimmetrikus viselkedés mind a kiils6, mind a bels6 kapcsolati dinamokra

kiterjed, és a szimmetriafeltétel az egyensulyi feltételekkel parhuza-

mosan, azokkal egyidejiileg elégitendd ki.

Itt most (egyel6re) csak a kapesolati er6krél beszélink, de megjegyezziik, hogy a
szimmetriatulajdonsag a tartonak mas, igénybevettségi-igénybevételi, alakvaltoza-
si jellemzGiben is megjelenik.

A szimmetriatengelyben 1évé, kiilsé terhelés nélkili pontok (gyakorlatilag:
terheletlen belsé kapcsolati  csuklok) esetében a statikai és a
szimmetriafeltétel egyidejli kielégitése csak vizszintes kapcsolati
er6k esetén lehetséges. Ez a megallapitas igen leegyszerGsiti a kiilsé kap-
csolati er6k meghatarozasat is, hiszen ily modon a két féltart6 esetében az
egyik (a bels6 csuklopontban keletkez8) kapcsolati erd hatasvonala
ismert.

)
,II,egyensﬁly

II,szimmetria

. )
C,I ,I\C I, egyenstly ES szimmetria
f )<< =
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sy

mennyiségek egymas ellentettjei) szintén szigoru szimmetriatulajdonsagot
fogalmaz meg, ami leginkabb a szimmetrikus tartok terhelésében, de
esetenként akar a tartok geometriajaban is megjelenhet.

A ferdén szimmetrikus teherrel terhelt, szimmetrikus hiromcsuklos
tartd terheletlen kozépcsuklojaban az egyensulyi és a szimmetriafeltétel
egyidejileg csak akkor teljestilhet, ha a csukléeré fiigggbleges hatasvonald.

Y ]
I1, egyensuly ES ]
ferdeszimmetria l

=

i/

-C II,egyensuly 0

I ferdeszimmetria i
o C
I

A szimmetriatulajdonsagok természetesen mas tartészerkezetek esetében is fel-

hasznalhaték, sét vannak olyan tartéelemek-szerkezeti vizsgalatok, amelyek a
szimmetriat meg is kévetelik. A szimmetriatulajdonsagok egyszer(isité hatasanak
kihasznalasa érdekében esetenként a nem szimmetrikus terhelést is szimmetriatu-
lajdonsagot hordozé teherelemekbdl Osszedllitottnak tekintik, mert a t6bb teher-
elemen elvégzett, egyenként egyszer(ibb szamitasok még mindig kénnyebben,
kevesebb munkaval végezhetSk el, mint egy bonyolultabb, egyszerlsit6 lehetSsé-
geket nem tartalmazo6 szamitas. Emellett az egyszer(ibb, szimmetriatulajdonsago-
kat mutat6 terhelésre a szerkezet viselkedése is kénnyebben kévethetd, igy az
esetleges modellfelvételi, szamitasi hibak koénnyebben észrevehetSk, és idében
korrigalhatok.

q _ja/2 q/2
= +
1 q/2 -q/2

FERDE SZIMMETRIA SZIMMETRIA
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6.9. Osszefoglalas

Az OSSZETETT TARTOK esetében a megoldast MINDIG az 6ssze-
tett tartészerkezet RESZEKRE BONTAS4val, az egyes tartéelemekre és
az egész szerkezetre érvényes EGYENSULYI KIJELENTESEK és
EGYENSULYI EGYENLETEK felirisaval allithatjuk el6. (Az egész
szerkezet, ill. az egyes tartéelemek egyensulyozasi esetei mindig visszave-
zethet6k az egyszerl tartok valamelyik alapesetére.)

Az 6sszetett szerkezet MEGTAMASZTOTTSAG4nak mindsitése soran
KULON kell mindsiteniink a szerkezetet a talajhoz kapcsolo KULSO
kapcsolatokat és az elemeket egymashoz kapcsold BELSO kapcsolatokat.

Altalanossagban kimondhatjuk, hogy az 6sszetett szerkezetekben a belsé
merevségi hiany (alkalmasan megvalasztott) kiils6 merevségi tébblet-
tel potolhato, és az igy kialakitott szerkezet, amely belséleg labilis,
kils6leg statikailag hatarozatlan, egészében véve statikailag hatarozott
és merev megtamasztasu, azaz a tartéelemek kilsé és belsé kapcsolati
dinamjai csak a statikai egyenletek segitségével meghatarozhatok.

6.10. Ellenorzo kérdések

Mi az Osszetett tarto fogalma?

Két tartéelembdl Gsszetett tartd esetén milyen belséleg merev és statikai-
lag hatarozott kapcsolatokat ismer? Mondjon legalabb két példat!

Két tartoelembdl Osszetett tarto esetén milyen belsSleg labilis kapcsolato-
kat szoktak alkalmazni? Mondjon legalabb két példat!

Lehet-e egy statikailag hatarozott 6sszetett tartd belséleg merev és kiilsé-
leg statikailag hatarozott?

Lehet-e egy statikailag hatarozott Gsszetett tartd belsSleg merev és kilsé-
leg statikailag hatarozatlan?

Lehet-e egy statikailag hatarozott Gsszetett tart6 belséleg labilis és kiilséleg
statikailag hatarozott?
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Lehet-e egy statikailag hatarozott 6sszetett tartd belséleg labilis és kiilséleg
statikailag hatarozatlan?

Két merev testbdl allé egy csukloval és egy ruddal Osszekapcsolt testre
hany egyensulyi kijelentés irhat6 fel, ha a csukl6 is terhelt?

Két merev testbol allé egy csukloval és egy ruddal Gsszekapcesolt testre
hany egyensulyi kijelentés irhato fel, ha a csuklé terheletlen?

Két merev testbdl allé egy csukléval és egy ruddal osszekapesolt test bel-
s6leg merev-e és statikailag hatarozott-e?

Két merev testbdl allo egy csukloval és egy ruddal 6sszekapcsolt test bel-
s6leg labilis-e?

A haromcsuklds tartéra hany fiiggetlen egyensulyi kijelentés irhat6 fel, ha
a csuklo is terhelt?

A haromcsuklds tartéra hany fiiggetlen egyensulyi kijelentés irhat6 fel, ha
a csukl6 terheletlen?

A haromcsuklés tarté belséleg merev-e?

A haromcsuklés tarté belséleg labilis-e?

A haromcsuklos tarté statikailag hatarozott-e?

A haromcsuklés tarté belséleg labilis, lehet-e egyidejileg kiilséleg is labilis?
A megoldas egyszertisége miatt mindegy-e, hogy a haromcsuklos tartd két
tamaszpontja azonos vagy eltéré magassagban van-e?

Ha a haromcsuklos tartd két tamasza azonos magassagban van, meghata-
rozhat6-e az Osszes kiilsé és belsé eré egyismeretlenes egyenletekbdl?

Ha a haromcsuklés tarté két tamasza eltéré magassagban van, meghata-
rozhaté-e az Osszes kilsé és belsé erd egyismeretlenes egyenletekb6l?

Mit tudunk a haromcsuklds tartéd terheletlen tartérészén a reakciderd ira-
nyarol?

Mi az egymasrahalmozhatésag (a szuperpozicio) elve haromcsuklos tarté
esetén?

Két merev testbdl allé6 harom raddal 6sszekapcesolt dsszetett test belséleg
merev-e és statikailag hatarozott-e?

Két merev testbdl allé harom raddal 6sszekapcesolt Gsszetett test belséleg
labilis-e?

Két merev testbdl allo két raddal 6sszekapcesolt Osszetett test belsSleg
merev-e?

Két merev testbdl allo két raddal 6sszekapcesolt belséleg labilis Gsszetett
test egészében merevvé és statikailag hatarozotta tehet6-e?

Mi a Gerber-tarté fogalma?

Lehet-e egy, fuggdleges és vizszintes erékkel is terhelt Gerber tartén tbb
férész?

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 147 p



Mechanika |. Osszetett tartok

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 148 p

Lehet-e egy, fuggdleges és vizszintes erékkel is terhelt Gerber-tarton tobb
befliggesztett rész?

Lehet-e egy, csak fuggdleges erékkel terhelt Gerber-tarton tébb f6rész?
Lehet-e egy, csak fliggbleges erékkel terhelt Gerber-tatrton tobb befiig-
gesztett rész?

A Gerber-tartén szitkséges-e minden esetben kiilon vizsgalat a fliggbleges
ill. vizszintes erékre?

Mi a feszitémuves szerkezet fogalma?

Mi a figgesztémuves szerkezet fogalma?

Milyen iranya a szimmetriatengelyben levé, kiils6 teher nélkili belsé csuk-
l6kban ébredd csukléerd szimmetrikus terhelési, szimmetrikus tarto ese-
tén?

Milyen iranyd a szimmetriatengelyben levé, kiilsé teher nélkiili belsé csuk-
l6kban ébreds csuklderd ferdén szimmetrikus terhelésd, szimmetrikus
tartd esetén?
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7. Racsostartok

Az Osszetett tartok vizsgalata soran megallapitottuk, hogy a tartéelemek
gyartasi-szallitasi-beépitési méretkorlatja miatt a nagyobb nyilasok athida-
lasa, a nagyobb terek lefedése csak Osszetett szerkezetekkel lehetséges.
Az athidalando tér novekedésével azonban egyrészt kevésnek bizonyul a
két elembdl Gsszeallitott szerkezet, masrészt a tartd szikséges magassaga-
nak névekedése miatt a felsé és alsé, legjobban kihasznalt tartorészek ko-
z6tt nagy lesz az a tartomany, ahol az anyag szilardsagat nem tudjuk ki-
hasznalni. Ha valoban csak a tartészerkezet alsé és felsé szélén akarjuk a
szerkezeti anyagot elhelyezni, akkor val6jaban egy radparra egyszerdsitjiik
a tartét, ahol azonban ezen rudpar elemeinek relativ geometriai helyzetét,
példaul kézbens6é merdleges-ferde allasa rudelemekkel biztositani kell. Az
igy el6allo tartészerkezet nagy nyilasok athidalasara is alkalmas, anyagtaka-
rékos, konnyen szerelhet6, bar a tomor tartoknal gyartastechnolégiajaban
munkaigényesebb szerkezet.

Ha a radhalézat négyszog-
elemekbdl ill, a hil6zatban a
csomoépontok hangsulyozot-
tan befogottak, és a tehervi-
selésben ezek befogasi nyo-
matékai dominalnak, akkotr a
szerkezetet VIERENDEEL-
tartonak nevezzik. Ennek a
(belsbleg sokszorosan statikai-
lag hatarozatlan) szerkezetnek
a vizsgalatat most nem tar-
gyaljuk.

Ha a radhalézat haromszogelemekbdl all, a hal6ézatban a csuklés cso-
mopontokban a befogas csak szerelési szempontok miatt alakul ki, a te-
herviselésben a ridelemek tengelyiranya terhelése dominal, és a cso-
moépont kornyéki befogasi nyomatékok csak lokalis zavarként modositjak
a rudelemek igénybevételi allapotat (a rud a halézati hosszhoz viszonyitva
kis keresztmetszett), akkor a szerkezetet racsostartonak nevezziik.
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7.1. A racsostartok bels6 kapcsolatainak
mindsitése

A racsostarté a mar megismert Osszetett tartokbol ugy szarmaztathat6 a

legegyszertibben, hogy két, végiikon csukldsan kapcsolt radelemet a masik

végpontjukba csuklésan csatlakoz6 riaddal merev haromszoéggé alaki-

tunk, majd ehhez a hairomsz6ghdz egy-egy csomépontot (csuklopontot)
két-két ujabb ruddal kapcsolunk.

A harom radbdl és a radvégeket 6sszekapesolé harom csuklobdl allé ha-
romszog elemei kézott semmilyen (relativ) elmozduldas nem johet létre,
tehat a szerkezet (bels6leg) merev kapcsolatu.

Altalanos esetben a csuklépontokban az oda becsatlakozé rudvégekre egy-
egy er6 muikodhet, amelyek két-két ismeretlen er6komponenst jelentenek.
Az Osszes ismeretlen tehat rudelemenként 4, Gsszesen 12 ismeretlen. A
rudelemekre, mint egy-egy merev testre harom-harom statikai egyensulyi
egyenlet irhat6 fel, a csuklopontokra pedig (az ott mikoédhet6 erék kozos
metszéspontusaga miatt) két-két fuggetlen statikai egyenlet fogalmazhaté
meg. Az Osszes egyenletek szama tchat 3X3+3X2=15, ami ismét azt
jelenti, hogy az utols6 harom egyenlet ellen6rzésre hasznalhat6 fel. (Valo-
jaban arrol van sz6, hogy a harmadik rudelemre mar csak a két csatlakozé
csuklérol adodhat erd, azokat viszont a csuklok egyensulyi egyenletei mar
meghatarozzak.) Végil tehat kimondhatjuk, hogy a harom radbdl és a
rudvégeket 6sszekapcesold harom csuklobol allé haromszogszerkezet (bel-
s6leg) statikailag hatarozott kapcsolata.

Ha egy merev szerkezethez egy (csuklo)pontot két raddal kapcsolunk, a
pont a szerkezethez képest nem mozdulhat el, kapcsolasa tehat merev.

A két 4j radelem (altalanos teherkombinaciot feltételezve) radvégenként
két-két, 6sszesen 8 01j ismeretlen kapcsolati er6komponenst jelent, mig az
4j radelemekre egyenként harom-harom, az 4j csuklora két 4j egyenlet,
Osszesen 8 1j statikai egyenlet irhat6 fel. Az Uj szerkezettel tehat mind
az ismeretlenek, mind a statikai egyenletek szama 8-cal nétt, tehat a meg-
oldhat6sag nem valtozott, a szerkezet a bévités utan is (bels6leg) statikai-
lag hatarozott kapcsolatu.
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A fentiek alapjan az Gj csomépontokkal linearisan fejlesztve a szerkeze-
tet, a bels6 kapcsolatokra mind a merevség, mind a statikai hataro-
zottsag érvényben marad.

A merev haromszogszerkezetre egyensulyi erérendszert muikodtetve a
rudakra mikods, pozitivnak feltételezett csukloerSk és a csomoépontokra
hat6 ellentettjeik a kovetkezéképpen alakulnak:

A gyakorlati szerkezetekben a racsostartokra a masodlagos tartdelemek (a
magasépitésben fidktartok, a hidépitésben kereszt- és palyatartok) a cso-
moépontokon tamaszkodnak, igy a racsostartok rudelemet (a sajat sulyukon
kiviil) kozvetlen terhelést nem kapnak.

A masodlagos tartéelemek révén a terhek a racsostartokra csak a csomo-
pontjaikban adédnak at, tehat (kevés kivételtdl eltekintve) a racsostartok
a csomopontjaikban koncentralt erékkel terhelt szerkezetekként
vizsgalhatok és vizsgalandok.

Kozvetlen terhelésti ridelemekkel kell sziamolnunk a ricsos szerkezet(
darupalyatartékon, ahol a darukerék a felsé 6vrudakon barmely poziciéban lehet.
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Ha a terhelés csak a csomopontokban mikédhet, akkor a racsostartd bel-
s6 kapcsolatainak mindsitése is egyszeribben végezhet6 el.

Csak csomoponti terhelés esetén a rudakban csak tengelyiranyu, gy is
mondhatjuk: radiranyu erék keletkezhetnek. Ezeknek a hatdsvonala is-
mert, tehat ismeretlennek csak a ruder6k nagysagat kell tekintentink. A
racsostartd belsé kapcsolataira felirhat6 statikai egyenletekben tehat a ru-
dak szamaval megegyezd szamu ismeretlen lesz. A szerkezet nyugalmi
allapota megkivanja, hogy a szerkezet egészére is, és annak barmilyen ré-
szére is egyensulyi erérendszer mikodjon, azaz (egyebek k6zott) minden
csomoépont is egyensulyban legyen. A csukloés csomopontokban a kiilsé
csomoéponti terhek és a raderSk kozos metszésponta erérendszert alkot-
nak, amelynek egyensulyahoz csomépontonként két-két statikai egyenlet
irhato fel. A korabbiakban mar lattuk, hogy egy Gsszetett szerkezetben az
Osszes elemre minden (matematikailag fuiggetlen) egyensulyi egyenletet
felirva az utols6 harom egyenlet mar nem tartalmaz Gj ismeretlent (ha a
korabbi elemekre haté er6k mind egyensilyban voltak, az utolsé elemre
hat6 erékre az egyensily automatikusan teljestil). A racsostarté csomo-
pontjaira felirt egyensulyi egyenletekbdl tehat a csukl6k szamanak két-
szeresénél harommal kevesebb egyenlet lesz az, amelyet ismeretlen
(rad)er6k meghatarozasara felhasznalhatunk.

Matematikai megkozelitéssel tehat a csomopontokon terhelt racsostartd
bels6 merevségének és hatarozottsaganak sziikséges (de sajnos, nem

elégséges) feltétele, hogy
r=2c—-3

ahol r a rudak szama, ¢ a csomépontok szama.

Ugyanerre a megallapitasra jutunk akkor is, ha a racsostartd szarmaztatasa
alapjan, mechanikai szemléletet kovetve vizsgaljuk a csuklok és a rudak
szamanak Osszefuggését. A kiindulasként megszerkesztett merev harom-
szOgben harom riad és harom csomépont volt. Linearis fejlesztés esetén
egy 4j csomoépontot két 1j ruddal tudtunk a szerkezethez kapcsolni. Az
n 4j csomoépontot tartalmazo szerkezetben tehat a rudak és a csomopont-
ok szama Gsszesen:

r=3+2n c=3+n

Az n paramétert kikiiszobolve a rudak és a csomépontok szamanak Gssze-
fuggése a kovetkezOképpen alakul:

r=3+2(c—3)=3+2c—6=2c—3
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A kovetkezékben vizsgaljuk meg, hogy a fenti kritérium hogyan teljesiil
kilonb6z6 racsostartd-halozatokra, ill. hogy mit is jelent a linearis fejlesz-
tés. Az alabbi abrasorban az a. jeld tarté halézata az, amit a korabbiakban
a merev haromszogeket egymas utan sorolva el6allitottunk. Tort vonalve-
zetéssel, de még mindig a haromszogelemek sorolasaval, pontosabban egy
4j csomopontot két 4 ruddal kapcsolva allithato el6 a b. és a c. jeld tartd
halézata is. A rudak és a csomopontok szamara vonatkozéd Osszefliggést
mindharom szerkezetre igaznak talaljuk. A d. jeld szerkezetet a c. jelGbdl
egyetlen 4j csomoépont elhelyezése nélkil, csupan egy rud beépitésével
alakitottuk ki, erre tehat nem teljesil a (bels6) statikai hatirozottsaghoz
szitkséges feltétel. Ha a halozat fejlesztésének linearitasat vizsgaljuk meg,
azt latjuk, hogy az a., b. és c. jeld tartok halézatan végightuzhatunk egy
(tort)jvonalat gy, hogy minden haromszogelemet egyszer és csak egy-
szer érintiink. A d. jeld szerkezeten ez nem lehetséges, mert vagy ki kell
hagynunk egy hairomszbgelemet, vagy egy elemet kétszer kell érintentnk.

e AA

r=15 c¢=9 2X9-3=15 r=15 ¢c=9 2X%9-3=15

SEAVAN JAVAN

o

/\/\/\/\/\/\/\/\

r=19 c=11 2x11-3=19 r=20 c=11 2x11-3=19<20

A rudak és a csomoépontok szamara megallapitott sziikséges feltétel és a
haromszogelemek linearis sorolasaval készilt haldzat egytittesen mar elég-
séges is ahhoz, hogy a szerkezet belsé kapcsolatait statikailag hataro-
zottnak és merevnek mindsitsiik.

A rudak és a csomoépontok szamanak Osszefliggésére megallapitott sziik-
séges feltétel teljesiilése esetén a szerkezet belsé kapcsolatai csak olyan
esetben nem elégitik ki a statikai hatarozottsag és merevség egytittes kove-
telményét, ha a szerkezet bizonyos részeiben bels6 merevségi hiany, mas
részeiben ugyanolyan fokszamu bels6 merevségi tobblet mutatkozik
(a szerkezet egyidejiileg belséleg labilis ES belséleg hatarozatlan).
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A rudak és a csomépontok szama az abran lathaté mindkét racsostartoban
kielégiti a belsé hatarozottsagra és merevségre megallapitott szitkséges
feltételt, de lathato, hogy a jobb oldali szerkezetben az egyik radtéglalap-
ban egyaltalan nincs merevités (a csuklos kapcsolatok miatt egy ilyen
szerkezet labilis!), mig egy masik radtéglalapba két merevit6 rad is kertlt
(ezek kozott csak statikai egyenletek alapjan nem lehet megallapitani az
er6k eloszlasat, azaz ez a tartorész statikailag hatarozatlan!). A bal oldali
tarté merev haromszogelemek linearis sorozatabél all, mig a jobb
oldali szerkezetrdl ez nem mondhat6 el: van benne merevitetlen négyszog
(emiatt lokalisan labilis), és talmerevitett négyszog (emiatt lokalisan hata-
rozatlan).

Lathat6 tehat, hogy a racsostartokban a lokalis bels6 labilitas mas helyen
alkalmazott lokalis belsé tobbletmerevitéssel nem valthato ki, és
egyetlen belsé labilitast mutat6 hely a szerkezet egészének labilis visel-
kedését okozza.

A belsé labilitas (pl. egy rdd baleseti tonkremenetele) kiils§ tobbletmerevitéssel,
Uj (ideiglenes) megtamasztassal kivalthato!

A racsostartok belsé merevségének és statikai hatarozottsaganak elemzése
soran tehat megallapitottuk, hogy egy belséleg merev és statikailag
hatarozott kapcsolati szerkezetnek haromszégelemek linearis soro-
zataként kell felépiilnie.

Itt most a kiilsé megtamasztottsag mindsitésével nem foglalkoztunk. A
belsdleg merev szerkezet a kiilsé erék egyensulyi vizsgalata soran egyet-
len merev testként kezelhetd, a megtamasztottsag mindsitésére az egy-
szer( tartokra érvényes megallapitasok alkalmazhatok. A lokalis belsé
merevségi hianyt mutaté racsostartot felfoghatjuk racsos szerkezettel
kialakitott 6sszetett tartoként is, amikoris a belsé6 merevségi hany potla-
sara kils6 tobbletmegtamasztast (is) alkalmazhatunk. Az ilyen szerkezetek
kiilsé kapcsolatainak mindsitését az 6sszetett tartokra érvényes megal-
lapitasok alapjan végezhetjik el. Az ily médon eléallithaté kilsé és belsé
kapcsolati er6k a szétbontott, racsos szerkezetl tartéelemekre egyensulyi
erérendszerként mikodnek, amelyekbdl a ruder6k meghatarozhatok.
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7.2. A racsostartok csomoponti kialakitasa

Az Osszetett tartokhoz hasonléan a racsostartok esetében is a kapcsolodo
radelemeket (bels6) csuklokkal kapcsoljuk Ossze. A racsostartd szamitasi
modelljében tehat a csomépontokban idealis (surlédasmentes) csukldkat
képzelink el, ugyanakkor a tényleges szerkezetekben azt latjuk, hogy a
csomoéponti kapesolatok minden szerkezet- és anyagfajta esetén (legalab
részben) befogottak.

A csomopontokat fatartoknal szegezéssel, szeglemezes kapcsolattal, vas-
beton racsostartok esetében (a racsos szerkezeti kialakitas vasbeton anyagu
tartoknal igen ritkan alkalmazott!) a csatlakozé elemvégek monolitikus
Osszevasalasaval-0sszebetonozasaval,

hegesztett kapcsolataval alakitjak ki.

A befogas a csomoépontban a csatlakozo rudvégek (relativ) elfordulasait
is megakadalyozza, igy a rudvégekre rudiranyu eré mellett nyomatékot is
harit. A nyomatékok  azonban  minden = radvégen egy
tobbletismeretlent jelentenck, mig a radvégekre a csomépontokban csak
egyetlen fiiggetlen egyenlet irhat6 fel. A csomépontok befogd hatasa-
nak figyelembevétele esetén tehat a racsostartokat belséleg sokszorosan
hatarozatlan szerkezetekként kell(ene) szamitanunk.
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A csomopontok csuklos feltételezése tehat elsésorban a szerkezeti modell
egyszerusitésével indokolhatd. A statikailag hatarozott csuklés modellben
a ruderék egyszerden, konnyen meghatarozhatok, és ha a rudak kereszt-
metszeti méretei a radhosszakhoz képest lényegesen kisebbek, akkor a
csomoponti befogasbdl szarmazé zavarényomatékok csak a csomo-
pontok kérnyezetében modositjak a rudak belsé erdit, és gy (szitkség
esetén) lokalisan kezelheték. Erés rudszelvények alkalmazasakor a befoga-
si nyomatékok hatisa mar szamottevéen moédosithatja a radvég erdjatékat,
de elsé kozelitésként ilyenkor is jol hasznalhatok a csuklés modellen
meghatarozott ruderék. E targy keretében a csoméponti befogasi nyoma-
tékok tulajdonsagaival, meghatarozasaval nem foglalkozunk, ezt a problé-
makort a szaktargyakban fogjak feldolgozni.

A csuklos kapcesolatd racsostarté belsSleg merev és statikailag hatarozott kapcso-
latd. Ez a vizsgalataink szamara igen el6ny6s, de nem szabad elfelejtentink, hogy
ez az allapot a merev belsé kapcsolata (példaul befogott csomoépontokkal ké-
sziilt) szerkezetvaltozatok kozil a széElsé érték, a leg”lagyabb” valtozat, azaz akar
csak egyetlen rad teherbirasanak elvesztése esetén a szerkezet labilissa, mozgasi
mechanizmussa valik, 6sszeomlik. A csuklés kapcsolatu racsostartokban te-
hat szerkezeti tartalék nincs. Ha viszont a csoméponti kapcsolatok nyomaték-
bir6 kialakitasuak, akkor egy rud sérilése, teherbirasinak csOkkenése esetén,
éppen belsé tobbletmerevsége, statikai hatarozatlansaga révén,
(t6bbletdeformaciok aran) a szerkezet tobbi része tud ,,segiteni” a sériilt elemnek,
a belsé erdk atrendez6désével a szerkezet allékony és teherbiré marad(hat). En-
nek alapjan a tényleges, befogott csomopontokkal készilé szerkezetek mindig
nagyobb teherbirassal rendelkeznek, mint amit a csuklés modell alapjan meghata-
rozhatunk, azaz a befogott csomoépontu racsostartoban van szerkezeti tarta-
Iék. A csuklés csomoéponti kapesolatok feltételezésével tehat szamitasi eredmé-
nyeink a valds értékeket a biztonsag javara kozelitik.

A csuklés csomépontd modell alkalmazasat indokolja egy masik megfontolas is:
a mérnoki tervezés mindig szertedgazo, leggyakrabban egymasnak ellentmondé
feltételek kozotti iterativ, visszacsatolasos kompromisszumkeresés. Nem
érdemes tehat r6gtén elsé 1épésben egy bonyolult, munkaigényes szerkezeti —
szamitasi modellt alkalmazni, hiszen a végleges eredmények csak t6bb 1épcsé
utan kaphatok (az elsé 1épésben nem tudvan a raderéket, nem tudhatjuk, milyen
keresztmetszetd rudakat kell alkalmaznunk, igy nem tudjuk felvenni a szerkezet
Onsulyat sem). Az els6, a tényleges szerkezet viselkedését még csak kozelitGen
leité modell eredményei alapjan mar lehet pontosabb kiindulasi adatokat felven-
ni, és ezekre mar érdemes egy pontosabb szerkezeti-szamitasi modellt is kidol-
gozni.
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7.3. A racsostartok halozati megoldasai

A racsostartoban a csomoépontokat 6sszekotd, a rudtengelyeket kijel616
vonalhalézatot a racsostart6 halézatanak nevezzik.

A halozati elemek szokasos elnevezése

fels6 6vrudak

O O O
als6 ovrudak masodlagos racsozas

Az alkalmazandé halézat megvalasztasa, kialakitasa részben a megoldandé
feladat, részben az alkalmazandé anyag és technoldgia fiiggvényében tor-
ténhet. Az alabbiakban bemutatjuk a legjellemz6bb halézati megoldasok
szerkezeti képét, elnevezését és vazlatos rajzat.

SZIMMETRIKUS RACSOZAS

SZIMMETRIKUS RACSOZAS
OSZLOPOKKAL

OSZLOPOS RACSOZAS
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SZIMMETRIKUS RACSOZAS
MASODLAGOS ELEMEKKEL

(nagy terhelést alsé 6v esetén)

,,K” RACSOZAS
(a képen ahid1,5K récsozésﬁ)

V//NNNN

N\NNAAY

(ideiglenes hidként)

, X” RACSOZAS

(gyaloghidként vagy nagy szerkeze-
tek vizszintes merevitéseként)

Megjegyezzik, hogy a valédi X ra-
csozas statikailag sokszorosan
hatarozatlan szerkezet.

Merevitésekben tobbszor ugy sza-
mitjak, hogy az X alakban futé
racsrudak kozil mindig csak a ha-
zott clem dolgozik, igy a nyomott
elem stabilitasi teherbirascsokkenése
figyelmen kivil hagyhato.

..és végiil: ilyen hidat is lehet
épiteni racsos szerkezetbdl!
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7.4. A racsostartok alakja

A racsostartok alakja a szerkezet mikodése, a belsé kapcsolati erék
meghatarozasi lehet6sége szempontjabdl indifferens, lényegtelen. Az alak
helyes megvalasztasaval (bizonyos mértékig) befolyasolni lehet a belsé
er6k, elsGsorban az dvruderdk alakulisat. Ezen tilmenden a racsos szer-
kezetek alakjat az alatamasztando6 szerkezet funkcionalis kévetelményei
és esztétikai szempontok alapjan hatarozzak meg. Csarnokszerkezetek
racsos fétartoiban a felsé 6v ferdeségével allitjak be a kivant tetShajlast,
hidszerkezetek esetében az ives vonalvezetéssel az erék biztonsagos leve-
zetésének érzetét (is) erdsitik.

Bar a racsostartokban a raderé-meghatarozas elvi megoldasai a szerkezet
alakjatol fuggetlenek, a gyakorlati szamitasi munkat jelentésen megkony-
nyitheti az egyszerbb alak valasztasa, elsésorban az 6vrudak egyenes (és
méginkabb parhuzamos) vonalvezetése.

Az alabbiakban bemutatjuk a leggyakrabban alkalmazott kéttamaszu
racsostarto-alakokat és a hozzajuk kot6ds szokasos elnevezéseket.

PARHUZAMOS OVU
RACSOSTARTO

KIEKELT FELSO OVU
RACSOSTARTO

HAROMSZOG ALAKU
RACSOSTARTO

SZEGMENS ALAKU
RACSOSTARTO

(CSONKA) SARLO
ALAKU RACSOSTARTO

LENCSE ALAKU
RACSOSTARTO
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7.5. A racsostartok rauderomeghatarozasi
modszerei

A belsé statikai hatarozottsag érvényessége végett e targy keretében a
racsostartokat mindig idealisan csuklés csomoéponta szerkezetekként
modellezzikk. E modellben a statikai egyensulyi egyenletek elegendéek
belsé kapcsolati erék, nevezetesen a ruderék értékének meghatarozasahoz.
A rader6k meghatirozasat kétféle mechanikai megkozelitéssel, a
racsostarto, mint 6sszetett tartd kétféle elemre bontasaval végezhetjiik:
a csomopontok — csuklok egyensulyi allapotanak vizsgalata

(csomoponti médszer)
a kétfelé vagott szerkezet tartérészeinek egyensulyi vizsgalata

(atmetsz6 modszer)
Az elvi alapok, az egyensulyi allapot megteremtésére kiszemelt tartdelem —
tartorész kivalasztasa (mint szerkezeti-stratégiai dontés) utan tébbféle
szamitastechnikai eljarast (mint szamitasi-taktikai dontést) alkalmazhatunk.
A rader6k meghatarozasara a kovetkezékben 3,5 eljarast ismertettink:
szerkesztés
kézi szamitas
gépi szamitas
szemlélet (ez csak a ruderd elGjelét szolgaltatja, de azt egyszertien)
A szerkesztéses megoldas mind a csomoéponti, mind az atmetszé mod-
szerben alkalmazhaté, és régebben nagy hidszerkezetek raderd-
meghatarozasara is hasznaltak, de a mai szamitastechnikai lehet6ségek
mellett alkalmazasa a szemléleti vizsgalatokra szorult vissza.
A kézi szamitas szintén mind a csomoponti, mind az atmetszé modszer-
ben alkalmazhato, egyszertibb szerkezeteken végezhetjik, ill. a gépi szami-
tas (szaroproba-szerd) ellenérzésére hasznalhatjuk. A kézi szamitas soran
mod nyilik a kivalasztott szerkezetrész egyensulyi kijelentése alapjan felir-
haté egyenletek fajtajanak (vetileti vagy nyomatéki) és optimalis sor-
rendjének (X vagy Z iranyra szamitott) megvalasztasara, és igy a szamitas
szerkezet- és elemfliggd egyszertisitésére.
A gépi szamitas a rader6-meghatarozast (a szamitégépek gyorsasagat,
pontossagat és nagy szamitasi kapacitasat kihasznalva) a szerkezet egészé-
re végzi el, viszont (a szamitogépek kreatfiv dontéshozo képességének
hianyaban) az egyszerisitési lehet6ségek felismerésére nem képes (igaz,
nincs is ra sziiksége). A gépi szamitasban tehat csak a minden szerkezeti
elemre kiterjedd, ,,gépies” megoldasokat érdemes programozni.
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A szemléleti vizsgalat nem tekinthetd teljes értékiinek, hiszen (szamitas
hijan) a raderd értékérél nem ad informaciot, és alkalmazasa is (jobbara
az 6vrudakra) korlatozott, de a raderék elGjelét, azt hogy a rad huzott
vagy nyomott, igen egyszerden és szemléletesen szolgaltatja.

A szemléleti ruderd-vizsgalat a teljes szerkezet viselkedést elemzi, igy
nem kotheté sem a csomoépontok, sem a tartorészek egyensulyi vizsgala-
tahoz, hasznalatat ezért itt mutatjuk be.

Ha a megterhelt tartobdl egy rudelemet (célszerien a vizsgalando ru-
dat) kivesziink, a megmarado6 szerkezet labilis szerkezetté, mozgasi me-
chanizmussa valik. A terhek hatasara ezen kinematikai szerkezeten be-
kovetkezd elmozduldsokat felvazolva lathato, hogy az eltavolitott rad csat-
lakozasi pontjai a mozgas nyoman tavolodnak vagy koézelednek egymas-
hoz. Minthogy mi a szerkezetet az eredeti, elmozdulas nélkili allapotaban
akarjuk hasznalni, a csomépont-par eredeti relativ pozicidjat kell helyrealli-
tanunk, és ehhez a tavolodé csomoépontpar esetén huzéerdre (hizott
radelemre), a kozeled6 csomoépontpar esetén nyomoerdre (nyomott
rudelemre) lesz sziikség.
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7.5.1. A ruderdk jeldlése, azonositasa

A racsostartokban a csomoépontokat arab szamokkal szokas jelolni,
mégpedig (a késébbi konnyebb radazonositias érdekében) az egyik 6v
csomoépontjait paros, a masik 6v csomépontjait paratlan szamokkal. A
specialis racsozasu szerkezeteken (masodlagos racsozas, K racsozas) az
ovek kozott elhelyezkedé csomopontokat kis bettikkel (is) jelolhetjik.
Szimmetrikus racsostartok esetében eléfordul, hogy a szimmetrikus hely-
zetd csomoépontokat azonos szammal jelolik, csak az egyik oldal
csomopontazonositol megkiilonboztetésiil egy felsé vesszot kapnak.

A csomoépontok azonositéinak ismeretében a rudakat a szomszédos
csomopontok jelz8szamaival azonositjuk: i-j rad, vagy S;;. A rud két
végén fellépd raderSk egymas ellentettjei, és a csatlakozé csomdpontokra
ezek ellentettjei mikodnek. Minthogy egyensulyi vizsgalatainkban mindig
a rad altal (a csatlakoz6 csomopontra, vagy a szétvagott tartd egyik részé-
re) kifejtett er6k szerepelnek, célszertien ezekre valasztunk egyszerd jelo-
lést.

Megjegyezziik, hogy a mérnoki gyakorlatban az ismeretlen raderéket min-
dig huzottnak tételezziik fel, és ennek megfeleléen a pozitiv ruder6 a
szamitasi eredményekben is mindig a htizéer6t jelenti.

((B5))=5=5;,

i-j rud

i
&S]

A muszaki gyakorlatban a raderdk jelélésében az els6 index azt a csomo-
pontot azonositja, amelyre a rad az er6t kifejti, a masodik index pedig
a rad masik végéhez csatlakozé csomoépont jele. Természetesen ennek
megfeleléen a rad altal a két csatlakoz6 csomdpontra kifejtett (azonos
hatasvonald, de egymassal ellentett vektord) erd jele indexcserével kapha-
to.
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7.5.2. Csomoéponti moédszer

A csomoéponti modszer a csuklépontok nyugalmi allapotabdl, a rajuk
mikodé (k6zos metszéspontd) erdk egyensulyabol indul ki. A k6z6s met-
széspontu erbkre vonatkozo egyensulyi kijelentés alapjan két (matemati-
kailag fiiggetlen) statikai egyenlet irhaté fel. Ezek azonban lehetnek akar
vetiileti, akar nyomatéki egyenletek, s6t esetenként célszerd lehet a cso-
moépontra mikédd erdk vazlatos (egyensulyi) vektorabraja alapjan felirha-
t6 hasonldsagi 6sszefliggések hasznalata is.

A kilsé terheld, aktiv er6k és az egyensulyozé kényszererdk, passziv
er6k egyiittesen egyensulyi er6rendszert alkotnak.

Az 1. jelii csomoépont vizsgalata vetiileti egyenletekkel

A csomopontra csak két ismeretlen raderd hat, ezeknek a hatdsvonala
ismert, csak a nagysaguk keresendd. Az ismeretlen raderéket huzottnak
feltételezve a csomopontra hatd erék egyensilyi kijelentése, és az ennek
alapjan felirhato vetiileti egyenletek:

(A’ 8121914 ) =0 ;F"X =FSiox #8145, =0

ZE,Z =+A+ Sl—Z,Z + Sl—3,Z =0
1.

A fenti egyenletrendszerben a rader6k X és
Z iranyu Gsszetevél a rudak geometriai hely-
zete alapjan az S, és S, ; raderdk és az allas-
szO6g megfelel6 trigonometriai fliggvényével,
vagy a vektorabra és a geometriai abra hason-
l6saganak felhasznalasaval felirhatok. A két
ismeretlen rader6 meghatarozasara a két sta-
tikai egyenlet elegendd.
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Az 1. jelii csomoépont vizsgalata nyomatéki egyenletekkel

Egy koz6s metszéspontt erérendszer egyensulya nemcsak vetiileti, hanem
nyomatéki egyenletekkel is igazolhatd. Ha pedig a nyomatéki egyenletet
az egyik ismeretlen (rad)er6 hatasvonalan kivalasztott pontra irjuk fel,
abban csak a masik (rad)er6 szerepel, azaz az ismeretlen ruderd értékét
egyismeretlenes egyenlet megoldasaval hatarozhatjuk meg. Masodik sta-
tikai egyenletként a masik (rad)eré hatasvonalanak egy pontjara {rva nyo-
matéki egyenletet az elsé ismeretlen raderé értékét szamithatjuk, ismét
csak egyismeretlenes egyenlet felhasznalasaval.

Valéjaban az egyiitthatok ,,lgyes” megvalasztisaval a csomdpont egyensulya
alapjan felirhat6 kétismeretlenes egyenletrendszer két, egyenként egyismeretlenes
egyenletre esett szét. Altalanossagban is igaz, hogy a kézi szamitasokban a
nyomatéki egyenletek jobban hasznalhaték, hiszen egy jol megvalasztott pont-
ra vonatkoz6 nyomatéki egyenletbél az egyik ismeretlen teljes egészében,
mindkét (a térben akar mindharoml!) 6sszetevéjével kiejthetd, mig a vetlleti
egyenletekbdl csak a valasztott tengelyre merdleges er6komponensek esnek ki.

A nyomatéki egyenletek felirasa soran felhasznalhatjuk a racsostarté (most
éppen nem hasznalt) geometriai adatait, példaul az S, , raderé meghataro-
zasahoz a nyomatékot a 3. csomépontra irjuk fel, természetesen az egyen-
salyi kijelentésnek megfelelen az 1. jelt csukléra mikods erdkre.

Az ismeretlen rader6khoéz tartozé erékarokat az 1-2-3 haromszog kétsze-
res teriiletének felhasznalasaval allithatjuk el6 a legegyszeribben. A rud-
hosszak s;; értékei a halézat geometriai adataibol (pl. a Pythagoras tétel
segitségével) el6allithatok. Az 1-2-3 haromszog kétszeres tertletét meg-
kaphatjuk az s,; csomoéponttavolsag (rudhossz) és az a kerettavolsag
(osztaskoz) szorzataként, de az s,, csomoéponttavolsag (vagy, ha agy tet-
szik, radhossz) és a kj,; magassig, valamint az s,; csomoéponttavolsag
(vagy, ha ugy tetszik, radhossz) és a k, ;, magassig szorzataként is.

A Pt
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A nyomatéki egyenletek tehat a kovetkez6képpen alakulnak:

axs .
ZMI,(?’) =+Axa+S, ,xk, _,,=0,ahol k , = 23 — §,, negatfv
L ’ ’ S1-2
(2) hol axs, s S .,
ZMi :+A><a—S1_3><k1_312 =0, aho ](173'2 = — S, ; pozitiv
I S1-3

Ha nem kivanjuk az ismeretlen riderék ferde karjat szamolgatni, azt is
megtehetjiik, hogy a nyomatékot a keresett ruderé koordinatatengely-
iranyd komponenseibdl hatarozzuk meg. Ez esetben a komponensekhez
tartozo kar a halézat geometriai adataibdl kézvetlentl adédik.

1 2

A nyomatéki egyenletek az ismeretlen er6komponensek segitségével:

a h,

ZM(s) =+Axa=8 ,y xh 4 +S,,,xa :AXG_SHﬁXhH +SHTX“ =0
L (@ +h;) (a"+h3,)
ZM(Z) =+AXa=S8 3y XM, +S, 5, Xa:Axa—SH% h_, +S1_3%><a =0
1 (@ +h ;) (@ +h ;)
Az egyenletekben az Gsszevonast elvégezve:
> MP :Axa—SHLth +S172an =Axa+S,, xaw =0
1 v (az +h£2) v (a2 +h£z) Y (az +hlzfz)
> MP =A><a—SHL><hH +SHLXQ =Axa-S,, ><aM =0
L V(@ +15) (@ +h) (@ +15)

A hy,-hy; helyére az s, 5, a [(o? +#2,) helyére az s;;, 2 \[(a*+4?,) helyére az
81, értékét irva a nyomatéki egyenletek a kévetkez6 alakot oltik:
axs,

s _
S M —dxa+S,,xa23 =0 ahol k_,, =
T Sip S12

xSy 3

, 4zaz ZM@ =+Axa+S, ,xk,_,3=0
1

K _
ZMQ) :Axa—SHXaﬁ -0 ahol k1—3,2 =
1 S13 S1-3

Ezek az alakok mar teljesen megegyeznek az eredeti hatasvonalt raderék-
re a ferde karokkal felirt nyomatéki egyenletekkel.

» 4222 N MO =+Axa—S, ;xk 5, =0
1
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Tovabbi egyszertsitésre ad lehet6séget, ha kihasznaljuk, hogy merev(nek
tekintheto) testek esetében az erék a hatasvonaluk mentén eltolhatok. Ha
ugyanis a feltételezett iranya vizsgalandé rdderét a hatasvonal mentén
olymértékben mozditjuk el, hogy az egyik OsszetevGje a valasztott pontra
ne forgasson, akkor a nyomatéki egyenletiinkbdl a masik raderd mellett
a vizsgalando raderének a ponton atmend 6sszetevdje is kiesik.

A nyomatéki egyenletek az elmozditott er6komponensek segitségével:

ZM'(3):+AXa+S1-2xX(hl-2 —h)=Axa+S, ,————x(h,— }‘13):AXG+S1_2XG£:0

T ’ (@ +/’l1 ) Siz

> MP =Axa=S, g % (h s ~h o) = Axa=S, ;e ~hy5) = Axa =S,y xa "2 =0
L \/(a +h1 ) Si3

azaz ismét megkaptuk az eredeti nyomatéki egyenleteinket.

Megjegyezziik, hogy az egyenletben a 3. ill. a 2. jeld pontok helyett barmely mas,
az egyenletbdl kiejtendd rideré hatasvonalan 1évé pontot is valaszthattunk volna,
a halézati pontok mellett csak a célszeriség szol: ezeknek a koordinatai a halozati
geometridban adottak.

Az 1. jeli csomoépont vizsgalata vazlatos szerkesztéssel

A csomépontban az egyensulyhoz az ott mikédo (aktiv és passziv) erék
vektorabrajanak zartnak kell lennie. Szerencsés esetben (pl. a szélsé cso-
moépontokban) a csomoépontban csak egy aktiv er6 és a két, keresett
ruder6 mikodik. Ezek vazlatosan megrajzolt, zart vektorharomszogéhez
hasonlé geometriai haromszoget fellelve a halézati rajzon, az egy ismert
er6 alapjan a keresett rader6k nagysaga a haromszogek hasonldsaga, azaz
aranyparok felhasznalasaval is elGallithat6. A ruderdk elSjelét, hogy ti.
melyik lesz huzott és melyik nyomott rad, a vektorabrabol kiad6dé vek-
tort a csomoéponthoz illesztve kapjuk meg: ha a (raddal megegyez6 olda-
lon odaillesztett) vektor hizza a csomépontot, a rad(erd) hazott lesz.
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A kékkel jelolt geometriai haromszogben az oldalhosszak az s,,, 8.3, S,3
rudhosszakkal egyeznek meg. Felhasznalva a hasonlé haromszoégek meg-
felel6 oldalainak aranyara vonatkozo Osszefliggést:

S S S S K S
L2 =2 g0y S, = AxEE ¢s =12 g0, 5 .= A
A So3 So3 A So3 So3

A nyomatéki egyenletekbdl S,, és S ; értékét kifejezve, ugyanezekre a
szamértékekre jutunk. A raderék elGjelét a csomoépontra (a ruddal meg-
egyez$é oldalon) visszarajzolt eredményvektor mutatja meg: az S,, erd
nyomja a csomopontot, tehat a rad nyomott lesz, az S, ; er6 htzza a cso-
moépontot, tehat a radban huzoéeré keletkezik.

§1'3I ,

—X 'A,w '/§1'2

Meg kell jegyezniink, hogy ez a mddszer jobbara csak a szélsé csomopontokban
alkalmazhat6, mert ha a csomoépontban haromnal t&bb erd talalkozik, a vektor-
abrdhoz hasonl6 geometriai megtalalasa, adatainak megallapitasa célszerGtlenil
bonyolultta tenné a hasonldsagi 6sszefiggés hasznalatat. Akkor sem célszerd ezt
a megoldast valasztani, ha csak harom eré mikédik a csomoépontban, de az is-
mert er6 nem koordinatatengely-iranyu.

A raderdk elGjelének vizsgalata szemlélettel

A vizsgaland6 rud (ideiglenes) eltavolitasaval kialakulé mozgasi mecha-

nizmus elmozdulasainak elemzése itt is lehet6séget nyujt a keresett rud-

erdk el6jelének egyszerd meghatarozasara:
az 1-2 rudat eltavolitva az 1. és 2.
jeld csomopontok kozeledni akar-
nak egymashoz, ennek megakada-
lyozasara az 1-2 rad nyomott lesz;
az 1-3 rudat kivéve az 1. és 3. pon-

" tok tavolodasat a huzott 1-3 rad
tudja megakadalyozni.
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A csomoéponti modszer alkalmazhatésaganak (barmilyen szamitastechnikai
megoldast valasztunk is) feltétele, hogy a csomépontban legfeljebb két
ismeretlen erd lehet (a ferde hatasvonali rdderék koordinatatengely-
iranya Osszetevéi nem tekintheték fliggetlen ismeretleneknek, hiszen a
hatasvonal allasanak fiiggvényében a ruder6bdl kifejezhetok).

A csoméponti modszer alkalmazasa tehat csak a szerkezetvégeken in-
dulhat, majd a mar meghatarozott raderék értékeinek felhasznalasaval
folytatodhat a bels, eredetileg kett6nél tobb ismeretlen raderét tartalma-
z6 csomoépontokon. Az eljaras tehat szigorian szekvencialis, sorban
kell végigmenni a csomoépontokon, még akkor is, ha csak egy belsé rud-
erére vagyunk kivancsiak. A csomoéponti médszer masik problémaja szin-
tén a szamitasok egymasra épiilésébdl forrasozik: miutan egy csomoépont-
ban az ismeretlen raderék értékének meghatarozasahoz fel kell hasznal-
nunk a korabban érintett csomépontok ruderdit, az azokban esetlegesen
elkévetett hibak a késébbi raderék értékeiben halmozottan jelennek
meg, cgy szamitasi hiba az Osszes ezt kovetben szamitott raderd értékét
hibdssa teszi.

Ugyanakkor a csomoéponti moédszerben minden csomoépontra alkal-
mazhatjuk ugyanazt az eljarast, akar ugyanolyan statikai egyenleteket is
irhatunk fel, és ezzel (bar a szamitasi munka nem csékken, de) a szamitas
végrehajtasa egyszertsodik, az elvi hibak elkévetési valoszintsége csokken,
és az eljaras gépesithetd, konnyen programozhato.
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A szimmetrikus helyzetii csomdpont vizsgalata

A szimmetrikus hal6zati poziciéju csomoépontban az egyensulynak is,
és az er6k szimmetriajanak is teljesiilnie kell. Ha a csomépontba csak
harom rad csatlakozik, az egyik bizonyosan a szimmetriatengelyben, a
masik ketté pedig szimmetrikus poziciéban all, lasd a 4. csomoépontot. A
csomopont egyensulya megkivanja, hogy e két raderének a szimmetria-
tengelyre meréleges Osszetevéje azonos nagysagu és ellentett iranyu le-
gyen, a rudak szimmetrikus elhelyezkedésébdl viszont az kovetkezik,
hogy maganak a két raderének is azonos értékiinek kell lennie. (Az
abran a huzottnak feltételezett ruderdiranyokat szerepeltettiik, a tényleges
terhelésbdl a felsé 6vben nyomoerdk szarmaznak!)

4.

Vegyiik észre, hogy a az S, , és az S, ¢ ruder6k azonossaganak megallapita-
sa soran elegendd a halézati szimmetriat felhasznalnunk, a terhelés lehet
aszimmetrikus is (a vizsgalt csomoépontban viszont csak szimmetrikus
terhel6 erd lehet!).

A szimmetriatengelyen 1év6, harom (rad)erével terhelt csomépontban a
ferde raderék azonossaga a teher szimmetriajatdl fiiggetleniil teljesil. A
szimmetriatengelyben levé (rad)erd a két masik eré (azonos értékd) veti-
letosszegének ellentetje lesz.

A vakrudak

Azokat a rudakat, amelyekben a csomépont halézati és a terhelési para-
méterei alapjan (tObbnyire szemléletbdl, azonnal) megallapithat6, hogy a
ruderének zérusnak kell lennie, vakrudaknak nevezziik.
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A vakrudakat eredményezé tipikus hal6zati-terhelési helyzeteket az alabbi-
akban mutatjuk be (az abrakban a huzottnak feltételezett ruderé-iranyokat

szerepeltettik):

ZE‘,z = Si—k,t =0

minthogy a vizsgalt rudak nem merdlegesek a valasztott tengelyre, a rad-
er6knek kell zérus értékticknek lenni.

Si—k =0

Ha egy harom rudat 6sszekapcsold
csomépontban két rud tengelye
egy egyenesbe esik, és a csomo-
pont terheletlen, akkor a ko6zos
tengelyvonalra merdlegesen felvett t
tengelyre felirt vetileti egyenlet csak
akkor teljesiil, ha a harmadik raderé
értéke zérus, azaz a harmadik rad
vakrad.

Ha a csoméponton a kozos tenge-
lyd rudakra meréleges teherkompo-
nens is van, annak felvételére vi-
szont (t iranyu vetilete révén) csak a
harmadik rad képes, tehat a raderd
egyismeretlenes egyenletbdl szamit-
hato.

k

ZE,tl = Si—k,tl =0 ZE”Z = Sif_/,zz =0

S,,=0,S,,=0

Ha egy csomoépontot csak két rad
kapcsol a szerkezet tobbi részéhez,
és a csomopont terheletlen, akkor
a t, és t, tengelyekre felirhat6 vetiile-
ti egyensulyi egyenletek egyidejlileg
csak ugy teljesiilhetnek, ha mindkét
rudban a ruders értéke zérus, azaz
mindkét rad vakrad. Ugyanerre a
megallapitasra jutunk akkor is, ha az
i csomopontban talilkoz6 S;; és S,
er6k egyensulyat vizsgaljuk: a két
er6 nem kozos hatiasvonald, egyen-
saly tehat csak akkor lehet, ha
mindkét eré értéke kilon-kilon
zérus.

Megjegyezziik, hogy a rudak vakrid-mivolta terhelésfiiggd, azaz az egyik terhe-
léskombinaciéra vakrad-tulajdonsagokat mutat6é rudban egy masik teherkombi-
naciobdl  keletkezhet Emellett a halézati tulajdonsagok alapjan
vakrudaknak minésilé radelemek fontos szerepet jatszhatnak a szerkezet stabi-
litasanak biztositisaban. A vakrudak tehat csak a szamitasban hagyhatok fi-
gyelmen kiviil, a szerkezetb6l nem tavolithatok el!

raderd.
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7.5.3. Atmetsz6 médszer

A csomoponti médszer a nagyon szigoru szekvencialitasaval a legfonto-
sabb, mértékadé rader6k meghatarozasaban csak hossza, a keresett érték
szempontjabol folosleges munkaval szolgaltat eredményt. Az Gsszetett
tartok esetében azonban lattuk, hogy a szerkezet belsé kapcsoléelemeinek
(ideiglenes, gondolati) elvagasa utan megmaradé szerkezetrészeknek is
nyugalomban kell maradniuk, a rajjuk makods erérendszernek is egyen-
sulyban kell lennie. Ilyen esetekben a megmaradt két ,,fél”tartéra a kiilsé
aktiv és passziv er6k mellett az elvagott, eltavolitott szerkezeti kapcsolo-
elemek kapcsoloképességét helyettesits, egyelre ismeretlen nagysagu, de
(a racsostartok esetében mindig ismert hatasvonald) kapcsolati erék is
muikodnek. Tekintettel arra, hogy egy (sikbeli) szerkezet egyensulya alap-
jan harom fuggetlen statikai egyenlet irhat6 fel, egyenleteink a kils6 aktiv
és passziv eréket ismertnek tekintve harom 4j kapcsolati er6komponens
meghatarozasara elegendéek. Ha tehat a szerkezet kétfelé vagasa soran
haromnal nem t6bb belsé kapcsolati fokszamot sziintetink meg,
racsostartok esetében a szerkezetet haromnal nem t6bb rud atvagasaval
két fiiggetlen darabra tudjuk bontani, a szerkezetdarabok egyensulya
alapjan a kapcsolati erék, esetiinkben az atmetszett rudakban ébredé rud-
er6k csak a statikai egyenletek felhasznalasaval meghatarozhatok. Sikbeli
racsos szerkezetek esetében tehat az atmetsz6 modszer harmas atmet-
szésként alkalmazhato.

A két tartérész egyensulya alapjan meghatarozott raderék természetesen
egymas ellentettjeiként adddnak, de a rud a vizsgalt tartorész helyzetétdl
fuggetleniil azonos igénybevételd, huzott vagy nyomott lesz.

Az egyensulyi kijelentések alapjan tetszéleges (de maximum harom flgget-
len!) statikai egyenlet irhaté fel egy szerkezetre. Az egyenletek ,,Ugyes”
megvalasztasaval az altalanos esetben haromismeretlenes egyenletrendszer
harom, egyismeretlenes egyenletre esik szét, és a keresett raderdk igen
egyszertien hatarozhatok meg. A rdderémeghatarozast alapvetéen a kere-
sett rad fépontjara (a masik két atmetszett rud tengelyvonalainak metszés-
pontjara) felirt nyomatéki egyenletekkel célszertt végezni. Ha (pl. parhu-
zamos OvU tarton) az egyik radhoz nem rendelhet6 f6pont, akkor a két
masik, parhuzamos rdd tengelyeire merdleges vetiileti egyenlet felirasaval
nyerink a keresett ruderét egyedili ismeretlenként tartalmazé egyenletet.
A nyomatéki egyenletekben a ferde raderéket szerepeltethetjik valos ira-
nyukkal, ez esetben a féponti tavolsaguk meghatarozasa kivan geometriai
megfontolasokat, vagy szamithatjuk nyomatékukat a koordinatatengely-
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iranyu vettleteikbdl is, amikoris az ismeretlen ruderék vetiileteinek para-
méteres értékeit kell el6allitanunk.

A harmas atmetszés egyensulyi kijelentései alapjan szerkesztéses megoldas
is valaszthat6: a harom, ismert hatasvonala erével torténé egyensulyozas
esetére bemutatott CULMANN-féle szerkesztés A gyakorlatban ezt az
eljarast racsostartoknal mar nem alkalmazzuk, de az ezen alapulé HA-
SONLOSAGI MODSZER késébbi tanulmanyainkban, a mozgé teher
hatasara bekovetkezd raderévaltozas vizsgalataban bizonyul majd rendki-
vil hasznosnak.

Ezeket a megoldasi eljarasokat a csomoponti médszer kapesan is targyal-
tuk, lathato tehat, hogy a csoméponti médszer és az atmetszé modszer
nem a valaszthat6 raderémeghatarozasi médszer (szamitas vagy szerkesz-
tés), és nem is a felirhat6 egyenletek jellege (vetiileti vagy nyomatéki) alap-
jan kulonboztetendé meg, hanem az egyensulyi vizsgalatba bevont eltérd
szerkezeti rész, szerkezeti elem (egy csomopont egyensulya, ill. egy
,»fél’tart6 egyensulya) jelenti a két modszer kozotti 1ényegi eltérést.

A f8ponti nyomatéki egyenletek alkalmazasa

A racsostartot (a keresett rudat is tartalmazé) harom rad atvagasaval két
figeetlen darabra bontjuk. A tartorészekre felirt egyensulyi kijelentésekben
a kils6é er6k mellett az atvagott rudak tengelyében mikoéds, hazottnak
feltételezett, ismeretlen nagysaga ruderdket is szerepeltetniink kell. A leg-
egyszerubb egyenletek felirasahoz a keresett ruderSk fépontjait a két ma-
sik atvagott rud tengelyvonalainak metszéspontjaiként kereshetjik meg.
Az o6vrudak fépontjai halézati csomoépontokként talalhatok meg, a
racsrudak-oszlopok fépontjainak helyzetét (ha vannak fépontok) a hal6za-
ti geometria ismeretében hasonlé haromszoégekkel, aranyparokkal,
vagy trigonometriai 6sszefiiggésekkel hatarozhatjuk meg.

Nyomatéki egyenleteket természetesen nemcsak a fépontokra, hanem
barmilyen mas pontra is felirhatunk, igaz, ez esetben az egyenletben nem-
csak a keresett ruderé fog szerepelni. Ha az egyik (6v)ruderét mar megha-
taroztuk, és a racsrad f&pontja nehezen meghatarozhatd, valaszthatunk
nyomatéki pontot a harmadik atvagott rud tengelyvonalan is, amelyre a
keresett ruderé mellett csak a mar ismert ruderének van nyomatéka.
Megjegyezziik, hogy az atmetsz6 modszer alkalmazasa soran a belséleg
merev, racsos szerkezetd tartéelemeken a kiilsé kapcsolati erket (tamasz-
er6ket) ismertnek tekintjiik, azok ugyanis a raderdktdl flggetlentl, a to-
mortartés modell alapjan eléallithatok.
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A meghatarozni kivant rudak ismeretében felvehetjiik a harmas atmet-
szést, és felrajzolhatjuk a két ,,fél”tartéra mikodo terheket. A két megma-
rad6 tartérészt a tovabbiakban merev testként kezelhetjik, tehat az at-
metszésben nem szerepld rudakkal nem kell, s6t nem is szabad foglal-

koznunk. )
F, 4.
\ 2.> _ I _6.
h
ez ) 3 7
h,; /1. \ 5] FZ 8.
a a V a a L

k25025

A rader6k a BAL oldali

tartorészre felirt féponti A
nyomatéki egyenletekbdl:
+ 5
ZM(iLZSO ZMl(ile ZMl(ililSO) +Ny
Sy =E——(H) S, 4, = —M—(Ny) Sy s =t (— )
ks s, 245 ky_s 0,5

A tényleges er6hatasvonalak és az ezekhez tartozé ferde karok alkalmaza-
sa helyett (a csoméponti mddszer nyomatékszamitasahoz hasonldan) itt is
szamithatjuk a nyomatékot az eré koordinatatengely-iranyd Osszetevéibdl,
és az ezekhez tartozo, szintén tengelyiranyu kar-vetiiletekbdl.
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A jobb oldali, szintén merev testnek tekintett tartorészre az atvagott rudak
potlasara beiktatott, hizottnak feltételezett raderék hatasvonalainak met-
széspontjai ugyanazokat a f6pontokat jel6lik ki, mint amelyeket a bal oldali
tartérész esetében mar meghataroztunk. Természetesen igy a keresett
er6khoz tartozé erdkarok is azonosak lesznek, és a féponti nyomatéki
egyenletekben csak a figyelembe veend6 kiilsé er6k csoportja lesz mas.
Tekintettel arra, hogy a két tartérészre vonatkozo egyensulyi kijelentésben
minden kiilsé (aktiv és passziv) er6 egyszer és csak egyszer szerepel-
het, és az egész szerkezetre vonatkozéan az 6sszes kiilsé erd egyen-
sulyban van, a két részre mikodd kiilsé erék hatasa egymas ellentettje
lesz. Figyelembe véve, hogy az atvagott rud altal a két kapcsolt szerkezet-
re kifejtett er6k is egymas ellentettjei, a két tartorészre felirt féponti
nyomatéki egyenletekbdl a ruderdkre elGjelre és nagysagra is azonos
értéket fogunk kapni.

Sss
JOBB(F,,B,S, 555 5:53) =0 ¥

Az S,, és az S; ;5 ruder6k meghatarozasara ez esetben is a féponti nyoma-
téki egyenlet a legcélszeribb, az S, , rdderé szamitasat azonban most a 4.
pontra felirhaté nyomatéki egyenlet alapjan is bemutatjuk.

ZM i(,zlsa ZM - JOZB ;\4[(%5) |
=_JO0BB _ (H S, :_L(Ny) S, :—(_)
S573 k375 ) ( ) 4-2 k2_415 5-2 kz_S’OH Ny

(a radtengelyvonalak és a f6pontok tavolsagai, azaz a kar-értékek a csomoponti
sorrendtd], a vizsgalt radvégtol, a BAL vagy JOBB oldaltdl fiiggetlenek!)

A nyomatéki nletet a 4. pontr (4
fiyomatekl egyenietet a . pontra ZMMM + 855 (H)xks 54
felirva az S;, rader6 az Sy, ruderd S —_.JoBB
52 =

felhasznalasaval, de egyszerG kar-
szamitassal allithato eld.

k2—5,4
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A hasonldsagi modszer alkalmazasa

Az oveket 0sszekotd racsrudak és oszlopok ruderd értékének meghataro-
zésara elényosen alkalmazhaté a HASONLOSAGI MODSZER. (Megje-
gyezzik, hogy a geometriai és a vektorabra hasonldsagat sokszor felhasz-
naljuk a kapcsolati erék meghatirozsa soran, de HASONLOSAGI
MODSZERként csak ezt, a CULMANN-féle szerkesztésen alapul6 elja-
rast nevezzuk.)

A hasonldsagi modszer szerint a harom ismert hatasvonala erével térténd
egyensulyozas esetén a terhel6 erérendszer ereddjéhez kozeli allasa erd
értékét az ered6 nagysagabdl egy geometriai metszékekbdl allo torttel szo-
rozva kapjuk meg, amelyben a metszékek mindegyike a masik két hatas-
vonal kozott olvasando le, a z jeld metszékek az ered6vel parhuzamosak,
az s jeld pedig a keresett ruderé hatasvonalaban mérendd.

SXZ
_ R
8,5 = Ry itss X
%z, [|A

Az Osszefliiggés sajnos a raderd eldjelét nem szolgaltatja, azt szemléletbdl
(pl. a fépont becsiilt pozicidjara vonatkozé nyomatéki egyensulybol) lehet
meghatarozni.
Ha az ered6 értékét, helyét nem kivanjuk meghatarozni, a hasonlésagi
modszer erénkénti alkalmazasaval egymasrahalmozassal is eléallithatjuk
S, ;s értékét. Ebben a szamitasban az s, z, és z, értékek csak a geometriatol
figgenek, tehat minden erére azonosak lesznek. A z, és a zg, értékek pe-
dig az er6k hatasvonalainak ismeretében a halézati adatokbdl koénnyen
leolvashaték. Az A tamaszer$ és az F; terhel6 erd altal az O, f6pontra
kifejtett nyomaték forgaté hatasa alapjan lathato, hogy az A erd egyensu-
lyozasahoz az S, hatasvonalban huzéerdre, az F, egyensuilyozasihoz
nyomoéerdre van szikség, igy a hasonlésagi modszer képletében mar a
keresett raderd Osszetevoinek helyes el6jele szerigel:

§XZ

S, s =A4x SXEhpx f

zZ, X z, zZ, X z,

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 175 p



Mechanika I. Racsostartok

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 176 p

Ujabb raderSk meghatirozasahoz 4j harmas atmetszést kell felvenniink.

A tartorészek egyensulyi kijelentésének felirasa, a fépontok meghataroza-
sa, a nyomatéki egyenletek felirasa értelemszerden torténik, itt csak a geo-
metriai jellemzSket és az eredményeket mutatjuk be. FErdekesség, hogy ez
esetben a bal oldali tartérészt egyetlen rad alkotja.

F, 4.
2. [ 6.

A JOBR(E,F,,B,S, ,,S, 5,8 5) =0

+ + ¥
M(Z) M(3) M(Osfz
83 5= X 4 (H) Sl_z = _k 5 (Ny) S3—2 = (H)
3-5,2 1-2,3 3-2,04 ,
ZM i(,iu)';sé' ZM 1(31241;; ZM i(,géiszé}
S573 = —JOB8 (H) S2—1 = JOBB (Ny) Sz_a = — 088 (H)
3-5,2 ki o3 ks—z,os,2
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A hasonlésagi modszer ez esetben az S, ; raderé meghatarozasara alkal-
mas. A rud parhuzamos a bal oldali (és természetesen a jobb oldalil) ere-
dével, ezért a z, és a z,, valamint az s jeld metszékek értéke megegyezik, a
2-3. jelt rudelem halézati hosszaval azonos.

A=R,,, B
Sz,

a4

A hasonlésagi médszer tehat a vizsgalt tartérészre mikods erk eredié-
vel parhuzamos geometriai metszékek ismeretén alapul. Ha az ered6 halo-
zati irannyal parhuzamos, ezek a metszékek egyszeri szamitasokkal el6al-
lithatok, és a hasonlésagi modszer gyors eredményt garantal. Ha viszont a
tartorészre mikodd er6k ered6je nem haldzati iranyd, a ferde metszékek
eléallitasi munkaja nagyobb lehet a hasonlosagi médszer egyszertiségével
megnyerheté szamitasi munkanal, és ilyen esetben alkalmazasa nem cél-
szerq.

Spe=4
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Az atmetsz6 modszer azonban nem hasznalhaté minden raderé (kézvet-
len) meghatarozasara: el6fordulhat, hogy a keresett rudat magaba foglal6
harmas atmetszés nem vehet6 fel, mert csak négy rud atvagasa utan valik
szét két fuggetlen részre a szerkezet, vagy pedig a harom rad atvagasa utan
az egyik megmarado ,,szerkezet” egyetlen csomoépont lesz, aminek a vizs-
galatat csoméponti médszernek neveztik el.

F, 4.
2. 6.

3. | 7.

5. '
1. F, 8.
A B

Az §, 5 rader6 meghatarozasara csak a csomoponti modszer nyujt (koz-
vetlen) lehet6séget (célszertien a fels, 4. jeld csomdpont vizsgalata alap-
jan, hiszen abban csak harom eré talalkozik), de a harmas atmetszés az
el6készité munkaban, a csomépontba befutd dvraderdk értékének megha-
tarozasaban j6l alkalmazhato.
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7.5.4. Specialis halézata racsostartok ruderoi

A masodlagos racsozasu tartok rader6szamitasa

A masodlagos racsozasu tartonak azon radharmasai, amelyeken keresztiil
harmas atmetszés felvehetd, az atmetszés (1) alapjan, (f6ponti) nyomatéki
ill. (merdleges) vettileti egyenletekkel szamithatok.

A masodlagos oszlopok alsé végein az f csomépont vizszintes egyensu-
lyabol kévetkezben a két vizszintes radelemben a ruderé megegyezik, fiig-
gbleges vettileti egyensilyabodl a masodlagos oszloperd szamithaté. Ennek
alapjan az itt felvehet6 négyes atmetszésben (II.) mindkét Gvruderd
ismert, és az atmetszés egyik oldalan megmaradé tartorészre felirhato
statikai egyenletek a megmaradt két ismeretlen racsruderé meghataroza-
sahoz elegend6ek. Ezek utan a féoszlopok raderéértéke egy-egy csomo-
ponti egyenletrendszerbdl szamithato.

I. II.
2 4 \_ 6 8 10
a. C. e )| g i. k.

1. b. 3. d. 5 I\7. h 9 j 11 L 12

Az I. tipusi harmas atmetszés ruderéinek meghatarozasa utan a munkat a
masodlagos racsozas belsé csomépontjanak vizsgalataval is folytathatjuk.
A masodlagos oszlopokban rader$ csak az alsé csomépontjuk (f) kézvet-
len terhelésébdl keletkezhet. Ezzel viszont az e belsé csomépontban 6sz-
szefuté négy radbol kettd rudereje ismertté valt, és a maradék két raderd a
csomoépont egyensulya alapjan felirhaté nyomatéki vagy vetileti egyenle-
tekbdl meghatarozhato.

A Kracsozasu tartok raderészamitasa

A K racsozasu tartonal a szerkezet csak négyes atmetszésekkel bontha-
t6 kulonalls, figgetlen részekre. A bels6 csomépontok egyensulyanak
elemzése viszont azt mutatja, hogy a racsrud-parok raderéi kozott szigora
szabaly érvényesil: az egy atmetszésben 1év6 racsraderé-parok vizszintes
Osszetevoinek ki kell egyenlitenitik egymast (masként a kézbensé csomo-
pont vizszintes vetlileti egyensulya nem teljestilhet), és ebbdl, valamint a
rudak szimmetrikus allasabol kovetkezéen a két racsruderd egymas el-
lentettje tartozik lenni.
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A szerkezeten akar az L. jeld, akar a IL. jeld atmetszést vizsgaljuk, a bejelolt
belsé csomoépont vizszintes iranyd vetiileti egyensulya csak akkor lehetsé-
ges, ha a csomoépontba csatlakozé ferde racsraderék vizszintes kompo-
nensei egymas ellentettjei lesznek. Ez esetben viszont a csomoépontba
befutd racsruderé-par ereddjének nem lehet vizszintes Osszetevdje, azaz a
kiils6 terhelés elhelyezkedésétdl, nagysagatdl fiiggetleniil, csupan a halézati
geometriabdl kovetkezéen a fliggbleges atmetszésekben szerepld
racsraderd-parok eredéje fiiggleges lesz. Igy a ténylegesen négyes
atmetszésiink harmas atmetszéssé egyszerlsithet6: a két 6vrad mellett a
racsrud-par fiiggbleges ereddje lesz a harmadik ismeretlen az atmetszés-
ben.

) \/I/I/I/

A racsrader6-parok eredéje a A szétbontott tartoreszekre mikodd (fel-
kozbensé csomopontokban tételezett iranyd) kapcsolati erék

Az atmetszéssel szétvagott tarto bal ill. jobb oldali tartérészének egyensu-
lya alapjan az atmetszésben az atvagott rudak kapcsolati hatasanak potlasa-
ra felvett er6k kozil az 6vraderdk igen egyszertien, a megfelel6 f6ponti
nyomatéki egyenlet megoldasaval hatarozhaték meg, a racsruderS-par
ereddjét pedig szintén igen egyszertien egy fiiggbleges vetiileti egyenlet
megoldasa szolgaltatja. A racsrad-parok szimmetrikus beépitése, azonos
allasszoge miatt a vizszintes vetliletek azonossagabdl a fiiggbleges vettile-
tek azonossaga is kévetkezik, tehat egy racsrudban a meghatarozott eredd
fél értéke jelenik meg fiiggbleges erdvetiiletként. A racsrud allasanak
ismeretében a fiiggbleges vetiiletb6l maga a racsrader6 is kénnyen (hason-
16 haromszogekkel, aranyparral, trigonometrikus Osszefiiggéssel) el6allit-
hato.
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Az X racsozasu tartok rader6szamitasa

Az X racsozasu tartokban minden osztaskézben a szikséges egy
merevitérad helyett kett6 van, tehat a szerkezet sokszorosan statikailag
hatarozatlan, pontos szamitasi lehetéségét e targy keretében nem targyal-
juk.

200

A gyakorlatban ezt a racsozastipust els6sorban térbeli szerkezetek merevi-
tésére szoktak alkalmazni, amikoris a mikoédd (szél)terhek iranya valtozo,
és az X alakban all6 merevité racsrudak a széliranytdl fiigeden kapnak
huzo ill. nyomoerét.

A terhelés hatasara a radelemeken (kismértékd) deformacio alakul ki, amely hoz-
zdadodik a rad Onsilyabdl szarmazé deformacidhoz és a rudelem gyartasi-
beépitési pontatlansagaibol ad6doé alakhibakhoz. A terhelésbdl keletkezé defor-
macié a huzott rudakon az alakhibat csékkentd, a nyomott rudakon az alakhi-
bat néveld deformaciot okoz (a huzéerd ,kiegyenesiti”, a nyomébetd ,,meggdrbi-
ti” a rudat).

A terhelésb6l nyomott rudakban a megnévekedett deformacién masodrendd
nyomaték képzédik, ami a ridelem tovabbi alakvaltozasnévekedésével jar, ami
Gjabb tobbletnyomatékot ébreszt... stb. J6 esetben ennek a végtelen sorozatnak
az Osszege, a hatarértéke véges, akkor a szerkezet (az elsérendd elmélettel megha-
tarozhat6 értékekhez képest kicsit nagyobb alakvaltozassal és belsé igénybevett-
séggel, de) mikodik. Ha az alakvaltozasnévekmények sora divergens, nincs
véges hatarértéke, akkor a szerkezet a terhelésre (elvileg) végtelen nagysaga de-
formaciét szenved, elvesziti a stabilitdsat, azaz tonkremegy. Bz az eset MIN-
DENKEPPEN ELKERULENDO, czért a nyomott ridelemek alakvaltozasa,
és az ehhez kapcsol6do valds igénybevettsége csak a masodrendd hatasok figye-
lembevételével hatirozhaté meg korrekt modon.

A nyomott elemek tehat a terhelés miatt bekévetkez6 kedvezétlen alakval-
tozasok miatt MINDIG KULONOS FIGYELMET ERDEMEL-
NEK, de ennck részletes targyalasaval is csak a késébbiekben foglalko-
zunk.
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A legegyszertibb megoldas a nyomott elemekkel kapcsolatos stabilitasi
problémak megoldasara (vagy inkabb: megkertilésére), ha a huzasra is, és
nyomasra is dolgozé merevité radelemeket szimmetrikusan megkettézve
épitjik be, és a szerkezetet (a nyomott elemek figyelmen kivil hagyasaval)
csak a huzott, stabilitasvesztésre veszélytelen rudelemekkel szamitjuk. (Az
aktualisan nyomott elemek éppen bekovetkezett alakvaltozasuk révén
tehermentestlnek, kitérnek a terhelés alol, és a terheket a megmaradé hu-
zott racsrudakkal veszi fel a szerkezet. Az igy kialakul6 oszlopos racsozasu
tart6 raderdi a mar megismert modszerekkel konnyen meghatarozhatok.

Megjegyezzik, hogy a racsostartoban az Oveket Gsszekoté ferde racsrudak és
meréleges oszlopok az egy oldalon tamadé terhelésbdl mindig felvaltva kapnak
htzé- és nyomoderbt, azaz ha a ferde racsrudakat tekintjiik huzottnak, akkor a
merdbleges oszlopok nyomottak lesznek. Ezek az elemek, valamint a merevité X
racsozasu tarté Ovradjai azonban altalaban a {6 tartdszerkezet elemeiként eleve
erésebb kialakitissal készulnek, tehat a merevitésbdl szarmazo tobbleterdre kis
keresztmetszetnoveléssel alkalmassa tehetdk, és erdsebb kialakitasuk révén stabi-
litasvesztésre kevésbé érzékenyek.

Az X racsozasu tarté ruderdi a kilénb6z6 iranyud terhelésekbdél

7.5.5. A raiderészamitas eredményeinek megadasa

A racsostarton meghatarozott ruderéértékeket kévethetd, szemléletes és
kénnyen ellendrizhetd modon kell dokumentalnunk. A klasszikus meg-
oldas a raderdk tablazatos 6sszefoglalasa, ahol a rad azonosité jele mellett
a meghatarozott ruderé szamértékét tuntetjik fel, kiilon oszlopban a hu-
z6- és kilon oszlopban a nyomoéeréket. Nagyobb szerkezetek esetében
célszerd lehet a rudakat csoportositani (felsé 6v, alsé 6v, racsrudak, oszlo-
pok), mert igy a gyakorlott a szakérté az azonos terhelési jellegl ruderék
Osszevetése alapjan gyorsan kiszirheti a durva hibakat.

Kilonosen kisebb szerkezetek esetében lehet igen elényds, ha a ruderéket
(iranyukkal és szamértékiikkel egytitt) kozvetlentl a racsostartd (kilon erre
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a célra felrajzolt]) halozati rajzéba jeldljiik be. Igy a csomépontok egyensi-
lyat sért6 ruderbiranyok azonnal, nagyon szemléletesen ,kiugranak™ és
konnyen javithatok.

A rader6k tablazata (a példa a fenti tartora vonatkozik)

RUDCSOPORT |RUDJEL HUZOTT NYOMOTT

FELSO OV 1-2

2-4 ~_

4.6

6-8

ALSO OV 13

3-5

5-7 X

7-8

OSZLOPOK 2-3

45

6-7

RACSRUDAK |[2-5

5-6

A ma hasznalatos szamitogépes szerkezetszamité programok eredmény-
kozlése is a fent ismertetett lehet6ségeket alkalmazza: a kiszamitott rad-
er6k a rudazonosité figgvényében tablazatosan is hozzaférhetSk (termé-
szetesen akar tovabbfeldolgozhat6 formatumban), de a raderék a halézat-
ra is felrajzoltathatok (tetszélegesen valtoztathat6 Iéptékben).
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7.5.6. Rudakon terhelt racsostartok csukloeroi

A racsostartok alapvetéen masodlagos tartoszerkezetek alatamasztasara
késziilnek, és igy a terheket csak ezek kozvetitésével, a csomopontjai-
kon kapjak meg. Valéjaban a csomoépontok kozott ezek a masodlagos
szerkezetek (atviteli tartok) hordjak a terheket, és a tamaszpontjaikon to-
vabbitjak az ket megtamasztd {6 tartoszerkezetre, a racsostartora. Né-
hany tartoszerkezet esetében azonban a teher, vagy annak egy része koz-
vetleniil a ridcsostarté Ovradjait terheli (daruteher a racsos szerkezetd
darupalyatarto fels6 6vén, almennyezet silya a csarnok racsos fétartojanak
als6 6vén és az 6nsuly minden racsostarté minden rudjan).

A rudelemeket ér6 kozvetlen terheléssel csak abban az esetben érdemes kozvet-
len teherként foglalkozni, ha az, (egy-egy osztask6zon Osszegezve) a csombponti
terhek nagysagrendjébe esik, kiilonben hatisat elegendS a csomoépontokra redu-
kalt teherként figyelembe venni (pl. a rudak Onsdlyat mindig csomoépontokra
redukaljuk).

A kozvetlen terhelésd, masodlagos tartdelemeket a tényleges szerkezetekben
kilonbo6z6 szerkezeti megoldasokkal kapesoljak a fétartéhoz. A szamitasokban
azonban (legalabbis elsé kozelitésképpen) az ,atviteli” tartokat — a racsostartd
szempontjabol — mindig csuklds kapcsolatu kéttamaszu tartoknak tekintik.

A kozvetlentl terhelt (6v)rudak a racsos tartoszerkezetben valdjaban ket-

t6s szerepet toltenek be:

csuklés tamasztasu kéttamasza (masodlagos, atviteli”) tartokként a koz-
vetlen terhelést elosztjak, tovabbitjdk az alatdmaszté fétartod-
csomopontokra;

a racsostartdé csuklos kapcesolatd radelemeként részt vallalnak a csomo-
ponti terhek viselésében, tovabbitasaban, a fétarté eréjatékaban.

Ha a fenti funkcidkat kiilon-kiilon vizsgaljuk, akkor a kozvetlen terhelést

radelem vizsgalata egy (tetszbleges kozvetlen terhelést) kéttamaszu tartéd

vizsgalatara ¢és egy csak tengelyiranyu erével terhelt racsrud vizsgalata-

ra egyszersodik. Ezekre az elemi tartokra mar kilon-kilén megismertik

a kapcsolati erSk alakulasat, tulajdonsagait, meghatarozasuk moédszereit,

most csak annyi a tennivalénk, hogy a két hatast a végeredmény eléallita-

sa soran egyesitsiik.

A kozvetlen terhelést rudelem kapcesolati eréiben a kéttamasza hatas és a

racsostartd hatas egyidejiileg lesz jelen, igy ezeknél a rudaknal a csomo-

pontokrol a rudvégekre atad6dé csukldéerSk meghatarozasa az elsédleges

cél, ezeket tekinthetjiik a (rész)szamitasunk eredményeinek.
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A kozvetlen teherrel (is) terhelt racsostarton el6szor a kozvetlen terhelést
radelemen, mint kéttamasza tartén, meghatarozzuk az egyensilyhoz
szitkséges (célszerden fiiggblegesnek tekintett) tamaszerdket. Ezen (loka-
lis) tamaszerék ellentettjei mar csomoéponti teherként kozvetitik a ter-
heket a racsos szerkezetre. Ha tobb ridelemen is mikodik kézvetlen te-
her, mindegyiken meg kell hatiroznunk az egyensilyozé erdket, és a
racsostarton az eredetileg is csomépontokon mikods terhekhez hozzaad-
va a kéttamaszinak tekintett terhelt rudelemek timaszeréinek ellentettjeit
kapjuk meg a racsostart6 Osszegzett csomoponti terhét. A (most mar
csak csomopontokon terhelt) racsostarton meghatarozva a ruderdket, a
kozvetlen teher nélkili rudak raderdi ismertek. A kozvetlen terhelésd rad-
clemeken a csukléer6ket a kéttamaszu modell reakciderSinek és a
racsostarton szamitott ruder6nek a csomoépontonként vektorialisan
Osszegzett ereddje szolgaltatja.

i \22.47 '
[(9)1C2,274,27S'274 ’C4,2—4,Z’S'4—2] =0 [(Q),C2,2,4, C4,274] =0

A kiemelt, kéttimaszui, kozvetlen terhelésti rudelemek egyensilya barmilyen, a
terhek ereddjének hatisvonalin metsz6dS reakcidparral biztosithato. Természe-
tesen a csomopontokra ilyen esetben a ferde reakciderd ellentettjét kell mikod-
tetniink, és a racsostart6 ruderdit is ezekre a csomoéponti erékre kell meghataroz-
nunk. A terhelt ridelemet megtaimaszté csukléer6k azonban nem fognak
valtozni, hiszen a ferde timaszerd rudirdnyd Ssszetevéjét a rader6ben megjelend
differencia kompenzalja.
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7.6. Racsos kialakitasu osszetett szerkezetek

Racsostartokat tobbnyire nagy nyilasok athidalasara, kéttamaszu szerke-
zetként  épitenek. A kilonb6z6  szerkezettipusok  viselkedésének,
raderészamitasanak illusztraldsara az eddigiekben bemutatott szerkezetek
is kéttamaszu kialakitasuak voltak. Természetesen racsos szerkezetként
tetsz6leges megtamasztasu ¢s belsé kapcesolatu egyszerl vagy Osszetett
szerkezet kialakithat6 (,befogott”, vagyis inkabb: csak az egyik végen
megtamasztott konzol, keret, haromcsuklés tartd, GERBER-tart6, stb.).
Ha a racsos szerkezet belsé struktiraja kielégiti a belsé statikai hataro-
zottsagra és merevségre vonatkozé kritériumokat, akkor a szerkezet a
(szamara) kils6é kapcsolatok szempontjabél merev (szilard) testnek te-
kinthetd, és az eredetivel analég megtamasztasi tomor tartéval modellez-
heté. A tomértartés modell kiilsé és belsé kapesolati erbit az egyszerd és
az Osszetett tartok kapcsolatmeghatarozasi eljarasainak alkalmazasaval
allithatjuk el6. A kapcsolati er6k ismeretében a racsos szerkezetl tartd-
elemekre (a terhel6 aktiv és az egyensulyozé passziv er6kbdl allo) egyen-
sulyi er6rendszer mikoédik. Az egyensulyi erérendszerbdl a racsostartd
rudjaiban keletkez6 ruder6k meghatarozasi modszereit pedig tobb alterna-
tivaban e fejezet megel6z6 részeiben ismertettitk részletesen.

A kovetkez6 abran néhany racsos szerkezetnek a tamaszigénybevételek
meghatarozasahoz alkalmazhaté témortartés modelljét, az ébred6 tamasz-
er6k hatisvonalait és vektorat mutatjuk be.

A konzolként muikédé  racsos-
tartoknal a nyomatékbiré befogas
helyett er6part kifejteni képes radpar
— tamaszer6-par mukodik, azaz a
szerkezet tamaszer6i kéttdmaszu tar-
ton (is) szamithatok.
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A fentiekben a racsos szerkezetet bels6leg merevnek (és statikailag hataro-
zottnak) tekintettiik. El6fordulhat azonban, hogy egy szerkezet kapcsola-
tainak, belsé megtamasztottsagi viszonyainak értékelésében csak szemlé-
letmoéd kérdése, hogy a tartét egy kiilsé tobbletmegtamasztassal megerd-
sitett, belsSleg labilis tartoként, vagy egy tobb tartéelembdl Osszerakott
Osszetett tartoként kezeljik.

Az alabbi racsos szerkezetet tekinthetjik gy is, hogy egy felsé 6vrud elta-
volitasaval bels6leg labilissa valt racsostarté mikodSképességét egy kilsé
tobbletmegtamasztassal allitottuk helyre, de tgy is, hogy egy bels6leg me-
rev és hatarozott kapcsolatd konzolos kéttamaszu racsostartora egy masik,
szintén merev és hatarozott kapcsolatd kéttamaszu tarté tamaszkodik.

A szerkezet képe:

N
a tomortartds (tamaszerd-szamitasi) modell:

= PN =

Ha a szerkezetb6l még egy (6v)rudat eltavolitunk, a belsé merevségi hiany
a kérdéses tartoszakaszon (ha tgy tetszik: az ott felvehet6 harmas atmet-
szésben) mar kettével csokken, és az eredeti, minden lehetséges (sikbeli
relativ) elmozdulas megakadalyozasara képes kapcsolat helyett csak egy
(tiiggbleges) rud kapcsolja 6ssze a két szerkezetet. A szerkezet mikods-
képességének helyreallitisa ez esetben két kiils6 tobbletmegtaimasztas be-
iktatasat igényli: ezt pl. egy csuklés megtamasztassal érhetjiik el.

A szerkezet képe:

N

a tomortartds (tamaszerd-szamitasi) modell:

& = =L =
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7.7. Ellenorzo kérdések

Hogyan irhatjuk fel a rudak (r) és a csukl6 (c) szamaval a racsostart6 belsé
merevségének és hatarozottsaganak sziikséges feltételét?

Mik a racsostartd belsé merevségének sziikséges és elégséges feltételei?
A racsostartok csomépontjaiban csuklét vagy befogast feltételeztink-e a
szamitasok soran?

Melyek a racsostartok alapveté megoldasi modszerei?

Mikor alkalmazzuk els6sorban a csomoéponti médszert?

Mikor alkalmazzuk els6sorban az atmetszé modszert?

Ruder6 alatt a radra vagy a csomépontra hato erdt értjitk-e altalaban?

A csomoéponti modszer esetén a csomopontra hany ruderd hathat?

Mi a csomo6ponti modszer alkalmazhatésaganak feltétele egy konkrét
csomoépont vizsgalata soran?

A csomoponti moédszer alkalmazasa esetén a csomépontra felirhatok-e
csak vettileti egyenletek?

A csomoéponti moédszer alkalmazasa esetén a csomopontra felirhatok-e
csak nyomatéki egyenletek?

A csomoponti moédszer alkalmazasa esetén a csomépontra felirhatok-e
vetiileti és nyomatéki egyenletek vegyesen?

A csoméponti moédszer alkalmazasa esetén a csomoépontra felirhatok-e
hasonlésagi Osszefliggések?

A szimmetrikus hal6zatd racsostart6 raderdi egyformak-e?

A szimmetrikus terhelésd racsostart6 raderdi egyformak-e?

Mik a szimmetrikus racsostartd szimmetrikus ruderé értékének sziikséges
teltételei?

Lehet-e a szimmetrikus haldzatu, és terhelésd racsostartonak nem szim-
metrikus rudereje?

Melyek a vakrudak jellegzetes (hal6zati) esetei?

Sikbeli racsostart6 esetén az atmetszé modszer alkalmazasa soran hany
rudat vaghatnak at, hogy az ismeretlen rideréket meg tudjuk hatarozni?
Az atmetszé modszer alkalmazasa esetén a bal oldali vagy a jobb oldali
tartorésszel kell-e foglalkozni?

Harmas atmetszés esetén alkalmazhatok-e a harom ismeretlen hatasvonala
erével torténd egyensulyozas modszerei?

Milyen modszereket ismer a harmas atmetszésben a rader6k meghataroza-
sara?

Abrazolja és irja fel a hasonlésagi médszer Gsszefiiggéseit!

Harmas atmetszés esetén az 6vrader6k meghatarozasa milyen médon a
legcélszerabb?
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Harmas atmetszés esetén a parhuzamos 6vi racsostartok ferde racsrudjai
ill. fuggdbleges oszlopai ruderbinek meghatarozasa milyen egyenlettel a
legcélszertbb?

Harmas atmetszés esetén a nem parhuzamos 6vd racsostartok ferde racs-
rudjat ill. fiiggbleges oszlopai ruderéinek meghatarozasa milyen egyenlettel
a legcélszertibb?

Az atmetszé modszer alkalmazasa esetén minden ruderé meghatarozhat6-
e csak atmetszések felvételével?

A masodlagos racsozasu tartok statikailag hatarozottak-e?

Csak a harmas atmetszés alkalmazasaval megoldhaték-e a masodlagos
racsozasu tartok?

Van-e olyan racsostarto tipus, amely négyes atmetszéssel is megoldhat6?
Mit tudunk a K racsozasu tarté racsrader6irdl?

Hanyszorosan hatarozatlan egy négy osztaskozi (keretallasu) X racsozasu
tarté?

Milyen megfontolassal tessztuk hatarozotta az X racsozasu tartokat?
Hatarozott-e a rudakon is terhelt racsostart6?

Hogyan oldjuk meg a rudakon is terhelt racsostartot?

Hogyan kapjuk meg a racsostartd kozvetlen teherrel terhelt radjanak csuk-
l6er6it?

A racsos kialakitasu Osszetett szerkezetek tamaszerdi szamithatok-e to-
mortartds modellel?
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8. Belso erok - igénybevételek

8.1. Az igénybevétel fogalma

Tartészerkezeteink vizsgalata, az egyensuly biztositasa kézben a legfébb
célunk az, hogy szerkezeteink megfelel6 anyagb6l, megfelelé keresztmet-
szeti méretekkel késziiljenek, hogy teherbirasuk pontrél pontra, kereszt-
metszetrél keresztmetszetre megfelel6 legyen. Ahhoz, hogy ezt elérjik,
els6sorban is pontrél pontra, keresztmetszetrél keresztmetszetre ismer-
nink kell a szerkezetben mikodé belsG erdket, azokat az erdket-
nyomatékokat, amelyek felvételére a keresztmetszeteket majd alkalmassa
kell tenntink.

Az Osszetett tartok vizsgalata soran mar talalkoztunk a szerkezet belsejé-
ben, a csatlakozé elemvégek megfelelé kapcesolatat biztositd bels6é kap-
csolati erékkel, és megismertiik meghatarozasuk célszer modszereit, de
ezekkel még csak a belsé kapcsolati kényszerekben ébredé eréhatasokat
tudtuk eléallitani. Amikor azonban a két tartéelem merev, befogott belsé
kapcsolatat elemeztiik, valéjaban egy folytonos szerkezet keresztmetszeti
belsé kapcsolati erdit vizsgaltuk. A racsostarték riaderémeghatarozasa
soran (ehhez hasonléan) egy atmetszéssel tetszéleges helyen (a tomor-
tarté modellre gondolva mondhatjuk: tetsz6leges keresztmetszetben) meg
tudtuk hatarozni a két részre bontott tarté elemei kozott az egyensuly-
hoz sztikséges kapcsolati (rud)erék elGjelét és nagysagat. A kapcsolati
er6knek, valamint a radelemek anyaganak és keresztmetszetének ismere-
tében mar ellendrizhetnénk is a szerkezet, pontosabban a vizsgalt szerke-
zeti elem teherbirasi megfelel6ségét. Enncek alapjan definialhatjuk a belsé
erék, az igénybevételek fogalmat.

Tartészerkezeteinkben keresztmetszeti belsé erének, mas kifejezéssel:
igénybevételnek nevezzik a szétbontottnak képzelt tarté vagasi kereszt-
metszetében az anyagi kapcsolat potlasara a beiktatott dinamokat, amelyek
a tart6 elemeinek egyensulyat biztositjak.

A belsé kapcsolati er6ket minden keresztmetszetre meghatarozhatjuk, igy
az igénybevételek a tart6 tengelyvonalanak pontjaihoz kétott fliiggvény-
ként is értelmezheték. Az igénybevételi fiiggvények grafikus abrazolasat
igénybevételi abraknak nevezzik.
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8.1.1. Az igénybevétel definicidja

A keresztmetszetekben meghatarozhaté egyensulyozé belsé erdk ereddje
altalanos esetben tetszéleges allast és nagysagu lehet. A kénnyebb kezel-
het6ség érdekében célszerd ezt az erét a keresztmetszet sulypontjara, a
tart6 tengelypontjara redukalni, és a (most mar a keresztmetszet sulypont-
jahoz illeszkedd) eré-Gsszetevét tengelyiranyt komponenseivel helyettesi-
teni. E mivelet soran azonban a tartészerkezet egészének geometriai vi-
szonyait 16gzité globalis koordinatarendszer alkalmazasa helyett célszerd a
keresztmetszethez egy sajat, természetes koordinatarendszert definialni,
amely a kapcsolati er6-komponenseket a tartétengely minden pontjaban a
radelem aktualis allasa szerint, a szerkezet terheihez igazoddan adja meg.
E lokalis, mindig a keresztmetszethez k6t6dé (,,kisér6” koordinatarend-
szer els6 természetes iranya a keresztmetszet sikjanak normalisa, ezt a
tovabbiakban kis x-szel jeloljik. A sikbeli tartok esetében a masik irany a
tartd sikjanak és a keresztmetszet sikjanak metszésvonala, a normalisra
merdlegesen, a tartd sikjaban allo tengely, amit kis z-vel fogunk jelolni. A
sikbeli tartok esetében az altalanos allasu keresztmetszeti belsé kapcsolati
er6 két, koordinatatengely-iranyd er6komponenssel és egy, a tartdsikra
meréleges tengely kortli forgatonyomatékkal helyettesithetd. Ezt a har-
madik, a tart6 sikjara merdlegesen, a keresztmetszet sikjaban 4llé tengelyt
kis y-nal jeloljik. A tovabbiakban a keresztmetszeti belsé eréket ebben a
lokalis x-y-z koordinatarendszerben értelmezziik.

Egy tartokeresztmetszetben a belsé kapcsolati erének a keresztmetszet
normalisaval ~ parhuzamos  komponensét a  keresztmetszet
normaligénybevételének nevezzik. A normaligénybevétel (bizonyos
szakirodalomban: derékerd) jele N, el6jelét pedig akkor tekintjiik pozi-
tivnak, ha hizza a keresztmetszetet.

Egy tartokeresztmetszetben a belsé kapcsolati er6nek a keresztmetszet
normalisara merdleges komponensét a keresztmetszet
nyiréigénybevételének nevezzik. A nyiréigénybevétel (bizonyos szak-
irodalomban: tangencidlis, cstsztaté erd) jele T, elSjelét pedig akkor
tekintjiik pozitivnak, ha iranya a pozitiv normaleré pozitiv (az ora jarasaval
megegyez06) 90°-o0s elforgatisaval kapott tengellyel megegyezik.
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Egy tartokeresztmetszetben a belsé kapcsolati er6nek a keresztmetszet
sulypontjara (pontosabban: a sulypontban a tartésikra merdlegesen felvett
tengelyre) szamitott nyomatékat a keresztmetszet nyomatéki igénybe-
vételének (réviden: nyomatékanak) nevezzik. A nyomatéki igénybevétel
jele M, akkor tekintjiik pozitivnak, ha az 6ra jarasaval megegyezGen for-

gat.

A sikbeli szerkezetek esetében a keresztmetszeti igénybevételek is a sikban
keletkeznek, és az iranyok egyértelmiisége miatt az indexelés elhagyhato.

8.1.2. A nyomatéki igénybevétel eldjele

Az erérendszerek targyalasa soran rogzitettiik, hogy a nyomatékot akkor
tekintjik pozitivnak, ha az éra jarasaval megegyezden forgat. Alapja-
ban véve a nyomatéki igénybevétel el6jelének meghatarozasa soran is ezt
fogjuk kovetni, de latni fogjuk, hogy a nyomatéki igénybevétel helyes ab-
razolasa tovabbi megfontolasokat igényel.

A
" +T
A sikbeli tart6 pozitiv keresztmet- , M

szeti igénybevételei

i iAoy g <
(haladasi irany: balrol jobbra) N

A nem csak egy sikban terhelt radkeresztmetszet esetén a keresztmetszeti igény-
bevételek egy eré- és két nyomatéki komponenssel béviilnek. Ezeket is a megfe-
lel6 tengellyel indexelhetjik, elnevezésikk pedig a hatasukbdl kovetkezik: a ke-
resztmetszet sfkjaban hat6 (érintSleges, csusztatd) erét mindkét tengely iranyaban
nyiréerdnek, a keresztmetszetre meréleges sikban miikodé, a tartdt meggdrbite-
ni akaré nyomatékot mindkét keresztmetszeti tengely altal meghatarozott sikban
hajlité6 nyomatéknak, a keresztmetszet sikjaban mikodd, a tartot a sajat tengelye
koriil elcsavarni akard nyomatékot pedig csavaré nyomatéknak nevezziik.

Megjegyezzitk még, hogy mig a sikbeli tartok esetében a tarté (és a terhelés) sikja
egyértelmlien meghatirozza a vizsgaland6 keresztmetszeti igénybevételek tenge-
lyeit, elnevezését, a térben mar nem biztos, hogy a keresztmetszetben az altalunk
(akar véletlenszerten, akar célszerségi alapon) felvett tengelyek lesznek a termé-
szetes kitlintetett iranyok. Ezt a kérdést a késGbbiekben fogjuk targyalni, most
elegendS annyit megjegyezni, hogy a leggyakrabban alkalmazott szimmetrikus
keresztmetszeti sikidomok esetében a szimmetriatengely és a rd mer6leges
tengely biztosan kitiintetett irany lesz.
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A térbeli rud pozitiv kereszt-

metszeti igénybevételei
(haladasi irany: balrol jobbra)

A sikbeli tartok esetében az igény-
bevételek iranyainak egyértelmtsé-

ge miatt az indexelés elhagyhato, ¢
térbeli esetben azonban mindig

meg kell adnunk az igénybevétel
tengely-indexét is!

8.1.3. A haladasi irany hatasa

Az igénybevétel a tartotengely egy pontjaban a két tartofél végkeresztmet-
szeteire haté kapcsolati erd vetiileteib6l és nyomatékabol adodik. A hatas-
ellenhatas térvénye alapjan a két végkeresztmetszetben keletkezé kapcso-
lati er6 egymas ellentettje lesz, igy az e két keresztmetszeten értelmezett
igénybevételeknek is  ellentett  iranyanak kell lennitk. A
normaligénybevétel pozitiv iranyat a vizsgalt elem huzoéigénybevételeként,
a nyiréeré pozitiv iranyat a normaleréirany fuggvényeként, mint relativ, a
keresztmetszet allasatol fiiggd iranyt definialtuk, igy a keresztmetszetben
¢bred6 bels6 er6 mindkét tartéelemre azonos eldjeli vetiileti igénybevé-
telként jelenik meg. A nyomatéki igénybevétel eléjelét azonban a kereszt-
metszet allasatdl fiiggetlen, abszolut viszonyitassal vettiik fel (az 6ra jara-
saval megegyezben) pozitivnak. Ennek megfeleléen a keresztmetszetben
ébred6 nyomatéknak a két tartofélre mikods, szitkségképpen ellentett
iranyd hatasa nem forgathat azonos iranyba, tehat nem is lehet(ne) azonos
el6jeld, raadasul ugyanazon teherbdl szarmazoé nyomaték eldjele attol fig-
gben lenne pozitiv vagy negativ, hogy éppen melyik tartédarabon kezdjuk
a vizsgalatot. Ez mindenképpen elkeriilendé. Olyan el6jelkonvenciot kell
valasztanunk, hogy a teherbdl egy keresztmetszetben a haladasi- er66sz-
szegzési iranytdl fiiggetleniil azonos el6jeld, azonos hatdsi nyomatéki
igénybevétel adodjék.

megeld- HALADASI IRANY M | svets
28 elem I +N |elem
Tv"
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Az ellentmondas feloldasa tobbféleképp lehetséges:
A nyomatéki igénybevétel pozitiv iranya csak akkor egyezik meg az 6ra
jarasaval, ha a haladasi irdny, az erék Osszegzési iranya balrél jobbra
mutat. Jobbrol balra haladva a haladasi irany szerinti kéveté metszeten
a pozitfv nyomaték az ora jarasaval ellentétes lesz. Ez a megoldas biz-
tositja, hogy ugyanaz a nyomatéki hatas a haladasi iranytdl figgetlentl
azonos elGjeld nyomatéki igénybevételként jelenik meg.

HALADASI IRAN{_:I::;.-.-.

< HALADASI IRANY A
koévetd +N M kovetd
elem > < +N elem

vt

A nyomaték, gint dinam szamara megtartjuk az ora jarasaval egyez6
pozitivitast, de a nyomaték, mint igénybevétel dbrazolasi jellemzsijét
(,,elojelét”) ettdl fuggetlentl allapitjuk meg. A szilard anyagu radelem
egy keresztmetszetében a terhekbdl keletkezé nyomatéki igénybevétel
a vizsgalt oldaltél-iranytdl fuggetlentl az egyik oldalon az elemi szalak
megnyulasaval, a masik oldalon 6sszenyomoédasukkal jaré kicsiny, infi-
nitezimalis (relativ) elfordulast ébreszt. Ennek hatasara a tartd egyik
(hazott) oldala dombord, a masik (nyomott) oldala homoru alakot vesz
fel. Minthogy ez az alakvaltozas csak a tarté geometriajatol és terhelé-
sétdl fuge, de a vizsgalati iranytol nem, ennck alapjan egyértelmden el-
helyezhetjik dbrazolasunkban a nyomatéki igénybevételeket. Megalla-
podas szerint a nyomatéki igénybevételt mindig a tarté huzott, a de-
formaci6 szerinti domboru oldalara rajzoljuk, és az igénybevételi ab-
raban a nyomatekl igénybevételnek el6jelet nem is tula]donltunk

. a csatlakozo6 véglapokat ter- .
kovetd held ellentett nyomatéki di- kévetd
elem namok azonos oldalon okoz- elem

nak htzast a tartéelemeken
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A fenti két megoldas egyenes tengelyti tartok esetében teljesen egyenér-
tékd, mindig azonos nyomatéki abrat eredményez. Tort tengelyvonalu,
vagy elagazo tartok esetében a fiiggbleges vagy kozel fuggdleges allasu
radelemeken a nyomatéki abra pozitiv oldala nem allapithaté meg egyér-
telmten, tehat ilyen esetekben csak a huzott — domboru oldalra rajzolt
nyomatéki abra a helyes megoldas.

A mérnoki gyakorlatban a tartészerkezetek legnagyobb része vizszintes allasa,
egyenes tengely(i gerenda. Bzeken a tartokon a nyomatéki igénybevétel el6jele
egyszerlien és biztosan megallapithatd, és a gyakorlat er6sen hasznalja is ezt az
eldjelkonvenciot. Eszerint a gerenda alsé szalaban huzast okozé nyomatéki
igénybevételt pozitiv nyomatéknak, a fels§ szalat huz6 nyomatéki igénybevé-
telt negativ nyomatéknak nevezzik.

8.2. Az igénybevételek meghatarozasa

Az igénybevételek meghatarozasa a tarté egy keresztmetszetében elva-
gott(nak képzelt) tartd két részének nyugalmi allapota, a rajuk mikédo
er6k egyensulya alapjan torténhet. A tartéelemekre felirt egyensulyi kije-
lentésben természetesen a kiilsé terhel6 (aktiv) és tdmasztd (passziv) erék
mellett szerepeltetni kell az atvagott kapcsolatban felvett belsé eréket
(sikbeli tartok esetében:) N — T, — M igénybevételeket is. Igy az egyensu-
lyi kijelentés mindkét tartorész esetében két-két ismeretlen er6kompo-
nenst és egy-egy ismeretlen nyomatékot tartalmaz, amelyeket a felirhaté
harom-harom statikai egyenlet segitségével egyértelmiien meghatarozha-
tunk. A két tartorész vizsgalatabol kiadodo igénybevételek természetesen
egymas ellentettjei lesznek, de a fentiekben részletezett relativ
el6jelkonvencié miatt a normal- és a nyirdigénybevételek elGjele mindig
azonos lesz.

A tartéra mikods 1
egyensulyi erérend-
szer és a vizsgalando

C jelt keresztmet- I o
szet

II.

B
(F,,F,,F,,F,,M,A,B)=0

A
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A két tartoelemet killon vizsgalva az egyensulyi kijelentések:

(F’F’A’NCx’TICz’Mle):OE>(E.’E’A):(NCX’TCZ’MC);)
(FI;’F:UM’B’NCx'TCZ’MCy):OE>(F;3’F;1’M'B):(NCx’TCz’MCy)

Az egyensulyi kijelentésekben a  keresztmetszeti igénybevételek
dindmjainak indexelését is megjelenitettiik. A két tartorész egyensulyi kije-
lentését atalakitva lathat6, hogy a haladasi irany szerinti kévetd tartorész
csatlakozasi véglapjan szereplé kapcsolati dinamok a megel6z6 részen
mikodé erdkkel egyenértékiek, azaz meghatarozasuk egyszerd vettleti és
nyomatéki egyenletekkel lehetséges. Megallapodas szerint ezeket a
dinamokat nevezzik a keresztmetszet igénybevételeinek.

Egy keresztmetszet normaligénybevételét a keresztmetszetet a hala-
dasi irany szerint megel6zd erdk ereddjének a keresztmetszet not-
malisaba esd vetiileteként, vagy masként: a keresztmetszetet megel6z6
er6k normaliranyu vetiiletésszegeként hatarozhatjuk meg.

Egy keresztmetszet nyiréigénybevételét a keresztmetszetet a haladasi
irany szerint megel6z6 er6k ereddjének a keresztmetszet normalisa-
ra merdleges vetiileteként, vagy masként: a keresztmetszetet megel6z6
erék nyiroiranyu vetiiletdsszegeként hatarozhatjuk meg.
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Egy keresztmetszet nyomatéki igénybevételét a keresztmetszetet a
haladasi irany szerint megel6z6 erék ereddjének a keresztmetszet
sulypontjara vett nyomatékaként, vagy masként: a keresztmetszetet
megel6zd er6k sulyponti nyomatékdsszegeként hatirozhatjuk meg.

A megel6z6 erbk kozé a megel6z6 tartdelemre mikéds valamennyi erGt-
nyomatékot bele kell szamitani, akkor is, ha geometriailag a vizsgalt ke-

resztmetszet mogottinek tnik.
F
 AECIRERERREY

A megel6z6 és a
kovets erépozicid
elagaz6 tarton

KM |ELOTTE MOGOTTE
Kl AX) AZ Ba Fb FZ) q
K2 AX) AZ’ B> F1> FZ q

K3 AX: AZa Fh q B: FZ

Amint a szétbontott tartéelemekre felirt egyensulyi kijelentésekbdl latszik,
a keresztmetszeti igénybevételek a keresztmetszetet kovets er6kbdl is
meghatarozhatok, csak ez esetben a statikai egyenletekbdl a megallapodas
szerinti keresztmetszeti igénybevételek ellentettjeit kapjuk, tehat az el6-
jelhelyes igénybevételekhez a keresztmetszetet kévets er6kbél szamitott
értékek elSjelforditasa utan juthatunk.

A normaler§ és a nyirderd a haladasi iranytdl és a szamitasba vett (megel6z6
vagy kovetd) eréesoport helyzetétdl fiigeetlentll az elGjelszabaly kovetkezetes
alkalmazasaval mindig elGjelhelyes eredményt szolgaltat. A nyomatéki
igénybevételek szamitdsa sordn most is 6vatosnak kell lenniink, és meg kell kii-
l6nbéztetniink a haladasi irany megforditasanak és a keresztmetszet el6tti-
mogotti eréesoport alkalmazasanak esetét. A nyomatéki igénybevételek helyes
felrajzolasahoz a tartéelem deformacios vonala, ill. a vizsgalt keresztmetszet-
re (akar balrdl, akar jobbrél) mikods nyomaték altal okozott kicsiny elfordulas
iranya, a bel6le szarmazé hizott-nyomott oldal nyujt biztos tampontot.
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8.3. Az igénybevételi fiiggvények abrazolasa

A mérnoki gyakorlatban a matematikai fuggvények grafikus abrazolasaval
szoktunk  dolgozni. Az  igénybevételi  fuggvények  megrajzolt-
megszerkesztett abrazolasat igénybevételi abraknak nevezzitk. Az igény-
bevételi abrakon nagyon szemléletesen jelennek meg a matematikai fiigg-
vénytulajdonsagok, igy ezeket ismerve az abrak megszerkesztése, vagy a
mar elkészilt abrak ellen6rzése kénnyen megoldhaté.

8.3.1. Az igénybevételi abrak tengelyvonala

Az igénybevételi fliggvények a radszerkezet minden egyes keresztmetsze-
tére megadjak az ott keletkez6 belsé er6k nagysagat-iranyat-nyomatékat.
Ha ezeket a fuggvényeket abrazolni akarjuk, olyan abrazolasmoédot kell
valasztanunk, amely biztositja a keresztmetszetek és az igénybevételek
kélcsondsen egyértelmii kapcsolatat.

A tarté tengelypontjainak és az igénybevételi értékeknek kélecsondsen egy-
értelmti megfeleltetése érdekében az igénybevételi abrakat a tart6 ten-
gelyvonalaval, hal6zataval megegyez6 tengelyvonalra, halézatra
rajzoljuk.

Egyszertibb, fuggoleges elemet nem tartalmazoé tartdszerkezetek esetében
rajzolhatjuk az igénybevételi abrakat a tengelyvonal vizszintes vetiletére is,
de arra akkor is tgyelnink kell, hogy a vetiileti tengely egy pontjahoz a
tartotengelyen is egy és csak egy pont tartozzék.

8.3.2. Az igénybevételi abrak eldjel-konvenciodja

Az épit6)mérndki gyakorlatban az igénybevételi abrakat tgy rajzoljuk
meg, hogy a tengely ala a pozitiv, folé¢ a negativ ordinatak kertljenek.
A nyomatéki abrakban alapvetéen nem az el6jel szerint rakjuk fel az érté-
keket, hanem a mar ismertetett gondolatmenet szerint a hizott (domboru)
oldalra rajzoljuk az abrakat.

Egyenes tengelyl gerendak esetén, balrol jobbra hatarozva meg az igény-
bevételeket, az el6jelszabaly a nyomatéki abrakra is jol alkalmazhato.

Mas szakteriletek (pl. gépészmérnokok) ettdl eltérs elGjel-konvenciot is alkal-
mazhatnak, de ez az igénybevételi figgvények elGallitasat, hasznalhatésagat, ma-
tematikai sajatossagait nem érinti.
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8.3.3. Az igénybevételi fiiggvények matematikai
jellegzetességei

A keresztmetszeti igénybevételek meghatarozasara szolgalo Osszefiiggések
segitségével (elvileg) tetszbleges szamu pontban meg tudjuk hatarozni a
normalerd, a nyiréeré és a nyomaték értékét, de igy csak faradsagos mun-
kaval allithaték elé az igénybevételi figgvények abrai. Ha viszont a tartd
tengelyvonala és a terhek (legalabb szakaszosan) matematikai figgvé-
nyekkel leirhatok, akkor az igénybevételek meghatarozasi algoritmusa
segitségével elballithaté az igénybevétel matematikai fiiggvénye, és a
végtelen sok pont helyett elegendé csak a szakaszvégpontokra szamitani
az igénybevételi értékeket, a kozbensé pontokban pedig az abra a flige-
vénysajatossagok szerint rajzolhato.

EE(EEEEN K
K1 KZ Kbal Kjobb bal EK’OM)

X21

Ti=TitqX%;  Txiow=LxkpatFx  Tikjop= Ik pat0

ATy, (1=q%x, ATy jobpba=Fx ATx jobp-ba=0

VN
K K| KulKp K| Ky Elg

X51 X21

MquzMK1+qu2-12/ 2 Myyions=Mgipat0 Mg jop, =Mk pa Mg
AMy, x'=qXx,,* /2 AMy, g =FgXx o, AMg obpa=Mg

A fenti abrak a terhek és az igénybevételek kozotti legegyszeribb matema-
tikai Gsszefiiggéseket mutatjak be. (A figgvénykapcsolatban a terheket az
igénybevételi abrak el6jelszabalya alapjan elGjelezve kell szerepeltetnil)
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Az abrak alapjan lathato, hogy:

a tengelyre merbleges, egyenletesen megoszl6 terhelés a
nyiroigénybevételben linearis, a nyomatéki igénybevételben parabo-
likus valtozast okoz;

a tengelyre merdleges koncentralt er6 a nyiréigénybevételben kons-
tans (szakadasos, ,ugrast”), a nyomatéki igénybevételben linearis
valtozast okoz;

a koncentralt nyomaték a nyiréigénybevételben zérus, a nyomatéki
igénybevételben konstans (szakadasos, ,,ugrast”) valtozast okoz.

A terhek és az igénybevételek kozotti tovabbi 6sszefiiggések:

Minthogy a normal- és a nyiréigénybevétel a keresztmetszetet megel6z6
er6k megfelel6 iranyu vetiiletosszegeként adodik, ezen igénybevételek
értéke csak akkor modosulhat, ha vagy a vetitend6 mennyiség (a meg-
el6z6 eréesoport), vagy a vetitési irany (a keresztmetszet allasa, normali-
sa) megvaltozik. Ha tehat a tart6 egy egyenestengelyti szakaszara igaz,
hogy a megel6z6 er6k csoportja minden keresztmetszetre ugyanaz (a
vizsgalati keresztmetszetiink mozgatasa soran nem érint sem megoszIo,
sem koncentralt er6t), akkor ezen a szakaszon mind a normalerd, mind a
nyiréerd fiiggvénye és abraja konstans.

A normal- és a nyiréerd vetiileti mivoltabdl fakad az is, hogy a koncent-
ralt nyomatéki teher kézvetleniil (tamadasi keresztmetszetében) nem
jelenik meg ezen igénybevételek fiiggvényében, hiszen az eréparnak
nincs (eré)vetilete. Természetesen a tamaszer6k megvaltoztatasa révén a
koncentralt nyomatéki teher is befolyasolja a normal- és nyirdigénybevételi
abrak alakulasat.

Ugyancsak a vetiileti szarmaztatasra vezethet$ vissza, hogy a tort tengely-
vonald tartén, ha a téréspontban nem mikodik koncentralt erd, a torés-
pont elbtti és az azt kovets (hatar)keresztmetszetekben a normadl- és a
nyiréerSk vektorialis 6sszege azonos lesz.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 200 p



Mechanika . Belsd erdk — igénybevételek

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék Vissza 4 201 p

8.3.4. A differencialis osszefliiggés a teher- és az igénybevételi
fliggvények kozott

Az el6z6 pontban a teherfliggvény és az igénybevételi fligevények elemi
matematikai kapcsolatat mutattuk be. Van azonban kézottik egy teljesen
altalanos, felsébb matematikai eszkozokkel kezelhet6 6sszefiiggés is, ami
mind az igénybevételi abrak (pontosabban: a nyiréeré és a nyomatéki ab-
ra) eléallitasa, mind pedig ellenérzése soran gyors és megbizhaté mod-
szerként alkalmazhato.

Egy egyenestengelyd, a tengelyre merdleges allasa, valtozé intenzitisu
megoszlé teherrel terhelt tartobdl vagjunk ki egy Ax szélességli lamellat.
Jel6lje a tart6 igénybevételi fliggvényeit rendre N, (x) — T, (x) - M,(x)! Az x
koordinataju keresztmetszet igénybevételeit a fenti (egyel6re ismeretlen)
tigevények x ponti helyettesitési értékeként kaphatjuk meg. Ennek megfe-
leléen a Ax vastagsigi lamellank x koordinatiji metszetén az N (x) —
T,(x) — M(x) igénybevételi dinamok ellentettjei fognak mikodni, az
x+Ax pozicioju keresztmetszetben pedig az N (x+Ax) — T,(x+Ax) —
M, (x+Ax) keresztmetszeti igénybevételekkel kell szamolnunk, lasd a két
oldallal hatrabb 1évé abran. A feladat megfogalmazasaban kikotottik,
hogy a teher az egyenes tengelyre merbleges legyen, ebbdl kovetkezben a
lamellank vastagsagan a normaligénybevétel nem valtozhat, vizsgala-
tunkban a tovabbiakban ezért nem szerepeltetjik. Sajnos, azonban a nyi-
réerd és nyomatéki igénybevételi fliggvények ismeretének hianyaban sem a
helyettesitési értékeikrdl, sem az azok kilonbségeként megjelend igénybe-
vétel-differenciaikrél nem tudunk semmit mondani. Tekintettel azonban
arra, hogy Ax kicsi, s6t hataratmenetet képezve értéke a zérushoz tart, az
x+Ax metszetbeli flggvényértékek eléallitisara, a fligevényérték-
novekmény meghatarozasara egy egyszert kozelité eljarast alkalmazha-
tunk. Ezt az eljaras a matematikaban a fuggvények sorbafejtéseként tar-
gyaljak, nekiink azonban a pontos megoldas helyett elegendé lesz a sorfej-
tés elsé (linearis) tagjat figyelembe venntink.

A sorfejtés azt allitja, hogy ha egy fliggvény egy x pontjaban ismerjik a
helyettesitési értéket és a meredekséget, akkor a ponttdl (elegendéen
kicsiny) Ax tavolsagban 1év6 pontban a fliggvényérték kozelithet az x
ponti helyettesitési érték és a meredekségbdl szamithaté (linearis)
névekmény 6sszegével azonos. Ez a kozelités Ax csokkenésével egyre
javul, hataratmenetben pontos lesz.
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Természetesen a flggvényérték a sorfejtés magasabb fokszamu tagjainak figye-
lembevételével pontosabban kozelithets, de akkor a fiigevénykapcsolat lineari-
tasat elveszitenénk, ami pedig az egymasra halmozhat6sag miatt igen elényés.

A nyiréerS és a nyomaték kozelité értékét az x+Ax helyen tehat az x hely-
re érvényes fiiggvényérték, és az x helyre érvényes meredekség ismere-
tében tudjuk eléallitani. A figgvény egy pontbeli meredekségén a pontban
a figgvényhez rajzolt érinté meredekségét értjik. Ezt az értéket pedig —
amint azt matematikai tanulmanyainkbol tudjuk — a fiiggvény derivaltja-
nak ugyanazon pontbeli értéke hordozza. Ha matematikai ismereteink
még hianyosak lennének, az x pontbeli (érinté) meredekséget helyettesit-
hetjik az x és az x+Ax fliggetlen valtozé-értékl pontok kozotti har me-
redekségével, ami Ax minden hataron tuli csokkentésével épp az érintébe
megy at.

matematikailag pontos meredekség,
az érinté meredeksége

F(x)
m= AF,/Ax,
my= AF,/Ax,
AXZ X, ms= AF3/AX3

»
»

Az y=F(x) fuggvény egy pontbeli meredeksége tehat kozelithet6 a pont
kornyezetében, téle Ax tavolsagra felvett segédpontokon at huzott hirok
meredekségével, azaz a fliggvényérték névekményének és a fiiggetlen
valtoz6 névekményének a hanyadosaval vehetd azonosnak. (Ezeknek
az un. ,differenciahanyadosoknak™ a hatarértéke lesz Ax=>0 esetén a dif-
ferencialhanyados, és ha egy intervallum minden pontjaban létezik ez a
differencialhanyados, akkor ezt a fliggetlen valtozéhoz rendelve kapjuk
meg az eredeti fiiggvény derivalt fliggvényét.)

A fuggvényérték novekményének kozelité meghatirozasa iranyaba tett
rovid kitérd utan a fiiggvénykapesolatok elemzéséhez vizsgaljuk meg a Ax
vastagsaga lamella egyensulyat! A Ax értékét kicsinynek valasztva a teher-
intenzitas valtozasat a lamellaszélesség mentén elhanyagolhatjuk, és az

x+Ax helyen a fliggvényértékek névekményét a sorfejtés linearis tagjaval
helyettesithetjiik.
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A lamella egyensulyahoz (a tengelyiranyu eréket most figyelmen kiviil
hagyva) a nyiréiranyd vetiletosszegnek és a (tetszéleges pontra vett) nyo-
matékosszegnek kell zérusnak lennie.

Az x és az x+Ax pozicidju keresztmetszetek igénybevételei

(a lamella jobb oldalan valéjaban a definicié szerinti igénybevételek
ellentettjei jelentkeznek, az abraban azonban az ellentettséget a vektorok
iranyanak megforditasaval mar megjelenitettiik)

T etAn) qu(x()) -
J(xtAx M(x)  T,(x)
X{m‘) é’ﬁ y

My(X"‘AX)UﬂTZ(x) M, (%)

Axt—+ x+Ax | X z
W 9.(x) A nyiréer6 és a nyomaték a lamella bal

M. (x) oldalfeliletén a linearis névekményekkel
J szamolva a kévetkez6képpen alakul:

AT,
T.(x+Ax) =T, (x)+—=
: (et ) 2. () +

Ax=T.(x)+AT,

Mz(x+Ax)zMz(x)+AilxzAx=Mz(x)+AMz

A lamellara felirhat6 egyensulyi egyenletekben az x koordinataja metszetre
vonatkozo igénybevételi dinamok kiejtik egymast, elegend6 csak a névek-
ményekkel szamolni.

2 Fyp =+AT, —q.(x)Av=0=¢,(x) = AAXTZ = m,

lamella

A tartétengelyre merdleges vetileti egyenletbdl azt kapjuk, hogy a teher-
figeovény értéke a nyirderdfigevény (korabbiakban megallapitott) mere-

dekségével azonos. A Ax értéket minden hataron tdl csokkentve, hatarat-
menetben ez a megallapitis mar nemcsak kozelités, hanem korrekt figg-
vénykapcsolat.

A differencialis  Osszefiiggés  alapjan  a  teherfiiggvény a
nyiréerdfiiggvény meredekségfiiggvénye, vagy matematikai szohaszna-
lattal derivalt fiiggvénye.
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A nyomatéki egyenletet a lamella jobb oldali (x koordinataja) lapjanak y-
nal parhuzamos tengelyére irva:

> M} =+AM , +T, x Ax{AT, x Ax—g_(x)Axx Ax/ 2|=0

lamella

Tekintettel atra, hogy Ax és AT, infinitezimalisan kicsiny, szorzatukat,
vagy magasabb hatvanyaikat tartalmaz6 tagokat — mint masodrendden
kicsiny mennyiségeket — az Osszegzésben elhanyagolhatjuk. A megmaradé
tagokat atrendezve:

AM
DM =+AM  +T,xAx=0=>T, =——L=m,,
lamella Ax

A lamella egyensulyara felirt nyomatéki egyenletb6l azt kapjuk, hogy a
nyiréeréfuggvény ellentett értéke a nyomatéki fiiggvény (korabbiakban
megallapitott) meredekségével azonos. A Ax értéket minden hataron tdl
csokkentve, hataratmenetben ez a megallapitas mar nemcsak kozelités,
hanem korrekt figgvénykapcsolat.

A differencialis 6sszefiiggés alapjan a nyiroeréfiiggvény a nyomatéki
fuggvény negativ meredekségfiiggvénye, vagy matematikai sz6haszna-
lattal derivalt fiiggvényének ellentettje.

A lamella egyensulyara vonatkoz6é nyomatéki egyenletet mas pontra-tengelyre
irva csak a masodrendiien kicsiny mennyiségek valtoznak, azaz a nyomatéki
és a nyirders fliggvények kapcsolatira vonatkozé megallapitasunk mindenképp
érvényben marad.

A differencialis 6sszefiigeés egyébként joval tagabb érvényességli, mint amit itt
most be tudtunk mutatni: a tartd (tengelyre merdleges) teherfiiggvénye, az
igénybevételi, és az alakvaltozasi fiiggvényel kozottt matematikai kapcsolatot
irja le, és mind a rudszerkezetek, mind a feliiletszerkezetek esetében hasznal-
hato.

A differencialis 6sszefiiggés a terheket és az igénybevételeket folytonos
fuggvényekként kezeli, ezért szingularis helyeken nem hasznalhato.

A terhek oldalardl szingularis helynek kell mindsitnink a koncentralt
er6k és a koncentralt nyomatékok tamadasi keresztmetszetét, amelyek-
nél a differencialis Osszefliggés csak a megel6z6 ill. a kdvetd keresztmet-
szetekre alkalmazhato.
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8.3.5. A teher- és az igénybevételi fiilggvények grafikus
osszefiiggései
A teherfiigevény és a sikbeli tartok igénybevételi fiiggvényei kozott fennal-
16 matematikai kapcsolat grafikusan is megjelenitheté. A leggyakoribb
teherfajtakra az Osszeférheté fliggvényalakokat az alabbiakban foglaltuk
0ssze.
tengelyre merdleges, egyenletesen megoszl6 erd
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tengelyre merdleges koncentralt eré

7
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A tényleges szerkezeten az igénybevételi abrak a csatlakozasi feliletek
egyensulyi feltételei alapjan alakulnak ki, itt csak a fiiggvények jellegét mu-
tattuk be.
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koncentralt nyomaték

a koncentralt nyomaték helyén a nyiréer6-
figevényben valtozast nem jelenik meg

—

\‘ L —]

A koncentralt nyomaték a teherfliggvény szingularis pontja, ezért itt a nyomatéki
fiiggvény lokalis széls6értékéhez nem tartozik nyirders-elSjelvaltas!

8.3.6. Az elemi tarték igénybevételei

A (leg)6sszetett(ebb) tartok igénybevételi fliggvényei is egyszert elemek-
bél épilnek fel. Els6 1épésként célszerd tehat megismerniink (és megje-
gyeznunk!) a (leg)egyszerii(bb) tartok leggyakoribb terhekre kialakulo
igénybevételi abrainak alakjat és jellemzé ordinatait.

Az igénybevételek meghatarozasa soran balrél jobbra — az x tengely pozi-
tiv agaval ellentétes iranyban — haladunk végig (szokasos haladasi irany).

Befogott konzol

EEEEER E M
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A nyomatéki értékek el6jele a mérnoki gyakorlatban szokasos el6jelezés,
ami balrél jobbra haladva az elGjelszabalybdl is kiad6dik.
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A konzolt a terheléssel egytitt a befogasi sikra titkrozve a nyiréerdk eldjele
megvaltozik, de a nyomatékokat ugyanarra az oldalra kell rajzolnunk.

A terheket mindkét befogasi valtozatban ugy vettik fel, hogy a konzolvég lefelé
mozduljon, azaz a konzol lefelé gorbiil, fels6 oldala lesz a huzott (dombord)
oldal, igy a nyomatéki abrat biztosan oda kell rajzolnunk.
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A bal végen befogott konzoltartok esetében a balrdl jobbra torténd igény-
bevétel-meghatarozas a befogasi reakciédinamok ismeretét és felhasznala-

sat igényli. Ennek elkertilésére két lehet6ségiink van:

e megtartjuk a haladasi iranyt balrél jobbra mutaténak, de a keresztmet-
szetet kovetd er6kbdl szamitjuk az igénybevételeket

e megforditjuk a haladasi irainyt (VIGYAZAT! A nyomatéki igénybevé-
tel ilyen esetben az éraval ELLENTETES pozitivl), és igy mar a ke-

resztmetszetet megel6z6 er6kbdl dolgozhatunk.

A kéttamaszu tartd

JEREEEE: %q F M
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8.3.7. Az igénybevételek alakulasa radcsomoépontokban

Osszetett rudszerkezetekben a rudak csatlakozasi pontjaiban, a csomo-
pontokban mind szamitastechnikai, mind szerkezeti okokbdl ismerniink
kell az igénybevételek értékét. A csomdpontokra vonatkozé megallapitasa-
ink — mint ahogyan a szerkezet barmely részének viselkedésére vonatkozo
megallapitasaink — az elem, esetiinkben a csomoépont egyensulyan ala-
pulnak. A csomépontra minden csatlakozé ruadelemrdl kapesolati erék és
nyomatékok adédnak at, amelyek a csomoéponti elemnek a haladasi iranyt
megel6z6 metszetein az ottani igénybevétellel, a haladasi iranyt kévetd
metszetein az ottani igénybevétel ellentettjével azonosak. A csomoépont
egyensulyanak vizsgalatabol tehat az igénybevételi fiiggvények csomo-
pontbeli viselkedésére vonatkoz6 megallapitasok is lesztrhetSk.

A csomoépontokban az igénybevételek helyes meghatiarozasahoz minden
metszetben (a definicidé szerint) az azt (barmely iranybol) megel6z6
(vagy koévetd) erSk hatasainak dsszességét kell szamitasba venntnk.

A vizsgaland6 keresztmetszetekben a megallapodas szerinti el6jelszabaly a
normal- és a nyiréigénybevételek el6jelét mindig helyesen adja, a nyoma-
tékok felrajzolasanal pedig a vizsgalt elemvég huzott oldalat kell figye-
lembe venntink.

A csomoépont egyensulyi vizsgalataban a csatlakoz6 rudmetszetekben éb-
red6 normal- és nyiréer6knek (és a csomépontra haté koncentralt erék-
nek) két valasztott tengely mentén kell a vetiileti egyenletet kielégitenitk.
A csomépont nyomatéki egyensilyaban csak a csatlakozé radmetsze-
tekben ébred6 nyomatéki igénybevételek szerepelnek, ezeknek kell a cso-
moépontra vonatkozé nyomatéki egyenletet kielégiteniiik.

Két radelem csatlakozé csomépontjaban (ez valdjaban a tortvonald tartd
toréspontja) a két nyomaték értéke azonos, forgatoértelme ellentétes
lesz, de a definici6 szerinti nyomatéki igénybevétel a csomoépontot meg-
el6z6 és kovetd keresztmetszetben elGjelben és értékben is azonos lesz.
A tartéban a hazott és

a nyomott szalak nem Kiegetsns

. Kkovetd
ke}‘esztézhetlk €8Y- My cpeisns .
mast, hiszen ott a nyo- SRR G
matékbiras zérus lenne, C TMms

az a pont belsé csuklo-
ként viselkedne!
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Két radvég talalkozasi csomoépontjaban a nyomatéki igénybevétel
elGjelre és értékre is azonos lesz.

Tobb rad csatlakozasi csomoépontjaban a nyomatéki egyenletben is tobb
tag fog szerepelni, altalanosan tehat csak annyit allapithatunk meg, hogy a
csatlakoz6 radvégekrdl atadédod nyomatékok Osszegének kell zérusnak
lennie, HALADASI IRANY

Az abrabdl lathat6, hogy :
M’y, nyomaték az My, és
My, nyomatékokkal tart
egyensulyt, tehat My, érté-
ke az M, és Mg, nyoma-
tékok algebrai osszegével
lesz azonos.

Tobb radvég talalkozasi csomdpontjaban egy kivalasztott radvégi ke-
resztmetszet nyomatéki igénybevétele a tobbi rudvégi keresztmetszet
nyomatéki igénybevételeinek algebrai (el6jelhelyes) 6sszegeként adodik.

Az Osszetett szerkezet keresztmetszeteiben ébred6 normal-  és
nyiroigénybevétel a megel6z6 erdk vetiiletosszegeként elGjelhelyesen
adodik. A nyomatéki igénybevétel helyes felrajzolasahoz a vizsgalt (a va-
lasztott haladasi irdny szerinti kovetd) rudcsonkra felrajzoljuk a megel6z6
erSk forgatonyomaték-Osszegét, a szokasos elbjel-értelmezésben (a pozitiv
nyomaték az 6raval megegyezben forgat), majd a keresztmetszet varhato
(kicsiny) elfordulasa alapjan megallapitjuk, melyik a hizott oldal, és arra
az oldalra rajzoljuk fel a nyomaték kiszamitott értékét.

Természetesen a csomépontra atadodod nyomatékok Gsszegének zérusnak
kell lennie, ha tehat a csomoponthoz csatlakozé keresztmetszetek nyoma-
téki igénybevételei egy kivételével ismeretesek, az az egy bizonyosan a
tobbi nyomatéki érték 6sszegével lesz azonos (definicié szerint a ke-
resztmetszeti igénybevétel a kovet§ elemre mutkéds kapesolati dindm,
ezért a csomoponti egyensulyozé nyomaték ellentettje lesz a keresztmet-
szetl igénybevétel).

A kovetkez6 példan egy Osszetett szerkezet keresztmetszetiben keletkez6
igénybevételek meghatarozasi lehet6ségét mutatjuk be.
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Az egyértelmid azonositas érdekében a szerkezet csomopontjait NAGY-
BETUKKEL, a radelemeket szamokkal jeloltik. Ezek felhasznalasaval a
csomopontokhoz csatlakozé rudvégi keresztmetszetek jelolése is egyér-
telmd.

2 F,

K F
q; A2 2
EERERER

Ke,

A szerkezet sz€EIs6 (vég)elemei a csatlakozd
Kes csomoépontba befogott konzolként kezelhe-
ték. Az igy meghatarozott befogasi reakcio-
dinamok a befogasi keresztmetszet igénybe-

; vételei lesznek, ellentettjeik pedig a csomo-
2 pontra mikodo teherként mikodnek. A
csomopont egyensulya alapjan tovabbléphe-
9 =F tiink a kovetkezd rudelemre, és igy rekurziv
(VY VVVVV] 2 . : o :
) % moédon valamennyi keresztmetszet igénybevé-
1 f A 6 tele el6allithato.

3
A szétbontott tartd ‘_) T
rad- és csoméponti %ﬁe D D
elemeire hat6 erék- B ! 6
nyomatékok kilon- " D M,
kilon is egyensuly- qs A szekvencialis modszer (az elemek kap-
ban vannak. csolddasi sorrend szerinti vizsgalata)
helyett természetesen itt is alkalmazhat6
E a ,,harmas atmetszés™: az atvagas helyén
A’N a harom kapcsolati dinam (igénybevétel)

C\(&R a tartorészek egyen-sulya alapjan megha-
tarozhato.
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8.3.8. Az igénybevételek szimmetria-tulajdonsagai

A tartoszerkezetek tervezése soran gyakran alkalmazzuk a szimmetriat. A
geometriai (halézati vagy keresztmetszetl), a megtamasztasi, merevségi,
terhelési (tengelyes) szimmetria nemcsak a szamitasi munkat egyszert-
siti, de a szerkezet viselkedését is stabilabba, belsé fesziiltségeloszla-
sat egyenletesebbé teszi. A szimmetrikus szerkezetekben a belsé erék-
nek is szimmetria-tulajdonsagot kell mutatniuk, ezt pedig az igénybevételi
abrak meghatarozasa-ellenérzése soran jol felhasznalhatjuk.

Amint mar az Osszetett tartok vizsgalata soran megallapitottuk, szimmet-
rikus tarténak a halézati geometriajaban, keresztmetszeti merevsé-
geiben ¢és megtamasztasaiban szimmetrikus tulajdonsagu szerkezete-
ket tekinthetjitk. Ha az ilyen tulajdonsagu tartén a teher is szimmetrikus,
akkor varhatoé, hogy a kiils6 és bels6 kapcsolati erék és az igénybevéte-
lek is szimmetria-tulajdonsagot mutassanak.

A teherfiigevény és az igénybevételi fiiggvények kozott érvényes a diffe-
rencialis 6sszefiiggés, azaz a nyomatéki fiiggvény derivaltja a (nega-
tiv) nyiréeréfiiggvényt, a nyiréeréfiiggvény derivaltja a teherfiigg-
vényt adja. A szimmetrikus teherfiiggvény matematikailag paros figg-
vény lesz, matematikai tanulmanyainkbél viszont tudjuk, hogy a paros
figevény derivaltja paratlan fliggvény, a paratlan figgvény derivaltja
paros figgvény lesz. A mérnoki gyakorlatban a figgvények parossaga
tengelyes szimmetriat, paratlansaga tengelyes ferde szimmetriat
jelent.

Ha tehat a  teherfiiggvény  szimmetrikus  (azaz  paros), a
nyiréeréfuggvénynek paratlannak, a nyomatéki fliggvénynek ismét paros
fuggvénynek kell lennie.

A szimmetrikus tarton szimmetrikus teherb6l a normaleré és a
nyomatéki abra szimmetrikus, a nyiréer6abra ferdén szimmetrikus
lesz.

Ha a szimmetrikus tart6 teherfiigevénye ferdén szimmetrikus tulajdonsaga
(azaz paratlan flggvény), a differencidlis fliggvénykapcsolat alapjan a
nyiréeréfigvény lesz paros és a nyomatéki fligevény paratlan.

A szimmetrikus tarton ferdén szimmetrikus teherb6l a normaletd és
a nyomatéki abra ferdén szimmetrikus, a nyiréeréabra szimmetri-
kus lesz.
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Az igénybevételi fuggvények szimmetriatulajdonsiagai mechanikai nézé-
pontbdl is igazolhatok.
Ha a szimmetrikus tartén a haladési iranyt mindkét oldalon a szimmetria-
tengely felé mutatdan vesszik fel, a két tartofélen az igénybevételek meg-
hatarozasahoz figyelembe vett haladasi irany bizonyosan ellentétes lesz. A
haladasi irany megforditasa nyoman a két tartofélen a pozitiv normalerd-
iranyok egymas szimmetrikus parjai, a pozitiv nyirdéeré-iranyok
egymas ferdén szimmetrikus parjai lesznek. A pozitiv nyomatéki ira-
nyok meghatarozasa soran nem szabad elfeledkezniink, hogy a haladasi
irany megforditasakor a nyomatéki igénybevétel pozitiv forgasiranya meg-
valtozik, igy pedig mar a két tart6félen a pozitiv nyomatéki iranyok is
egymas szimmetrikus parjai lesznek.
+M
+N_AHT
g —
=

+M
+N

HALADASI IRANY

A szimmetrikus tartén a teherfiiggvény ferde szimmetriajat a haladasi
irany ferde szimmetriajaval jelenithetjiik meg, ami valéjaban a folytatdla-
gos haladast jelenti. Az ily médon felvett keresztmetszetekben az igénybe-
vételek pozitiv iranyai a nyiréerére mutatnak szimmetrikus, a normal-
erdre ¢s a nyomatékra ferde szimmetrikus eloszlast.

N VT
< J<

HALADA:SI IRANY
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8.4. Egyszeri és 6sszetett tartok igénybevételi
abrai

Az alabbi mintapéldakkal az elméletben megismert eljarasok, megoldasok
eredményeit konkrét szerkezetek igénybevételi abrain mutatjuk be. Az
abrak az AXIS-VM szamitogépes szerkezetszamité programmal késziltek,
és annak el6jel- és koordinatakonvencioit hasznaljak. A nyomatéki és nyi-
réerd abrak a példakban oldalhelyesen jelennek meg, a normal- és a nyir6-
er6 értéke el6jelhelyes, de a normaler6abra a megszokottal ellentétes oldal-
ra kertlt. A nyomatékok el6jelének (most) nincs jelentsége (ezek a cso-
moponti vizsgalatokhoz lennének hasznalhatok), az abrak a huzott olda-
lon vannak. A méreteket, a terheket és az igénybevételeket kKN — m egysé-
gekben abrazoltuk.

8.4.1. Befogott konzol

Az altalanos terhelést konzolon jol érzékelhetd az egyes teherfajtdk és az
igénybevételi fiiggvények kapcsolata, és a befogas athelyezésének hatasa.
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Tortvonal  befogott tarton a toréspontokban a normal-  és
nyiréigénybevételek vektorialis ereddje lesz azonos értékd, derékszogl
sarokpontban a normal- és nyiréigénybevételek ,,értéket cserélnek”.

Ha egy keresztmetszet a megel6z6 (ez a haladasi irany megvalasztasatol
fuggben akar balra, akar jobbra lehet a metszett6l) er6k ereddjének ha-
tasvonalan fekszik, akkor ott a nyomatéki igénybevétel bizonyosan
zérus.

A megoszl6 terhek targyalasanal levezettiik, hogy a ferde tengelyen muko-
dé megoszl6 teher helyettesitheté a koordinatatengely-iranyu vetiileteivel,
és hogy e vetiileti teherintenzitasok az eredeti, ferde teher intenzitas-
értékeivel pontrél pontra megegyeznek. Itt a feladat masodik verzidja-
ban az eredeti ferde terhelés helyett egy vizszintes és egy fligebleges ira-
nyu, azonos intenzitasu vetiileti megoszl6 terhelést mikodtettink, és az
igénybevételi fiigevények valoban tokéletesen azonosak.
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Elagazo tarton a szerkezeten mindig van olyan csomépont, amely ha-
rom, vagy tobb rad kozott 1étesit kapcsolatot. Ilyen esetben a csatlakozé
radvégek nyomatéki igénybevételeir6l csak azt tudjuk, hogy forgatasi
irany szerinti elGjellel szamitott 6sszegiik zérus. Két radvégen (még
ha egy egyenesbe esnek is) csak akkor lehet azonos a nyomaték, ha a t6bbi
rudvég bizonyosan nyomatékmentes.
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8.4.2. Kéttamaszu gerenda

A megoszIl6 teher intenzitasanak valtozasa a nyirderéfiiggvény meredeksé-
gében (és a nyomatéki parabola eltéré gérbuletében) jelenik meg.

A koncentralt nyomaték helyén a nyiréeréfiggvényben nincs valtozas,
természetesen a tamaszer6k modosulasa miatt a nyiréeréfiigevények a
terhel6 nyomaték el6jelforditasa utan nem lesznek azonosak.

A nyomatéki fiiggvény lokalis széls6értékét a nyirderbfiiggvény eldjelvalta-
si helye hatirozza meg.
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8.4.3. Kéttamaszu tortvonalua tarté (Iépcsétartd)

A tortvonald tartok igénybevételi abrainak (és tamaszerdinek!) helyes
meghatarozasahoz els6sorban tisztazni kell a tart6 ferde szakaszan mako-
dé megoszl6 teher iranyat és megoszlasat. A teher iranya a teheradatokbodl
meghatarozhato, a megoszlas modjanak tisztazasa azonban némi megfon-
tolast igényel.

hossz mentén megoszl6 erd

A (ferde) hossz mentén megoszlo eré a tartd ferde, valos Ly 4. hossza
mentén, annak minden hosszegységére a megadott q intenzitasnyi terhel6
hatast fejti ki, azaz az ered6 a teherirannyal parhuzamos hatasvonald, és a
ferde hosszon integralt intenzitasértékti koncentralt erd lesz: R= Ly 4. Xq
vetiilet mentén megoszl6 erd

A vettileti hossz mentén megoszlo6 eré a tartd ferde méretének koordinata-
tengely-iranyu, vetileti, L .4 hossza mentén, annak minden hosszegysé-
gére a megadott q intenzitasnyi terhel6 hatast fejti ki, azaz az eredd a te-
herirannyal parhuzamos hatasvonaly, és a vetiileti hosszon integralt inten-
zitasérték koncentralt erd lesz: R= L aXq

Az alabbi feladatokban a kilonbo6zé iranya és megoszlasa terheléseknek
az igénybevételi figgvényekre gyakorolt hatasat elemezhetjiik.

Az abrakban a vettleti megoszlast v bettvel jeloltik.

Az abrakon megjelenitett terhelést és a maximalis nyomatékok értékét
vizsgalva lathatjuk, hogy a végig vetileti fiigg6leges teherrel terhelt tarton
a maximalis nyomatéki érték a tamaszkoz kozépvonalaban keletkezik, és
értéke 85,75 kNm, ami az egyenestengely(i gerendan kaphaté qXL?/8=
=14 kN/mX(7 m)*/8 értékkel azonos. A tart6 ferde szakaszan tehit a
vetileti keresztmetszetekhez tartozé nyomaték (valtozatlan vetileti hossz
mellett) fiiggetlen a ferdeség sz6gétdl, csak a teherintenzitas és a vetileti
nyilasméret fliggvénye.

A terhek-hatasok egymasrahalmozhatésaga okan a nyomatéki abra a viz-
szintes ¢s a ferde szakaszok kilon-kilon vizsgalataval kapott abrak Gssze-
geként is el6allithatod. A csak a ferde szakaszon mikoédo vetiileti megoszla-
st teherbdl ad6d6 nyomaték a koézépvonalban 57,75 kNm, a szélsé viz-
szintes szakaszok terhelésébol adodé érték ugyanott 28 kNm. A két érték
Osszege a mar ismert, 85,75 kNm-es maximumot adja.

Egy-egy tartoszakaszon a nyomatéki (névekmények) flgevényét gy is
eléallithatjuk, hogy a tartészakaszon a tehernek csak a tengelyre merdle-
ges komponenseivel, és a tényleges, ferde szakaszhosszal szamolunk.
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A vizszintessel o szOget bezard tartoszakasz esetén a fligeblegesen hato
megoszl6 terhelés tengelyre merdleges intenzitasat az eredd segitségével
allithatjuk el6. A Ax szakaszra juté megoszl6 teher-eredd ferde vettletét
(qXAxXcosa) a Ax szakasz ferde vetiiletével (Ax/cosa) osztva a ferde

, 2 : s 2
szakaszon hat6 merdleges tehertkomponens intenzitisa q/cos a.
Az a vetileti szakaszra érvényes nyomatéki ndvekmény maximuma igy az
eredeti intenzitdssal szdmolva qXa®/8, a vetiiletei értékekkel szamolva

pedig qXcos’a-(a/coso)’/8=qxa’/8

qXAxXcosa qxAx
AxXcoso
o
. Ax R
g x Ax x cosa 2 M
. = T =(gXcos a a N
cosa
v _gx (a/cosa)’ _gx cos’ax (a/cosa)’ _9qx a’
max,a ~ 8 - 8 B 8
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-
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8.4.4. Kéttamaszu egyszerii keret

4,67 41,67
] =
100 v

N 6@9_ 60 J/ﬁl,m 41,67 N 41,67

a0 40 20
b
100 T M

“ ric =)
S | =
100 v

=
g
Z
£/

100

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 221 p



Mechanika I.

Belsé erék — igénybevételek

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék

A

80,0 T
2lsh -
140 v

101,67 6.0 %01,67

Vissza 4 222 p

40,«) 'm’0
40,00 N 1200
400
= S
M
=) =)
101,67 101,67
101,67 N 101,67
100 90,0°
s g
M

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék

Vissza 4 222 p



Mechanika . Belsd erdk — igénybevételek

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 223 p
40,00 40,00
=
=
80,0 ! L] | |
40,00f 6,0 %0,00 40,00 N 40,00
3 g 20
=3
80,0
80,0 T M
A8 20,83
2 =)
S §
& o,
(o)}
v T mf
20,8¢ = ﬁfzo,gz 28 N 3
50 ) S
1875 &5
2 S
&5
T M

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 223 p



Mechanika I.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék

Belsé erék — igénybevételek

Vissza 4 224 p
8.4.5. Kéttamaszu ferdelabu keret
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A GERBER-tartok egyenestengelyl gerendaelemekbdl allnak, igénybevé-
teleik meghatarozasahoz a legegyszertibb eljaras, hogy (a tamaszerd-
szamitas érdekében amugy is) szétbontott szerkezet elemein kiilon-
kiilon allitjuk el az igénybevételi fiiggvényeket, és végil ezeket egy-
mas mellé rajzoljuk.

Ha a kiils6 kapcsolati eréket ismerjiik, akkor mar nem is kell a szerkezetet
szétbontanunk, mert a tarton folyamatosan haladva (a helyes kiilsé kap-
csolati er6k felhasznalasaval) az igénybevételi abrak is helyesen adod-
nak (a csuklos kapcsolatokban példaul automatikusan kiadédik a zérus
nyomat¢k).

A nyomatéki figgvények elemzése soran lattuk, hogy a nyomatéki abrat
mindig a (szilard anyagu) tarté huzott (deformacié szerinti domborti)
oldalara kell rajzolnunk. A késébbiekben latni fogjuk, hogy az igénybevé-
teli fiiggvények és a tarté alakvaltozasai (e) kozott egyértelmid ma-
tematikai kapcsolat van, azaz, ha a szerkezet deformalt alakjat meg tud-
juk becstlni, egyszerd eszkozokkel (pl. hajlékony vonalzékkal) tudjuk mo-
dellezni, akkor a deformalt alak alapjan a nyomatéki abra helyességét, a
csatlakozasi pontokban varhat6 viselkedését is ellenérizni tudjuk

8.4.8. Az igénybevételszamitas fontossaga

Az igénybevételi abrak a tart6 terhelhetGsége, alakvaltozasai szempontja-
bol meghatarozo6 fontossaguak, a helyes igénybevételi abrak el6alli-
tasa (az egyensuly biztositasa mellett) statikai tanulmanyaik legfonto-
sabb része. Kés6bbi tanulmanyaikban latni fogjak, hogy a tartészerkeze-
tekkel kapcsolatos minden vizsgalat el6bb-utobb az igénybevételi abrak-
hoz vezet, azok ismerete nélkil nem hasznalhaté. Pozitivan megfogal-
mazva: ha most sikeriil megérteni az igénybevételi fiiggvényeket, ezt
a tudast még sokszor tudjak kamatoztatni.

Az igénybevételek elballitasara altalaban tobb, parhuzamosan alkalmazha-
t6 lehetéséguink van:

e dolgozhatunk a definicidk alapjan

e alkalmazhatjuk a differencialis Osszefliggés fiigevénykapcsolatait

e rajzolhatjuk az abrakat a grafikus abratulajdonsagok felhasznalasaval

e kihasznalhatjuk a szimmetriatulajdonsagokat.

Mindig a (szamunkra) legegyszerbb eljarast valasszuk, de mindig ellen-
Orizziik a munkankat valamilyen mas szemléletii médszer alapjan!!!
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8.5. Ellenorzé kérdések

Mi az igénybevétel (belsé erd) fogalmar

Mi az igénybevételi abra fogalmar

Milyen igénybevételeket ismer?

Definialja a normal igénybevételt és el6jelét?

Definialja a nyir6 igénybevételt és el6jelét?

Definialja a nyomatéki igénybevételt és el6jelét?

Igaz-e az allitas: a nyomatéki igénybevételt mindig a tarté huzott oldalara
rajzoljuk?

Hogyan hatarozhaté meg egy keresztmetszet normal igénybevétele?
Hogyan hatarozhaté meg egy keresztmetszet nyir6 igénybevétele?

Hogyan hatarozhaté meg egy keresztmetszet nyomatéki igénybevétele?
Milyen 6sszefligeés van a teher- és a nyiréerd-tiggvény kézott?

Milyen 6sszefiiggés van a nyiréeré- és a nyomaték-fuggvény kozott?
Milyen figgvény a nyiréers- ill. a nyomatéki-figgvény egyenletesen meg-
oszIl6 teherre?

Milyen fiiggvény a nyirderd- ill. a nyomatéki-fiiggvény linearisan megoszlé
teherre?

Milyen figgvény a nyiréer6- ill. a nyomatéki-fuggvény koncentralt erére?
Milyen fluggvény a nyiréerd- ill. a nyomatéki-fiigevény koncentralt nyoma-
tékra?

Milyen fuggvény a nyiréer6- ill. a nyomatéki-figgvény koncentralt erd
alatt?

Milyen fluggvény a nyirderd- ill. a nyomatéki-fiigevény koncentralt nyoma-
ték alatt?

Mit mondhatunk a nyomatéki igénybevételrél egy radcsomoépontban?

Mit mondhatunk szimmetrikus tartén szimmetrikus teherbdl keletkezo
normaler$ abrardl?

Mit mondhatunk szimmetrikus tartéon szimmetrikus teherbdl keletkezé
nyiréerd abrarol?

Mit mondhatunk szimmetrikus tartéon szimmetrikus teherbdl keletkezo
nyomatéki abrarol?

Mit mondhatunk szimmetrikus tartén ferdén szimmetrikus teherbél kelet-
kez6 normaler$ abrarél?

Mit mondhatunk szimmetrikus tartén ferdén szimmetrikus teherbdl kelet-
kez6 nyiréerd abrardl?

Mit mondhatunk szimmetrikus tartén ferdén szimmetrikus teherbél kelet-
kezé nyomatéki abrarol?
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9. Hatasabrak-maximalis abrak

9.1. A hatas és a hatasabra fogalma

Eddigi vizsgalatainkban a tartoszerkezetek terheit-teherkombinaciéjat fix,
legfeljebb elemeiben varialhaté terheknek tekintettitk. Ennek megfeleléen
az igénybevételi fiiggvényekkel a régzitett terhekbdl a tartéon vé-
gigmozgatott keresztmetszetben ébredS bels6 er6komponenseket
allitottuk el6 és abrazoltuk. Ez a teherfelfogas tartészerkezeteink terhe-
lésformaira a legtobbszor elegendd, legfeljebb azt kell mérlegelniink, hogy
a teher bizonyos elemeit a tarté egyik vagy masik részén milyen esetekben,
milyen kombinaciokban szerepeltessiik.

Vannak azonban olyan szerkezetek, amelyek tipikusan nem fix, hanem

mozg6 terhek viselésére késziltek. A hidszerkezetek, a daruk, darupa-
lyak vizsgalata soran a teher mozgasa nem hagyhaté figyelmen kiviil.
A mozgd teherbdl a tarté keresztmetszeteiben a teherpozicié fliggvényé-
ben valtozé igénybevételek, elmozdulasok keletkeznek. A tart6 tervezése-
ellendrzése soran a tartén végigmozgo teherbdl, a rogzitett kereszt-
metszetekben keletkez8 belsé erd-fiiggvényeknek a meghatarozasara
és abrazolasara lesz sziikségiink.
A jarmuvek athaladdsa soran az egy-egy jarmu altal a szerkezetre atadott
tehernek csak a helyzete valtozik, a nagysaga nem, a sokféle tengelyelren-
dezést és tengelyterhelést jarmd miatt mégsem hatarozhatunk meg egy
olyan tehercsoportot, amelyre minden szerkezetet vizsgalni kell. Ugyanak-
kor amig a teher-igénybevétel fliggvénykapcsolataink linearisak, érvé-
nyes az egymasra halmozhatosag, azaz a tényleges kiosztasu és tényle-
ges terhelésti er6csoport helyett a tarton egyetlen, egységnyi nagy-
sagu erdt elegendé mozgatnunk.

A tartén (pontosabban: a tarté palyaszintjén) végigvandorlo, egyetlen,
egységnyi nagysagi koncentralt er6bdl a tarton keletkez6 barmiféle
valtozast hatasnak nevezink. A teherpozicié fuggvényében vizsgalt, ér-
telmezett hatasokat hatasfiiggvénynek, abrazolasukat hatasabraknak

nevezzik, és 1 fiiggvénnyel jeldljiik.
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Masként fogalmazva:

A hatasfiiggvények-hatasabrak egy ordinataja a palyaszinten az ordinata
folott allo, figedleges allasu egységer6bdl a tarté egy rogzitett ke-
resztmetszetében keletkezé hatast adja meg.

A fentieknek megfeleléen a tartokon értelmeziink tamaszerd, belsé kap-
csolati erd, keresztmetszeti igénybevételi, raderé és elmozdulasi hatas-
figevényeket és hatasabrakat.

A hatastiggvények részletes taglalasa nem targya mostani studiumunknak,
itt csak a hatasabrak legfontosabb tulajdonsagaival, eléallitasuk lehetséges
modszereivel és alkalmazasi lehetoségeikkel ismerkediink meg. Vizsgalata-
inkat a statikailag hatarozott szerkezetek tamaszerd- és igénybevéte-
li hatasabraira korlatozzuk.

9.2. Az igénybevételi abrak és az igénybevételi
hatasabrak kapcsolata

A definici6 szerint az igénybevételi hatasordinatak az ordinata f6lott allo
egységerére megrajzolt igénybevételi abraknak a kivalasztott kereszt-
metszetben érvényes értékei. Az igénybevételi abrak és az igénybevé-
teli hatasabrak tehat szoros kapcsolatban allnak egymassal. Ezt a kapcso-
latot akkor tudjuk a legjobban feltarni, ha mind az igénybevételi abrak,
mind az igénybevételi hatasabrak el6allitasa soran a folytonos fuggvények
helyett megelégszink a keresztmetszetek és a teher pozicidjanak véges
szamu értékével. Az alabbi abran egy kéttamaszi konzolos tarton mutat-
juk be a nyomatéki abrak és a nyomatéki hatasabrak Gsszefiiggését, 9 ke-
resztmetszet folé allitva az egységerdt, és ugyanezen 9 keresztmetszetben
meghatarozva a nyomaték értékét.
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A nyomatéki abrak és a nyomatéki hatasabrak alakulasa egy kéttamaszu
konzolos tarton:

9
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Az alabbi tablazatban szamszerten is Osszefoglaltuk a grafikusan mar be-
mutatott nyomatéki értékeket.

A KM. HELYE
AZERO| 1. | 2. | 3. | 4 | 5 | 6 | 7. | 8 | o
HELYE |nM,) n(M,) n(M;)|n(M,) n(M;)|[n(Mg) n(M;)|n(Ms) m(M,)
.M, | 0 | 2 | 4 | 32|24]-16]-08]| 0 0
2. M, | 0 0| 2 |16]-12]-08| 04| 0 0
3.M;, | 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4. M, | 0 0 0 | 16 |12 ] 08|04 0 0
5. M, | 0 0 0 |12 |24 16|08 0 0
6. M, | 0 0 0 |08 |16 ] 24]12] 0 0
.M, | 0 0 0 |04 |08 ]12]16] 0 0
8. M, | 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9. M, | 0 0 0 |-04]-08]-12]-16| 2| 0

Mind a grafikus, mind a tablazatos feldolgozason jol lathatd, hogy a nyo-
matéki abrakban és a nyomatéki hatasabrakban valdjaban ugyanazon ke-
resztmetszeti igénybevételek halmaza szerepel, csak a rendezés iranya,
a metszet kialakitisa kiilonbozik.

Egy tarton véges szamu teherpoziciéban allé egységer6bdl, a teherpo-
ziciokkal megegyez6 keresztmetszetekben meghatarozva az igénybe-
vételeket olyan szamtablazathoz (igénybevételi matrixhoz) jutunk, amely-
nek sorai az egyes teherpoziciohoz tartozé igénybevételi abrakat,
oszlopai pedig az egyes keresztmetszetekhez rendelhet6 igénybevé-
teli hatasabrakat szolgaltatjak. Bz az igénybevételi matrix szarmaztatasa
okan kvadratikus (sorainak és oszlopainak szama azonos).

A fenti allitas az igénybevételi fiiggvényekre és a hatasfiiggvényekre
folytonossaguk miatt nem mondhaté ki, de az igénybevételi abrak és ha-
tasabrak véges (de tetszéleges!) szamu elemére igaz.
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9.3. Az igénybevételi hatasabrak tulajdonsagai

Egy kivalasztott alatamasztasban a keletkezé tamaszerdt, vagy a tartd egy
keresztmetszetében az ott ébreds belsé erék értékét a terhek ismeretében
meg tudjuk hatarozni. A hatasfiiggvények ordinatainak eléallitasa
tehat a definicié alapjan (elvileg) megoldott: a tarton a keresett ordinata
folé allitjuk az egységerdt, és ebbdl meghatarozzuk a kivalasztott timasz-
eré nagysagat, vagy a kivalasztott keresztmetszet igénybevételét (elmozdu-
lasat). Minthogy a palyaszinten tetszéleges szamu teherpoziciot vehetiink
fel, ezzel a modszerrel a hatasabranak is tetszéleges szamu ordinatajat
allithatjuk el6. Az igénybevételi abrak sajatossagainak ismerete azonban
sejteni engedi, hogy a hatasfiiggvények ordinatai kozott is léteznek
olyan szabalyszeriiségek, matematikai formaba onthet6 fuggvénykap-
csolatok, amelyek segitségével a hatasabrak végtelen szamu ordinata konk-
rét kiszamitasa nélkdl is korrekt és hatékony moédon eléallithatok.

A hatasabrak eléallitasa soran a teher mindig csak egyetlen, fiiggéleges
allasu, egységnyi nagysagu erd. Vegyluk szemugyre a vizsgalandé ke-
resztmetszetet megel6z6 és kovetd hatarkeresztmetszetek igénybevételei-
nek alakulasat.

F=1 |\ 1Xcosa

Az abra szerint amikor a palyaszinten
mozgo egységers atlép a kivalasztott
keresztmetszet fiiggblegesén, a ke-

resztmetszetet megel6z6 erék eredo-
jének vetiletei éppen az egységerd .
megfelel§ iranyt komponenseinek = esetiinkben o negativ
értékével modosulnak.

Ebbdl kévetkezéen a keresztmetszetet megel6z6 és kovet6 normalerd-

ordinatak kézo6tt 1Xsina, a megel6z6 és kévetS nyirderd-ordinatak
kozott 1Xcoso nagysagi ugrasnak kell megjelennie. A normalerd-
valtozas elGjele a keresztmetszet allasanak fiiggvénye: pozitiv o szog
esetén negativ érték, a nyirderd-valtozas az egységer6 fluggblegessége
(lefelé mutatdan) és a pozitiv nyiréerdirany lehetséges allasszoge (felfelé
mutat6an) alapjan mindig negativ lesz.

A nyomatéki fiiggvényben a keresztmetszetet megel6z6 és kovetd ordi-
nata értéke azonos lesz, hiszen a hataratmenetben végtelen kicsiny karon
az egységeré okozta nyomatékvaltozas zérus. A nyomatéki fiiggvénynek a
keresztmetszetet megel6zG és a keresztmetszetet kovetd szakaszat meg-
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vizsgalva viszont azt allapithatjuk meg, hogy a keresztmetszetet meg-
el6z6 szakaszon az egységer6 nélkiil el6allithaté nyomatéki fiiggvény-
hez az egységer6bdl szarmazo, negativ eldjeld, a kivalasztott kereszt-
metszett6l mért vizszintes vetiileti tavolsaggal aranyos nyomatékérté-
keket kell hozzaadni. Ez grafikailag azt jelenti, hogy a nyomatéki hatas-
fiiggvényben a vizsgalt keresztmetszet poziciéjaban torés, a megels-
26 szakasz érintéjéhez viszonyitva pozitiv elfordulasi szogti torés alakul
ki. A torésszog értéke abbol hatarozhaté meg, hogy (a fentiek szerint) a
keresztmetszetet ¢ tavolsaggal megel6z6 metszetben az egységeré kozvet-
len hatasanak figyelembevétele nélkiil meghatarozhaté nyomatéki fiigg-
vény -c értékkel moédosul. A muszaki gyakorlat a torésszog ilyen moédon
definialhato értékét egységnyi torésnek nevezi.

A tartészerkezetek megengedhetd alakvaltozasai a szerkezetek méreteihez képest
lényegesen (legalabb két nagysagrenddel) kisebbek. Ilyen esetekben az elfordu-
lasi sz6g fuggvényeire a szamitasainkban megkivant pontossagi hatarokon beliil
elfogadhat6 a kévetkez6 kozelités: tgO=sinO=0radian, €s cost =1. Ezek a koze-
litések viszont lehet6vé teszik, hogy az elfordulasok nyoman tényleges koriv
mentén mozgb pont sugariranyu eltolédasat elhanyagoljuk, az érintd iranyd elto-
lodas értékét pedig az rXOladian értékkel vegyiik szamitisba. Ennek alapjan az
elfordulasi szog az érintS iranyu eltolédas és a forgaskézépponttdl mérhetd ta-
volsag hanyadosaként adodik, ami esetiinkben valéban 1. Az itt ismertetett koze-
litést a tartészerkezetek alakvaltozasvizsgalata soran fogjuk felhasznalni, a szak-
irodalomban pedig a kis elmozdulasok kézelitéseiként talalhaté meg.

A statikailag hatarozott megtamasztasu szerkezetek nyomatéki hatasfiigg-
vényének jellegét vizsgalva azt allapithatjuk meg, hogy az egységeré és a
tamaszer6k kozotti tartdszakaszok terheletlenek, tehat ott a nyomatéki
fuggvény (az igénybevételekre vonatkozé differencialis Osszefiiggés alap-
jan) legfeljebb linearis lehet. Az el6z6 pontban belattuk, hogy az igénybe-
vételi hatasordinatak az igénybevételi ordinatakbdl a hely (keresztmetszeti
pozicid) és az ok (a teherpozicid) felcserélésével kaphatok. Ennek megfe-
lel6en a nyomatéki hatasfiiggvény (a keresztmetszet két oldalan) linea-
ris lesz. A nyiréer6abra a keresztmetszet el6tt és utan konstans fiiggvény,
de ennek értékei a keresztmetszet pozicidjanak fliggvényében (a timasz-
er6kkel parhuzamosan) linearisan valtoznak. Ennek alapjan, felhasznalva
a hatasordinatak értékére felismert hely-ok felcserélést, a nyirderd hatas-
fiiggvény a keresztmetszetet megel6z6 és kovetd szakaszon linearis lesz.
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9.4. Az igénybevételi hatasabrak eloallitasa
statikai moédszerrel

A statikai modszer a szerkezet, ill. annak részei statikai egyensulyabdl indul
ki, az egyensulyi egyenletek felhasznalasaval allitja el6 a keresett fliggvé-
nyeket. A szerkezetek igénybevételi figgvényeinek meghatarozasahoz (a
konzoltartok kivételével) mindig sziikséglink van a timaszerék értékének
ismeretére. Ha a keresztmetszet igénybevételeit a mozgd teher pozicidja-
nak fliggvényében akarjuk eléallitani, a tamaszer6t is a teherpozicié figg-
vénycben kell kezelnink.

9.4.1. A tamaszero-hatasabrak

Gorg6s tamaszukkal vizszintes sikra tamaszkodé kéttamasza gerendatar-
tok esetében a tamaszokban csak fiigg6leges erdk keletkeznek, és a ta-
maszerdk a teherpozicio linearis fiiggvényei lesznek.

O

n(A) =Fx(L—-x)/L 1
(L-x)/L

n(B) = Fxx/L 1

x/L

A tamaszer6k nagysagara vonatkozé Osszefiiggés a tarté egészére igaz,
tehat a konzolos kéttamasza tartd teljes hosszan megadja az egységerd
helyzetének fuggvényében a timaszeré nagysagat. Csuklos tobbtamasza
(GERBER) szerkezetek esetén a befliggesztett kéttamaszu tartok tamasz-
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erinek hatasfiiggvénye e fenti kifejezéssel hatarozhaté meg (a f6 részen
mozg6 egységer6bdl ilyenkor a befiiggesztett részen nincs hatas!), a
6 rész alatamasztasaiban pedig a befliggesztett részen mozgd egységerd-
bdl a befliggesztett rész kapcsolati pontjaban keletkezé tamaszer6 ellen-
tettje okoz tamaszerSt, ami a befiiggesztett rész tamaszk6zén lineari-
san lecsokken zérusra.

Amennyiben a szerkezet, vagy a megtamasztas jellege miatt vizszintes
tamaszer6-komponens is keletkezik (ferde sikra tamaszkodd gerenda, ke-
ret vagy haromcsuklds tartd), a vizszintes tamaszeré-6sszetevé a fuggdle-
ges komponens értékébdl a tamaszerének az egyensulyhoz sziikséges alla-
sa alapjan fejezhet6 ki (A szerkezeten mindig csak egy, egységnyi er a
teher, tehat kéttamaszu elemeken a harom erd egyensulyahoz sziiksé-
ges kozés metszéspont lehet6vé teszi a tamaszerSk hatasvonalainak
el6allitasat.
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A tamaszeré-hatisvonalak abrain lathaté, hogy egy (merev) szerkezeti
elem hatasordinatai mindig egy egyenesre illeszkednek. A belsé
csuklés kapcesolatoknal ezek az egyenesek csatlakozasi ordinatai azonosak,
de a meredekséguk eltér. Vegylik észre az abrakon azt is, hogy a vizsgalt
elemhez viszonyitva f6 elemeken mozgéd egységerd a befiiggesztett
részre nem ad at terhet, igy a befliggesztett elem tamaszeréinek a £6 rész
teherpoziciél alatti hatasordinatai azonosan zérusértéktek. A {6 rész ta-
maszer6i szempontjabol a befiiggesztett rész linearis atmenetként
jelenik meg, ahogyan a teher az egyik féelemrél a masik timaszra, vagy a
masik féelemre atkeril. A szerkezeten a két féelem (a figgdleges terheket
onmagaban is egyensulyozni képes tartéelem) kozott 1évé befliggesztett
rész ,,szétkapcsolja” a hatasabrat: a mindkét végén egy-egy féelemhez
kapcsolodé befliggesztett tartd az egyik féelemrol a masikra nem viszi at a
terhet, az egyik f6elemen mozgd egységer6bdl a masik féelem ta-
maszerdinek (a teherpoziciok alatti) hatasordinatai zérusértékiiek.

A konzoltarton a tamaszerd-hatasabrak ismerete nem sziikséges a ke-
resztmetszetek igénybevételi hatastiiggvényeinek el6allitisahoz, de a ta-
maszerd, ill. tamasznyomaték hatasfiiggvényei értelmezhetdk, és (a defini-
ci6 alapjan) igen egyszerden eléallithatok. Az egyik GERBER-tarton erre
is latnak példat.

Az egyenes tengelyl gerenddkbdl all6 szerkezeteken a tengelyvonal
egyuttal a palyaszint is, a teherpozici6 a tartotengely minden pontjahoz
hozzarendelhet6, azaz a tamaszerd hatisordinatak a tarté minden ke-
resztmetszetében egyértelmien meghatarozhatok, a hatasfiggvények ér-
telmezési tartomanya a teljes tartéhossz.

Tort tengelyvonalu tartéra a hatasabra csak igen nehezen volna értel-
mezhetd, hiszen ne feledjik: az egységeré valamiféle mozgo jarmd, vagy
daruszerkezet leegyszertsitett modellje, amit6l nem varhatjuk, hogy tort-
vonald palyan kozlekedjen (a hidpalyak gyakorlati esésviszonyai a hatas-
fuggvényeket csak elhanyagolhaté mértékben moédositanak). A (gyakorlati-
lag) vizszintes palyaszinttel rendelkezd, tortvonala, egyszerd vagy
Osszetett szerkezeteken (kéttamasza vagy haromcsuklos, konzolos, fer-
delabu keretek) viszont a hatasfiiggvények a palyaszinten felvett te-
herpoziciokon értelmezhetdk, és meghatirozhatok.
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Az abran lathaté szim- Fe————am—————x CCEEEEEEEPPEEE -+
metrikus  haromcsuklds

tarton a tamaszerék fig-
gbleges Osszetevéje a -
kéttamaszu tartéhoz ha-

sonléan a (masik) ta- AB
maszpontra  vonatkozé 1lm _2m|_ 4m 4 m 2m_ |11
nyomatéki  egyenletbdl 1=12/m
hatarozhaté meg, amely-
ben a vizszintes timasz-
er6-Osszetevé nem sze-
repel. A figgdleges ta-
maszeré-komponens -
hatasordinatai tehat itt is
a tamaszpontok kozott

1 és 0 kizott linedrisan | 127 6= =CI | |[ |

h=5m

=]

valtoznak, ha van kon- |12i § | T e gy |

zol, akkor a palyaszint 12 """ SA_VDH‘I AW """"""

konzolos szakaszan toO- -G—XQ =-0,5.___'_'____,_.. 12»6

résmentesen  folytatod- 125 . 12 A= i=-1,2

nak. > n®)
0,1 0,1

A vizszintes tamaszer6-Osszetevé a szétbontott tarté egyik féldarabjan a
kézbensé C jeld csuklopontra felirt nyomatéki egyenletbdl kaphat6. Ha az
egységeré a jobb oldali tartéelemen jar, akkor a bal oldalon a C ponti
nyomatéki egyenletben csak az A tamaszeré két komponense szerepel,
innen Ay= A,X(L/2)/h=A,X06/5. A, maga is valtozik, értéke az A pont-
ban 1, a B pontban 0. Ennek alapjan az A értéke az A pontban
1x6/5=1,2, a B pontban 0, de a (f6l nem irt) nyomatéki egyenlet csak
akkor igaz, ha az egységerd a jobb oldali részen (C és a jobb oldali
konzolvég k6z6tt) mozog, igy az elébbiekben meghatarozott fiiggvénynek
csak a C és a jobb oldali konzolvég kozotti szakasza lehet érvényes, az
N(A) abra lilaval jelolt szakasza. A bal oldali tartorész elemzésével kaphato
meg a C csukl6 és a bal oldali konzolvég kozott érvényes Osszefliggés:
A =B XL/2/h=B,X6/5,. ez n(A,) dbra sotétzolddel jelolt szakasza.
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Az n(B,) hatasabra hasonlé megfontolasokkal allithaté el6, de az F=1 eré
fuggolegessége miatt B, mindig az A, ellentetje lesz.

A vizszintes tamaszer6-6sszetevé hatasfiiggvénye tehat a vizsgalt tarto-
elemen a fiiggbleges-vizszintes Osszetev6k aranyat meghatarozo
(nyomatéki vagy vettleti) egyenletbél és a fiiggbleges komponens (mar
ismert) hatasfiiggvényébdl allithaté eld.

9.4.2. A keresztmetszeti igénybevételi hatasabrak

A hatasabrak szerkesztése soran a tart6 terhe egyetlen, valtozé pozicidju,
egységnyl nagysagu koncentralt eré. Konzoltartok esetében a vizsgalt ke-
resztmetszetet megel6z6 (vagy éppen kovetd) pozicidban csak ez az egyet-
len eré lehet, vagy még az sem. A hatasabrak tehat csak a keresztmetszet
és a konzolvég kozott tartalmazhatnak zérustdl kiilonbo6zd értéket,
éspedig (egyenestengelyd konzol esetén) a normalerd és a nyirderé ha-
tasabra konstans, a nyomatéki hatasabra (az egységerd keresztmetszet-
t6l mérhetd tavolsag-valtozasanak megfelel6en) linearisan valtozé érté-
keket. A konzoltartokra tett megallapitasaink egyébként a konzolos két-
tamaszu tartok talnydléd konzoljaira is, s6t a barmilyen mas szerkezetbe
befogassal csatlakozd, szabadvégt tartéelemre is igazak.

F=1 F=1
N e SN N S
<X 1 &= s 1 X5
1| | NIy My
| |1
€ l\ n Mx) M M) /| -g

A konzol individualis szerkezet, nem ad, és nem fogad el segitséget mas
tartoelemektSl, mas széval: igénybevételei csak a rajta 1évé tehertdl
fuggenek, a csatlakozo, 6t megtamaszté szerkezet terhelése ezt sem no-
velni, sem csokkenteni nem tudja.

Kéttamaszu tartok tamaszkézében felvett keresztmetszetek hatasabrainak
eléallitasa soran a teherpozicié fuggvényében vagy a keresztmetszet elétt,
vagy a keresztmetszet mogott csak az egyik tamaszerd all. Ha tehat meg
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tudjuk mondani, hogy a tamaszer6kbdl a vizsgalt keresztmetszetre milyen
értékt hatas keletkezik, ezzel a (konstans, csak a szerkezet geometriajatol
és a keresztmetszet helyzetétdl fiiggd) szorzéval a timaszerdk hatasfiigg-
vényét megszorozva a keresett igénybevételi hatasfuggvény értékeit kap-
juk.

X

K 3
AAE ¥ n =B

TK= +A:>T| (TK) =N (A) (ha X>g) A-vonal”
T=-B=n(Tx)=-n(B) (ha x<§&) .B-vonal”

N
1
- 1

A-vonal

M= +AXE =n (To)= N(A)XE (ha x<E) ~A-vonal”
M= -(-BX(L-8)) =N (Tx)= -(-n(B) X (L-E)) (ha x<&) B-vonal”

MMy | © =+[(L-£))/L]xE

EX(L- E)/L

~ ‘ ‘ ‘
1xE 1X(L-E)

ExA-vonal
(L- £YxB-vonal ——

A K keresztmetszetben a felfelé mutaté (megallapodasunk szerint pozitiv)
A jell timaszerébdl +A nagysagu nyirders és +AXE nagysigi nyomaték,
a B jell tamaszer6bdl -B nagysagu nyiréers és -(-BX(L-§)) nagysigu
nyomaték ébred. E fiiggvények érvényességi tartomanya természetesen
csak azokra a teherpozicidkra terjed ki, amelyekben allva az egységerd a
vizsgalt tamaszerGvel ellentétes oldalra keriil. Igy a K keresztmetszet hatas-
figgvényei (kilon a keresztmetszetet megel6z6, és kilon a kovets sza-
kaszra) az A és B jeld tamaszerk hatasfiiggvényeinek felhasznalasaval
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elallithatok. A keresztmetszeti igénybevételek definicidja és el6jelszabalya
alapjan felirt fliggvénykapcsolatbdl lathato, hogy

mind a nyiréeré-hatasabra, mind a nyomatéki hatasabra a (statikailag
hatarozott) tarton linearis elemekbdl all.

A vizszintes tengelyl tartd nyiréeré-hatasabrajan a keresztmetszetet meg-
el6z6 és kovetd szakasz azonos meredekségl, a K keresztmetszetben (a
haladasi irany szerint) megel6z6 hatarkeresztmetszet ordinatajahoz viszo-
nyitva a kovet6 hatarkeresztmetszet hatasordinataja +1-gyel valtozik.

Vizszintes tengelyd tarton a K keresztmetszet fligg6legesében a nyiréerd
hatasabraban (a haladasi irany szerinti) +1 értéki ugras jelenik meg.

A nyomatéki hatdsabranak a keresztmetszetet megel6z6 és a kévetd inter-
vallumra érvényes szakasza a K keresztmetszetben azonos értéket vesz fel,
és ez lesz a tamaszkozben a K keresztmetszethez tartozé maximalis
hatasordinata. A K keresztmetszetben a két nyomatéki hatasfiggvény-
szakasz toréssel csatlakozik, és a torés nagysaga (a mar emlitett kis el-
mozdulasra érvényes kozelitések alapjan) 9 = 1.

Vizszintes tengelyl tartén a K keresztmetszet fliggélegesében a nyoma-
téki hatasabraban -1 értéki alulrél konvex torés jelenik meg. A ma-
ximalis hatasordinata (a K keresztmetszet alatt):

x|\L —
n(MK,max): é (L é:)

Kéttamaszu tarton a K keresztmetszet igénybevételi hatasordinatai a
tamaszok felett mindig zérus értékiiek, azaz a hatasabrak rajzolasa a

tamaszpontokbdl indulhat. Konzolos kéttamaszu tartokon az igénybevéte-
i hatasabrak konzolok feletti szakaszai a tamaszkézben érvényes
fuggvények torés- és ugrasmentes folytatasaiként rajzolhaték meg
(ahogyan a tamaszeré-hatasabrak is késziltek). GERBER rendszer( tarto-
kon a tartéelemek hierarchiaja alapjan koénnyen belathaté, hogy a 6 rész
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keresztmetszeteire a befliggesztett részen mozgd egységer6bdl keletke-
zik hatas, forditva viszont nem: a {6 részen mozgd egységerd a befiig-
gesztett részen felvett keresztmetszetekben semmiféle hatast nem
okoz.

A GERBER-tartok esetében az igénybevételi hatasabrak el6allitasa soran
(is) a tarté elemekre bontasa a megoldas elsé 1épése. Azok a tartdele-
mek, amelyekre mas tartérész nem tamaszkodik (a befiggesztett rész
vagy a ,legbefliggesztettebb” rész), a tobbi elemtdl fiiggetleniil kezelhe-
t6k, hatasordinataik csak a folottik jaré egységerébdl lesznek zérustol
kilonbozék. A GERBER tarté konzoljai 6nmagukban konzolként
viselkednek, a hatasabraik is ennek megfelel6en szerkeszthet6k meg, de a
rajuk (esetlegesen) tamaszkodo6 befiiggesztett elemen a hatasfiiggvény
a csatlakozasi pontban érvényes értékrél a befliggesztett elem masik ta-
maszpontjaban érvényes zérus értékig linearisan valtozik. Ha a befiig-
gesztett elem maga is konzolos, akkor a hatasfiggvény ennek a konzol-
jan is folytatodik, és ha erre is tamaszkodik djabb befiiggesztett elem, ak-
kor a csatlakozasi ponttdl a tamaszpontig Gjabb linearis szakasszal folyta-
todik a hatasabra.

Az igénybevételi hatasabrak jellegét alapvetéen meghatarozza, hogy a
felvett keresztmetszet a tamaszkoézben, vagy a konzolos részen van-e,
ezért ezt az elemekre bontas utan azonnal meg kell allapitani.

A ferde sikra tamaszkodo tartok, a keretek, a haromcsuklos tartok
igénybevételi hatasabrai a fentiek szellemében, a tamaszerék-
komponensekbdl a keresztmetszetekben ébredd igénybevételek, és a ta-
maszeré-komponensek hatasfiggvényei alapjan allithatok el6, de ezekkel a
tartokkal e targy keretében nem foglalkozunk.

A vizszintes tengelyli gerendatart6 igénybevételi hatasabrainak alakulasat a
tamaszer6-hatasabrak kapcsan felvett tartok keresztmetszetein mutatjuk
be, az abrakban megjelenitve a felhasznalt tamaszeré-hatasabrakat is.
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9.5. Az igénybevételi hatasabrak eléallitasanak
kinematikai modszere

A statikailag hatarozott szerkezetek igénybevételi hatasabrainak tulajdon-
sagait elemezve néhany altalanos érvényti megallapitast tehetiink:

e a statikailag hatarozott szerkezetek tamaszeré- és igénybevételi hatas-
tuggvényei mindig linearis szakaszokbol 6sszetehetSk

e a nyiréer6 hatasfiiggvényben a keresztmetszet fliggblegesében (a ha-
ladast irany szerinti pozitiv) egységnyi ugras jelenik meg

e a nyomatéki hatasfiiggvényben a keresztmetszet fiiggélegesében (a
haladasi iranytol fuggetlentl alulrél konvex) egységnyi torés jelenik
meg

e A nyiréeré hatasabraban a keresztmetszetet megel6z6 és a kereszt-
metszetet kovetd fuggvényszakaszok egyenesei parhuzamosak

e A nyomatéki hatasabraban a keresztmetszetet megel6z6 és a kereszt-
metszetet kbvetS fuggvényszakaszok keresztmetszet alatti hatasordi-
natai azonosak

e a konzoltarton a keresztmetszet és a tadmasz kozdtt minden
hatasordinata azonosan zérus

e a konzolos tartorészen 1évé keresztmetszetek hatasfiiggvényei mindig
»konzol jellegliek”, fliggetlenck a konzol megtamasztasi viszonyai-
tol (kiilsé befogas, vagy mas szerkezet tulnyuld, konzolos eleme)

e a kéttamaszu tartén a tamaszok figgdlegesében az igénybevételi ha-
tasordinatak értéke zérus

e a konzolos kéttamaszu tartén a tamaszkozben 1évé keresztmetszet
igénybevételi hatasfiggvényének a keresztmetszetet megel6z6 ill. ko-
veté egyenesei a tamaszok folott ugras- és torésmentesen folyta-
todnak a konzolvégekig

e a GERBER-tarton a befiiggesztett részen 1évé keresztmetszeteken a
f6 részen mozgo egységer6bol nem ébred (igénybevételi) hatas

e a GERBER-tartén a £6 részen 1év6 keresztmetszetek hatasfuggvényei
a csatlakoz6 konzolvégen érvényes értéktdl a befiiggesztett rész masik
taimaszaig linearisan zérusra cs6kkennek

e a GERBER-tartokon a kapcsold csuklok fiiggblegesében az igénybe-
vételi hatasfiiggvényekben (értelemszerien) térés alakul ki.
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A fenti megallapitasokat Osszegezve azt vehetjik észre, hogy a statikailag
hatarozott tartok igénybevételi hatasfiiggvényei egy merev radelemekbdl
¢és relativ elmozdulasra képes kapcsolatokbol Osszeallitott (statikai
szempontbdl labilis) kinematikai szerkezet (lancolat) elmozdulasaiként
(pontosabban: fiiggdleges eltolédasaiként) (is) megjelenithetdk:

e a tamaszerd-hatasabrakat a lincolat elmozdult alakja akkor rajzolja
ki, ha a keresett tamaszpontot egységnyivel lefelé elmozditjuk

e a nyiréerS hatasabrat a keresztmetszetben elvagott tarté csatlakozo
elemei koz¢ iktatott egységnyi (a haladasi irany szerint a negativ nyi-
réer$ iranyaban allo), a tartotengelyre merdleges relativ eltolodas
nyoman kialakulé elmozdult alak rajzolja ki (ilyenkor az elvagott ke-
resztmetszetben csatlakoz6 elemek kozott relativ elfordulast nem
engediink meg!)

e a nyomatéki hatasabrat a keresztmetszetben elvagott tart6 csatlako-
z6 elemei kozé iktatott egységnyi (a haladasi iranytol fiiggetlentil,
alulrél konvex) relativ elfordulas nyoman kialakulé elmozdult alak
rajzolja ki (lyenkor az elvagott keresztmetszetben csatlakoz6 elemek
kozott relativ eltolodast nem engediink meg!)

A fenti anal6gia korrekt elvi igazolasa mélyebb ismereteket kdvetelne, de ezek
targyaldsara csak a kévetkez6 félévben keriilhet sor. Most meg kell elégedniink a
kinematikai szerkezet eltoléddsainak és a keresett igénybevételi hatdsfliggvény
ordinatainak azonossagat felismerd ,,sejtés”-sel. Meg kell még jegyezniink, hogy a
vizsgaland6 keresztmetszetbe bekényszeritett egységnyi relativ elmozduldsok
hatasara kialakul6 deformalt alak fiiggbleges eltolodasai nemcsak a statikailag
hatarozott, hanem a hatarozatlan megtamasztasi szerkezetek megfelelé
igénybevételi hatasabrait is elSallitjak, tehat a kinematikai hatasabra-
szerkesztés a megtamasztasi viszonyoktdl flggetlen, altalanosan érvényes
eljaras. Természetesen a hatarozatlan tarték egy atvagassal, egy belsG merevség
megszintetésével nem alakulnak szabadon, er6hatiasok nélkul elmozdithatd ki-
nematikai szerkezetekké, ezért a kivant relativ elmozdulasok csak alkalmas kap-
csolati dinamok, ehhez tartozé igénybevételek révén érhetSk el, és ennek megfe-
lel6en a tart6alak még szakaszosan sem lesz deformaciomentes, egyenes.
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A statikailag hatarozott szerkezetek tamaszeré- és igénybevételi hatasabrai
kinematikus uton is el6allithatok: a vizsgalandé helyen a keresett hatas-
abra jellegének megfelel6 egységnyi relativ elmozdulds hatisara (az
atvagas révén kinematikai lancolatta alakult tarton) kialakulé fiiggdbleges
eltolédasi abra rajzolja ki a keresett hatasabrat.

Az alabbiakban néhany hatasabra kinematikus szerkesztését mutatjuk be:
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{ 2
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9.6. A hatasabrak leterhelése

A hatasordinatak a felettik 4all6 egységer6bdl a kivalasztott helyen-
keresztmetszetben keletkez6 hatas értékét adjak meg. Ha a terhelésiink
nem egyetlen, egységnyi nagysagu erd, akkor a vizsgalt helyen-
keresztmetszetben keletkez6 eredd hatast (a linearis fliggvénykapcsolatok
alapjan) az egyes terhelések okozta hatasok 6sszegeként kaphatjuk
meg. (A képletben szerepl6 Yy a kivalasztott keresztmetszetben keletkez6
barmilyen hatast jelolhet, az Gsszefliggés a tamaszerdktdl az igénybevéte-
leken at az elmozdulasokig altalanosan alkalmazhato.)

Y, =3F xY,
A K, és K, jelt keresztmetszetek k6zott mikédé megoszlo terhelés ese-
tén (a teher alatti dx infinitezimalis hosszusagu szakaszon az intenzitas
valtozasatdl eltekintve) az 6sszegzett hatast egy integralkifejezés szolgal-

tatja, ami a koncentralt erékre vonatkozé 6sszefiiggéshez hasonldan alta-
lanosan alkalmazhato:

Ha a megoszl6 teher intenzitasa a vizsgalt intervallumon allandé, akkor
a q konstans az Osszegzés elé kiemelhet6, a megmarado integralkifejezés
pedig val6jaban a K, és K, jeld keresztmetszetek kézott a hatasfiiggvény
alatti teriilet értékét allitja el6. Enneck az Osszefuggésnek az értelmében,
ha a vizsgalt szakaszon a hatasfiiggvény alatti teriiletet mas médon meg
tudjuk hatarozni, akkor az integralas miavelete mell6zheté.

K2
Yi=¢gx Iy(x)dx:qufl_Kz

Kl
Linearis szakaszokbol allo hatasfiiggvények esetében a fliggvényszakaszok
alatti teriilet meghatarozasa elmei geometriai eszkozokkel egyszertien tor-
ténhet. Ha a hatasfiigevény gorbe vonala (pl. elmozdulasi hatasabra), ak-
kor altalaban zart alakban nem tudjuk (vagy nem érdemes) a figgvényt
elallitani, hanem a tarton kell§ strlséggel kivalasztott teherpoziciokra
numerikusan hatarozzuk meg a hatasordinatak értékeit. Ez esetben a
teriiletmeghatarozas  valamilyen  kozelité — eljarassal  (trapéz-szabaly,
Simpson-szabaly, stb.) torténhet, amelyek akar egy egyszer(i tablazatkeze-
16vel algoritmizalhatok.
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9.7. A hatasabrak meértékado leterhelése

Az eléz6 pontban megallapitottuk, hogy egy tartokeresztmetszetben az
igénybevételek-elmozdulasok a hatasabrak segitségével is el6allithatok.
Csakhogy ezeket az értékekhez az igénybevételi abrak (és a késébbiek-
ben megismerendé alakvaltozas-szamitas) alapjan sokkal egyszeriibben
hozzajuthatunk. Miért érdemes akkor mégis a hatasabrak leterhelésével
hatarozni meg a tartOkeresztmetszetek igénybevételeit? Azért, mert a
mozgd teherbdl a legnagyobb szamérték( hatast szolgaltatd teherpozicidt
(a mértékado teherallast) és az ebbdl a keresztmetszetben keletkez6 legna-
gyobb szamértékd igénybevételt (a mértékadd igénybevételt) csak a hatas-
abra mértékado leterhelésével tudjuk eléallitani. A gyakorlatban a nagy
tomegli jarmivek tengelyterheit koncentralt erécsoportként, a szokasos,
rendszeres jarmuterheket pedig parcidlisan mukodtethetd egyenletesen
megoszl6 teherként vesszik szamitasba.

Egy tartokeresztmetszet mértékado (maximalis-minimalis)
igénybevételparja a keresztmetszet hatasabrajanak mértékado leter-
helésével kaphaté meg. A leterhelés soran az egyenletes megoszlasu al-
lando6 terhet a tarté teljes hosszan, az egyenletes megoszlasu esetleges
terhet pedig kiilon a pozitiv és kiilon a negativ hatasordinatak felett
vesszik szamitasba. A koncentralt er6kbdl allé erécsoport mértékado
elhelyezéséhez egy koncentralt er6t a hatasabra maximalis ordinataja
folé kell allitani, de — altalanos esetben — nem dontheté el elére, hogy
melyik eré-elrendezés szolgaltatja a legnagyobb szamértékd igénybevételt.

Az allandé teher hatasanak megallapitasahoz valdjaban nincs sziikség a
hatasabrakra, egyszertien elkészithetjiik az allando terhekre az igénybe-
vételi abrakat, és ezekre szuperponalhatjuk az esetleges terhek mérték-
ado elhelyezésével kaphato pozitiv és negativ maximumok fliiggvénye-
it. Megjegyezziik, hogy ez esetben a pozitivitis-negativitas nem jelent fel-
tétlentil pozitiv ill. negativ el6jelet, csak azt, hogy a vizsgalt keresztmet-
szetben a felvett koncentralt er6csoportbdl és parcialisan megoszlo esetle-
ges teherbdl a kiadodott pozitiv maximumnal pozitivabb, ill. negativ
maximumnal negativabb igénybevétel nem keletkezhet. A hatasab-
rak mértékado leterhelése tehat a vizsgalt keresztmetszetre a felvett teher-
paraméterekhez tartoz6 lehetséges igénybevételi intervallumot allitja
elé.
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9.8. Az igénybevételi maximalis abrak

A hatasabrak mértékadé leterhelésével a felvett teherparaméterekhez tar-
tozé igénybevételek legpozitivabb és legnegativabb értékparjat ke-
resztmetszetrdl keresztmetszetre el6 tudjuk allitani. Ezek utan nincs aka-
dalya annak, hogy ezeket az értékparokat a keresztmetszet pozicidéjahoz
kossik, és igy egy igénybevételi maximalis fliggvény-part definialjunk.

A tetszbleges pozicioban elhelyezkedhetd, de régzitett erénagysagokkal és
tavolsagokkal felvett koncentralt er6csoportbdl és a tetszbleges szaka-
szokon (parcialisan) muikodtethets, egyenletes megoszlasu esetleges
teherbdl, valamint az alland6 teherbdl a keresztmetszetek mértékadd
leterhelésével nyerhet igénybevétel-értékek a keresztmetszet pozicio-
janak fiiggvényében értelmezve az igénybevételi maximalis abrak fiige-
vény-parjat — abra-parjat hatarozzak meg.

Az igénybevételi maximalis abrak fuggvény-parjai minden keresztmetszet-
re (a felvett teherparaméterek fuggvényében) az ott el6fordulhat6 legpo-
zitivabb és legnegativabb igénybevételi értékeket szolgaltatjak, ha
tehat a tartdszerkezetiink keresztmetszeti ellenalloképessége ezcket az
értékeket keresztmetszetrSl keresztmetszetre feliilmulja, akkor a szer-
kezetiink (erétani szempontbol) bizonyosan megfelel. Az igénybevételi
maximalis dbrak tehat a mozgd teherrel terhelt tartészerkezetek erétani
tervezéséhez és ellenérzéséhez igen jol hasznalhatok.

Az igénybevételi maximalis abrak ordinata-parjainak meghatarozasa a ke-
resztmetszeti hatasabrak mértékadé leterhelésével (a definicié szerint)
megoldott. Mar az igénybevételi abrak meghatarozasa, majd a hatas-
abrak elGallitasa soran is felismertink azonban olyan egyszerti megfon-
tolasokat, levontunk olyan kovetkeztetéseket, amelyek a figgvények tulaj-
donsagainak feltarasiaval a pontonkénti szamitas helyett — legalabb szaka-
szonként — zart alakban szolgaltattik a keresett figgvényeket. Igy van ez
az igénybevételi maximalis dbrak kérében is.

A hatasabrak alakjat, a hatasordinatak el6jeleinek, nagysaganak alakulasat
felhasznalva az egyenletesen megoszlé parcialis esetleges tehernek a
keresztmetszetekre mértékado teherallasa bizonyos tartészakaszo-
kon azonos lesz, ami annyit jelent, hogy ezen tartészakaszokon az
igénybevételi maximalis abra az oda meghatarozhaté igénybevételi
abraval lesz azonos.
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9.8.1. Maximalis abrak a konzoltartokon

A konzoltartok nyiréeré hatasordinatai a keresztmetszet és a tamasz ko-
zOtt zérus, a keresztmetszet és a konzolvég kézott (mindkét szakasz nyilt
intervallum!) a megtamasztasi oldaltél fuggéen -1 ill. +1 értéket vesznek
fel. A konzolon tehat jobb oldali befogas esetén pozitiv, bal oldali
befogas esetén negativ nyiréeré-hatasordinata nincs. (GERBER-
tartbkon a csatlakoz6 szerkezeteken el6fordulhatnak ellentétes elGjeld
hatasordinatak is!)

A konzoltartok nyomatéki hatdsordinatai a keresztmetszet és a timasz
kozott zérus, a keresztmetszet és a konzolvég kozott (mindkét szakasz
zart intervallum!) a megtamasztasi oldaltol fiiggetleniil a keresztmetszettol
a konzolvégig linearisan névekvé negativ értéket vesznek fel. A konzolon
tehat pozitiv nyomatéki hatasordinata nincs. (GERBER-tartékon a
csatlakozo szerkezeteken el6fordulhatnak ellentétes el6jeld hatasordinatak
1s!)

A megoszIl6 esetleges teher mértékadd elhelyezése azt jelenti, hogy a vizs-
galat szerinti el6jeld hatasordinatak mindegyike folé kertljon teher,
¢és az ellentétes elSjelii hatasordinatak f6l6tt sehol se legyen teher.
Megjegyezzuk, hogy az esetleges zérus hatasordinatak folott 1évé teherbdl
a vizsgalt keresztmetszetben hatas nem keletkezik, a teher ezek f6lé helye-
zése nem befolyasolja a keresztmetszeti igénybevételi maximumok értékét.
A koncentralt er6csoport mértékadd elhelyezése csak probalgatassal,
tobb lehetséges teherpozicié maximalis hatasainak kiszamitasaval lehetsé-
ges, ezzel a kérdéssel e targy keretében nem foglalkozunk.

A fentiek alapjan egy konzoltarté mértékadd terhe — szigortan véve —
mindig a keresztmetszet és a konzolvég kozotti szakaszon van. Minthogy
azonban a keresztmetszet és a befogas kozott a hatasordinatak zérusérté-
ktek, akkor is mértékado igénybevételt kapunk a keresztmetszetben, ha az
esetleges megoszl6 terhelést a konzol teljes hosszan mikodtetjik.

A konzol keresztmetszeteire (mind a nyiréer6, mind a nyomatéki igény-
bevételek szempontjabdl) mértékado leterhelést jelent, ha az esetleges
(parcialisan) megoszl6 terhelést a konzol teljes hosszan mukdodtetjiik.

Ez azt jelenti, hogy a konzoltartok igénybevételi maximalis abraja valo-
jaban a teljes konzolhosszon mukddtetett esetleges megoszld teherbdl
meghatarozott igénybevételi abra lesz.
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Nem szabad elfeledkezniink, hogy az igénybevételi maximalis abrakat egy pozitiv
és egy negativ maximalis értéket meghatarozé fiiggvény-parként definialtuk. Ha
tehat a konzoltartén allandé teher nincs, akkor a mértékadd leterhelés az egyik
igénybevételi szélsGérték-fiiggvényhez a fenti teljes leterhelés, a masikhoz a ,,nem
terhelés”, hiszen az ellenkez6 elGjeld hatasordinatak f61é nem tehetjiitk az esetle-
ges terhet. Igy az igénybevételi maximalis abra egyik szélséérték-vonala a tengely
lesz. Ha a szerkezeten van allandé teher is, ennek clhelyezése nem rajtunk
mulik, azaz az erre rajzolhaté igénybevételi abrakbol kell kiindulnunk, és az
esetleges teherbdl kaphaté minimum és maximumfiggvényeket erre kell
szuperponalni.

A konzolvéghez csatlakozé befliggesztett elem nyirderd-hatasordinataja a
konzolvégen (értékében) mindig 1, a nyomatéki hatisordindta mindig -€,
azaz a fix hosszusagu befliggesztett elemen a nyiréerd hatasabra terii-
lete konstans, a nyomatéki hatasabra teriilete (a konzolon felvett ke-
resztmetszet helyének fiiggvényében) linearisan valtozik. A befliggesztett
rész mértékado leterheléséhez ezen hatasabra-teriletek f6lé kell allitanunk
az esetleges megoszlo terhelést.

Ha a konzoltartéhoz kapcsolédo befiiggesztett elem maga is konzolos,
akkor a befiiggesztett részen mind pozitiv, mind negativ hatasabra-
teriiletek lesznek, igy a vizsgalt konzoltartén mind a pozitiv, mind a
negativ maximalis hatasfiiggvények mddosulni fognak.

A konzoltartékon az esetleges megoszl6 teherre rajzolhaté nyiréerd-
maximalis abrak linearisak, a nyomatéki maximalis abrak paraboli-
kusak lesznek. A konzolhoz csatlakoz6 befiiggesztett elemek mértékadod
leterhelése a konzolkeresztmetszetek maximalis nyiréer6 fiiggvényeit (a
befliggesztett rész geometridjatol fiiged) konstans értékkel, maximalis
nyomatéki fliggvényeit (a befiiggesztett rész geometriajatol és a vizsgalt
keresztmetszet pozicijatol fiiggd) linearisan valtozé értékkel modositja.
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A konzol-szakaszok igénybevételi maximalis abrai (1. statikai vaz)

_____________ K K 0 K KK
A4 B 4 C D E
2m 8 m 3m 4m | 2m 5m
& Li—& & | & LsGik & L&
NEGATIV MERTEKADO TEHERAILLAS
AX1Ls/2
N(Tky) i 1
(To) POZITIV MERTEKADO TEHERAILLAS
M) LIITTTIEEET 144,/2
NEGATIV MERTE DO TEHERAILLAS
(M \ '&4,11 ax <L3/2 — -g“
N(Mgy)
NEGATIV MERTEKADO TEHERAILLAS
L g xLa/2
N(Mg,) —
'qexL4
T -le2 - -leL3/2
MAX +qeXLs/2 7
+q XLy
_le]LZZ/ZL /2_ ~ -qeXLa?/2 |
M MAX -qeXLz XLs —
N\ -qex2X1 -qeXLyXLs/2 |

A GERBER-tart6 konzolelemeinek keresztmetszeteire a maximalis igény-
bevételeket a mértékado leterhelésbol hatarozhatjuk meg. Vegylik észre,
hogy ez esetben a befiiggesztett elemnek nem lévén konzolja, a vizs-
galt konzolkeresztmetszetekhez csak azonos elGjelii hatasordinatak
tartoznak. Igy a pozitiv ill. a negativ hatasibrateriiletek f6l6tt alkalmazott
esetleges megoszl6 teher helyett a teljes tartohosszon muikddtetett eset-
leges megoszlé teher is mértékadd elrendezésnek tekinthetd, azaz (a kon-
zolos szakaszokon) a nyiréerd- és nyomatéki maximalis abrak az eset-
leges megoszl6 teherrel totalisan terhelt tarté igénybevételi abraival
azonosak.
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A konzol-szakaszok igénybevételi maximalis abrai (2. statikai vaz)

K K K K
_____ R N S S I . N S
AT B4’ C D ' E G
2m 8 m 3m 4m | 2m 5m
& L—§&; & & L3—é3 &y Es Ls—&s
MERTEKADO TEHERALLAS =
n(TK4) 11 il
1xLs/2
MERTEKADO TEHERALLAS + E
N(Txy) - =]
1 e ?0,5%(Ly+1Ls) /2
MERTEKADO TEHERALLAS -
'&,4 ~E4maxXLs/2
N(Mgy,)
MERTEKADO TEHERALLAS - =
'&2 — ZmaxxLS/‘Z
K2 1T
meax/4) Xx2K (L4+]45) /2
-qeX (La+Ls)X0,5/2
-qeX2 />
XLs/2 |
TMAX qeXLs/2 J/ q:xLs/ ——
s
q.XL,
-qexLp2/2
-QeX2 \\ -qeX (ILgXLs) /2 \ “AexLa’/2
-qeX(LyxLs)/2 |
M yax qeX(Ly¥Ls)
—
qeXLa/2%(L4+Ls)/2

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 261 p



Mechanika I. Hatasabrak-maximalis abrak

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék Vissza 4 262 p

9.8.2. Maximalis abrak a kéttamaszu tartokon

A konzolos kéttamaszu tartok konzoljain 1évé keresztmetszetek maxima-
lis abrai a konzoltartoknal ismertetett tulajdonsagokkal rendelkeznek, el6-
allitasuk is a konzoltartok keresztmetszeteire ismertetett eljarassal torténik.
A tamaszkozben 1évé6 keresztmetszetek nyiréer6-hatasabrajanak ordina-
tai a keresztmetszetet megel6z6 szakaszon negativ, a keresztmetszetet
kovetd szakaszon pozitiv eljeliek. A keresztmetszet el6tti, negativ elgjeld
és a keresztmetszetet kovetd, pozitiv el6jel, derékszogl haromszog alakd
hatasabratertilet nagysaga a keresztmetszet pozicidjanak fiiggvényében
zérustol a q.XL/2 értékig négyzetesen valtozik. A tartd konzolos részén
és az esetleges befliggesztett elemeken 1évé hatasabratertiletek nagysaga a
(tamaszkoz-)keresztmetszet helyzetétdl fiiggetlen, tehat a belSlik szamit-
hat6 igénybevételek csak konstans értékekként adédnak hozza a tamasz-
k6z parabolikus nyiréeré-maximalis abrajanak értékeihez.

A tamaszkoézben vilasztott keresztmetszetek nyomatéki hatisabrai a
tamaszkoz teljes hosszan pozitiv el6jeliek, a mértékado leterhelést tehat a
teljes tamaszk6zon alkalmazott esetleges megoszl6 teher jelenti. Bz eset-
ben a nyomatéki maximalis abra az esetleges teherre megrajzolt nyo-
matéki abraval lesz azonos. A tart6 konzolvégén a nyomatéki hatasor-
dinatak értéke a keresztmetszet helyzetének linearis fiiggvénye, igy a
konzolos részen ¢és az esetleges Dbefuggesztett elemeken 1évé
hatasabratertiletek nagysaga a (tamaszkoz-)keresztmetszet helyzetétdl li-
nearisan fligg, azaz a belSlik szamithat6 igénybevételek linearis fugg-
vényként adédnak hozza a tdmaszkéz parabolikus nyomatéki maximalis
abrajanak értékethez. Természetesen ha a konzolhoz befiiggesztett elem is
csatlakozik, akkor mind pozitiv, mind negativ el§jeld modositéd figgvény
kiadédhat. Ha mindkét oldalon konzolos a tartd, akkor a két oldalrdl sza-
mitott linearis modositd fiiggvények hatdsa egyiittesen, egy trapéz alaku
abraként jelenik meg.

A kéttamaszu tartok tamaszkozében az esetleges megoszlé teherre raj-
zolhat6 nyiréer6- és nyomatéki maximalis abrak parabolikusak lesz-
nek. A konzolhoz csatlakoz6 befiiggesztett elemek mértékado leterhelése
a tamaszkoz-keresztmetszetek maximalis nyiréer6- és nyomatéki
fuggvényeit (a befliggesztett rész geometridjatol, és a tamaszkoz-
keresztmetszet poziciojatol fiiggd) linearisan valtozé értékkel modositja.
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A maximalis abrak és a jellemzd ordinatak (2. statikai vaz)
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9.9. Ellenorzo kérdések

Mi a hatas fogalma?

Mi a hatasabra fogalma?

Mit mutat meg a hatasabra egy ordinataja?

Milyen 6sszefiiggés van az igénybevételi abrak és az igénybevételi hatasab-
rak kézott?

Mekkora a valtozas a hatasabraban a keresztmetszetet megel6z6 és kovetd
normaler6-ordinatak kozott?

Mekkora a valtozas a hatasabraban a keresztmetszetet megel6z6 és kovetd
nyiréeré-ordinatak kézott?

Mekkora a valtozas a hatasabraban a keresztmetszetet megel6z6 és kovetd
nyomatékfiggvény-érinték kozott?

Milyen (els6, masod, ... fokd) figgvények a nyirderd hatasabrak?

Milyen (els6, masod, ... fokd) figgvények a nyomatéki hatasabrak?
Milyen egy kéttamaszu tarté reakciderd hatasabraja?

Milyen egy konzoltarté reakcideré hatasabraja?

Milyen egy konzoltarté befogasi nyomatéki hatasabraja?

Milyen egy kéttamaszu konzolos tart6 reakciderd hatasabraja?

Milyen egy Gerber-tart6d f6részének reakciderd hatasabraja?

Milyen egy Gerber-tarté befuiggesztett részének reakcideré hatasabrajar?
Egy haromcsukl6s tarton hany reakciderd hatasabra rajzolhaté fel?

Milyen egy konzoltarté nyiréerd hatasabraja?

Milyen egy konzoltarté nyomatéki hatasabraja?

Milyen egy kéttamaszua tart6 nyirderd hatasabraja?

Milyen egy kéttamaszu tarté nyomatéki hatasabraja?

Mekkora egy vizszintes tengely kéttamaszu tarton a nyiréeré abraban a K
keresztmetszetben az ugras?

Mekkora egy vizszintes tengelyd kéttimasza tarton a nyomatéki abraban a
K keresztmetszetben a torés?

Mi a kéttamaszu tarté nyiréeré hatasabrajaban az A- ill. B-vonal?

Mi a kéttamasza tarté nyomatéki hatasabrajaban az A- ill. B-vonal?
Mekkora a kéttamaszu tartd nyirdéeré hatasabrajanak maximalis értéke?
Mekkora a kéttamaszu tarté nyomatéki hatasabrajanak maximalis értéke?
Milyen egy kéttamaszu konzolos tart6 nyiréeré hatasabrajar?

Milyen egy Gerber-tart6 f6részének nyiréeré hatasabraja?

Milyen egy Gerber-tarté befuggesztett részének nyiréer6 hatasabraja?
Milyen egy kéttamaszu konzolos tarté nyomatéki hatasabraja?
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Milyen egy Gerber-tart6 f6részének nyomatéki hatasabrajar?

Milyen egy Gerber-tartd befliggesztett részének nyomatéki hatasabraja?
Hogyan allithat6 el6 a tamaszerd hatasabra kinematikai uton?

Hogyan allithat6 el6 a nyirderd hatasabra kinematikai uton?

Hogyan allithat6 el6 a nyomatéki hatasabra kinematikai uton?

Hogyan kell a hatasabrakat koncentralt er6kkel leterhelni?

Hogyan kell a hatasabrakat megoszl6 hasznos terhekkel leterhelni?
Hogyan kell a hatasabrakat megoszIl6 allandé terhekkel leterhelni?
Hogyan kell a hatasabrakat koncentralt er6kkel mértékadé modon leter-
helni?

Hogyan kell a hatasabrakat megoszl6 hasznos terhekkel mértékadd moé-
don leterhelni?

Hogyan kell a hatasabrakat megoszl6 allandé terhekkel mértékadé modon
leterhelni?

Mi az igénybevételi maximalis abrak fogalmar

Egyenletesen megoszl6 teher hatasara milyen fiiggvények (elsé, masod, ...
fokd) a nyiréeré maximalis abrak a konzoltarton?

Egyenletesen megoszlo teher hatasara milyen fiiggvények (els6, masod, ...
foku) a nyiréeré maximalis abrak a kéttamaszu tarton?

Egyenletesen megoszl6 teher hatasara milyen fiiggvények (elsé, masod, ...
fokd) a nyomatéki maximalis abrak a konzoltarton?

Egyenletesen megoszl6 teher hatasara milyen fiiggvények (elsé, masod, ...
fokd) a nyomatéki maximalis abrak a kéttamasza tartoén?

Mit mondhatunk egy konzolos kéttamaszu tartd nyirderd hatasabrajarol?
Mit mondhatunk egy konzolos kéttamaszu tarté nyomatéki hatasabrajarél?
Mit mondhatunk egy Gerber-tart6 f6részének nyirderd hatasabrajarol?
Mit mondhatunk egy Gerber-tarté f6részének nyomatéki hatasabrajarol?
Mit mondhatunk egy Gerber-tarté befiiggesztett részének nyiréerd hatas-
abrajarol?

Mit mondhatunk egy Gerber-tart6 befiiggesztett részének nyomatéki ha-
tasabrajarol?
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10. Térbeli erok-szerkezetek

Mérnoki szerkezeteinket a minket koriilvevé térben kell megvalositanunk,
a térbeli terhek-hatdsok felvételére kell alkalmassa tenntink, és térbeli kiter-
jedést elemekbdl kell 6sszeallitanunk. Valéjaban tehat minden szerkeze-
tink térbeli szerkezet, csak esetenként a figyelembe vett terhek-hatasok
korlatozasa révén, vagy a szerkezet geometriai aranyai altal megengedhetd
egyszerlsités nyoman egy sikba koncentralhatjuk vizsgalatainkat, elhanya-
golva az e stkba nem illeszked6 hatasokat.

A ma hasznilatos szerkezetszamité programok nagyobb része ennek a szemlé-
letnek megfeleléen minden problémat a térben kezel, és a sikbeli feladatokat
tekinti egyszerGsitésnek, specidlis esetnek. A szerkezetek sikbelivé redukalasa, a
tartészerkezeti sikok kiilonallé vizsgalata korabban elsésorban a szamitastechnika
korlatozott lehetéségel miatt alakult ki, ma azonban egyszeribb egy altalanos
érvényl (akar igen nagy eréforras-igényt) megoldast kialakitani, és az egyszer(ibb
eseteket az altalanos megoldas specialis eseteiként vizsgalni.

A sikbeli rendszerrdl a térbelire attérve a (ma nagyon jol ismert) feliilrél
kompatibilitds elvét alkalmazzuk: a kibévitett, térbeli rendszerre olyan
definicidkat és eljarasokat kell kialakitanunk, amelyek a specialis, sikbeli
esetekben az eddigi médszerekkel megegyezé eredményeket szolgaltatnak.

10.1. Térbeli eréok

10.1.1. Az ero6 a térben

Az er6 definicidjat eleve altalanosan fogalmaztuk meg, itt csak annyiban
kell kiegészitést tenntink, hogy

az erd vektora a térben a harom koordinata-iranyt komponensével,
az er§ helyzete a hatasvonal egy pontjanak harom koordinatajaval
hatarozhat6 meg.

Specialis feladatok esetén célszerd lehet a derékszogl Descartes-féle koordinata-
rendszer helyett a henger- vagy gémbi koordinatdk alkalmazasa, ezzel azonban a
szitkséges adatok szama nem csokken, és megfeleld transzformacios Gsszefiiggé-
sekkel a specialis koordinatak értéke a derékszogl koordinatakbdl is meghata-
rozhat6. A térbeli er8k kérében szerkesztéses megoldasokat nem alkalmazunk.
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El6fordul, hogy a térben az et helyét meghatirozé pontot a hatisvonal és az
egyik koordinatasik doféspontjaban vessziik fel, ilyenkor a pont egyik (a sikra
mer6leges) koordinatdja zérus. Ezt elére tudva dgy tinhet, hogy az eré helyének
azonositasara csak két adatot hasznaltunk fel, de valéjaban a zérus értékd harma-
dik adatra is szitkségiink volt, csak annak meghatarozasara nem kellett egyenlete-
ket felirnunk.

Az F er6t a térbeli x-y-z (lokalis) derékszogt koordinatarendszerben az
F, F, F, tengelyirdinyu erévetiiletek és a hatdsvonal egy pontjat meghata-
r0z6, Xg, Yg €s zg koordinatak hatarozzak meg, vagy masként fogalmazva:
az F er6 ezekkel az adatokkal adhat6é meg.

Az F er6 vektorat az F, F, F, skalaris vetliletek és az i, j, k tengelyiranyu
egységvektorok szorzataként elalld, koordinatatengely-iranya vektorhar-
mas hatarozza meg. Ha ezeket a vektor-sszetevéket a hatasvonalanak egy

pontjahoz illesztjik, az F er6 F, F, F, komponenseihez jutunk.

F&(Fx’ Fy) Fz)
F=F,+ E+F,=F xi+F Xj+ F,xk
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A vettletek ismeretében az eré nagysagat, az erévektor abszolut értékét
a térbeli Pitagorasz-tétel segitségével, az F, F, F, oldalhosszisigt tégla-
test testatlojaként kaphatjuk meg,.

Ez az Osszefliggés a hasonlésag kihasznalasaval arra is alkalmas, hogy egy
altalanos allasa (er6)vektort koordinatatengely-iranyd Gsszetevékre bont-
sunk. Ahhoz, hogy az er6 hatasvonalat ismertnek mondhassuk, két pont-
janak helyzetét ismerntink kell. Ezen (a hatasvonalon tetszélegesen elhe-
lyezkedhet6) A és B pontok koordinatakiilonbségei egy olyan téglatestet
hataroznak meg, amelynek testatloja épp a felbontandé eré hatasvonalaba
esik. A vektor komponensei altal meghatarozott vektor-téglatest és a ko-
ordinatakillonbségek altal meghatarozott geometriai téglatest (a tératld
azonossaga miatt) hasonlé, tehat a két test megfelel6 elemeinek aranya
azonos. Bzek alapjan az F vektor Osszetevoi:

F -F (xp —x,)

' \/((xB_xA)z+(yB_yA)2+(ZB_ZA)2)
F = F (Vs —>.4)

' \/((xB_xA)z+(yB_yA)2+(ZB_ZA)2)
F (zp—2,)

z

=F
\/((xB _xA)Z +(y3 _yA)2+(ZB _ZA)Z)
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El6fordul, hogy a térbeli eré (hatasvonalanak) allasat nem két pontjaval,
hanem a koordinatatengelyekhez viszonyitott allasszogeivel (legtobbszor
e szogek cos fuggvényértékeivel, az un. iranykoszinuszokkal) adjak meg.
Az el6bbiekben bemutatott téglatest ilyen esetben is felrajzolhatd, csak a
testatlo egyik végpontjat most az origéba kell helyezniink. A tengelyekkel
bezart o, o, o, szogek ismeretében az F, F, F, vetiiletek egyszerten
kaphatok. Ha a vetiiletek ismertek, az iranykoszinuszok egy-egy derékszo-
gt haromszogbdl kaphatok, amelynek egyik befogdja a viszonyitasi ten-
gellyel parhuzamos 6sszetevd, atfogdja a testatlé és masik befogdja egy
lapatlé.

F =Fcosa, COSa,=

Fy:FCOSay Cosa, =

F =Fcosa, COSa, =

= [y |

A szarmaztatas miatt a szogekre igaz, hogy y

cos’ @, +cos” &, +cos’ o, =1 X

10.1.2. A nyomaték a térben

A térben az er6 elfordité hatasa is altalanos (tengely korili) lehet, nem
kothetjiik egyetlen (koordinata)sikhoz. Ahogyan az altalanos allasu erd
elmozdité hatasat koordinatatengely-iranyt 6sszetevokkel jelenitettitk
meg, az eré elforgatd hatasat, nyomatékat is célszerti koordinatatengelyek
korili elforgatd hatasként, tengelyekre vett nyomatékként értelmezni. Egy
altalanos allasa tengely kortli elforgatéd hatas (nyomaték) mindig helyette-
sithet6 harom, egymasra kolcséndsen merdleges tengelyre vonatkozo
forgatas (nyomaték) egytittes hatasaval, ered6jével.

A térben tehat az eré nyomatékat tengelyre (legtobbszor koordinataten-
gelyre) szamitjuk. Bz az értelmezés 6sszhangban van a sikbeli nyomaték-
értelmezéssel: a térbeli tengelynek a nyomaték sikjaval alkotott d6féspont-
ja az a pont, amire sikbeli esetben a nyomatékot irjuk.

A nyomaték el6jelére vonatkozoan azonban 1) megallapodasra van sziik-
ség, hiszen egy tengely koril ugyanaz a forgasirany a nézépont allasatél
tiggben lehet az 6ra jarasaval megegyezd is, és ellentétes is. Logikusan azt
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a konvenciot fogadjuk el, hogy a nyomaték akkor pozitiv, ha a tengely
pozitiv aga fel6l nézve forgat az 6raval megegyezd iranyban.

A nyomaték értékének meghatarozasara szolgal6 definicié szintén felilrél
kompatibilis a sikbeli esettel:

egy F erének egy t tengelyre vonatkoz6 nyomatéka ugy kaphato, hogy az
er6nagysagot az erShatasvonal és a tengely kozotti legrévidebb tavol-
saggal (altalanos, kitéré vonalak esetén a normaltranszverzalis hossza-
val) szorozzuk.

A forgatasi hatas, a nyomaték térbeli er6k esetében is egy sikban érvénye-
sul, amelynek normalisa az a tengely, amely kortl az erd forgat, amelyre a
nyomatékot felirtuk. Az altalanos allasu térbeli er6 nyomatéka tehat a
nagysagan kivil egy iranyhoz, a nyomaték sikjanak normalisahoz, a nyo-
maték tengelyéhez is kotédik, azaz vektortulajdonsagokkal bir.

A térbeli er6 nyomatékat vektorként értelmezzik, ahol a vektor nagysa-
ga a forgatonyomaték (szorzat)értékével, hatasvonala a figyelembe vett
tengellyel egyezik meg, iranyitasa pedig olyan, hogy az igy felvett vektor
nyilaval szembenézve a forgatéhatas az 6raval megegyezd legyen.

Ezek utan a nyomatékra is érvényesek a vektortulajdonsagok: vetithetok,
komponensekre bonthatdk, vektoridlisan OsszegezhetSk. Felhivjuk a fi-
gyelmet, hogy a nyomatékvektorok ill. azok komponensei csak nyomaté-
ki vizsgalatokban, nyomatéki egyenletekben szerepelhetnek, hiszen —
mint mar jol tudjuk — a nyomatéknak erévetiilete nincs! A félreértések
elkertilése érdekében a nyomatékvektorokat dupla nyilvégzédéssel abra-
zoljuk.

< &

erévektor nyomatékvektor
A térbeli er6 nyomatékat forgatohatasként értelmezve kénnyen belathato,

¢és megjegyzésre érdemes, hogy

egy F erének egy t tengelyre vonatkoz6 nyomatéka mindig zérus, ha az
eré hatasvonala metszi a tengelyt vagy parhuzamos vele.
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Egy altalanos allast erének egy altalanos allasa tengelyre vonatkozé nyo-
matékahoz sziikséges normaltranszverzalis meghatarozasa koordinata-
geometriai vagy vektoralgebrai médszerekkel lehetséges, de nem egyszerd
feladat. Célszertibbnek latszik a t tengelyre vonatkozé nyomatékot elészor
komponenseiben, mégpedig a koordinatatengelyekkel parhuzamos
tengelyekre szamitott komponenseiben eléallitanunk, és a keresett
nyomatékvektort e komponensek ereddjeként értelmezntink.

Els6 1épésként vizsgaljuk meg, miként lehet felirni egy P pontra illeszkedd
F er6nek az x-y-z koordinatatengelyekre vonatkozé nyomaték-
Osszetevoit. Az F er6t a P pontban koordinatatengely-iranyt komponen-
seivel helyettesitve, az egyes Gsszetevéknek a koordinatatengelyekt6l mért
tavolsaga azonnal lathat6: a P pont megfelel6 koordinataival azonos. A
koordinatatengelyekre vonatkozé nyomaték tehat a hatasvonal egy pont-
janak koordinatai és az eré tengelyekkel parhuzamos 6sszetevdi is-

meretében egyszerli szorzatésszegként felirhato.
A

z

e

/
~3

A

~

~

—X X

M,= F.X0 - F Xzp,+ F Xy,
M = F Xzp+F X0 - F Xxp
M,=-F Xyp+ F Xxp+F, X0
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A fenti 6sszefiggésben mind a P pont koordinatait, mind az F er6 kom-
ponenseit pozitivra valasztottuk, igy a tengelyekre vonatkozé nyomatéki
clemek elGjelhelyesen képzédnek tetszéleges helyzetd pont és tetszbleges
allasu erd esetén is.

Az M,-M-M, szorzatosszegeket egy ered6 nyomatékvektor x-y-z ten-
gelyre vonatkozé vetileteinek is tekinthetjik. A vettileti nagysagokat a
tengelyek iranyaban allé j-j-k egységvektorokkal szorozva mar a nyoma-
tékvektor komponenseihez jutunk. Ez az alak viszont a (matematikabol
ismert) vektorialis szorzat alakja: az i-j-k koordinatatengely-iranya egy-
ségvektorokbdl, a P pont x-y-z koordinataibdl és az F er6 F, F , F, veti-
leteibdl 6sszeallitott determinans kifejtése (az aldeterminansok sakktibla-
szabaly szerinti el6jeleinek figyelembevételével) a mar ismert formulat
adja.

o+ - o+
M, =i X(- F Xzp+F, Xyp) M. | _ | 1
My=j X( F Xzp- F Xxp) M, . 75
Mz=k>< (- FxXYP-I_FyxXP) MZ Fx Fz

Egy P ponton atmend F térbeli er6nek a koordinatatengelyekre vonatko-
z6 nyomatékai a P pont helyvektoranak és az F er6 vektoranak vekto-
rialis szorzataként kaphatok.

Ha az igy kapott, koordinatatengelyekre szamitott nyomatékokat egy, a
tengelyek metszéspontjahoz illeszkedé ered6 nyomaték komponensei-
nek tekintjiik, akkor értelmezhet6 a térben az erének egy pontra vonat-
kozé nyomatéka is, mégpedig a fentickben bemutatott vektorialis szorzat-
ként.

Egy P ponton atmené F térbeli erének az origéra vonatkozé nyomatéka a
P pont helyvektoranak és az F er6 vektoranak vektorialis szorzata-
ként kaphato.

Az origbra vonatkozé nyomaték a ten- (0)
o X y z
gelyekre szamitott nyomatékok ereddje. M F (M F M F F)

MO MO MY iD= PxF

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 274 p



Mechanika I. Térbeli erék-szerkezetek

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék Vissza 4 275 p

A térben egy er6nek egy pontra vonatkozé nyomatéka a ponton at-
mend, ortogonalis (egymasra kélcsonosen merdleges) tengelyekre vett
nyomatékai vektoridlis 6sszegével azonos, és megforditva: egy pontra
vonatkoz6 nyomatéknak a tengelyekre esé vettilete a tengelyekre vonatko-
26 nyomaték értékét adja.

Egy er6 esetén az origora vett (a tengelyekre szamitott Osszetevlk eredd-
jeként ad6dd) nyomaték mindig benne van az origd és az er6 hatiasvonala
altal meghatarozott sikban, azaz vektora merdleges az erd vektorara.

A fentiek alapjan mar nemcsak az origora, hanem egy tetszéleges S pontra
is fel tudjuk irni az F er6 nyomatékat. A vektorialis szorzatban az eré vek-
tora mellett a hatdsvonal egy pontjanak helyvektora, mas széval az origo-
t6l mért tavolsagvektora szerepelt. Ha tehat nem az origéra keresstk az F
eré nyomatékat, hanem az S pontra, akkor a hatasvonalon (tetszélegesen)
kivalasztott P pontnak az S ponttél mért tavolsagvektorara van sziksé-
giink, ami a P pont és az S pont helyvektorainak kiilonbsége. Altala-
nossagban tehat egy P ponton atmendé F erének egy S pontra vonatkozé
nyomatéka:

()
M (x,,2) = (B(x,,2) = 8(x, ,2)) x E(x, , 2)
vagy tomorebben, a fuggvénykapcsolatok jelélésének elhagyasaval:
M’ =(P-S)xF

A pontra vonatkozé ered6 nyomaték és a tengelyekre szamitott nyomaték-
OsszetevOkbdl (az erévettletekhez hasonldan) a térbeli Pitagorasz-tétel
segitségével hatarozhatd meg, és az eredé nyomaték allasanak megadasara
is alkalmazhat6 az iranykoszinuszos jelolésmod (természetesen itt a nyo-
matékvektornak a tengelyekkel bezart szogeit kell hasznalnunk).

) oy—arccos(M,/ | M|)
I M| =M+ M+ M%) ay,=arccos(M,/ | M|)
o, —atccos(M,/ | M)

(Technikai okokbdl a nyomaték tengelyét szoktuk alsé indexben is jel6lni.)
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10.1.3. A térbeli erérendszer ereddéjének meghatarozasa

Az ered§ vektora

Az ered6 mind elmozditasi, mind elforditasi hatdsaban egyenértékiien
helyettesiti az erérendszert, igy az eredé tengelyiranyd vetiiletei az erd-
rendszer elemeinek ugyanazon tengelyre vett vetiiletosszegeivel egyez-
nek meg. (Az eredé komponensei tehat az er6k elhelyezkedése, hatasvona-
lanak helye nélkil is el6allithatok!)

R, =%F,_ R, =3F, R =3F,

Az 6sszetevok ismeretében az eredd vektoranak abszolut értékét a térbeli
Pitagorasz-tétel segitségével, a tengelyekkel bezart szogeit pedig a vetiile-
tek és az ered6 abszolut értékének hanyadosabdl visszaszamolt cos figg-
vényargumentumként allithatjuk elé.

R| 2R+ R+ RY
og.—arccos(R,./|R|)
o, =arccos(R,/ |R|)
og,=arccos(R,/ |R|)

Az ered6 nyomatéka

Az ered6 mind elmozditasi, mind elforditasi hatasaban egyenértékiien
helyettesiti az erérendszert, igy az ered6 barmely tengelyre vett nyomaté-
ka az er6rendszer elemeinek ugyanazon tengelyre vett nyomatékossze-
gével egyezik meg. Az igy nyerhet6 harom, koordinatatengely-iranyu
nyomatékvektor az erérendszer origora vett nyomaték(vektor)anak harom
Osszetevoije.(Az erérendszer nyomatékanak meghatarozasa soran az erék-
nek mind a nagysagara — Osszetevok —, mind az elhelyezkedésére sziikség
van!)

M}({X) _ EMZ.(X) Méy) — ZMl.(y) M}({Z) _ EMZ_(Z)

Az erérendszer elemeinek a koordinatatengelyekre vonatkozé nyomatékait
a legegyszertbben ugy allithatjuk el6, ha az er6ket tengelyiranyu Gsszete-
vékre bontjuk, és a hatasvonal egy (célszertien megvalasztott) pontjaban
az er6ket komponenseikkel helyettesitjik.
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Az ered6 helye

Az eredévektor komponenseinek ismeretében a harom nyomatéki egyen-
letb6l harom ismeretlen, példaul az er6hatasvonal egy (tetszbleges) pont-
janak koordinatai, egyértelmtien meghatarozhaték. A hatasvonal egy pont-
ja és az ered6 vektora pedig mar egyértelmiien meghatarozza az eredd
nagysagat és helyét.

Az eredbvektor OsszetevOinek, azaz az eredd allasanak ismeretében a ha-
tasvonal egyetlen pontjanak ismerete elegend az eré helyzetének azonosi-
tasahoz. Ha ezt a pontot ,,igyesen” keressiik, a haromismeretlenes nyo-
matéki egyenletrendszer két, egyenként egyismeretlenes egyenletre egysze-
rasodik.

Keressiik el6szor az eredének az xy sikkal kozos (d6fés)pontjat! Az eredét
a hatasvonal mentén ebbe a pontba eltolva és ott az ered6vektort a harom,
koordinatatengely-iranya Gsszetevéjével helyettesitve az eredének az x és
y tengelyre vonatkoz6 nyomatékiban az R, és R, nem fog szerepelni,
mert az egyik komponens metszi a valasztott tengelyt, a masik pedig par-
huzamos vele. Igy a nyomatéki egyenleteinkben csak a déféspont yy ill. xg
koordinataja szerepel ismeretlenként.

SMY =M =R_xy, ‘

SMP =M =—-R_xx,

[~
A doféspont harmadik koordinatajat X
zérusra valasztottuk, ennek megha- Yr
tarozasahoz tehat nem kell felirnunk Ry K(

a harmadik nyomatéki egyenletet.

Ez az eljaras mindig eredményes, ha az eredének van déféspontja az xy
sikon, vagy ami ezzel egyenértéki: van z iranya 6sszetevgje. Ha R, ér-
téke zérus, azaz az ered6 parhuzamos az xy sikkal, akkor az xy sikon nem
talalhatunk doéféspontot, viszont kereshetjik az ered6 és az yz sik k6zos
pontjat. Erre a feladatra az el6bbi esethez hasonléan két nyomatéki egyen-
letet irhatunk fel, amelyekben csak a doéféspont két koordinataja az
ismeretlen. Ha pedig ezen a sikon sem lelink déféspontot, azaz az eredd
parhuzamos mind az xy, mind az yz sikkal, vagyis y iranyban all, akkor a
zx sikon kereshetjiik hasonl6 médon a doféspontot. E harmadik probal-
kozas pedig csak akkor lehet sikertelen, ha értelmetlen: ha az eredének
egyaltalan nincs vektora, nincsenek erévettletei.
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Az eredé lehetséges valtozatai

Mar a sikbeli erérendszer ered6jének keresése soran lattuk, hogy az eré-
rendszer sajatossagainak fiiggvényében az eredékeresés tobb lehetséges
kimenetellel zarulhat. Ezt a vizsgalatot a térbeli erék korében is el kell
végezniink.

A sikbeli erérendszerek vizsgalata soran lattuk, hogy az ered6 lehet egy
er6, egy er6par vagy egy zéruserd (egyensuly). A sikban egy erd és egy
erépar egylttesen nem fordulhatott elé eredéként, mert az egy sikban 1évé
er6t és nyomatékot (erépart) mindig helyettesiteni tudtuk egyetlen erével.
A térbeli erérendszerek esetében is varhato, hogy az eredd egy er6, egy
erépar vagy zéruserd lesz, de itt mar az sem zarhato ki, hogy egy er6 és
egy erépar egylttesen alkotjak az ,,ered6t”, csak egyiittesen képesek az
erérendszer mindeniranytu elmozdité hatasat helyettesiteni.

Egy er6 és egy erGpar ereddje

Ha az F er6 és az M erépar egy sikban van (az F er6é és az M nyomaték
vektora merdleges egymasra), akkor a feladat sikbelivé egyszertis6dott,
egyetlen erd lesz az ered6. Ha az F er6 és az M nyomaték vektora par-
huzamos, azaz az M er6par az F erére meréleges sikban mtkodik, ak-
kor hatasaik nem 6sszegezhet8k: az F er6 hatasvonal-iranyu eltolé ha-
tasa és az M nyomaték ugyanezen hatasvonal, mint tengely korili elfor-
gat6 hatasa egyiittesen jelentkezik. Ez a k6z6s tengelyl eltolo-elfordito,
csavarvonal-szerd hatas nem helyettesithet6 egyszerbb mozgasforma-
val, {gy az er6rendszer ereddje sem egyszertsithetd tovabb.

Az egy er6bdl és egy, vele parhuzamos vektoru eréparbdl allo, tovabb
nem egyszerlsithetd egylittes dinam neve erécsavar, és altalanos esetben
ez lesz a térbeli er6rendszer ereddje.

Ha az F er6 vektora és az M nyomaték vektora sem nem merdleges, sem
nem parhuzamos, akkor az eré6par mindig felbonthaté egy, az F erével
parhuzamos, és egy, az F erére merdleges vektoru nyomatéki Osszete-
vére. Az el6bbiek alapjan az F er6 a rd merdleges vektoru nyomatékkal
egyetlen (rész)ered6vé teheté Ossze, ez utan pedig az igy kapott részeredd
az M er6épar megmaradt, az F erével és igy a részeredével is parhuzamos
vektora komponensével erdcsavart fog alkotni.
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Az F er6 és M er6par ereddjét keresve el6szor helyettesitsitk az M nyo-
matékot x és z iranyu 6sszetevéivel. .
M=M,, M)

Az F er6re merdleges vektoru, azaz az F erével parhuzamos sikban ma-
kodé nyomatéki komponens az F erével egy (rész)ered6vé Osszetehetd.

RF,Mx:(F’ MX) BF,Mx:E kF:Mx/F

Az Ry, er6 és a vele parhuzamos vektora M, nyomatékkomponens mar
nem egyszertsithetd, ezek egytttesen alkotjak az E er6csavart.

E = (Rppo M)=(F, M,, M,)=(F,M)

A fenti feladatban az atlathat6sag érdekében z koordinatatengely-iranyd F er6t és
x-z koordinatasikkal parhuzamos vektord M nyomatékot alkalmaztunk. Az alta-
lanos eset ennél komplikaltabb lehet, de a megoldas elvét itt is jOl lehet érzékel-
tetni.

Az erécsavar tehat egy er6nek ¢és egy vele parhuza-
mos tengelyli er6parnak az egylittese. A mellékelt
abran érzékeltetjiik az erGesavar elemeinek (névado)

egylttes hatasat. Meg).egyezziik, hogy az erépar for- —
gat6 hatasa a térben is allando, azaz az erépar (for-
gat6 hatasanak valtozasa nélkil) 6nmagaval parhu- —

zamosan barhova 4athelyezhetd, tehat nincs is értel-
me azonos tengelyekrdl beszélni, elegendd az er6 és
a nyomaték vektoranak parhuzamossaga.

A fentiek fényében egy F er6 és egy M erépar egyetlen ereddé erdvel
akkor helyettesitheté, ha vektoraik merélegesek egymasra. A vektorok
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merdlegessége viszont a matematikaban konnyen vizsgalhato: két vektor
akkor és csak akkor meréleges egymasra, ha skalarszorzatuk zérus.

Az eredf§ esetei — az eredévaltozatok kritériumai

A térbeli er6rendszer ereddje altalanos esetben er6csavar. Az alabbiakban
bemutatjuk, milyen feltételek mellett alakulhatnak ki az ered6 specialis
esetel, és milyen szamitasi (rész)eredmények birtokdban tehetiink biztos
megallapitasokat az er6rendszert helyettesit6 eredd tulajdonsagairol.

Az ered6 meghatarozasa soran hat egyenlettel dolgozunk: altalaban a ha-
rom koordinatatengely-iranyua vettleti, és az ugyanezen tengelyekre szami-
tott nyomatéki egyenletekkel. (A tényleges szamitasokban a vetileti egyen-
letek helyett is alkalmazhatunk tovabbi nyomatéki egyenleteket, most, az
eredSkeresés diszkusszidjaban viszont célszertibb az eredeti 3 vetileti és 3
nyomatéki egyenlettel dolgozni.)

Amint lattuk, a koordinatatengelyekre szamitott erévetilet-Osszegek az
eredé eré vetlileteit adjak, a koordinatatengelyekre meghatarozott nyoma-
ték-értékek pedig az origéra szamitott nyomatékvektor komponenseinek
tekinthet6k. Az erérendszer ereddjének jellegét, tulajdonsagait keresve
érdemes tehat ezekbdl a (kénnyen meghatarozhatd) adatokbdl kiindul-
nunk.

EREDMENYEK AZ EREDO

rr’llridharom'vetuletosszeg és mindharom nyoma- EGYENSULY
tékosszeg zérus

legalabb egy vetiiletésszeg nem zérus, de mindha-| origdn atmend
rom nyomatékosszeg zérus erd

mindharom vetiletosszeg zérus, de legalabb egy

AL . erépar
nyomatékdsszeg nem zérus

legalabb egy vetiiletosszeg és legalabb egy nyoma-
tékdsszeg nem zérus, ES a vetiiletosszegekbdl és a| egyetlen ered
nyomatékosszegekbdl képzett erd és nyomatéki vek- erd

torok skalarszorzata zérus

legalabb egy vetiiletosszeg és legalabb egy nyoma-
tékosszeg nem zérus, ES a vetiiletosszegekbdl és a
nyomatékosszegekbdl képzett er6 és nyomatéki vek-
torok skalarszorzata nem zérus

erGcsavar

A vetiiletosszegekbdl, mint az eredé eré-részének komponenseibdl és a
nyomatékdsszegekbdl, mint az eredé nyomaték-részének komponensei-

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 280 p




Mechanika I. Térbeli erék-szerkezetek

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék Vissza 4 281 p

bdl all6 erd- és nyomatékvektorok skalaris szorzatanak muszaki tartalma
nincs, eredményét csak a merdlegesség vizsgalatara alkalmazzuk.

Az ered6 eré-része a koordinatatengelyekre vett vetiiletosszegekbdl, nyo-
matéki része a koordinatatengelyekre szamitott nyomatékosszegekbdl

adodik:

R = ZE,X Ry - zE,y RZ — ZE,Z

X

M, =2M, M, =2M, M. =2M,

Az eredd er6-részének és nyomaték-részének elemeibdl allé vektorok me-
rélegességét skalarszorzatukkal ellenérizzik:

R=(R,R,,R) M=(M_,M, M)

Ha skalarszorzat zérus, akkor a két vektor merdleges, s ckkor az er6-
rész és a nyomaték-rész egyetlen ered6 erévé teheté Ossze, az erérend-
szer eredGje egy erd. Ha a skalarszorzat nem zérus, az erérendszer
ereddje er6csavar.

(RxM)=(R.,R,,R)>x(M M, M)

?

0

10.1.4. Az egyensiily térbeli feltétele

Az ered6 lehetséges esetei k6zott az egyensuly is szerepelt, tehat megfo-
galmazhatjuk, hogy

a térbeli er6rendszer egyensulyanak sziikséges és elégséges szami-
tasi feltétele a koordinatatengelyekre szamitott harom vetiiletosszeg
és harom nyomatékosszeg zérus értéke.

A vettleti tengelyek a koordinatatengelyektdl eltéréen is felvehetSk, de
haromnal t6bb fiiggetlen vetiileti egyenlet nem irhat6 fel.

A nyomatéki tengelyek szama a vetileti vizsgalatok rovasara névelhetd, de
egy térbeli erérendszerre maximalisan hat matematikailag fiiggetlen
statikai egyenlet irhat6 fel. Megjegyezziik, hogy a nyomatéki egyenletek
tengelyei kozill maximum haromnak lehet k6z6s metszéspontja, mert
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a negyedik, ugyanazon a ponton atmené tengelyre felirt nyomatéki egyen-
let mar az el6z6 harom egyenlet kovetkezmény-egyenlete lesz.

10.2. Térbeli szerkezetek

Szerkezeteink térbelisége leggyakrabban a sikbeli(nek tekinthetd) szerkeze-
ti elemek térbeli 6sszekapcesolasaval alakul ki. A hagyomanyos hazépités-
ben a sik falmezbéket a sarkoknal sszekapcsoljuk, majd az egész falszerke-
zetre egy ugyancsak sik fodémet épitink. De a vazas épuletek szerkezete is
hasonlé: a pillérek a fétartokkal sikbeli keretként dolgoznak egyiitt, az erre
merdlegesen kialakitott masodlagos tartok képezik a sik fodém tartoszer-
kezetét, a keretek hossziranyd —merevségét pedig merevitések,
falvazgerendak biztositjak. Killonosen szemléletesen latszik a sikbeli ere-
det a paneles éptletek esetében: a vasbeton fal- és fédémpanelek csak az
¢lek mentén kapcsolddva alakulnak térbeli szerkezetté. Az ilyen, sikbeli
tartokra bonthaté szerkezetek esetében a tervezés-ellenérzés legnagyobb-
részt sikbeli vizsgalatokkal is megoldhato, a térbeliséget elegendé a szerke-
Tudnunk kell azonban, hogy a szerkezeti kialakitasaiban térbeli kapcsola-
tokkal késziil6 tartoszerkezeteink sikbeli elemekkel torténé kozelitése a
tényleges térbeli egyiittdolgozas elhanyagolasa miatt pontatlanabb ered-
ményeket ad, nagyobb tartalékok beépitésére készteti a tervezot.

Vannak azonban olyan épileteink-épitményeink, amelyek esztétikai vagy
szerkezeti okokbdl kilépnek a sik feliiletek altal alkotott raszterbdl, hang-
sulyozottan a térben mikodnek, és vizsgalatuk csak a térbeliség figyelem-
bevételével oldhaté meg. A geometridjaban-mikodésében csak térbeliként
vizsgalhaté szerkezetek nagyobb része feliletszerkezet (lemezmd, héj),
amelyekkel most nincs médunk foglalkozni, de azért kozvetlen vagy tavo-
labbi kornyezetiinkben talalhatunk példat térbeli radszerkezetekre is.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 282 p



Mechanika I. Térbeli erék-szerkezetek

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék Vissza 4 283 p

10.2.1. A kényszerek a térben

A szerkezeti elemek kilsé és belsé kapcsolddasat biztosité kényszerek a
térbeli szerkezetekben is a csatlakoz6 pontok (keresztmetszetek) bizonyos
elmozdulas-6sszetevdit gatoljak, és ennek megfelel jellegi és iranyu
kényszerer6kkel-nyomatékokkal helyettesithet6k. A térben azonban
egy pont elmozdulasi lehetésége, vagy masként mondva, elmozdulasi
szabadsagfoka hat (harom iranyua eltolédas és harom tengely kortli el-
fordulas). Ennek megfelel6en a térbeli kényszerek lehetséges fokszama 1-6
kozott valtozhat. A gyakorlatban a konkrét megtamasztasi igények és lehe-
téségek fluggvényében sokféle variacioja kényszert alkalmaznak, ezekbdl
néhanyat tablazatosan 6sszefoglaltunk.

Természetesen a térbeli kényszerek esetében is beszélhetiink fix (a megtamasztas
iranyaban elmozduldsmentes) és rugalmas (a megtdmasztds irinyaban a timasz-
téerével-nyomatékkal aranyos elmozdulast mutat6) kapcsolatokrdl. E targy kere-
tében csak fix megtamasztasu szerkezetekkel foglalkozunk.

A térbeli megtamasztasok kinematikai és statikai mindsitése is a sikbeli
vizsgalatok analdgiaja alapjan torténhet. A térben a megtamasztandd egy-
szerd (egy testbSl allo) test elmozdulasi szabadsagfoka 6, azaz az
elmozdulasmentesen (mereven) megtamasztott szerkezetben a tamasz-
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kényszerek 6sszfokszamanak legalabb hatnak kell lennie. A térben
az egyensuly feltételeként 6 statikai egyensulyi egyenletet irhatunk fel, azaz
csak statikai egyenletekkel meghatarozhaté statikailag hatarozott megta-
masztasu szerkezetben a tamaszkényszerek Osszfokszamanak legfel-
jebb hatnak szabad lennie.

Az egyidejileg mereven és statikailag hatarozott médon megtimasz-
tott altalanos térbeli szerkezetben a tamaszkényszerek minimalisan
szitkséges — de nem feltétlentl elégséges — 6sszfokszama 6.
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10.2.2. Egyszeri térbeli szerkezetek

Haromlabu bakallvany (k6z6s metszésponta térbeli erék)

A térben egy pontot elmozdulasmentesen harom kapcsoloraddal régzithe-
tink. Ha a pont a megtamasztand6 elem, akkor az elfordulasoknak nincs
jelentSsége, hiszen a terhel er6 is csak a pontra mikédhet.

A talajhoz ¢és egymashoz csuklésan kapcsol6do harom radbdl allo tér-
beli szerkezetet haromlabu bakallvanynak nevezziik.

A rudakban a csuklés kapcsolat miatt csak rudiranyu erék keletkezhetnek,
igy a csomépontra kozos metszéspontu térbeli erérendszer mikodik. Az
er6k kozos metszéspontja miatt az egyensulyhoz szikséges 6 statikai
egyenletbél 3 informacidtartalma zérus lesz (kovetkezmény-egyenletek
lesznek), a maradék harom egyenlet azonban a harom ismeretlen raderd
meghatarozasahoz elegendd, tehat a megtamasztas statikailag hatarozott.

A térbeli bakallvany kapcsolati erSinek meghatarozasa soran altalaban a vetiileti
egyenleteket szoktuk hasznalni, de itt is valaszthatunk a vetiileti egyenletek he-
lyett — ugyanazon csoméponti egyensulyi kijelentés alapjan felirt — nyomatéki
egyenleteket is. Ha a nyomatéki egyenlethez a tengelyeket a tamasztérudak
végpontjait Osszekot§ egyenesekben vesszik fel, akkor az egyenletekben
mindig csak egy ismeretlen marad, igaz, altalinos esetben a terhelé er6(k)
nyomatékat kell faradsagosabban elGallitani. A szamitasi egyenletek jellegének és
sorrendjének megvalasztasa soran célszerd kihasznalni a bakéllvany geometriai
halézataban rejlé egyszerGsitési lehet6ségeket (szimmetria, koordinatasikokban
all6 rudak, stb.)

Az 1-2-3 rudakkal megtamasz-
tott C jeld pontra az X ten-
gellyel parhuzamos Fy er6
muikodik. Az 1. jeld rad a ZX
sikban, a 2. és 3. jeld rudak a
ZY sikban vannak. A csomé-
pont egyensulya alapjan felirt
X iranyu vetileti egyenletben

az Fy er6 mellett csak az S,
rader$ szerepel. Az Y iranyu vettleti egyenletbdl az S, és S, erdk vetileti
egyenl6sége alapjan meghatarozhat6 az S, és S; er6k aranya. Ennek isme-
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retében pedig (felhasznilva S; mar ismert nagysagat a Z iranya vetileti
egyenlet megoldasa szolgaltatja az S, és S; er6k értékét.

Ha a rudak tamaszpontjai ko-
ordinatatengelyekre  illeszked-
nek, célszerd lehet a nyomatéki
egyenletek alkalmazasa. Ese-
tinkben az Y tengelyre felirt-
nyomatéki egyenletbél az S,

rader6 egyetlen ismeretlenként
hatarozhaté meg. A tovabbiak-
ban a radtamaszpontokat Osz-
szekots tengelyek nyomatéki

egyenletei ferde allasuk miatt nem hasznalhatok hatékonyan: a hatisvona-
lak és a tengelyek kitéré allasa miatt a nyomatékok meghatarozasa nehéz-
kes. Itt is el6ny6s lehet viszont az X tengelyre felirt nyomatéki egyenlet,
mert (bar nem szerepel benne ismert erd) az S, és S; erék aranyat egysze-
ren szolgaltatja.

Ha az S, és S; erék allasa szimmetrikus, akkor a megoldas még egysze-
ribb, hiszen a szerkezet és a teher a ZX sikra szimmetrikus, tehat az S, és
S; er6k nagysaga azonos lesz, igy S, ismeretében az S,=S; erdk
egyismeretlenes egyenletbél hatarozhatok meg.

Ha az F erd altalanos allasu, a legcélszeribb koordinatatengely-iranya 6sz-
szetevoivel helyettesiteni, és az Y tengelyre felirt nyomatéki egyenlettel
kezdeni a vizsgalatot, mert ebben az Fy és az F, komponensek nem fog-
nak szerepelni. '

A feladat kapcsan érdemes vé- C
gigogondolni a raderdk elGjelének
alakulasat a terhel6 eré allasanak
fuggvényében. Ha az F er6 alla-
sat hatasvonalanak az alapsikkal
képezett doféspontjaval hataroz-
zuk meg, koénnyen belathato,
hogy a ha a déféspont a rudta-
maszpontokat 6sszek6td szakaszokon mozog, a terhel6 erd és két rud-
er6 egy sikba kertl, és igy a harmadik radban nem keletkezhet erd. Ha
a doféspont a tamaszpontok altal meghatarozott haromszog belsejébe
keriil, a harom rudban azonos el6jelii raderé ébred. Ha a doféspont a
haromszogon kiviil, egyik oldalvonala mellett van, a dofésponttal atel-
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lenes radban és a két masik radban ellentétes elGjeld raderd keletkezik.
Ha a teher az 6sszekot6 vonalakon kiviil, de a tAmaszpontok haromszog-
ének valamelyik csucsan atmend két oldalvonal altal meghatarozott tertile-
ten beldl hat, akkor az eredébdl az atellenes timaszerdk az eredével meg-
egyez6, a csucs melletti timaszerd pedig az eredével ellentétes iranya lesz.

Haromlabu asztal (parhuzamos térbeli erék)

A harom, k6z6s metszéspontu tamaszer$ specialis esete az, amikor a ha-
tasvonalak parhuzamosak. A harom, parhuzamos erével megtamasztott
szerkezet megtamasztasaban természetesen labilis, csak a tamaszerék
hatasvonalaval parhuzamos terhek felvételére képes. Ilyen esetben a
megtamasztott test nyugalmi allapotara felirhaté hat statikai egyenletbdl
harom ,,ires”; informaciétartalom nélkili egyenlet lesz, a maradék harom
viszont elegend6 a harom ismeretlen tamaszeré nagysaganak meghataro-
zasahoz, azaz a megtamasztas statikailag hatarozott.

S MY =0
S MY =0

SMP =0

Egy tipikus, harom parhuzamos erével megtamasztott szerkezetet mutat a
fenti dbra. A vizszintes tengelyekre felirt vetiileti és a fiiggbleges tengelyre
felirt nyomatéki egyenlet ,,iires”; a mikodo figgdleges hatasvonala erdk
ezekben az egyenletekben nem szerepelnek. Az X és Y tengelyekre felirt
nyomatéki egyenletekb6l a C és a B timaszeré fiiggetlenil meghatarozha-
to, ezek ismeretében pedig a Z tengelyre vonatkozé vettileti egyenletbdl az
A tamaszerd szamithato.

A haromlabu bakallvany ruderdvel kapcsolatos elemzése itt is megallja a helyét: a
tamaszpontok Osszek6tS vonalaban mikédé eredd teher esetén a harmadik ta-
masz terheletlen lesz; a tamaszpontok haromszogén belil tdimadé eredd esetén
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mindhdrom timaszer$ azonos elGjeld lesz; és az Osszekots vonalakon kiviil, az
oldalvonal mellett hat6 ered6bdl az atellenes timaszeré az eredével megegyez, a
masik két tdimaszeré pedig az eredével ellentétes iranyu lesz; és az Gsszekotd
vonalakon kivil, a csucs melletti mez&ben haté eredSbdl az itellenes timaszerdk
az eredvel megegyez3, a csucs melletti raderé pedig az eredével ellentétes ira-
nyu lesz.

Egyszerii térbeli test (altalanos, szétszort térbeli erék)

Altalanos esetben egy térbeli test merev és statikailag hatirozott megta-
masztasahoz hat kapcsoléradra (vagy 6-os fokszam-Osszegli kényszerekre)
van szikség. Ha a megtamaszt6é eréhatasvonalakra igaz, hogy haromnal
tobb hatdsvonal nem metsz6édik ugyanazon pontban, akkor a hat tdmasz-
téeré a merev és egyidejlleg statikailag hatarozott megtamasztasnak nem-
csak a sziikséges, hanem az elégséges feltételét is kielégiti.

SF, =0y MM -0

SF, =0 S M%) =0 F, :
ZE,Z =0 ZM}Z’ =0 5 6.

F
't . @ e
2

Y X X

A térbeli test egyensulyi kijelentése alapjan felirhat6é hat statikai egyenlet
matematikailag elegendd a hat ismeretlen rader$ értékének meghataroza-
sahoz, de a kézi szamitashoz célszerG a legegyszerlbb, lehetSleg
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egyismeretlenes egyenleteket megkeresni. Altalinossagban megallapithat-
juk, hogy els6 egyenletként célszeri nyomatéki egyenletet valasztani,
mert abbol mind a valasztott tengelyt metsz6, mind az azzal parhuzamos
hatasvonala ismeretlen erék kihagyhatok. A kézi szamitas egyszerisitése
érdekében a cél tehat olyan tengelyek kivalasztasa, amelyekre lehetSleg
csak egy (4j) ismeretlen erének van nyomatéka. Esetiinkben elsé egyenlet-
nek a Z tengelyre vonatkoz6 nyomatéki egyenletet érdemes valasztanunk,
mert abban az Sy rader6n kiviil mas ismeretlen nem jatszik szerepet (S,, S,
hatasvonala metszi, S,, S;, Sy hatasvonala parhuzamos). Az Y tengelyre
vonatkoz6 nyomatéki egyenlet hasonléan egyszerd, ebben csak az S; rud-
er6 szerepel. Az X tengelyre a mar ismert S raderé mellett két 4j ismeret-
len is forgat: az S, és az S;. Ehelyett inkabb az 1. rad tengelyvonalara (t,)
irjunk nyomatéki egyenletet, mert abbdl S, értéke kézvetlentl szamithato.
Ez utan mar dolgozhatunk az X tengelyre vonatkoz6 nyomatéki egyenlet-
tel, amelybdl (a mar ismert S, és az S felhasznalasaval) S, értéke szamitha-
t6. A tovabbi ruder6k meghatarozasiara mar a vetiileti egyenletek is alkal-
masak.

A vizsgalt feladatban a terhelé erék és nyomatékok vektorai mind a koor-
dinatatengelyekkel parhuzamosan alltak. Altalanos allast eré- és nyoma-
tékvektorok esetén célszerd a tengelyekkel parhuzamos komponensek
hasznalata, hogy a tengelyekre szamitott vetiletek és nyomatékok értékeit
konnyen tudjuk meghatarozni.

A tengelyekre szamitott nyomatékok el6jelének megallapitasanal nem sza-
bad figyelmen kivil hagynunk a tengely allasat, hiszen a forgatasi irany
csak ehhez viszonyitva el6jelezhetd!

10.2.3. Osszetett térbeli szerkezetek

A térbeli 6sszetett szerkezetek kozil csak a térbeli (statikailag hatarozott
racsozasu) racsostartéval foglalkozunk.

A tavvezetékoszlopok, antennatornyok nagy része, a nagy terek lefedésére szol-
gal6 térracsok minden fajtaja ugyan térbeli ricsos szerkezet, de rdcsozasdban nem
hatarozott, igy vizsgalata meghaladja mostani lehetéségeinket.

A térbeli racsostarték belsé hatarozottsaganak sziikséges feltétele, hogy a
tartot a tengelyére merélegesen elvagva az atvagasban szerepld ismeretlen
ruderSk csak statikai egyenletek felhasznalasaval meghatarozhatok legye-
nek. Mint tudjuk, egy térbeli test egyensulyahoz 6 fiiggetlen statikai egyen-
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let irhat6 fel, tehat az atvagasban hat radnal t6bbet nem metszhetiink el.
Ugyanakkor a tartotengelyiranyu és a tengelyre merdleges allasu rudelemek
altal meghatarozott négyszogelemeket egy-egy ferde rud beillesztésével
minden sikban mereviteni kell, vagyis a tengelyre merdleges atvagas soran
minden sikban legalabb két rudat kell elmetszentink. Ebbél a gondolat-
menetbél azonnal addédik, hogy belséleg statikailag hatarozott térbeli
racsostartd csak haromszog-alapu hasabként-galaként, harom, élben il-
leszkedd racsozasi sikkal alakithato ki.
A haromszogelemek merev mivoltat
mar a sikbeli racsostartok korében
tisztaztuk, érthet6, hogy a térbeli
szerkezet is haromszogelemekre,
harom racsozasi sikra ¢épil. A
mellékelt kép nagyon jol mutatja a
haromszogelemek kapcsolatat.

A rudelemek kapcsolatat a térbeli szerkezetek esetében is az elmélet és a
gyakorlat eltérése jellemzi: a tényleges szerkezetekben a rudak csomo-
ponti kapcsolatai (legalabb részlegesen) befogottak, mig a szamitasi
modellben (legalabbis elsé kozelitésben) megelégsziink a csuklés, szaba-
don elfordul6 kapcsolat feltételezésével.

A halézati rajzon megfigyelhetjitk a harom racsozasi sikot, és azt is, hogy
egy tartotengelyre meréleges atmetszéssel valoban hat rudat vagunk at, igy
a tartoelemek egyensulyi egyenleteibdl az atvagott rudakban keletkezé rad-
er6k meghatarozhatok. A tartotengelyre merdlegesen all6 rudharomszo-
gekben keletkez6 ruderéket az atmetszésbdl mar kiszamitott raderdk fel-
hasznalasaval, a csomoépontok egyensulyi egyenleteibdl lehet meghataroz-
ni.

Tajékoztatasul kozoljik egy ilyen rendszeri racsostartd szamitogépes mo-
delljét és a csuklés kapesolatd modellen a szerkezetszamité program altal
meghatarozott ruderdket (a piros szin a hdzott rudakat, a kék a nyomott
rudakat, a z6ld pedig a vakrudakat jeloli)
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10.3. Ellenorzd kérdések

Hany adat kell egy térbeli er6 megadasahoz?

Hogyan hatarozhaté meg egy térbeli eré nagysaga az erd vetiileteinek is-
meretében?

Hogyan hatarozhat6é meg egy térbeli eré hatasvonalanak allasar?

Hogyan hatarozhaté meg egy térbeli eré egy tengelyre vett nyomatékanak
nagysaga, iranya (el6jele)?

Mennyi egy térbeli IF er6 nyomatéka egy erével parhuzamos tengelyre?
Mennyi egy térbeli FF eré nyomatéka egy erét metszé tengelyre?

Mennyi egy térbeli F eré nyomatéka egy erére merdleges tengelyre?
Hogyan szamithato egy térbeli erd egy pontra vonatkoz6 nyomatéka?
Milyen egyenleteket {rhatunk fel egy térbeli er6rendszer ered6jének meg-
hatarozasara?

Milyen egyenleteket irhatunk fel egy térbeli er6rendszer esetén az eredd
helyének meghatarozasara?

Milyen feltételek esetén van egy térbeli erérendszer egyensulyban?
Milyen feltételek esetén egy origon atmend eré a térbeli erérendszer ere-
déje?

Milyen feltételek esetén egy erépar a térbeli erérendszer ereddje?

Milyen feltételek esetén egyetlen erd a térbeli erérendszer eredéje?
Milyen feltételek esetén eresavar a térbeli erérendszer ereddje?
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Mechanika I. Térbeli erék-szerkezetek
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Mennyi a tamaszkényszerek szitkséges fokszama egy, egy testbdl allo, egy-
szerl merev és statikailag hatarozott médon megtamasztott térbeli szerke-
zetnek?

Mondjon legalabb négy térbeli kényszer!

Milyen célszerti egyenletek irhatok fel a k6z0s metszéspontu térbeli erSk
esetén?

Milyen célszert egyenletek irhatok fel a parhuzamos térbeli erék esetén?
Milyen célszert egyenletek irhatdk fel az altalanos (szétszort) térbeli erék
esetén?
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