1. feladatsor

(1) Hatarozza meg az alédbbi fiiggvények hatarozatlan integraljat:

(a) flz) = — - (b) J(@) =527
(c) f(w):m (d) f(x):m
(e) f(I):m (f) f(:v)zm
1 1
(g) f(z) = \/Zx:—af (h) f(x) = \/6x——719x2
(i) flz) = NATTR Dy W) f(2) = T3
(2) Milyen tipusu raci?néulis tortek Osszegére bontana alz alabbbi torteket:
@) J(@) = (0) f@) = o7
O @I e
(0) fla) = — X2y fa) = s

z(r —1)%(22 +1) (x —1)3(222 + 7)3(x + 2)
(3) Bontsa fel az aldbbi raciondlis torteket elemi tortek Gsszegére:

1 6
p— b —_— —
®16) = i 0 10 5
T+
(c) f(@—m (d) f@)—m
6x +9 62° + 9x? + T2x + 85
= —-— f =
() J&) = TGz v on 0 @) = e s 2o = 19)
(&) f(z) = 3zt + 622 + 23 +8x + 1 (h) f(z) = 3+ 72% +  + 292 + 162* — 425 + 3025 + 827
B o+ 203+ B (222 +1)3(22 4+ 4z + 4)
(4) Hatarozza meg az aldbbi integralokat:
2 2 +1
—d b) [ ————d
(a)/x22—i—2x—3 ! <)/3x3—3x !
2z° + 11z + 16 1
d d) [ ———d
(C)/x3+4x2—|-8x * <)/4x2—|—6x+2 *
()/ 6 + 222 — 3x <f)/12x2+50:v+49 N
(224 2)(x+3 923 + 4222 4 492
(g)/x4+3x3+2x +1daz (h)/2x3—|—x2—|—18x—9d:€
xd + a3 xt — 81
(5) Hatarozza meg az aldbbi integralokat!
1
(a) [ eV®dx (b) / = dx

(c) / rsin(vz)de  (d) / ﬁdw

O [fme
(g) /i:s_in(e”)dx (h)

/
: /
(i) / ew6+ 2 da () / e?® 41 de
/
/

Vr+I+1
(k) de (1)
) |

—dz
W—i—x%



2 2z T 2 T
(O)/e—JrBedx (p)/ be™ —8e” .

3@21 +41 256293 +19ew -5
T — T+

dx r dx
(q) Vazr + 2 ( ) V2 —3x

(s) /(21’ —3)Vbr +2dx (t) /(2 —5x)V2+ 3z dx
(u) /sin(\/2x+5) dx (V) /e\/mdm

(6) Hatarozza meg az aldbbi improprius integrélokat!

(a) /O T e d (b) / : e 2 dz (c) /0 " e dy
(@) /_ O:Ox264‘”3d:c (e) /1 m%ﬁdx (f) /_ :éd:ﬁ
BTy Py
§)) /_Zx21+4dx (k) /_Zezxdx

(7) Hatarozza meg az aldbbi improprius integrélokat!

(a) /Oolnxiix (b) /gﬁdw
(c) Kgmdx (d)/1 de

of it 0f s



I1. feladatsor

(1) Legyen a(—3;2;5), b(1;4;0), c(2; —2;7) és d(11;6; —3). Hatarozd meg az aldbbiakat:
(a) 2a+3b—c (b) a— b+2d (¢c)2a—3b+4c—d
(d) (a,b) () {d,c) (f) (a+b—c,2c—d)
(g) (b —2d,a+3b) (h) <b 2a, —4d) (i) (a+b+c,d)
(j)axb (k) c (1) (a+2b) xd
(m) (b—2a) x ¢ (n) a x(b—c) (o)axb—axc
(p) abc (q) cba (r) bca
(s) abd (t) cbd u) dbb
(2) A fenti vektorokat hasznélva valaszold meg az aldbbiakat! Legyen tovabba e(1; —2;x)!

(a) Mekkora szoget zar be a és b?
(b) Mekkora szoget zar be a és d?
(c) Mekkora az a és d vektorok &ltal kozrezart szog koszinusza?
(d) Bontsd fel a d vektort a-val parhuzamos és meréleges Gsszetevékre!
(e) Bontsd fel a d vektort b-vel parhuzamos és merdleges sszetevokre!
(f) Bontsd fel a d vektort c-vel parhuzamos és merdleges Gsszetevokre!
(g) Milyen x érték esetén lesz e merdleges a, b, ¢ és d vektorokra? (kiilon-kiilon!)
(h) Milyen x értékek esetén fog e és a tompaszoget bezarni?
(i) Milyen z értékek esetén fog e és b tompaszoget bezérni?
(j) Milyen z értékek esetén fog e és ¢ hegyesszoget bezarni?
(k) Milyen x értékek esetén fog e és d hegyesszoget bezarni?
(1) Hatarozd meg az a, b, ¢ és d vektorok irdnyaba mutaté egységvektorokat!
(3) Van-e olyan vektor, mely az z,y, z koordindtatengelyek pozitiv irdnyéaval rendre 45°, 60°, 120°
szoget zar be?
(4) Egy szabalyos hatszog kozéppontja K (4;1;4), két szomszédos cstcsa A(3;1;5) és B(3;2;4). Adjuk
meg a tobbi négy csucs koordinatajat! Igazoljuk, hogy a hatszog szabalyos!
(5) Mutassuk meg, hogy az a(—2;3;6), b(6; —2;3) és c(3;6; —2) vektorok kockat feszitenek ki!
(6) Az ABC haromszog cstucsai A(2;3;1), B(—2;1;2) és C(—1;0;3). Mekkora a haromszog keriilete,
tertilete és az C' cstucshoz tartozé magassaga?
(7) Az ABCD tetraéder térfogata 5 egység. Mik a D csiics koordindtai, ha a D csics az y tengelyen
van, és a tobbi cstcs koordinatéi: A(2;1;—1), B(3;0;1), C(2;1;3)7?
(8) Mekkordk az A(1; —1;2), B(5; —6;2), C(1;3; —1) csticsi hdromszog magassidgvonalainak hdromszogbe
es6 részeinek hossza?
(9) Egy tetraéder csicsai: A(2;3;1), B(4;1;—2), C(6;3;7), D(—5;—4;8). Mekkora a D-hez tartozé
magassag?
(10) Paralelepipedon egy csticsabdl kiinduld élvektorok: a, b, c. Fejezziik ki ezek segitségével a lapatlo-
vektorokat és a testatlévektorokat!
(11) Legyen ABCD egy paralelogramma, O egy tetsz6leges pont. Bizonyitsd be, hogy ekkor: OA +
OC =0B+O0D.
(12) Legyen az ABC szabdalyos haromszog oldala 2 egység hosszi. Mennyi (AB, AC)?
(13) Egy kockat kifeszit6 3 vektor koziil kett6 a(6;2; —3) és b(—3;6; —2). Hatdrozzuk meg a harmadik
vektort!
(14) Mekkor az a(—9;0;9) és b(7;2; —5) vektorok &ltal kifeszitett paralelogramma teriilete?



II1. feladatsor
(1) Legyen A(1,2, —1), B(2,4,5), tovabba legyen e : 251 = Y22 » — _] egyenes, és

2 3
r=6-+t1
f:Ry=7+t teR
z=1

) Hatarozzuk meg az A-n és B dtmené egyenes mindkét(!) egyenletét!
) Hatérozzuk meg az A-n atmend v(1,0,1) irdnyvektord egyenest!
) Rajta van-e A vagy B e-n vagy f-en?
) Hatérozzuk meg e paraméteres és f paraméter nélkiili egyenletét, egy-egy pontjat, és irdnyvektoré!
e) Hatdrozzuk meg az A-n dtmend e-re és f-re meréleg egyenset!
f) Hatérozzuk meg a B-n atmend e-vel parhuzamos egyenset!
(g) Van-e kozos pontja e-nek és f-nek?
(2) Legyen tovabba C(—1,2,0), Sy : 20 +y — 4z = 1.
Hatarozzuk meg az A-n atmen6 n(—2,1,0) normalvektoru sik egyenletét!
Hatarozzuk meg az A, B, C' pontokat tartalmazé sikot! Legyen ez Ss!
Hatarozzuk meg az A-t, B-t és e-t tartalmé sikot!
Hatarozzuk meg az A-n atmeno e-vel és f-el parhuzamos sikot!
Hol dofi e az S; sikot?
i5] és Sy : o+ 2= 1 metszésvonala?
1Sy és az Y Z sik metszésvonala?
ilyen messze van A e-tol?
ilyen messze van B e-t617
ilyen messze van C' f-t617?
ilyen messze van A S;-t617
ilyen messze van B S-t617
ilyen messze van e S;-t017
ilyen messze van e f-t6l?
ilyen messze van az XY siktdl az f7
ilyen messze van 6z + 3y — 12z =9 5;-t617
ilyen messze van az XY sik és z = 4-t617
r=2+3t
(15) Milyen messze van az XY siktol és  y =5+ 6t t € R egyenes?
z=4
r=5+2t
(16) Milyen messze van S;-t6l ¢ y =9 teR?
z2=6+1
r=4-2t
(17) Milyen messze van f-t6l < y =7 —2t t e R?
z=3-2t
r =06+ 2t
(18) Mekkora szoget zar be f és S y=7+3t te€R?
z =05t
r=1+72t
(19) Mekkora szoget zér be e és ¢ y =2 —t t e R?
z=—-1+4+3t
(20) Mekkora szoget zar be e és 517
(21) Mekkora szoget zar be az XY sik és 17
(22) Mekkora szoget zar be x +y — 2 =3 és Y27
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IV. feladatsor
(1) Tekintsiik at alabbi matrixokat!

1 7
A:{_Ol 121?1’} B=1|-2 4 0 C=1| 0 2 D:{
2 -3 1 -2 1

Végezze el a lehetséges miiveleteket:

A+ B,2A, AT 2A+ 307 4D — 2DT , AB, BA,CCT, D3, BC, DC, BD
(2) Szamoljuk ki az alabbi determindnsokat:

det(A),det(BBT),det(C), det(CCT), det(CD)
(3) Hatdrozzuk meg az aldbbi métrixok sajatértékeit, sajatvektorait:

A, AAT D, D? AC,CA, B, B
(4) Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok inverzét:

A, AAT D . D? B

(5) Adja meg az aldbbi matrix inverzét!

-1 3 2 1 1 -1
A= 0o 1 1 B = 1 0 2
2 -4 -1 -1 2 =8

(6) Legyen vy = (1,2,4), v = (4,2,1), v3 = (—2,2,7). Linedrisan fiiggetlenek-e?
(7) Legyen vy = (1,—-2,1), va = (3,1,1), v3 = (—2,2,7). Linedrisan fiiggetlenek-e?
(8) Szamold ki a sajatértékeket és a sajatvektorokat!

10 1
A:{g :g} B=|0 4 —2
01 7

(9) Szamold ki a sajatértékeket és a sajatvektorokat és az inverzet!

5 6 -2
A:[éi} B:[_; _32] C=1|-55 -1
30 2

(10) Oldd meg Gauss eliminaciéval:
(a)

r+y+22=4
3r —4y+ 5z =17
y—3z=-7

r+2y+3z2=1
dr + by + 62 = 2
6z +9y + 122 =4

r+y+z=4
20 +4y +82 = —4
20 — 4z = —6



rtyt+zt+w=2
r+3y+ 2+ 4w =10
—r4+y+2z+w=1
y+w=3

r+y—z=3
r+y+z=3
dr —y =3

x—Ty+5z=2
—Ty+6z=4
—9y+82=6

x—Ty+52=2
20 —Ty+62=4
3r— 14y + 112 =6

T —Ty+5z=2
20 — Ty + 62z =4
rT+2=06

r+2y+32=4
T—2y+32=28
20 +32=6

T+2y+32=5
—r+4y+52=1
Jy+4z=3

r+4y —22z=4
r+3y+5z=—-4
4r + 13y + 132 = —6

(11) Szamold ki a determindnst és az inverz matrixot! Ellen6rizz!

2 3 1 1 2 0
A= 3 2 3 B=1|3 -1 2
-1 -1 -1 0 1 1



V. feladatsor
(1) Hatarozzuk meg, és abrazoljuk az aldbbi fiiggvények értelmezési tartoméanyédt!

r,Y) = T+ oy — z,y) =In(x +y —
Fla.y) = /32 + 5y —2 Fla,y) = In(+y—2)
flay) = vBr+y+2)y f(a,y) = In(a + 3" ~10)
e = e T@y) = ey —ap — 1o1)
1 In(z? + y? — 5)
- 2 _— =
f(z.y) T2ty PP— f(z,y) TESTES
(2) Hatarozzuk meg az aldbbi fuggvenyek szintvonalait!
flz,y)=2>+y flx,y)=2y+y

flr,y) =3z +y =3 flz,y) = (x—2)*+ (y —4)°
(3) Hatarozzuk meg az alabbi kétvéltozds fiiggvények Gsszes lehetséges elsérendii és masodrendii parcialis
derivaltfiggvényét!

(a) flzy)=2> (b)) flz,y) =y (o) f(z,y)=2"+y

2,2

(d) floy) =2 () flo,y) =@ (1) floy) =2

ey
(4) Mutassuk meg, hogy ha u(z,y) = In(2? + y?), illetve u(x,y) = arctg?, akkor

Au = dfu(z,y) + dqu(x,y) = 0.

(5) Irjuk fel az f(z,y) = = + 2%y + y fiiggvény (—1,1)-beli érintésikjanak egyenletét!
(6) Alkalmas linearizdltat haszndlva szamoljuk ki kozelitéen In(1.01) + v/8.01 értékét!
(7) Hatarozzuk meg Of(z,y)-t, ha:
(a) flz,y) =2+ In(y’) /2y
(b) f(z,y) =tgz’® +y* +y'x
(8) Hatarozzuk meg 0, f(x,y)-t, ha:
(a) f(z,y) = 353111( )+ 2y, v = (12,5)
(b) f(z,y) =a°sin(zx)y +y'z, v = (2,3)
(9) Hatérozzuk meg 0, f(x,y)-t, ha:
(a) f(zx, y)—x31n( ) + Ty, a = % 3
(b) f(z,y) = 2”sin(2)y +y'z, o = %
Hatarozzuk meg 0f(2, 3)-et, ha f(x,y) = \/:172y + :va.

(10)
(11) Hatérozzuk meg 9, f(1, —1)-et, ha f(x ) = a® —l—xy +y? v=(-2,-3).
(12) Hatdrozzuk meg 0, f(1, —1)-et, ha f(z,y) = vy + 2%e¥, a = 4;
(13) Keressiik meg az aldbbi f : R? — R fiiggvények lokalis szélséértékeit!
(a) f(z,y) =2 +y — 3zy;
(b) flz,y) = (@* + 1) (y + ,);
(c) flz,y) = rv —4xy+y ;
(d) fla,y) = 2 +y —w —2y !
( ) flz,y) = 2? —2xy+y



(14) Szamitsuk ki az aldbbi tobbdimenziés integrélokat!

2
(a)/lf_ 5 dz dy, ahol D = [1,2] x [0, 1];

(b) / siny dx dy, ahol D =[0,1] x [—1, 1];

D
/ (Vo +y)* dor dy, ahol D =10,1] x [0, 1];

/ coszcosycosz dr dy dz, ahol D = [0,7/2] x [0,7/2] x [0,7/2];
D

(e) / cos(z + z) do dy dz, ahol D = [0,7/2] x [0, 7/2] x [0,7/2].

D
(15) Szémitsuk ki [ f értékét, ha
(a) f(z,y) =1, Ny:={(z,y) eR*: z€[0,1], 0<y <1—2a?};
(b) f(z,y) =2y?, N,:={(z,y) €R*: 0<2<1, 2?2 <y<az}
(€ flz,y) =y, No:={(z,y) eR*: z€[-1,1], 0<y < (1—2)°}
(16) Szamitsuk ki az f(z,y) = zy fliggvény integraljat az y = ? — 1 és az y = x + 1 gorbék grafikonjai
altal hatarolt tartomanyon.



