3. Differencialszamitas

3.2. Taylor polinomok és a L’Hospital-szabaly

Tanulasi cél: Megismerni a Taylor- és Maclaurin polinom fogalmat, és ezek alkalmazasat
kozelitd értékek kiszamolasara, valamint egy ijabb, hatékony hatarértékszamitasi modszer, a
L’Hospital-szabaly megismerése, ¢és alkalmazasanak elsajatitasa egyszeriibb esetekben.

Elméleti 6sszefoglalé:

Sokszor taldlkozunk a gyakorlatban olyan bonyolult fiiggvényekkel, melyekkel a szamolas
nehézkes. Ilyenkor érdemes a bonyolult fliggvényt egyszertibbel kozeliteni, amely valamilyen
értelemben jol kozeliti az eredetit. Célszertinek tlinik a hatvanyfiiggvényekkel vald kozelités,
mivel azokkal konnyli dolgozni.

Egy filiggvény linearis kozelitésére egy adott pont kornyezetében mar lattunk példat egy
fliggvény adott pontjaba huizott érinté egyenese kapcsan.

A linedris kozelitésnél (érintd6 egyenesnél) jobb kozelitést nyerhetiink egy adott pont
kornyezetében magasabbfoku polinomokkal. Erre mutat példat a kovetkezd abra, melyen a

cos x fliggvényt kozelitettiik elsd-, harmad-, 6todfokt polinommal a % kornyezetében.

Tsf (2)

f(x) = cosx
/"\' v
\y

1. dbra: A cosx fiiggvény kozelitése els6-, harmad-, 6todfokt polinommal a %

kornyezetében

Definicié: Legyen az f olyan fiiggvény, mely értelmezett az ae R rogzitett hely egy
kornyezetében, s ott N -szer folytonosan differencialhato. Ekkor a

TH(X)=f (a)+% f'(a)-(x—a)+% f"(a)-(x-a) +. . .+% f™(a)-(x-a)'

polinomotaz f fiiggvény a helyen vett n-edfoka Taylor-polinomjanak nevezziik.



(A nulladik derivalt magat a fiiggvényt jelenti, azaz f© (a)=f(a),és 0r=1.)
Eszrevehetjiik, hogy az elséfokt Taylor-polinom pontosan az f fiiggvény a helyen vett érintd

egyenesének egyenletét adja: T, f(x)=f (a)+% f'(a)-(x—a)=f(a)+f'(a)(x—a). (Az

érinté egyenes egyenletét lasd Matematika 1. targy Differencidlszamitas bevezetése cimi
leckében.)

A Taylor-polinom kozeliti az eredeti fliggvényt. Minél kozelebb van X az a-hoz, és minél
magasabb a polinom rendje, a kozelités altalaban annal jobb.

Ha a=0, azaz a fiiggvényt a=0 kdrnyezetében kozelitjiik, akkor Maclaurin-polinomrol
beszéliink.

M, f(x)= f(0)+i f’(O).(x—0)+l f”(O)‘(X—O)Z-F"‘-Fi f(”)(O)-(x—O)n =
n!
= f(0)+—f '(0)- x+ f”(O) X2 — ! f™(0)-x"
n!
Kidolgozott feladatok:
1. feladat: Irjuk fel az f(x) =e™* fiiggvény masodfoku Maclaurin-polinomjat!
Megoldas: A megoldasban induljunk el a Maclaurin-polinom definiciojabol, miszerint egy

fiiggvény N -edfoku Maclaurin-polinomjanak nevezziik, a 0 helyen vett n-edfoka Taylor-
polinomot, mely az alabbi modon irhat6 fel.

M f(x)_f(0)+—f (0)- x+2 £7(0)- X% +- e f(“)(O) X"

Mivel feladatunkban masodfoku polinomot kell fehrnunk, igy N=2,sigy apolinomban csupan
harom tag fog szerepelni.

M f(x)_f(0)+—f ©)x+ 2 f”(O) X2

Természetesen a konkrét Maclaurin-polinom felirasahoz meg kell hataroznunk a képletben
szereplé f(0), f'(0) és f"(0) értékeket.

Els6ként helyettesitsiik a fliggvénybe a 0 -t.
f(0)=e*’=e"=1

Ezutéan allitsuk el a fliggvény derivaltjat, és hatarozzuk meg a derivalt helyettesitési értékét is
a 0 helyen.

f'(x)=e? (-2)=—2e*

A derivalas soran ne feledkezziink el arrdl, hogy Osszetett fliggvényt derivalunk, igy a kiilsé
fiiggvény derivalasa utdn szoroznunk kell még a belsd fliggvény derivaltjaval is.

Hajtsuk végre a O behelyettesitését.



f'(0)=—2e2"=-2e"=-2
Allitsuk el6 a masodik derivaltat.
f'(x)=—-2e%.(-2)=4e*
Helyettesitsiik ebbe is a O -t.
f"(0) =4 =4e° =4

Utolso 1épésként helyettesitsilk be a meghatarozott f(0), f’(0) és f"(0) értékeket a

masodfoki Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utdn hatarozzuk meg a
faktorialisok értékét, és egy-egy tagban szorozva a konstansokat, hozzuk egyszeriibb alakra a
polinomot.

1

o

1

sz(x):1+%-(—2)-x+ 4.x* :1+%-(—2)-x+5-4-x2 =

=1—2x+2x?

Az aldbbi dbra jol szemlélteti, hogy milyen modon kozeliti az eredeti fiiggvényt a szamolt
masodfokt Maclaurin polinom.

2. abra: Az f(x)=e? fiiggvény masodfoki Maclaurin-polinommal valé kozelitése

2. feladat: irjuk fel az f(x)=3%/x+1 fiiggvény masodfoka Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: Itt is elindulhatunk a méasodfoku Maclaurin-polinom definicidjabol.

M, f (x) = f(0)+% f'(O).x+% £7(0)- X2



Most is el6 kell allitanunk az f (0), f'(0) és f"(0) értékeket.

Helyettesitsiik be elséként a fliggvénybe a 0 -t.

f(0)=30+1=1

Ezutan allitsuk el6 a fliggvény derivaltjat. A derivalas el6tt célszert atalakitani a fiiggvényt. A
gyok helyett irjunk tortkitevOs hatvanyt.

f(x)=3Yx+1= (x+1)%

Ebbdl az alakbol mar egyszeri a derivalas.
1 _2
f'(x) = §(X +1) 3

Helyettesitsiik be a derivaltba a 0 -t.

1 21
f'(0)==(0+1) 3 ==
© 3( ) 3

Allitsuk el6 a masodik derivaltat is.

F7(x) =§(—§j<x+1)3 E —%(x+l)3

Hatarozzuk meg a masodik derivalt O helyen vett helyettesitési értékét.

2 )
f"(0)=-=(0+1) 3 =—=
(0) 9( ) S

Végiil a meghatarozott f(0), f'(0) és f”(0) értékeket helyettesitsik be a masodfoka

Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utan hozzuk egyszeriibb alakra a polinomban
az egyltthatokat.

11 1( 2, .11 1( 2),
X4 — ] —— | X =1+ X —— | X =
1 3 2109 13 29

_1+ixolye
3 9

M, f(x) =1+

A masodfokt Maclaurin polinommal val6 kozelitést szemlélteti a kovetkezd abra.



3. dbra: Az f(x)=3x+1 fiiggvény masodfoki Maclaurin-polinommal val6 kozelitése

3. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= 3 L fliggvény harmadfoku Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Maclaurin-polinom definici6jabol.
l ’ 1 n l m
Msf(x):f(0)+ﬂf (0)-x+§f (0)-x2+af (0)-x°

Allitsuk el6 a sziikséges derivaltakat, és hatarozzuk meg a fiiggvény, valamint a derivaltak
értékét a nulla helyen. A derivalasok egyszeriibbek ha a fiiggvényt atalakitjuk, mert akkor tort
helyett 6sszetett fliggvénylink lesz.

s
f'(x):(—1)~(3_zx)’2,(_2):2,(3_2)()*2 - f’(o)=2.32=§
()62 (D82 = r(0)-e3-d
(2G> (o)t

A kapott értékeket helyettesitsiik be a polinomba.
Msf (X):E+£.gx+£.ixz +£'§X3 :E+Ex+ixz +£X
3 119 2127 3! 81 3 9 27 81

3

A kozelitést a kovetkezO abra szemlélteti.
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M;f(x)

fiiggvény harmadfokt Maclaurin-polinommal val6 kozelitése

4. gbra: Az f (X) = 3 !

4. feladat: Irjuk fel az f(x)=sin2x fiiggvény a:% helyen vett masodfoku Taylor-
polinomjat!
Megoldas: A definiciobol indulunk el, mely szerintaz f (x) fiiggvény a helyen vett n -edfoku

Taylor-polinomja a kdvetkezo:

T f(x)= f(a)+i f’(a)-(x—a)+l f”(a)-(x—a)2+---+lf(”)(a)-(x—a)".
1! 21 n!

Mivel masodfokt polinom a kérdés, igy n=2.

T,f(x)= f(a)+% f’(a)-(x—a)+% f"(@)-(x—a)?

Annyiban valtozik tehat csak a dolgunk az eléz8ekhez képest, hogy nem a O helyen kell
. o I3 . . 4 .7 4 7 I3 T
meghataroznunk a fliggvény, valamint elsé és masodik derivaltjanak értékét, hanem az a =—

helyen.

Helyettesitsiink eldszor a fiiggvénybe.

f[zjzsin(zf):sinzzl
4 4 2

Allitsuk eld a fiiggvény derivaltjat. Figyeljiink oda, mert dsszetett fiiggvényrél van sz6, ne
felejtsiink el szorozni a belsé fliggvény derivaltjaval.

f'(X) =cos2x-2=2c0s2x



Helyettesitsiink most a derivaltba is.

f' z =2c0S 2-5 =Zcos£=0
4 4 2

Ezutan derivaljunk még egyszer.

f"(x) =2(—sin 2x) -2 = —4sin 2x
A masodik derivaltba is helyettesitsiik be az a = % értéket.

7| Z | =_asin| 2.% | = —4sin” =4
4 4 2

Az el6zoekben meghatarozott f(a), f'(a) és f”(a) értékeket irjuk be a Taylor-polinom
képletébe, s egyben helyettesitsiink a helyére is.

1 T 1 T 2
Tzf(x):1+ﬂ'O'(X—Z)+z'(—4)-(x—zj

Végiil hozzuk egyszerlibb alakra a polinom egyiitthatoit.

1 7Y _t
10 =13 (-4):( x| ~1-2(x-%)

A szemléltetést a kovetkezo abra segiti.

sin(2x)

5.dbra: Az f(x)=sin2x fliggvény masodfoku Taylor-polinommal val6 kozelitése az a :%

kornyezetében



- 1
5. feladat: Irjuk fel az f (x) =In3x fiiggvény a = 3 helyen vett masodfoku Taylor-
polinomjat!

crer

T,f(x)= f(a)+% f’(a)-(x—a)+% f"(@)-(x—a)?

Hatarozzuk meg a polinomban szerepld, egyeldre ismeretlen f (a), f'(a) és f"(a)
értékeket.

1
Helyettesitsiik elsoként a fliggvénybe az a = é-ot.

(3ot o

Derivéljuk a fiiggvényt.
f'(x)= N 3= 1
3X X

. . 1
Helyettesitsiink be a derivaltba is @ helyére 3 -ot.

3
Allitsuk el a masodik derivaltat.

" l
(="

. . . 1
Helyettesitsiik a masodik derivéltba is az a = 3 -ot.

F(X) = ——_—_9

)

Majd a Taylor-polinom képletében helyettesitsiink a, f(a), f'(a) és f”(a) helyére.

1 1) 1 1Y
Tzf(X)=0+ﬁ-3-(x—§j+a-(—9).(x—§j




Végiil irjuk egyszeriibb alakban a polinom egyiitthatoit.

1) 9f 1Y
Tzf(x):B(x—gj—E(x—gJ

Jelen esetben a Taylor polinommal valo6 kozelitést a kovetkezd abra szemlélteti.

In(3x)

1 0 2 3 4 5
T
I Taf (z)

"

6. abra: Az f(x)=In3x fliggvény masodfokl Taylor-polinommal valé kozelitése az a =

kornyezetében

6. feladat: Irjuk fel az f(x)=x>-5x"+x+20 fliggvény a=3 hely kériili harmadfoku
Taylor-polinomjat!
Megoldas: Induljunk ki a Taylor-polinom definiciojabol, eszerint
1 ! 1 14 2 1 " 3
T,f(x)= f(a)+ﬁf (a)-(x—a)+af (a)-(x—a) +§f (a)-(x—a)
Ebben a sorban kell most a helyére 3 -at helyettesitentink.
1 4 1 4 2 1 m 3
T3f(x):f(3)+ﬁf (3)'(x—3)+§f (3)-(x-3) +§f (3)-(x-3)

Ehhez elészor az f(3), f'(3), f"(3), f"(3) értekeket kell meghatdroznunk és
behelyettesitentink.

f (x)=x>-5x*+x+20 = f(3)=3-5-37+3+20=5
f'(x)=3x*-10x+1 = f'(3)=3-3"-10-3+1=-2
f"(x)=6x-10 = f"(3)=6-3-10=8
f"(x)=6 = f"(3)=6

Tehat



2 1 3 2 3

T, (X) =5+ (-2) (x-3) + :8(x-3) #26(x-3)' =5-2(x-3) +4(x-3)' + (x-3)

Ha elvégeznénk a hatvanyozasokat és Osszevonnank az azonos fokszamu tagokat,
természetesen visszakapnank az eredeti polinomot, ezzel tudnank ellendrizni a megoldast.

7. feladat: Melyik az a harmadfoki polinom, melyre a kovetkez6k igazak:
p(0)=3, p'(0)=-1, p"(0)=-6, p"(0)=12?

Megoldas: Mivel a fliggvény és derivaltjainak értéke a nulla helyen adott és a polinom
harmadfoku, ezért a harmadfokt Maclaurin-polinom felirasabol indulunk ki.

p(x)= p(0)+% p'(O)-x+% p"(0)-x? +% p"(0)-x°.

Nincs mas dolgunk, mint a fiiggvény és a derivalt megadott értékeit behelyettesiteni.
1 1 2 1 3 2 3
p(x)= 3+ﬂ(—1)x+5(—6)x +512x =3-Xx-3x"+2x

Ha a tagokat a szokott sorrendben irjuk, akkor p(x)=2x"—3x*—x+3.

8. feladat: Hogyan hatarozhatjuk meg ? kozelité értékét, ha csak négy alapmiiveletes
e
szamologépiink van?

. 1 . . .
Megoldas: Mivel Vze*“, ezért a feladatot tigy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg
e
kozelitoleg az f (x)=e* fiiggvény X, =-0.1 helyen vett helyettesitési értékét. Mivel a —0.1
"kozel van" a nulldhoz, ezért az f(x) fiiggvény egy tetszdleges fokszaml Maclaurin-
polinomjanak segitségével hatarozhatjuk meg a kozelité értéket. Vegyiikk ezen fiiggvény
masodfoki Maclaurin-polinomjat, melybe majd X helyére a megadott X, értéket kell

behelyettesiteniink.

f(x)=¢e" = f(0)=e’=1

f'(x)=¢" = f'(0)=e"=1

fr(x)=¢* =  f(0)=e’=1
Ebbdl

sz(x)=1+%x+%x2

e z1+1(—0.1)+i
1! 2!

Minél minél magasabbfoku polinomot vesziink figyelembe, a kozelitd érték annal pontosabb

lesz.

Ha példaul a harmadfokt Maclaurin-polinomba helyettesitiink, akkor

(-0.1)° =1-0.1+0.005 = 0.905.

e 1+ l(—0.1) + l(—0.1)2 + 1 (-0.1)* =1-0.1+0.005-0.00016 = 0.9049
1 2! 3!
Ha a negyedfoku polinomba, akkor
. 1 1 2 1 3 1 4
0! Lt (-00) o (01) + 2 (0.0 4 (-0)' -

=1-0.1+0.005—0.00016 +0.00000416 = 0.9048375 .
Ha nem csak négy alapmiiveletes szamoldgépiink van, akkor egy 1épésben kaphatunk kozelitd

értéket, s igy " ~0.904837418. Amint lathaté a negyedfoku polinombél kapott érték mar 6



tizedesjegyre pontos. Ha ennél is pontosabb értékre van sziikség, tovabbi tagokat figyelembe
véve tetszOleges pontossag érheto el.

9. feladat: Adjunk kozelitést cos0.1-re , ha csak négy alapmiiveletes szamologépiink van.
Megoldas: A feladatot Gigy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg kozelitleg az f (x)=cosx

fuggvény X, =0.1 helyen vett helyettesitési értékét. Mivel a 0.1 "kozel van" a nulldhoz, ezért

az f(x) fiiggvény egy tetszOleges fokszamu Maclaurin-polinomjanak segitségével

hatarozhatjuk meg a kozelito értéket.

f (x)=cosx = f(0)=cos0=1
f'(x)=-sinx =  f'(0)==sin0=0
f"(x)=-cosx = f"(0)=-cos0=-1
Ebbol
M, f (x) 14y i ogo Ly

1! 2! 2

c0s0.1~1- % (0.1)* = 0.99500

Ha nem csak négy alapmiiveletes szamologépiink van, akkor egy 1épésben kaphatunk kozelitd
értéket, s igy €050.1~0.995004 . Amint lathaté a masodfok polinombol kapott érték mar 5
tizedesjegyre pontos.

Ellenorzo kérdések:

. 1 : : :
1. kérdés: Melyik az f (X) = c fiiggvény harmadfoku Maclaurin-polinomja?

122 e 8y (X)
5 256 125 625
1 2 4, 8 ,
X+ —X———X
5 25 125 625
1 , 16
X — XX
5 25 125 625
1. 2,40 165
5 25 125 625
2. kérdés: Melyik az f(X)=Sin2X—COSZX negyedfoku Maclaurin-polinomja?
1-2x% 4 S

3
J1e2 -1y

3
1- 2% + 2 ¢

3

—1+2%° —% x* (X)

3. kérdés: Az alabbiak koziil melyik az f (X)=c0s’x negyedfok Maclaurin-polinomja?



1-x2 1+ 1yt
3
1—2x2+1x4
3
1—x2+gx4
3

1-2x° +§x4 (X)

4. kérdés: Az alabbi fiiggvények kozill melyik az f (x)=2x"-11x* +17x -2 fiiggvény a =2

hely kortili harmadfoka Taylor-polinomja?

f(x):4—(x—2)+3(x—2)2+2(x—2)3

f(x)=4-3(x=2)+(x=2)" +2(x=2)’ (X)

f(x)=2-3(x=2)+4(x=2)" +2(x-2)’

f(x)=2-4(x-2)+3(x-2)" +2(x-2)’

5. kérdés: Melyik az a harmadfoka p(X) polinom, melyre a kovetkezOk igazak:
p(0)=5  p(0)=-3,  p'(0)=4,  p"(0)=187

p(x)=5x°—3x" +4x+18
(x)=5x>-3x" +2x+3
(%)
(

o

p(x)=18x%+4x* -3x+5
p(x)=3x>+2x*-3x+5 (X)

6. kérdés: Ha e kozelits értékét az f(x)=e€* fiiggvény harmadfokii Maclaurin-
polinomjabol szamoljuk, akkor mit kapunk?

1.64436

1.64583 (X)

1.64653

1.64816

7. kérdés: Ha sin0.1 értékét az f(x) =sinx harmadfokt Maclaurin-polinomjabdl szamoljuk,
akkor mit kapunk?

0.10016

0.09983 (X)

0.0017453283

~0.10016

Elméleti osszefoglalo:

Korabban foglalkoztunk mar hatarértékszamitéasi feladatokkal. Gyakran taldlkozhatunk olyan
hatarértékszamitasi problémakkal, melyek nem oldhatdéak meg a kordbban tanult modszerekkel,

. Ry 0 © s : : .
igy példaul a 0 vagy — tipust hatarértékek, valamint az ezekre visszavezethetéek. Ezen
0

tipusok meghatarozasara ad hatékonyt modszert a L’Hospital-szabaly.



Tegyiik fel, hogy a

f(x

tim ) patdrerek 2 vagy © tipust,
X—C g(X) 00 0
és € egy kornyezetében, esetleg C-t6l eltekintve, f is és g is differencialhatd, tovabba
g(x)=0 és g'(x)=0.

()
Haa lim ﬁ hatarérték 1étezik és véges, akkor az is teljesiil, hogy

X—C g X

f(x) .. f'(x
() _ 100
A c jelolhet egy véges értéket, valamint mindkét végtelent is.

A tétel rovid és pontatlan megfogalmazasa: a tort limesze a derivaltak hanyadosanak a
limeszével egyenld.

Fontos, hogy csak hatarozatlan alakt hatarértékek kiszamoldsara probaljuk a tételt alkalmazni,
kiilonben hibas eredményt ad.

El6fordulhat olyan eset, amikor a szabaly egyszeri alkalmazasa nem elegendd, mert a deivaltak
hanyadosa Ujra hatdrozatlan alakot ad. Ekkor (ha a feltételek teljesiilnek) ujra alkalmazhatjuk a
L Hospital-szabalyt. Ilyenkor az Gjabb derivalas el6tt célszerii a lehetséges egyszertsitéseket
elvégezni.

A feladatmegoldasok soran eldszor mindig megvizsgaljuk, hogy milyen tipust hatarértékrol
van sz6. A % vagy 2 tipust hatarozatlan esetekben kozvetleniil alkalmazhaté a L’Hospital-
[0.¢]

szabaly. Ezen tilmenden foglalkozunk ,,0-00” tipust hatarértékekkel, melyekre bizonyos
atalakitasok utan a szabaly alkalmazhato.

Haaz f(x)-g(x) szorzat, (a szobanforgo helyen) ,,0-c  tipusil, akkor az
f(x)
()90 =10,

9(x)

vagy az

formulak valamelyikét felhasznalva, a kérdéses hatarérték atalakithato —, vagy 5 tipusuva,
Qo0

aztan alkalmazhat6 a L.’Hospital-szabaly.
Gyakran a kétféle atirdsi lehetdség koziil csak az egyik hasznalhatd. Azzal érdemes el6szor
probalkozni, amelyik a derivalas szempontjabol egyszeriibbnek tiinik.

Kidolgozott feladatok



;L . . AX y s
10. feladat: Szamitsuk ki a “ml_ hatarértéket.
X—00 n X

Megoldas: Most egy 2 tipusu hatarértékkel van dolgunk, igy a L’Hospital-szabalyt
Q0

kozvetleniil tudjuk alkalmazni. Ennek érdekében kiilon derivaljuk a szamlalot és kiilon
derivaljuk a nevez6t, s ennek a hanyadosnak vessziik az eredeti helyen vett hatarértékét. Ez
most
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Ebben a formdjaban ez egy % tipusu hatarérték, latszoélag nem jutottunk elére. De az utdbbi

hatarérték atalakithatd (megsziintetjiik az emeletes tortet), és ezutan kénnyen kiszdmolhato a
hatérérték'

2[ Jx _
lim=—==Ilim—==Ilim—=
X—0 1 X—>0 2_\/_ x>0 2

X
A derivaltak hanyadosanak plusz végtelen a limesze, igy tételiink értelmében ennyi az eredeti
limesz is, azaz
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11. feladat: Szamitsuk ki a lim ¢ 5

X—>»00 X

hatarértéket.

Megoldas: Egy 2 tipusu hatarértéket kell kiszamolni. Tekintjiik a derivaltak hanyadosanak a
0
hatarértékét.
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Ez is egy z tipusu hatarérték. Kiszamolasdhoz a L’Hospital-szabalyt Gjra alkalmazzuk.
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A derivaltak hanyadosanak hatarértéke most
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A tétellink értelmében ekkor
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is teljesiil, majd még egyszer alkalmazva a tételt
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is fennall. Tehat ebben az esetben kétszer alkalmaztuk egymés utdn a L’Hospital-szabalyt.
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hatarértéket.

12. feladat: Szamitsuk ki a lim ZX

x> X* + "

Megoldas: A limesz l tipust. Tekintjlik a derivaltak hanyadosanak limeszét:
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Ez még mindig 2 tipusu. Nézziik tehat a
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hatarértéket, de ez még mindig — tipusu. Végil, még egyszer képezve a derivaltak
o0

hanyadosanak hatarértékét, kapjuk, hogy
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ezért sorban minden limesz nullaval egyenld, igy az eredeti is, azaz
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Tehat ebben az esetben haromszor alkalmaztuk egymaés utan a L’Hospital-szabalyt.
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hatarértéket.
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13. feladat: Szamoljuk ki a lim —
x=0 Sin X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipusu. Tehat tekintjiik a

derivaltak hanyadosanak limeszét, ami
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Ennyi tehat az eredeti limesz is:
. e'-1
lim——=
x-0 sin X

1.

X

.0 Xe o
14. feladat: Szamitsuk ki a |In(1) > hatarértéket.
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Megoldas A 0 -t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipust. Vessziik a derivaltak

hanyadosanak limeszét:
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Tehat az eredeti hatarértékre is fennall, hogy
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15. feladat: Szamoljuk ki a lim ———— hatarértéket.
x>01—c0Ss3X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipusu. Most a derivaltak

hanyadosanak limesze:
2sin X €os X
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ami a 0 -t valo behelyettesitést kovetéen tjra % tipust. Ebbol kapjuk a derivaltak hanyadosat

képezve a

fim 2c0s’x-2sin’x _2-0 _2

x>0 9cos3xX 9 9

eredményt, s igy ennyi az eredeti limesz is,
sin’x 2

im————=—
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Akar eszilinkbe juthatott volna az elsd derivalds utan egy trigonometrikus azonossag is, mely
alapjan

. 2sinxcosx .. sin2x
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Ez persze igy is egy o tipust limesz, de ha most vessziik a derivaltak hanyadosanak limeszét,

azt kapjuk, hogy
. 2C0S2X 2
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¢s ismét hivatkozhatunk arra, hogy a tételiink alapjan az eredeti hatarérték is ennyi. Ezen az
uton a derivalas némileg egyszeriibb volt.
Az ilyenféle atalakitasok gyakran jelentds egyszertisodést tudnak eredményezni.

16. feladat: Szamoljuk ki a lim—~<—9* hatarértéket.
x=0 5N X — X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipust. A derivaltak

hanyadosanak limesze igy:
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Ez tovabbra is 3 tipusu, de atalakithat6 a kovetkezd modon:
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(COSX+1)(COSX—1)_ . cosx+1 1+1
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A tétel alapjan az eredeti limesz is ennyi:
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Ha a fenti atalakitasi lehetdséget nem vessziik észre, akkor ismét a L’Hospital-szabaly
alkalmazaséaval probalkozhatnank, ekkor azt kapnank, hogy:
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Most tehat igy is célhoz értiink. Néha azonban az egyszerlsitések elvégzése nélkiill nem
szamithato ki a limesz.
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17. feladat: lim N X g
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Megoldas: lim =—
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Tehat ujra egy % tipusu limesszel van dolgunk. Most a derivaltak hanyadosanak limesze:
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Ez tovébbra is 9 tipusu. Vegylik észre azonban, hogy a problémat okozé —iz tényezdvel
X

egyszerusithetiink. Ekkor kapjuk, hogy
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Persze az eredeti limesz is ezzel egyenld:
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Ha most a derivaltak hanyadosdban nem egyszertisitenénk a —— tényez8vel, hanem ismét
X

tekintenénk a derivaltak hanyadosanak limeszét, akkor az tovabbra is 0 tipusu maradna, és ez

torténne akarhdnyszor vennénk, az egyébként egyre bonyolultabb derivaltak hanyadosanak
limeszét. Ezért, ha lehet, akkor mindig egyszertsitsiink!

18. feladat: Szamitsuk ki a |im(xe-2X) hatérértéket.
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Megoldas: Ez a hatarérték egy 0- oo tipusu szorzat. A negativ kitevdjii hatvany miatt kinalkozik
a

X
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tort alaku atiras.
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Igy egy — tipust tort hatarértékének a kiszdmitasara vezettiik vissza a feladatot, melyre mar
[0.¢]

alkalmazhat6 a L’Hospital szabaly. Véve a derivaltak hdnyadosanak hatarértékét, arra jutunk,
hogy

Tehat az eredeti limesz is ennyi:
lim(xe™)=0.
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19. feladat: Szamitsuk kia lim (tgx-Inx) hatarértéket.
x—0"

Megoldas: A feladat egyoldali hatarértékszamitassal kapcsolatos ismeretekre épiil (lasd
Matematika 1. tdrgy 8.Hatarérték cimii lecke).
Az egyoldali hatarértékeket megvizsgalva kapjuk, hogy a szorzatunk limesze 0-oo tipusu.
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Mivel t—:Cth elemi alapfiiggvény, a
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atirast valasztjuk.

fgy egy z tipusu hatarérték kiszamitdsa a feladatunk, melyre alkalmazhaté a L’Hospital

szabaly. Tekintsiik a derivaltak hdnyadosanak hatarértékét:
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Ez egy % tipusu hatarérték. Alkalmazhatjuk ismét a L’Hospital-szabalyt, és egy lépésben

célhoz jutunk, de talan még egyszeriibb, ha felhasznaljuk a nevezetes Iimwzl
x—0" X

hatarértéket. Ekkor



sin x
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Ezzel egyenld az eredeti limesz is:
lim (tgx-Inx)=0.
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Ellenorzo kérdések:
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13. kérdés:
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