1. Sikgorbék

1.2. Paraméteres sikgorbék

Elméleti 6sszefoglalo

Tekintsiik a kovetkezd abran lathato sikgdrbét. Ez tekinthetd az f(x)=+4—Xx* ,
D, = [—2,2] fliggvény grafikonjanak, az x* + y? =4 implicit modon megadott fiiggvény
[-2,2]x[0,3] téglalapba esé darabjanak, azoknak a pontoknak a mértani helyének a sikon,

amelyek az origotol 2 egység tavolsagra vannak és a masodik koordinatajuk nem negativ.
Végiil ugy is tekinthetiink erre a vonalra, mint egy sikban mozgo test egy pontjanak a
palyéjara.
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0-1. abra

Ha a sikgorbe ezt akarja reprezentalni, akkor az el6z0 harom leirds mindegyikével
kapcsolatban hidnyossagok meriilnek fel. Példaul egyikbdl sem dertil ki, hogy melyik a
kezddpont, melyik irdnyban haladt végig a test a palyajan, a mozgas kezdete utan t idéponttal
a palya melyik pontjaban volt éppen a test megfigyelt pontja.

Egy mozgo pont palyajat, egy sikgdrbét, matematikailag tigy is le lehet irni, hogy megadjuk,
hogy a mozgas kezdete utan egy t idépontban mi a mozgd pont két, t -tél nyilvan fliggo,
(x(t),y(t)) koordinataja.

Kicsit pontosabban egy C sikgorbe paraméteres megadasa esetén megadunk két,
ugyanazon az [a,b] intervallumon értelmezett f és g fliggvényt, és tekintjiik a sikon az

Osszes ( f(t).0 (t)) t [a,b] koordinataji pontot. A C gorbe paraméterezése a
c(t)=(1(1).9(t).t <[]
formula.

Az f(t) és g(t) formulakat paraméteres egyenleteknek hivjuk, az [a,b] intervallum a

paraméter intervallum.
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0-2. abra Sikgorbe paraméteres megadasa

Az ( f(a).g (a)) pont a gérbe kezdépontja, az ( f(b).g (b)) pont a gérbe végpontja.

Példaként tekintsiik a

c(t)=(t*t-1),te[0,2]
paraméterezést. Az alabbi dbran a gorbét latjuk, néhany paraméterértékhez tartozo pontot
kiilon is feltiintetve, és a gorbe bejarasanak irdnyat is.
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0-3. abra A C(t) = (t2 t —1) ,te [0,2] paraméterezésii gorbe

Hasonl6an az implicit formuldval adott gorbékhez, a paraméteresen megadott gorbéknek is
altalaban szamos olyan darabja van, amelyek tekinthetok egy egyvaltozos fiiggvény
grafikonjanak is. Az ilyen darabokat az eredeti paraméter intervallum egy
részintervallumanak a megadasaval lehet kijelolni. Példaul a

c(t)=(2cos(t),2sin(t)),t €[0,2x]
paraméterezéssel megadott gorbe egy origd kézéppontih 2 sugart kor. Ennek a masodik

siknegyedbe esé része az f (x)=v4—-x* , D, =[-2,0] fiiggvény grafikonja. Ennek a

gorbedarabnak a paraméterezése €(t)= (ZCOS (t),2sin (t)) te {g ,n} .

Az alabbi dbra mutatja a gorbét és a bejaras iranyat.
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0-4. ibra Egy negyedkor
Tekintsiik az c(t) =( f(t).0 (t)) ,te[a,b] paraméterezést. Tegyiik fel, hogy az f (t) és
g (t) fliggvények derivalhatok az (a,b) intervallumban és folytonosak is, tovabba f '(t) =0
egyetlen (a b) intervallumba es6 t -re sem. Ekkor a paraméterezés egy olyan gorbét definial,
amely tekintheté egy y=F(X), D; [ (b)] fiiggvény grafikonjanak. Ennek a

fliggvénynek a derivaltjaa t” (a,b) paraméterértékhez tartozd x = f (t*) helyen

(1 {6)) Py - S

Ebbél kdvetkezik, hogy a gorbe t* -hoz tartozo ( f (t ) g (t )) pontjahoz tartoz6 érintd
o'(t)
r(r)

meredeksége

, €s az érint6 egyenlete
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A c(t) :( f(t).0 (t)) .t e[a,b] paraméterezésii gorbe sima, haaz f és g fliggvények

Altaldban az y' = formulat paraméteres derivaltnak hivjuk.

differencialhatok a nyilt (a,b) intervallumon, és az (a,b) intervallumban nincs olyan

paraméterérték, amelyre egyszerre nullaaz f’ ésa g’ derivalt is.

Az, hogy egy gorbe sima azt jelenti, hogy a gorbének nincs éles csucspontja, ha a gorbét elég
kozelrdl nézziik, akkor kisimul, minden kis darabja jo kozelitéssel egyenes.

Ac(t)= ( (t).9 (t)) ,te[a,b] paraméterezésii sima gorbének vizszintes érintéje van abban
at e (a b) paraméterhez tartozo ( f (t*),g (t*)) pontban, ahol g’(t* ) =0 , és ugyanakkor

f ’(t ) #0 . Fiiggéleges érintéje van abban a t* (a,b) paraméterhez tartozo ( f (t* ) g (t* ))
pontban, ahol g'(t* ) #0 , és ugyanakkor f '(t* ) =0.



Kidolgozott feladatok

1. feladat. Tekintsiik a c(t)= (Zt —1,t2) te [0,2] paraméterezést és hatarozzuk meg a

paraméteres derivaltat.

Megoldas: A paraméterezésrdl leolvassuk, hogy f (t)=2t—1,ezért f'(t)=2 . Hasonloan

"(t
g (t) =t , tehat g’(t) =2t . Ezeketaz y'= J ( ) formulaba helyettesitve a paraméteres

t(t)

9 2,
"=t

derivalt

2. feladat. Tekintsiik a c(t) = (tz +1,t— %j ,t €[1,4] paraméterezést és hatirozzuk meg a

paraméteres derivaltat.

Megoldss: Ugyanugy eljarva, mint az elébb kapjuk, hogy f (t)=t*+t ,igy f'(t)=2t+1,
és g (t) =t —% , amibdl g’(t) = 1+t12 . Ezek felhasznalasaval a paraméteres derivalt

141
gt e P+t
y fr(t) 2t+1 2t3+t*

3. feladat. Tekintsiik a c(t) = (In (t).e* ) te {% ,2} paraméterezést és hatarozzuk meg a

paraméteres derivalt értékét a t =1 paraméterérték esetén.

Megoldss: Mivel f(t)=In(t), ezért f’(t):% , tovabba g(t)=e” , amibdl g'(t)=2e* .

Ezek felhasznélasaval a paraméteres derivalt

4 2t
y' = 9'(1 _ 2 e
f) L
t
Végiil ennek helyettesitési értéke t =1 -ben
y' =2¢° .

4. feladat. Tekintsiik a c(t) = (2(t —sin (t)) ,2(1—C0$(t))) ,t €[0,2n] paraméterezést és

hatdrozzuk meg a paraméteres derivalt értékét a t = ry paraméterérték esetén.

Megoldas: Most f (t)=2(t—sin(t)) , tehat f'(t)=2(1—-cos(t)) ,és g(t)=2(1-cos(t)) ,
tehat g'(t) = 2sin (t) . Ezekbdl a paraméteres derivalt



, g’(t)_ 2sin(t) _ sin(t) |
f'(t) 2(1-cos(t)) 1-cos(t)

Ennek helyettesitési értéke a t = % értékre
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5. feladat. rjuk fel a c(t)= (Zt +1t3-t2 +1) ,t €[0,2] paraméterezésii gorbe t =1

paraméterhez tartoz6 érintdjét.

Megoldas: El6szor meghatarozzuk az érintési pont koordinatait. Mivel f (t) =2t+1,

f (1)=3 , hasonléan g(t)=t>-t*+1, g(1)=1. Az érintési pont tehata P(3,1) pont. A
kovetkez6 1épés a paraméteres derivalt el6allitasa. Felhasznalva, hogy f '(t) =2 és

g'(t) =3t -2t , kapjuk, hogy

,_9'(t) _3t*-2t

fr(e) 2

ennek helyettesitési értéke a t =1 értékre
yo-9W_3-2_1
f') 2 2

A keresett érintd meredeksége tehat % . A t =1 paraméterhez tartozoé érintd egyenlete tehat
9'(2)
= -f(1 1)=
1 x 1
=—(x-3)+1l=——=.
2 (x=3)+ 2 2

6. feladat. frjuk fel a c(t)= (t -cos(t),t-sin (t)) ,t €[0,27] paraméterezésii gorbe t :g

paraméterhez tartozoé érintdjét.
Megoldas: Ismét az érintési pont meghatarozasaval kezdiink. Most f (t) =t COS(t),

f(zjzz-cos(z)zﬁ-0=0 ,és g(t)=t-sin(t) , g(E]=E~sin(Ej=E‘1=E . Tehat az
2) 2 2) 2 2) 2 2) 2 2

érintési pont a P (O,Ej pont. A paraméteres derivalt

yo g'(t) :sin(t)+t-cos(t) .
f'(t) cos(t)—t-sin(t)




Ebbe helyettesitiink t :g -t,

_@ x— [ | v o[ T|=—2(x-0)+ %=
yf(n)( @j (zj n 2

7. feladat. frjuk fel a c(t)=(e',2e™ ~1), t e[-1,2] paraméterezésii gorbe P(L1) ponton
atmend érintdjét.

Megoldas: Azzal kezdjiik, hogy megvizsgaljuk, hogy a P(1.1) pont illeszkedik-¢ a gorbére.
Azt keressiik, hogy van-e olyan t érték, amelyre teljesiil az

e' =1
2e'-1=1
egyenletrendszer. Az els6 egyenletbdl t =0 | ha ezt a masodikba beirjuk 2e™® —1=1, tehit ez

az egyenlet is teljesiil. Igy a P(1,1) pont illeszkedik a gorbére, a t =0 paraméterértékhez
gy g gy g

tartozik. Most a paraméteres derivalt, mivel f(t)=e', és g(t)=2e" -1,

g9 _ -2
) ¢
Ennek a t =0 helyen vett helyettesitési értéke adja az érinté meredekségét, ami tehat
'(0) —2e®
y’ = g ( ) = 5 :—2 .
f'(0) e

Ezek felhasznalasaval az érintd egyenlete

=S 1 O)+0(0)-

=-2(x-1)+1=-2x+3.

8. feladat. frjuk fel a c(t)= (t2 +1,t7 —t3) ,t e[-2,2] paraméterezésii gorbe P(0,2) ponton

atmeno érintdjét.

Megoldas: Ismét az az els, hogy ellendrizziik vajon a P(0,2) pont illeszkedik-¢ a gorbére.
Ez akkor teljesiil, ha megoldhato a



t?+t=0

t?-t*=2
egyenletrendszer. Az els6 egyenletbdl t =0 vagy t =-1 . Ha a méasodik egyenletbe t=0
helyettesitiink az nem teljesiil, ha viszont t = -1 -et akkor igen, hiszen

(—1)2 —(—1)3 =1—-(-1)=2 . A pont ezek szerint a t = —1 paraméterhez tartozik. Most a

paraméteres derivalt

L gt (P-t) at-ar?
T T ol

t(t) (£ +t)

Az érint6 meredeksége tehat

fgy az érintd egyenlete

=5(x—-0)+2=5x+2 .

9. feladat. frjuk fel a c(t)= (Zt —1,t3) ,t €[-2,2] paraméterezésii gorbe m =g

meredekségl érintdjének egyenletét.

Megoldas: Nem ismert az érintési pont, annak meghatarozasaval kezdiink. Pontosabban,
kiszamoljuk, hogy az érintési pont milyen paraméterhez tartozik. Tudjuk, hogy

o (©) e

!

P -1y 2 2

Ebbél t =11 . Két olyan pont is van tehat a gorbén, amelyben az érinté meredeksége g ,a

P(-3,-1) ésa Q(11) pont.
AP (—3,—1) pontban huzott érintd egyenlete

= 00 = (6~ () ()=

3x 7
=
2 2

A Q(1,1) pontban huzott érintd egyenlete

=S )90 -1+

3x 1

2 2



10. feladat. frjuk fel a c(t)= (t3 12 +t) ,t €[-2,2] paraméterezésii gérbe m =1 meredekségii

érintdjének egyenletét.

Megoldas: Most sem ismert az érintési pont. De mivel

m=y'= g'(t) =(t2+t)' _at :

f'(t) (t3 )’ 3t
az érintési pontot meghatarozo paraméter kielégiti a
3t°-2t-1=0

egyenletet. Ennek két megoldasa van: t, = —% ,ést, =1,

1Y (1Y 1 1 2
A t, paraméterhez tartozo érintési pont P| | —= | || —= | == |=P| —=—=,—— | , az itteni
3 3 3 27 9
érint0 tehat
(-1
Sl (2
y=——=<I x=f| == ||+g| = |=1|x—-|——=||-==
f(_lj 3 3 27)) 9
3
Sy
27

Hasonloan a t, paraméterhez tartozo érintési pont Q (1,2) , az itt hizhat6 érint6 egyenlete

Y=?,,—Ell))(x— f(1)+g(1)=1-(x-1)+2=

=x+1.

11. feladat. Hatarozzuk meg, hogy a c(t) = (t2 —413— 3t) ,t €[-2,2] paraméterezésii gdrbe

melyik pontjaban vizszintes, és melyik pontjaban fliggdleges az érintdje.

Megoldas: A paraméteres derivalt most

Lo (-3 _aa

f'(t) (¢ _4)' 2t
A szamlalo most t£1-ben nulla, a nevezd egyik esetben sem, a gorbe tehat sima.
Tudjuk, hogy vizszintes az érint8 abban a (—2,2) nyilt intervallumba esd paraméterértékhez
tartoz6 pontban, ahol ennek a tortnek a szamlaloja nulla, de a nevezdje nem.
Ezért vizszintes az érint6 a —1 paraméterhez tartozo P, (—3,2) pontban és az 1 paraméterhez
tartozd P, (—3,—2) pontban.

Fligg6leges az érint6 abban a (—2,2) nyilt intervallumba esd paraméterértékhez tartozo
pontban, ahol a paraméteres derivaltat megado tort nevezdje nulla, de a szamlaloja nem. Ez
most a 0 paraméterértékre teljesiil. Az ehhez tartoz6 pont a Q (—4,0) pont.



12. feladat. Hatarozzuk meg, hogy a c(t)= (2t3 —3t? —12t,2t> +3t° —12t) te[-3,3]
paraméterezésli gérbe melyik pontjaban vizszintes, és melyik pontjaban fliggdleges az
érintdje.

Megoldas: Tekintjiik a paraméteres derivaltat:

g'(t) (20+3°-12t) 6?46t-12 +t-2

Y == , 2 ~ 12 :
f'(t) (26 -at* ~121) 6t° -6t-12 t°-t-2

Ennek szamlal6ja nulla 1 -ben és —2 -ben, a nevezdje nulla 2 -ben és —1 -ben. A
szamlalonak €s a nevezdnek nincs tehat k6zos gyoke, ez a gorbe is sima, €s ezek az értékek
mind a (-3,3) nyilt intervallumba esnek.

Ezek utan a gorbének vizszintes az érintdje az 1 és —2 paraméterértékhez tartozo P, (—13,—7)
és P,(—4,20) pontokban.

Végiil a gorbének fiiggdleges az érintdje a 2 €s —1 paraméterértékhez tartozé Q, (—20,4) és
Q, (7,13) pontokban. Az alabbi abran a gorbét, és ezeket a pontokat latjuk.

0-5. abra

Elméleti 6sszefoglalé

A sikgorbék egyik legfontosabb numerikus jellemzdje a gorbe ivhossza, amit intuitivan Ggy
képzelhetiink el, mintha a gorbe vékony nyujthatatlan fonalbdl lenne, és azt feszesre huznank.

Tekintsiink egy c(t)= ( f(t).0 (t)) te [a,b] paraméterezésii sima gorbét. Osszuk fel az

[a,b] intervallumot a t,t,,---,t, , osztopontokkal n darab egyenld hosszi részintervallumra,
és legyen t,=a , t, =b , ahogy azt az aldbbi abran latjuk. Ekkor a R (f (t,),g(t,)) pontok a
gorbén fekszenek és kiszamolhato a P,,P,,---,P, pontok altal meghatarozott torottvonal
hossza, ami persze a B_,P, szakaszok hosszanak az 6sszege. A B, B, szakasz hossza nyilvan

d(ResR)=(f (1)~ T (t)) +(9(t) -0 (1)) .

igy a torottvonal hossza
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0-6. abra Gorbe és a beirt torottvonal

n
Ez az 6sszeg kozeliti a gorbe s ivhosszat: s~ d(R_;,R,) , és érezziik, hogy ez a kozelités
k=1

annal jobb, minél t5bb részre osztjuk az [a,b] intervallumot.

Megmutathato, hogy a fenti médon konstrualt beirt torottvonalak hossza sima gorbe esetén
konvergal egy szdmhoz, ha az [a,b] intervallum felosztasainak egy minden hatéron ttl

finomodo felosztassorozatat tekintjiik. Ezt a szamot hivjuk a gdrbe [a,b] intervallumhoz

tartozo ivének az ivhosszanak. Erre az ivhosszra a kovetkez6 tétel bizonyithato.

Tétel: Haa c(t) =( f(t).g (t)) ,te[a,b] paraméterezésii sima gorbe nem metszi Gnmagat
kivéve esetlega t =a és t =b paraméterekhez tartozo pontokat, akkor a gorbe [a,b]

intervallumhoz tartozo ivének ivhossza
b
! 2 ’ 2
s=[J(F'() +('() ot

Egy sima gorbe biztosan nem metszi 6nmagat, ha az f ésa g fliggvények valamelyike

szigortian monoton (a,b) -n.

13. feladat. Tekintsiik a ¢(t)=(1-t,2t—1),t €[0,2] paraméterezésti gorbét és szamoljuk ki

az ivhosszat.

Megoldas: A feladatban f (t)=1-t és g(t)=2t—1 . Mindkét fiiggvény derivalhato, a
derivaltak folytonosak, és egyik derivalt sem nulla sehol sem a (0,2) intervallumon, tehat

egyszerre sem nullak. Ezért a gorbe sima. Mindkét koordinata fliggvény szigoruan monoton,
ezért a gorbe nem metszi onmagat, alkalmazhat6 a fenti integral formula. Mivel f '(t) =-1¢s

g'(t)=2,




A gorbénk ivhossza tehat s = 2\/5 .

14. feladat. Tekintsiik a c(t)= (t2 +1,2t7 —1) ,t €[0,1] paraméterezésii gorbét és szamoljuk ki

az ivhosszat.
Megoldas: A mostani feladatban f (t)=t*+1 és g(t)=2t> -1 . Mindkét fiiggvény
derivalhato, f'(t)=2t és g'(t)=4t , a derivaltak folytonosak, és egyik derivalt sem nulla

sehol sem a (0,1) intervallumon, tehat egyszerre sem nullak. Ezért a gorbe sima. Mindkét

fliggvény szigorian monoton, ezért a gorbe nem metszi onmagat, alkalmazhato a fenti

integral formula. Tehat
1
(2t)" +(4t)" dt=[20t* dt=

s=[ (O +(g'(0) de= 0
:_:[\/E-t dt:{@'tz}l = \/§—0=«/§ .

0

O ey

15. feladat. Tekintsiik a c(t)= (Zt2 ,3t3) ,t €[0,1] paraméterezésii gorbét és szamoljuk ki az

ivhosszat.

Megoldss: Mivel f(t)=2t* és g(t)=3t", latjuk hogy mindkét fiiggvény derivalhato,
f '(t) =4t ¢és g'(t) =9t* , a derivaltak folytonosak, és egyik derivalt sem nulla sehol sem a

(0,1) intervallumon, tehat egyszerre sem nullak. Ezért a gérbe sima. Mindkét fiiggvény

szigorlan monoton, ezért a gérbe nem metszi 6nmagat, alkalmazhat6 a fenti integral formula.
b 1 )
s=[(F'(0) +(0'()" dt=[(at)" +(97)" ot =6t + 81" ot =
a 0 0

1 1 1
= [t-V16+81t° dt:ij@-(16+81t2)5 dt =
4 1623 :

e —

(h()2

1

3
1 (16+81t2)2 1 sl 1 - -
2|3 - 243[ (16 +81t?) L _273(\/97 ~167) ~3.668 .
2 0
A tovabbiakban nem vizsgaljuk a fenti integral képlet alkalmazhatdsaganak feltételei, hanem
az ivhossz szamitas soran feltessziik, hogy azok teljesiilnek.

16. feladat. Tekintsiik a c(t)= (et +et1- Zt) te [0,1] paraméterezésii gorbét és szamoljuk

ki az ivhosszat.

Megoldas: Mivel most f (t)=e'+e™ és g(t)=1-2t , f'(t)=e'—e™ és g'(t)=-2 . Ezért

az ivhossz



s:i\/(f'() dt_j\/ dt—f\/ T24(e) +4dt=

1

='1[\/( ‘) +2+(e )2 dt = J'./(e +e )2 dt:je‘jte‘t dt=[(e'+e")dt=
0 0 0[>0(01)-en 0
e 1
:[e‘—e‘]oze—gzZ.BS.

Az ivhosszt megado integralast csak néhany esetben lehet egyszeri modszerekkel elvégezni.
Az egyik szerencsés eset, ha a gyok alatti mennyiség valaminek a négyzete. Ekkor ugyanis
elvégezhetd a f6 nehézséget okozd gydkvonas.

17. feladat. Tekintsiik a c(t)= (t —sin(t),1-cos (t)) te [0,27:] paraméterezésii gorbét és

szamoljuk ki az ivhosszat.

Megoldas: Ebben a feladatban f'(t )=1—cos(t) és g'(t )=sin(t) gy

s=i\/(f'(t))2+ ? dt= j\/l cos(t)) +(sin(t ))2 dt =

:zhf\/1—2003(t)+|cos2 (t)+sin®(t) dt:I 2—2cos(t) dt =

| I — |

— 0
-1 :4sin2(£j
2

=2f /4sin2(%j dt = IZL@ dt—zjsm(;j dt =

>0(0,2m)-n

Ellenorzo kérdések

1. kérdés. A c(t)= (2t2 3t — 4) .t €[0,2] paraméteres alakban adott fiiggvény esetén a

paraméteres derivalt

3
==t
=%
y'—i
3t
.3
=— . (X
y m (x)



2. kérdés. A c(t)= G —t,tsj, te [—2,—%} paraméteres alakban adott fiiggvény esetén a

paraméteres derivalt értéke t =—1 -ben

, 3

y =7 - (%)
, 1

y =T
y’=_

, 3
Y—E-

3. kérdés. A c(t)= (sin (2t),cos (3t)) te {0,%} paraméterezésii gorbe érintéje t =g -ban

y=—3x+ﬂ.
y:—3x—ﬂ .

2
y=—3x+¥ (%)
y:—3x—¥.

4. kérdés. A c(t)= (t2 +t,t3 —3t) ,t €[0,3] paraméterezésii gorbe érintdje a P(6,2) pontban

_9x 46

5 5

9x 44
===_— (X
- (x)

9x 44
=—q4—,
5 5
9x 46
=—q4—,
5 5

5. kérdés. A c(t)= (3t2 —2tt3— 6t) ,t €[-10,10] paraméterezésii gorbe m =3 meredekségl

érint6i

y=3x és y=3x-108 . (X)
y=3x-1¢s y=3x-108 .
y=3x és y=3x+108 .
y=3x és y=3x-118 .



6. kérdés. A c(t)=(t—sin(t),1-cos(t)), te[0,2n] paraméterezésii gdrbe melyik pontjaban

vizszintes az érintdje?

A t=r paraméterértckhez tartozd P(7,2) pontban. (x)

A t =7 paraméterértékhez tartozo P( ,1) pontban.

A t =0 paraméterértékhez tartozo P( ,0) pontban.
P

A t=2n paraméterértékhez tartozo P(27,0) pontban.

7. kérdés. A c(t)= (t3 —6t* +1,t° - 4t) ,t e[-1,5] paraméterezésii gorbe melyik pontjaban

fliggbleges az érintdje?

48) pontokban. (x)

(-

és a Q(31,-48) pontokban.
(-3148)
(31,48) pontokban.

8. kérdés. Mennyia c(t)= (\/t_3+ 2,2t),te [0,1] gorbe ivhossza?

61
27 (x)

60
57
62
57
63
57

3 2
9. kérdés. Mennyia c(t)= (%—1,%+1] ,t€[0,1] gorbe ivhossza?

242 1
3 3
23—

T
3J_—1
2J_ 1

R

10. kérdés. Mennyi a ¢(t) = (3t* -1,2t* —2), t [-1,2] gdrbe ivhossza?



. (X)
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