3. Differencidlegyenletek

3.1. A differencialegyenlet fogalma, osztalyozasa, a megoldas fajtai. Az
elsorendii differencialegyenletek néhany tipusanak megoldasa.

Tanulasi cél

A differencidlegyenletekkel kapcsolatos alapfogalmak megismerése. Elsajatitani a
szétvalaszthatd valtozoja €s az elsérendi linearis differencidlegyenletek megoldasi modszerét.

Motivacios példa

Teankba 10g cukrot szérunk, ¢€s allando keveréssel biztositjuk az egyenletes oldodast.
Megfigyelésiink szerint a cukor fele 15s alatt oldodik fel. Milyen fliggvény irja le id6ben a
még fel nem oldott cukor mennyiségét, és mennyi cukor lesz oldatlan allapotban 40s -mal
azutdn, hogy a tedba szortuk a cukrot? Tapasztalat szerint hig oldatok esetén az oldodas
sebessége aranyos a még fel nem oldott cukor mennyiségével. (Ez a torvényszerliség nem
csak a cukor, hanem mds anyagok oldddésra is igaz.)

Jeldlje az oldatlan cukor tomegét m . Ez most nem egy allandd, hanem egy fiiggvény, aminek
valtozdja az 1d6, hiszen ahogyan az id9 telik, ugy egyre kevesebb cukor lesz oldatlan

allapotban. Ezt azzal fejezhetjiik ki jelolésben, hogy m=m (t) -t irunk.

A feladat megoldasdhoz olyan egyenletet kellene keresniink, amiben az ismeretlen az m (t)

fliggvény lesz. Ehhez fogalmazzuk meg egyenlet formajaban azt a torvényt, amit kordbban
szOvegben mondtunk ki az oldddasra. Az oldodas sebességét az fejezi ki, hogy mennyire
gyorsan valtozik a még fel nem oldott cukor mennyisége az idében. Korabbi tanulmanyaink

alapjan ez az m(t) fliggvény id6 szerinti derivaltja, hiszen a derivalt irja le a fiiggvény
. m : . . .
valtozasat. Ezt a derivaltat ?j_t -vel vagy m -tal szoktak jel6lni. (Ha egy fliggvény valtozdja

az 1d6, akkor a fliggvény derivaltjat gyakran jelolik a fiiggvény felett ponttal.) Mivel az
oldodas sebessége aranyos a fel nem oldott cukor tomegével, igy ez a derivalt az m(t)

fiiggvény egy konstans szorosa lesz. Jelolje ezt a konstanst —k , s igy az alabbi egyenletet
kapjuk:

dm :
—=—km , vagy m=—-km .
at gy

Azért célszerli a konstanst igy jeldlni, mert a negativ eldjellel hangstlyozzuk, hogy a cukor
mennyisége csokken a folyamat soran. (Természetesen K pozitiv konstans.)

Ezzel egy olyan egyenletet kaptunk, amiben egy fiiggvény az ismeretlen, és az egyenletben
ennek a fiiggvénynek a derivaltja is szerepel. Az ilyen egyenleteket nevezziik
differencidlegyenleteknek. Ha sikeriil megoldanunk ezt az egyenletet, akkor le tudjuk irni az
oldatlan cukor mennyiségét az idd fliggvényében, valamint ennek a fiiggvénynek a t = 40s
helyen felvett értéke megadja majd, hogy mennyi cukor lesz még oldatlanul 40s -mal a
folyamat kezdete utan. Az aldbbiakban ilyen differencialegyenletekkel ismerkediink majd. Az
ilyen egyenletekkel altalaban valamilyen térben vagy idében lejatszodo folyamatot irhatunk
le.



Elméleti osszefoglalo

Differencialegyenletnek nevezziik az olyan egyenleteket, amelyekben az ismeretlen egy
fliggvény, s az egyenletben ezen ismeretlen fliggvény derivaltja vagy derivaltjai is
szerepelnek.

A differencidlegyenleteket kiilonb6z6é szempontok szerint tipusokba soroljuk.

Ha az ismeretlen fliggvény egyvaltozds, akkor kdzonséges differencidlegyenletrdl beszéliink.
Ha az ismeretlen fiiggvény tobbvaltozos, akkor parcidlis differencialegyenletnek nevezziik.
Mi csak kozonséges differencialegyenletekkel foglalkozunk.

A differencidlegyenletben el6forduld legmagasabb rendli derivalt rendszamat a
differencialegyenlet rendjének nevezziik. igy beszéliink elsrendii, masodrendii stb.
differencialegyenletekrol.

Ha egy differencidlegyenletben az ismeretlen fiiggvény ¢€s derivaltjai csak elsé hatvanyon
szerepelnek, és nem szerepel szorzatuk, akkor a differencialegyenletet linearisnak mondjuk.
Ellenkez6 esetben nemlinearis differencidlegyenletrdl beszéliink.

Egy differencialegyenletnek akkor megoldasa egy fiiggvény, ha derivéltjaival egyiitt igazza
teszi az egyenletet. A differencidlegyenleteknek mindig tobb fliggvény is megoldasa.

Egy differencialegyenlet altalanos megoldasanak nevezziik azt a paraméter(eke)t tartalmazo
figgvényt, melyben a paraméter(ek) megengedett megvalasztasai esetén mindig a
differencidlegyenlet megoldasat kapjuk, és igy az dsszes reguldris megoldas eldall. (A
differencidlegyenleteknek ugynevezett szingularis megoldasai is lehetnek, melyek nem
allithatok eld az altalanos megolddsbol a paraméterek megvalasztasaval. Ezek a szingularis
megoldasok altalaban nem fontosak a gyakorlati alkalmazasokban.)

Egy n -ed rendi k6zonséges differencialegyenlet altalanos megoldasa pontosan n darab
egymastol fliggetlen paramétert tartalmaz.

Egy n -ed rendli kozonséges differencialegyenlet partikularis megoldasainak nevezziik azokat
a fliggvényeket, amelyekben n -nél kevesebb paraméter szerepel. Az elsérendii
differencidlegyenletek partikularis megoldasaiban tehat nem szerepel paraméter.

Kezdeti érték feladatrol beszéliink, ha egy n -ed rendi differencialegyenlet megoldasat olyan
feltétel mellett keressiik, hogy a fliggetlen valtozo bizonyos értéke esetén adott az ismeretlen
fliggvény és derivaltjainak értéke, kivéve az n -edik derivaltat. llyenkor az 4ltalanos
megoldasban szerepld paraméterek értéke altalaban meghatarozhato a plusz feltételekbdl, s
igy egyértelmii megoldast kapunk. (Nem minden kezdeti érték feladatot lehet azonban
megoldani. Mi nem foglalkozunk a megoldhatosag feltételeivel, és a megoldés
egyértelmiiségével sem.)

Ha egy differencialegyenlet y'= f (x) alak, vagy ilyen alakra hozhat6, akkor altalanos
megoldasat megkaphatjuk, ha mindkét oldalt integraljuk, azaz

y= I y'dx = I f (x)dx=F(x)+c ,ahol F(x) a f(x) egy primitiv figgvénye. Amint
lathato, a megoldasban szerepel egy paraméter, a C integracids konstans, amelynek minden
valasztdsa a differencidlegyenlet egy megoldasat adja.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Adjuk meg az alabbi differencialegyenletek rendjét, és dontsiik el, linearisak vagy
sem!

Q) y'+xy* =x°
(2) 3u—4u = 2tu



@ Yo y=x
dx

@) y"+5y' +xJy =x*

(5) Nx+y-y' =y"—(y")

Megoldas:

A rend meghatdrozasahoz azt kell megnézniink, melyik az ismeretlen fiiggvény legmagasabb
rendll derivaltja, ami az egyenletben szerepel. A linearitasnal pedig azt vizsgaljuk, hogy az
ismeretlen fliggvény csak els6 hatvanyon szerepel-e, s nem fordul-e el6 az ismeretlen
fliggvény és valamelyik derivaltjanak szorzata, vagy két derivalt szorzata.

Az (1) egyenlet ennek megfelelden elsdrendii, mert benne az ismeretlen y fiiggvénynek csak
els6 derivaltja szerepel. Pontosan abbol tudhatjuk, y az ismeretlen fliggvény, hogy az
egyenletben y derivaltja szerepel. Ez a fiiggvény az x fliggetlen valtozo fliggvénye, de azért
nem irunk jelolésben y(x) -et, hogy révidebb legyen a jeldlés. Ez altalaban nem vezet

félreértéshez, mert az ismeretlen fliiggvény mindig az, aminek derivaltja is szerepel.
A linearitas eldontéséhez vizsgaljuk meg az egyenletben szerepld tagokat. (A tagok az
egyenlet olyan részei, melyeket + , — vagy = valaszt el egymastol.) Ebben az egyenletben

hérom tag van, melyek: y' , xy? és x° . Ezek koziil a masodikban az ismeretlen fiiggvény

négyzete all, tehat ez a tag nem elséfoku az ismeretlen fiiggvényre nézve, igy az egyenlet
nemlinearis.

A (2) egyenletben u az ismeretlen fliggvény, mert neki szerepelnek derivaltjai. A fiiggetlen
valtoz6 nyilvan t , s igy u=u (t) . Az egyenlet masodrendii, mert U , azaz u masodik
derivaltja is szerepel. Ebben az egyenletben is harom tag van, melyek: 3u , 4u és 2tu . Ezek
mindegyikében csak els6 hatvanyon szerepel az ismeretlen fiiggvény vagy annak valamelyik
derivéltja, tehat ez linearis egyenlet.

A (3) egyenletben az ismeretlen fliggvénynek csak elsd derivaltja szerepel, igy ez elsérendii

egyenlet. A derivalt itt a tortes (le_y jeloléssel szerepel. Nyilvan x a fiiggetlen valtozo, igy
X

y = Y(X) . Az egyenletben most a kovetkezd tagok vannak: y’ JXy és x* . Ezekben y és
y" csak elsd hatvanyon fordul eld, ezért az egyenlet linearis. (Ne zavarjon meg benniinket az,

hogy az egyenletben JX és X% is szerepel. Ezekben nem az ismeretlennek all nemlinearis
kifejezése, hanem a fliggetlen valtozonak.)

A (4) egyenlet masodrendii, mert szerepel benne y” is. Az ismeretlen y fliggvény nyilvan x
fiiggvénye, azaz y = y(X) . A kovetkezd tagok szerepelnek az egyenletben: y" , X,y és X% .
A masodik tagban szerepel ﬁ , ami miatt az egyenlet nemlinearis, hiszen az ismeretlen

fliggvénynek nem elsé hatvanya van.

m

Az (5) egyenlet harmadrendi, mert y” , azaz harmadik derivalt is szerepel az egyenletben.

Négy tag van az egyenletben: VX , y-y' , V" és (y”)2 . Az egyenlet két okbol is



nemlinearis. Egyrészt a masodik tagban az ismeretlen fiiggvény ¢és egy derivaltjanak szorzata
all, az utolso tagban pedig az egyik derivalt négyzete. Egyik sem els6foku tag.

2. feladat: Behelyettesitéssel ellendrizziik le, hogy az y'+ 3l =1 differencialegyenletnek
X

3 c .
megoldasa az y = TX +—, ce R fiiggvény! Milyen megoldasa ez az egyenletnek, altalanos

¥x
vagy partikularis? Ha altalanos megoldas, akkor adjuk meg az y(1) =2 kezdeti feltételt
kielégito partikularis megoldast!
Megoldas: A behelyettesitéshez allitsuk eld a fiiggvény derivaltjat.

L (3 ¢ (3 Y 3 (1) 43 ¢ 3
V= (4 J’j _{ZXH'X J _ZH{ 3] a4 3xJ_
Ezutan helyettesitsiink az egyenlet bal oldalan y’ és y helyére, majd végezziik el a
miiveleteket.

3x c 3x C
LY 3 4 M X 3 c ? 3/;
y == 2
3x (4 3xJ_ 3x 4 3xJ_ 3x  3x

3 C 1 C 31

T4 A 4 3k 4 4

A miiveletek elvégzése utan pontosan az egyenlet jobb oldalat kaptuk, tehat a fliggvény
valoban megoldasa az egyenletnek.

Mivel a fliggvény tartalmaz egy szabadon vélaszthato paramétert, s a differencidlegyenlet
elsérendd, ezért ez altalanos megoldas, hisz a paraméterek szdma megegyezik a
differencidlegyenlet rendjével.

A kezdeti feltételiink azt jelenti, hogy ha a megoldasban x =1 -et helyettesitiink, akkor y

=1

értéke 2 lesz. Helyettesitsiik be ezeket a megoldasban x és y helyére. Igy egyenletet

kapunk, amibdl a ¢ paraméter értéke meghatarozhato.

3.1 ¢ 3 5
2_— C:C—Z

!
frjuk be ezt a megoldasba, igy megkapjuk a keresett partikularis megoldast. (Jellje ezt y, .)
5

¥, 4 x5

4 x4 ax
Ez a paraméter nélkiili, konkrét fliggvény megoldasa a differencidlegyenletnek, és eleget tesz
a kezdeti feltételnek is.
Megjegyzés: Az y (1) = 2 kezdeti feltételt masképpen is megadhattuk volna. Sokszor ugy
fogalmazzuk meg az ilyen feladatot, hogy keressiik a differencialegyenletnek azt a
megoldasat, melynek grafikonja athalad a P (1, 2) ponton, vagy egyszeriien csak megadjuk a

pontot. Ez ugyanazt jelenti, mint az els6 megadas, hiszen itt is egy dsszetartozo (X, y)
értékpart adunk meg, csak egy pont koordinataiként.



3. feladat: Igazoljuk behelyettesitéssel, hogy az y'+4y* =0 differencidlegyenlet 4ltaldnos

megoldasa y = , és hatarozzuk meg az y(-1) :% kezdeti feltételt kielégitd

4x+cC
partikularis megoldast.
Megoldas: A behelyettesitéshez vegylik a fiiggvény derivaltjat.

y’:( 1 jr :((4x+c)71)' :—1(4x+c)72 ~4=ﬁ

4x+cC
Helyettesitsiink az egyenlet bal oldalan y’ és y helyére, majd végezziik el a miiveleteket.
2
y'+4y2:_—42+4( 1 j: —4 - 4 -0
(4x+c) 4x+c (4x+c)”  (4x+c)

Pontosan az egyenlet jobb oldalat kaptuk, tehat a fliggvény valoban megoldés. Mivel
tartalmaz egy paramétert, s az egyenlet els6fokt, igy altalanos megoldas.

A kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldas meghatarozasahoz helyettesitsiik be a
feltételben megadott X és y értékeket a fliggvénybe. Oldjuk meg az egyenletet a C

praraméterre.

1 1

—=—— = ¢c-4=2 = Cc=6
2 4-(-1)+c

A paraméterre kapott értéket irjuk be az altalanos megoldasba, igy kapjuk a kezdeti feltételt
kielégitd partikularis megoldast.
1

4x+6

Yo

4. feladat: Ellendrizziik behelyettesitéssel, hogy az y"+y'—6y =0 differencialegyenletnek
az 4ltalanos megoldésa y = c,e® +c,e > | Hatdrozzuk megaz y(0)=8 és y'(0)=1 kezdeti
feltételeknek eleget tevd partikuldris megoldsat!

Megoldas: Mivel most masodrendii a differencidlegyenlet, ezért az altalanos megoldasnak két
egymastol fliggetleniil valaszthaté paramétert kell tartalmaznia. A megadott fiiggvényben
szerepel is két paraméter C, és C, , tehat ha a fliggvény megoldasa a differencidlegyenletnek,

akkor ez lesz az altalanos megoldas. Az ellendrzéshez most eld kell allitanunk a fiiggvény
elsd és masodik derivaltjat is.
y'=(ce” +ce™) =ce?-2+c,e™(-3)=2ce” ~3c,e

y' = (che2X —3c,e”™ )’ =2ce™-2-3c,e™ (-3)=4ce” +9c,e”

Helyettesitsiink a differencialegyenlet bal oldalan y” , y’ és y helyére, majd végezziik el a
miiveleteket.

y"+Y -6y =(4ce™ +9c,e ) +(2c” —3c,e ) -6(ce” +c,e )=

=4ce” +9c,e> +2ce” —3c,e ™ —6ece* —bee =

=(4+2-6)ce” +(9-3-6)c,e =0

Pontosan az egyenlet jobb oldalat kaptuk, a fliggvény tehat megoldasa az egyenletnek.
Vegyiik ezutan a kezdeti feltételeket, s helyettesitsiik be a megadott X , y , és y' értékeket a
fiiggvénybe és derivaltjaba.

8=ce*’+c,e”® = 8=c +¢,



1=2ce*° -3¢, = 1=2¢ -3¢,

Egy egyenletrendszert kaptunk a c, és ¢, paraméterekre. Az egyenletrendszer megoldasahoz
adjuk hozza az els6 egyenlet haromszorosat a masodik egyenlethez.

25=5¢, = ¢ =5

Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy ¢, =3 .

frjuk be a kapott értékeket az altalanos megoldasba.

y, =56 +3e >

Ezzel megkaptuk a kezdeti feltételeket kielégitd partikularis megoldast.

5. feladat: Mi az altalanos megoldasa az y' =sin x differencialegyenletnek? Hatarozzuk
meg az y(0)=5 kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldast.

Megoldas: A differencialegyenlet y'= f (x) tipust, s most f (x)=sinx .

Az egyenlet mindkét oldalat integralva megkapjuk az altalanos megoldast.

[y'dx=[sinxdx = y=—cosx+c

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételben megadott x =0 , y =5 értékpart, és szamoljuk ki a
paraméter értékét.

5=-c0s0+Cc = 5=-1+c = c=6

Helyettesitsiik ezt az altalanos megoldasba, s megkapjuk a keresett partikularis megoldast.

Y, =—C0S X+ 6 =6—C0S X

Megjegyzés: Mint lathato, a hatarozatlan integralasnal megjelend integracios konstans lesz az
altalanos megoldasban a paraméter. A differencidlegyenletek megoldasa sorén a
késébbiekben is sokszor integralnunk kell majd, s az integracids konstans lesz ilyenkor a
paraméter. Ha differencidlegyenlet magasabb rendii, akkor t6bbszor is kell integralni.
Mindegyik integralasnal ujabb integracids konstans jelenik meg, igy tobb paramétert kapunk.

differencidlegyenlet altalanos megoldasat, s

6. feladat: Hatarozzuk meg az y' = 3 1

keressiik meg az y(1) =7 kezdeti feltételt kielégité partikularis megoldast!

Megoldas: A differencialegyenlet y'= f (X) tipusu, altalanos megoldésa a két oldal
integralasaval kaphat6 meg.
1 In[3x 2|
"dx = dx > y=——+cC
I y I 3Xx-2 d
Helyettesitsiik be a kezdeti feltételben megadott értékpart, €s hatdrozzuk meg a paramétert.

In[3-:1-2
7:M+c = 7=In?1+c = c=7

Ezt beirva az altalanos megoldasba, a kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldast kapjuk.

In[3x -2
Yo = +7

Ellenorzo kérdések
1. kérdés: Tekintsiik az

(1) y-x =y



) y-y*=x

differencidlegyenleteket. Melyik lineéris?
Az (1) lineéris a (2) nem.

A (2) lineéris az (1) nem. (X)

Mindkettd linearis.

Egyik sem linearis.

2. kérdés: Behelyettesitéssel dontsiik el, hogy melyik fiiggvény az altalanos megoldasa az
y'+3y =2 differencialegyenletnek!

y=2+ce”
2 3%
== +tce
y 3
y=2+ce™

2
=—+ce* (X
y=3 (X)

3. kérdés: Behelyettesitéssel dontsiik el, hogy melyik fiiggvény az y'—2y =4cos x
differencidlegyenlet y(O) =7 kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megoldésa!

Y, = Sin 2X—cos 2x + 6e°*

Y, =Sin2x—cos 2x+8e** (X)

Y, = COS 2X —Sin 2x + 6e**

Y, = COS 2X —sin 2x +8e**

: 1
4. kérdés: Mi az y' = ——— differencialegyenlet altalanos megoldasa?
Pox 1 gy g
3, 2
=—3/(2x-1) +c
y=53(2x-1)
y= g\B/ZX—l-i-C

3, 2
=—3/(2x-1 X
y=33f(2x1 +e 00
y=§§/2x—l+c

5. kérdés: Melyik fliggvény az y' = Cosg differencidlegyenlet y(gj =0 kezdeti feltetelt
kielégitd partikularis megoldasa?

y= —25in§+1
y= —Zsing—l

. X
=2sin—+1
y 2



y= 23in§—1 X)

Elméleti 6sszefoglalo
Egy elsérendii differencidlegyenletet szétvalaszthato valtozojunak mondunk, ha
y'=g¢ (X) h ( y) alakt, vagy algebrai atalakitasokkal ilyen alakra hozhato. Ezen altalanos alak
azt jelenti, hogy az ismeretlen fliggvény derivaltja egy olyan szorzattal egyenld, melynek
egyik tényezdje csak X -t6l, a masik pedig csak y -tol fiigg.

dy

A megoldas soran a derivaltat célszeriibb a tortes jeloléssel irni, azaz attérni az y' = ™
X

jelolésre. Egyenletiink alakja ekkor % =g(x)h(y) lesz.
X

A kovetkezd lépésben osszuk el az egyenlet mindkét oldalat h(y) -nal. Ezt azonban csak
akkor tehetjiik meg, ha h( y) #0 . Ezért vizsgaljuk meg elészor, mit mondhatunk a h( y) =0
esetben. Ha példaul y, zérushelye h -nak, azaz h(y,) =0, akkor az y(x) =y, konstans

fliggvény megoldasa lesz a differencidlegyenletnek. Ilyen esetben ugyanis az egyenlet
mindkét oldala zérus. A bal oldalon egy konstans fliggvény derivaltja all, ami nulla, a jobb
oldalon pedig a szorzat masodik tényezdje lesz nulla. Ha tehat h -nak van zérushelye, akkor a

h(y)=0 egyenlet megoldéasaval a differencialegyenlet megoldasat kapjuk. De ebben nem
szerepel paraméter, igy ez nem az altaldnos megoldas. A differencidlegyenletnek még
végteleniil sok mas megoldésa is van.

Foglalkozzunk innent6l a h ( y) #0 esettel, és végezziik el az osztast.

- 7 - X
h(y) dx (x)
Ezutan integraljuk mindkét oldalt X szerint.
1 dy
———dx= X)dx
-[ h(y) dx -[ 9(x)
A bal oldalon helyettesitéssel attériink az y 1j valtozora. Ez formalisan dx -szel
egyszertisitésként irhato le.
1
——dy=|g(x)dx
Hangsulyozni szeretnénk, hogy bar igy a bal oldalon y szerint integralunk, de valojaban

mindkét oldalon x a valtozo, s aszerint integralunk.
A két oldal integralasa utan kapott egyenletet, ha van ra lehetdség, y -ra rendezziik, s ezzel
megkapjuk a megoldast explicit alakban. Ha a kapott egyenlet nem rendezheté y -ra, akkor a
kapott egyenletet implicit alaki megoldasnak nevezziik.
A rendezés soran kihasznalhatjuk egy kicsit jobban a derivalt tortes jeldlésében rejld

dy

lehetdségeket. Ha az h(l )d_ =0 (X) egyenlet mindkét oldalat formalisan szorozzuk dx -
y) dx

szel, akkor az ﬁ dy = g(x)dx alakhoz jutunk. Ezzel azt érjiik el, hogy a bal oldalon csak
y

y szerepel, mig a jobb oldalon csak X . Erre mondjuk azt, hogy szétvalasztottuk a valtozokat.



Ezutan integraljuk a két oldalt, s megkapjuk ugyanazt, amit az eldbb. (A bal oldalon y
szerint, a jobb oldalon x szerint.)
1
——dy=|g(x)dx

Mivel ez a formalis leiras rovidebb, ezt fogjuk hasznélni a feladatok megoldasa soran.

Kidolgozott feladatok

7. feladat: Dontsiik el a kovetkez6 differencialegyenletekrdl, hogy szétvalaszthatod
valtozojuak-e, s ha igen, valasszuk szét a valtozokat!

1) y'-x’y=0

(2 y-x+y=0

(3) y! _102x+y — O

(4) y=Inx-Iny=0

(5) y'—In(xy)=0

Megoldas: Ha egy elsérendii differencidlegyenletrdl el kell donteni, hogy véltozoi
szétvalaszthatok-e. akkor az ismeretlen fliggvény derivaltjara rendezziik az egyenletet, a
masik oldalt pedig megprobaljuk két tényezd szorzatara bontani tigy, hogy egyik tényezében
csak egyik, masikban csak a masik valtoz6 szerepeljen. Ha ez megvaldsithatd, akkor az

egyenlet szétvalaszthato valtozoju, ellenkezd esetben nem. Vizsgaljuk ezutan sorban ennek
megfelelden az egyenleteket.

Rendezziik az (1) egyenletet y'-ra.

' 3
y =Xy
A jobb oldalon pontosan olyan szorzat all, aminek egyik tényezdjében csak X , masik
tényezdjében csak y Szerepel, igy ez szétvalaszthatd valtozoji egyenlet.

frjuk ezutan a derivaltat tortes alakban, osszunk y -nal, és szorozzunk formalisan dx -szel.

@y _ X’y = 1dy: x*dx
dx y

Ezzel sikeriilt szétvalasztani a valtozokat. A két oldal integralasa utan megkapnank az
egyenlet altalanos megoldasat, de ezt most nem kérdezték.

Tekintsiik ezutan a (2) egyenletet, s rendezziik ezt is a derivaltra.

y'=x'-y
Az egyenlet jobb oldaldn nem szorzat all, €s nem is tudjuk szorzatta bontani. Ez az egyenlet
tehat nem szétvalaszthato valtozoju.

Prébalkozzunk a (3) egyenlettel. Kezdjiik itt is a derivaltra rendezéssel.

yr — 102x+y
Bér a jobb oldalon nem szorzat 4ll, de felbonthat6 szorzatta.
y' =10 -10

A szorzat egyik tényezdjében csak X , a masikban csak y szerepel, tehat ebben az

egyenletben szétvalaszthatok a valtozok. Ehhez irjuk a derivaltat tortként, osszunk 10” -nal és
szorozzunk formalisan dx -szel.



Q:lo“-loy = idy:lo“dx = 107 dy =10*dx
dx 10’

Jojjon a (4) egyenlet, s el6szor most is rendezziink a derivaltra.

y'—Inx-Iny=0

A jobb oldalon all6 szorzat megfelel annak, amit szeretnék, igy az egyenlet szétvalaszthato
valtozoju.

A szétvalasztashoz térjiink at a derivaltban tortes alakra, osszunk Iny -nal, és szorozzunk
formalisan dx-szel.

dy

—=Inx-Iny = idy=|nxdx
dx Iny

Mar csak az (5) egyenlet van hatra. Rendezziik ezt is a derivaltra.

y'=In(xy)

A jobb oldalon nem szorzat 4ll, s bar irhaté mas forméaban, hiszen In(xy)=Inx+Iny , de igy
sem kapunk szorzatot. Ez az egyenlet tehat nem szétvalaszthato valtozoju.

8. feladat: Hatarozzuk meg az y'= yzx/; differencidlegyenlet altalanos megoldasat, s
keressiik meg az y(l) =—1 kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldast!

Megoldas: A differencialegyenlet alakjan lathato, hogy szétvalaszthato valtozoju, mert a jobb
oldal a feltételnek megfeleld szorzat. Irjuk a derivaltat a tortes jeldléssel.

d

Y _ ek

dx

Mindkét oldalt osztanunk kellene y* -tel, de most meg kell vizsgalnunk lehet-e ez nulla. Az
y? =0 egyenlet egyetlen megoldasa y =0, s a korabbiak szerint az y(x)=0 konstans
fliggvény megoldasa lesz a differencidlegyenletnek. A kezdeti feltételnek viszont nem tesz
eleget ez a megoldas, ezért tovabbi megoldasokat keresiink.

Ezutén feltessziik, hogy y? #0 , s elosztjuk vele az egyenletet. Célszerii egybdl formalisan
szorozni dx-szel.

1
%dy =Jxdx = y2dy = x%dx

Sikeriilt szétvalasztani a valtozokat, igy mindkét oldalon integralhatunk. Azért volt célszerii a

hatvany reciprokat és a gyokot egyetlen hatvanyként irni, mert hatvanyokat konnyt integralni.
3

3

1 a1 =
[yray=[ax = X oo -2 20
-1 y 3

2
Integracids konstanst elég csak egyik oldalra irni, mert ha mindkét oldalon kiirjuk, akkor egy
oldalra rendezhetdk, és kiilonbségiik is egy szabadon valaszthato konstans lesz. A konstanst
célszerii a valtozot tartalmazoé oldalra irni. Igy kénnyebb az ismeretlen fiiggvényre rendezni az
egyenletet, ha ez egyaltalan megoldhato.
Most tudunk rendezni y -ra, ha vessziik mindkét oldal reciprokat, és szorzunk —1 -gyel.

1 2 3 _1
——=—X"4+C => y=x——"7-—
y 3 g\/x3+c
3



Ezzel megkaptuk a differencidlegyenlet altaldnos megoldasat explicit alakban.
Nézziik a kezdeti feltételt. Helyettesitsiik a megadott értékpart az altaldnos megoldasba, és
hatarozzuk meg ¢ értékét.

—1:% = 1:% ~ 2ic-1 5 c:%
NP +c ~+c
3 3
Ebbdl a kezdeti feltételt kielégité megoldas:
-1

Yo

25 1

3 \/_ 3
Célszeri 3 -mal boviteni a jobb oldalon, s igy ezt az alabbi alakban is irhatjuk:
y, = -3

NS

Megjegyzés: Lathatd, hogy a ¢ paraméter semmilyen valasztasaval sem kapjuk meg az
egyenlet kordbban megtalalt y ( x) = 0 konstans megoldésat, hiszen y olyan tort, aminek

szdmlaldja sosem nulla. Ezért az y(x) =0 most egy szingularis megoldas.

9. feladat: Oldjuk megaz y' = 2y , ¥(1) =3 kezdeti érték feladatot!
X
Megoldas: Irjuk a derivaltat tortes jeloléssel, igy az egyenlet % = 2y , vagy % = 2 Yy,
X X X X

melyen latszik, az egyenlet szétvalaszthato valtozoju.
A szétvalasztashoz azonban osztanunk kellene y -nal, igy elébb vizsgaljuk meg az y(x)=0

esetet. Ez a konstans fiiggvény megoldasa ugyan a differencidlegyenletnek, de a kezdeti
feltételt nem elégiti ki. Keressiik a tovabbi megoldasokat.
Ezutan feltessziik, hogy y #0 , és osztunk vele. K6zben formalisan szorzunk dx -szel.

—=—y = 1dy=zdx
dx X y X

Integraljunk mindkét oldalon.
Iidyzjzdx = Inly|=2In|x/+c
Yy X

A kapott egyenletbdl fejezziik ki y -t, ha ez lehetséges. Ehhez célszerli az integracios
konstanst masképp imi. frjunk a ¢ helyére In c, -et. Ezt megtehetjiik, mert a logaritmus
fliggvény minden valos értéket felvesz. Barmi is tehat a ¢ , talalhato olyan c, , hogy teljesiil a
c=Inc, egyenléség. Az 1j ¢, konstans természetesen csak pozitiv értékeket vehet fel.

Ezutéan a jobb oldal atalakithato.

In|y|=2In|x|+Inc, =In(x*)+Inc, =In(c,x*)

Mivel a logaritmus fliggvény szigorian monoton, ezért elhagyhato az egyenlet két oldalarol.
ly|=c,x°

Ha ezutan a konstans helyére egy 01j konstanst irunk, amely felvehet negativ értékeket is,
akkor a bal oldalon elhagyhat6 az abszolut érték. Legyen az uj konstans c, .

2
y =C,X



Ezzel megkaptuk a differencialegyenlet altalanos megoldésat.
A rendezés soran tobbszor cseréltiik a konstanst, s most részletesen jeloltiik a konstans
valtozasat. A késObbiekben ezt egyszerisitjiik, és nem jeldljiik, hogy hanyadik konstansnal

jarunk, hanem csak egyszertien ¢ -t irunk. Igy a megoldas most is egyszeriien y = cx?
alakban irhatd. Felesleges a konstans minden valtozasat feltiintetni, mert ezzel csak a
megoldas leirasat nehezitjiik meg.

Nézziik a kezdeti feltételt. Helyettesitsiik a megadott értékpart az altaldnos megoldasba, €s
fejezziik ki ¢ -t.

3=c-’ = c=3

Ebbél a kezdeti érték feladat megoldasa az y, =3x* fiiggvény.

Megjegyzés: Az y(x) =0 megoldas most ¢ =0 valasztassal megkaphat6 az altalanos

megoldasbol, tehat most ez is regularis megoldas.

10. feladat: Oldjuk meg az y'=xy , y(0)=2 kezdeti érték feladatot!

Megoldas: Az egyenlet alakjabol nyilvanvald, hogy szétvalaszthato valtozoju. A szokott
moddon térjlink tortre a derivaltban.

dy _
dx
Mivel y -nal osztanunk kell a valtozok szétvalasztasa kozben, az y(x)=0 konstans

Xy

figgvény megoldasa lesz az egyenletnek. A kezdeti érték feladatnak azonban nem megoldasa,
igy tovabbi megoldasokat keresiink. Feltessziik, hogy y # 0 , osztunk vele, és dx -szel

formalisan szorzunk.

OI—y:xy = 1dy:xdx
y

dx
Integraljuk mindkét oldalt.

1 x?
J‘ydyzjxdx = In|y|:?+c

A logaritmust most nem tudjuk gy eltiintetni, mint az el6z6 feladatban, mert a jobb oldalon
nincs logaritmus. Tekintsiik ezért mindkét oldalt kitevonek, amire az e szamot emeljiik.

2 XZ

X2 Inly| X e 2 ¢
|n|y|=?+c = e"M=e?2 = |y|=e?

Mivel a jobb oldalon kitevében 6sszeg all, ezt szorzattd tudjuk alakitani.

XZ

X X
ly|=e? = |y|=e? -€°
Itt azonban e° egy konstanst jelent, aminek helyére egy 0j konstans irhatd. A korabbiakra

hivatkozva azonban ezt nem jeloljiik, hanem csak egyszeriien €° helyett ¢ -t irunk. Ez a
konstans csak pozitiv lehet, hiszen e egy hatvanya helyett irtuk be.

X2 X2

ly|=e2 -c=ce?
Ha most megengedjiik, hogy ¢ negativ értéket is felvegyen, akkor az abszolut érték
elhagyhat6 a bal oldalon. Igy az éltalanos megoldés az alabbi egyszerti alakban irhat6:

X2

y=ce? .
A megfeleld partikularis megoldas meghatarozasahoz helyettesitsiik a kezdeti feltételt, €s
fejezziik ki ¢ -t.



02
2=ce? = c=2

X2

A kezdeti feltételnek tehat az y, = 2e? fiiggvény felel meg.

Megjegyzés: A differencidlegyenletek megoldasa soran sokszor kapunk olyat, hogy a
megoldas exponencialis, melyben a kitevoben 0sszeg vagy kiilonbség all. Ilyenkor ha a kitevo
egyik tagja c¢ , akkor a megoldas mindig hasonldan alakithatd mint most. Az exponencialist

szorzatta bontjuk, és e° helyett ¢ -t irhatunk. Ezaltal elérhet6, hogy ¢ szorzo legyen. Ha
pedig a konstans szorzd, akkor az abszolut érték elhagyhatd, ha a konstans szorz6 negativ is
lehet.

Az y(x) =0 megoldas ¢ =0 valasztassal most is megkaphato6 az altalanos megoldasbol, tehat

ez most is regularis megoldas.

11. feladat: Mi az 4ltalanos megoldasa a 3xy’y’ —2y® =5xy® + xy’ differencialegyenletnek?

Megoldas: Az egyenlet ezen alakjabol nem egyértelmil, hogy szétvalaszthatok-e a valtozok.
Ezért rendezziik y' -re az egyenletet. Egybol térjlink at a derivaltban tortes jel6lésre.

3
3xy’y' —2y° =5xy° +xy' = (3xy’ —x)y'=(5x+2)y’ = y'=—(5)(+22)y
(3xy —x)
5x+2)y° 5X+2 3 dy (5x+2 3
oy By (Bx) vy (x+2)
x(3y*-1) X (3y*-1)  dx X (3y*-1)

Ezen alakbol mar egyértelmiien lathato, hogy a valtozok szétvalaszthatok. Az ehhez
sziikséges 1épések: szorzas (3y2 —1) -gyel, osztas y° -bel, és formalis szorzas dx -szel.
Mivel osztunk y*® -bel, ezért vizsgaljuk az y° =0 esetet, amibdl az y(x)=0 megoldast
kapjuk. Ezutéan feltessziik, hogy y #0 , és végrehajtjuk a fenti miiveleteket.

3y* -1 5X+2

3 dy =
X

Ezutan mindkét oldalon integralnunk kell, de ehhez célszerli a torteket két tortre bontanti, S

ahol lehet egyszeriisiteni. Hatvany reciprokat pedig irjuk negativ kitevds hatvanyként az
integralashoz.

3y 1 5x 2 3 1 2
(—3——3jdy:(—+—de = (———dey:(5+—)dx
y y X X y y X

1 . . . . .
Az — helyett irjunk inkabb negativ kitev0s hatvanyt, €s integralhatunk mindkét oldalon.
y

dx

3 2 y?
I “—y dy:I 5+= |dx = 3In|y|-=—==5x+2In|x|+c =
y X -2

= 3In|y|+%=5x+2ln|x|+c
2y
Ebbdl az egyenletbdl nem fejezhetd ki y , igy a megoldés ebben az implicit alakban adhato

csak meg, explicit alakban nem.

12. feladat: Oldjuk meg az (1+x°)y'~2x*y =0, y(0) =4 kezdeti érték feladatot!

Megoldas: El0szor dontsiik el, szétvalaszthatok-e a valtozok. Ehhez rendezziik a derivaltra az
egyenletet. A derivaltat egybdl irjuk tortként.



2x° dy 2x°
); = ¥ 3
1+x dx 1+x
Igy mar latszik, hogy ez az egyenlet is szétvalaszthatd valtozoji. Mivel osztanunk kell y -nal,

(1+x°)y'=2xy = y'=

azy ( X) =0 konstans fliggvény megoldasa az egyenletnek. A kezdeti feltételnek azonban

nem felel meg, igy tovabbi megoldasokat keresiink. Feltessziik, hogy y #0 , s szétvalasztjuk
a véltozokat.

1 2x°

Ldv=2X

dx
y 1+x°

t'(x)

Integraljunk mindkét oldalon. A jobb oldalon kialakithaté egy ——= tipusu integrandus.

f(x)

dx = In|y|:§In‘1+x3‘+c

3

2 2
[Eay=[2ax = [Zay=2]-2

y 1+Xx y 371+x

Mivel mindkét oldalon logaritmus all, célszerti ¢ helyére Inc -t irni, s a jobb oldalt egyetlen

logaritmussa alakitani.
2
In|y|:§ln‘l+x3‘+c = In|y|=In[L+x’]* +Inc = In|y|:ln(03(l+x3)2j

A logaritmus fliggvény szigori monotonitisa miatt a két oldalon elhagyhatoak a
logaritmusok. Mivel ¢ szorzé lesz, az abszolut érték is elhagyhaté megengedve a negativ ¢
értékeket.

y=cil(1+ x3)2

Ezzel megkaptuk az altaldnos megoldast explicit alakban.
Helyettesitsiik be ebbe a kezdeti feltételben megadott értékeket, és szadmoljuk ki ¢ -t.

4=c§l(1+0°) = c=4
A kezdeti érték feladat megoldasa tehat az y, = 4,3,(1+ X3 )2 fliggvény.

13. feladat: Teankba 10g cukrot szorunk, és allando keveréssel biztositjuk az egyenletes

oldodast. Megfigyelésiink szerint a cukor fele 15s alatt oldodik fel. Milyen fliggvény irja le
idében a még fel nem oldott cukor mennyiségét, €s mennyi cukor lesz oldatlan allapotban
40s -mal azutdn, hogy a teaba szortuk a cukrot? Tapasztalat szerint hig oldatok esetén az
oldddas sebessége aranyos a még fel nem oldott cukor mennyiségével.

Megoldas: Amint lathato, visszatértiink a motivacios példahoz, amivel a leckeindult. Ott

eljutottunk addig, hogy az old6das folyamata a %—T =—km differencialegyenlettel irhato le.

Nyilvén kezdeti feltételiink is van, hiszen ismerjiik a cukor kezdeti tomegét, igy g -ban mérve
m(0)=10 .

Van azonban még egy feltételiink, mert a szovegben az is szerepel, hogy 15s alatt a cukor
fele oldodik fel, tehat m(15)=5 . A késdbbiekben majd meglatjuk, mire is lesz jo ez a plusz
informacio.

Egyeldre hatarozzuk meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat. Ehhez valasszuk szét a
valtozokat. Mivel osztanunk kell m -mel, az m (t) =0 konstans fliggvény megoldasa a



differencialegyenletnek. A kezdeti feltételnek azonban ez a megoldas nyilvan nem felel meg,
igy tovabbi megoldasokat keresiink. Feltessziik, hogy m = 0 , és szétvalasztjuk a valtozokat.

1 dm = —kdt

m

Integraljunk mindkét oldalon.

jidm =—[kdt = In|m|=—kt+c
m

Emeljiik fel e -t a bal illetve jobb oldalon allo kifejezésre.

—kt+c

e — e = |m[=e™-e

c

Mivel e° egy konstans, helyére egyszeriien ¢ -t irhatunk, s mivel igy a konstans szorzo lesz,
elhagyhat6 az abszolut érték.

Im|=e™-e° = m=ce™

Ezzel megkaptuk az 4ltaldnos megoldast explicit alakban. Behelyettesithetjiik a kezdeti
feltételt, és meghatarozhatjuk ¢ -t.

10=ce™® = c=10

A kezdeti feltételnek tehat az m, =10e™ fiiggvény felel meg. Sajnos ebben nem ismerjiik a

k aranyossagi tényezot. Most hasznaljuk ki, hogy van egy tovabbi feltételiink, s
helyettesitsiik be az abban megadott értékeket.

1

In=
5100+ = g™ — |ni__15k = k=—2-_In2_In2
2 2 -15 15 15

Ezutan tehat ismerjiik az oldédasi folyamatra jellemz6 aranyossagi tényezot is, és a
In2

_n2 ot t
folyamatot az m, =10e ' =10(e"?) 5 =10-2 * fiiggvény irja le.

Az utolsé kérdés megvalaszolasdhoz ebbe a fiiggvénybe kell a t =40 értéket

behelyettesitentink.
40 8

m, (40)=10-2 % =10-2 ® ~1.57
A teaban 40s elteltével tehat kozelitdleg 1.57g fel nem oldott cukor lesz.

Ellenorzo kérdések
6. kérdés: Az alabbi két differencialegyenlet koziil melyik szétvalaszthatd valtozoju, és

melyik nem?
, 11
(1) y'-~-==0
Xy
, 1
(2 y-—=0
Xy

Az (1) szétvalaszthat6 véltozoju a (2) nem.

A (2) szétvalaszthato valtozoju az (1) nem. (X)
Mindkettd szétvalaszthato valtozoju.

Egyik sem szétvalaszthatd valtozojh.

7. kérdés: A kovetkezo két differencidlegyenlet koziil melyik szétvalaszthatd valtozoja, és
melyik nem?

(1) y'+(xy) =0



2) y'+(x+ y)2 =0

Az (1) szétvalaszthat6 valtozoji a (2) nem. (X)
A (2) szétvalaszthato valtozoju az (1) nem.
Mindkettd szétvalaszthato valtozoju.

Egyik sem szétvalaszthatd valtozoj.

8. kérdés: Tekintsiik az (y3 —1) X+y° (X2 +1) y' =0 differencialegyenletet. Mi az egyenlet
alakja a valtozok szétvalasztasa utan?

Y’ X
dy = dx
y -1 RN
Y’ X
dy =— dx (X
y -1 N )
y’ -1 x*+1
y’dy  xdx
y'-1_ x*+1
y*dy xdx
9. kérdés: Miaz y' +X =0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasa?
X
y=X+C
y=Cc—X
y =CX
c
y=— (X)
X

10. kérdés: Melyik az y' = ycosx differencialegyenlet altalanos megoldasa?
y — Cesinx (X)

COSX

y=ce
_ C

y= esinx
_ C

y QCosX

11. kérdés: Miaz y'+ytgx =0 differencialegyenlet altalanos megoldasa?
y =csinXx

. C
sin x
y=ccosx (X)
C
y=—-
COS X

12. kérdés: Melyik fiiggvény a megoldasa az y'=3x"y* , y(0)= % kezdeti érték feladatnak?



y= X3 +2
y= 1
x3-2
y= -1
X3 +2
-1
= X
y="a—5 X
y y . e ’ 2Xy In y 2 s oo
13. kérdés: Mi a megoldasa az y'+ 2—1 =0,y (O) = e“ kezdeti érték feladatnak?
X"+
y= ex2+2
1
—+1
y — e[X2+l )
2(x?+1
y— e
2
y= ex2+1 (X)

Elméleti osszefoglalo

Az y'+a(x)y=b(x) alaku differencialegyenleteket elsérendi linearis
differencialegyenleteknek nevezziik. (Mivel y' és y csak els6 hatvanyon szerepelnek, és nem
szerepel a szorzatuk, ezért linedrisak.) Az egyenletben a(x) és b(x) a valtozo tetszdleges

fliggvényei lehetnek.

Ha b( X) =0 konstans fliiggvény, akkor az egyenlet homogén, egyébként inhomogén.
Homogén egyenletben minden tag tartalmazza vagy az ismeretlen fliggvényt, vagy annak
derivaltjat. Inhomogén egyenletekben van olyan tag, ami vagy konstans, vagy csak a
fliggetlen valtoz6 szerepel benne.

Az y'+a(x)y=b(x), b(x)=0 inhomogén egyenlethez tarozé homogén egyenletnek

nevezziik Y, +a(x)y, =0 egyenletet. EI8szor ennek a megoldasaval foglalkozunk. A ilyen

homogén egyenletek mindig szétvalaszthato valtozdjuak. Mivel a valtozok szétvalasztasa
soran osztanunk kell y, -val, ezért a homogén egyenletnek mindig megoldasaaz y, =0

konstans fliggvény. Tegylik fel ezutan, hogy y, #0 , és valasszuk szét a valtozokat.

yr+a(x)y,=0 = %:—a(x)yh = yidyh =—a(x)dx

h
Integraljuk ezutan mindkét oldalt.

Iidyh =I—a(x)dx = In]y,|=—A(x)+c ,ahol A(x) a a(x) egy primitiv fliggvénye.
Yh

Fejezziik ki az egyenletbdl y, -t. Ehhez tekintsiik mindkét oldalt kitevonek, amire az e
szamot emeljiik.
eln\yh\ _ e—A(x)+c — |yh| _ e—A(x)+c — |yh| _ e—A(x) e

C



Itt e° helyére egyszerlien c -t irhatunk, s megengedve ezen 10j konstansban a negativ
értékeket, az abszolut érték is elhagyhatd, valaminta ¢ =0 esetben megkapjuk az y, =0

megoldast is. fgy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

y, =ce ") ahol A(x) a a(x) egy primitiv figgvénye.

Lényegében ezzel egy képletet kaptunk, amelybe csak be kell helyettesiteni az egyenletben
szerepld a(x) fliggvényt, meghatarozni az integraljat, s fel tudjuk irni a megoldast.

Megjegyzésre azonban nem ezt a képletet javasoljuk, hanem a megoldasi modszert.
Foglalkozzunk ezutdn az inhomogén egyenlet megoldasaval. Tegyiik fel, hogy az inhomogén
egyenlet megoldasa hasonlit a hozz4 tartozé homogén egyenlet megoldasahoz, csupan a

konstans helyén valamilyen fliggvény all, azaz y =k (x) e " . Innentsl a k (x) fiiggvény

meghatarozasa a cél, hiszen ha azt ismerjiik, akkor a differencidlegyenlet megoldasa is
felirhat6. Ezt az eljarast, hogy a konstans helyére egy fliggvényt irunk, a konstans varialas

modszerének hivjak. A k(x) fliggvény meghatarozasahoz helyettesitsiik be az igy felirt y

figgvényt és derivaltjat az inhomogén egyenletbe. Ehhez derivaljuk a fiiggvényt, mely olyan
szorzat, amiben a masodik tényezo Osszetett fliggvény. A belso fliggvény derivalasakor

hasznaljuk ki, hogy A(x) a a(x) egy primitiv fiiggvénye, ezért A'(x)=a(x) .

y' =k'(x)e " +k(x)e " -(—A(x))’ =k'(x)e " +k(x)e ™ (-a(x))

y' =k'(x)e™ —a(x)k(x)e™"

Hajtsuk végre a helyettesitést.

y'+a(x)y=b(x) = (k’(x)e‘A(X) —a(x)k(x)e‘A(x))+a(x)k(x)e‘A(X) =b(x)

Az egyenlet bal oldalan a masodik és harmadik tag csak eldjelében kiilonbozik, igy dsszegiik
zérus. [gy az egyenlet egyszertibbé valt, és mér csak k'(x) szerepel benne k(x) nem.

k'(x)e™ ™ =b(x)
Fejezziik ki k'(x) -t, majd integraljunk, s igy megkapjuk az ismeretlen k (x) fliggvényt.

b

K'(x) = (f)) =b(x)e" = k(x)=[b(x)e*"dx
e

Helyettesitsiik ezt k (X) helyére az y fliggvényben, s igy megkapjuk az inhomogén egyenlet

altalanos megoldasat.

y= (J.b(x)eA(x)dx)e_A(x) ,ahol A(x) a a(x) egy primitiv fliggvénye.

Ezzel olyan képletet kaptunk, melybe behelyettesitve az egyenletben szerepld a(x) és b(x)

fliggvényeket, majd a kijeldlt integralokat meghatarozva, megkapjuk az egyenlet megoldasat.
Nem javasoljuk azonban megjegyzésre ezt a képletet, hanem inkabb az eljarast. A feladatok
megoldasa soran azokat a 1épéseket hajtjuk majd végre, amiket most a képlet levezetése soran
tettiink, csak ott az egyenletben szerepl6 konkrét fiiggvényekkel. gy nem csak kijeldljitk
majd az integralokat, hanem azokat meg is hatarozzuk.

Kidolgozott feladatok

14. feladat: Hatarozzuk meg az y' +4x°y =0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat!

Megoldas: Az egyenlet homogén, mert nincs benne olyan tag, amiben ne szerepelne vagy az
ismeretlen fliggvény, vagy annak derivaltja, igy valtozoi szétvalaszthatok.



Yy +4x’y =0 = j—y:—4x3y =3 1dy:—4x3dx
X y

Integraljunk mindkét oldalon.
Ildy:'[—4x3 dx = In|y|]=-x"+c
y

Emeljiik fel az e szamot az egyenlet két oldalan allo kifejezésekre.
Injy| _
e =€

—x*+c c

= [y|=e e
Mivel e° egy konstans, helyére egyszeriien ¢ irhatd, és igy a szorzo konstans miatt az
abszolut érték is elhagyhato.

A megoldés tehat: y=ce™ = 04 .
eX
Megjegyzés: Az elméleti 6sszefoglaloban a homogén egyenlet megoldasat y, -val jeloltiik,

hogy megkiilonboztessiik az inhomogén egyenlet megoldasatél. Ha azonban nincs inhomogén
egyenlet, akkor erre a megkiilonboztetésre nincs sziikség. Ezért ha csak egy homogén
egyenlet megoldésa a feladat, akkor ott nem szoktuk vy, -val jeldlni a megoldast, hanem csak

egyszerlien y -t irunk.

15. feladat: Oldjuk meg y'—ycosx =0 egyenletet!
Megoldas: Ismét homogén egyenletet kell megoldanunk, mert minden tagban szerepel y
vagy V' , ezért szétvalasztjuk a valtozokat.

y'—ycosx=0 = g—yzycosx = ldy:cosxdx
X y

Integraljunk az egyenlet két oldalan.

Ildyzjcosxdx = In|y|=sinx+c
y

Emeljiik fel az e szamot az egyenlet két oldalara.
eln\y\ _gsinxe |y| _e

sinx c
-e

frjunk e° helyett egyszeriien ¢ -t, s ezzel az abszolut értéket is elhagyhatjuk.

sinx

A megoldas igy a kovetkezd: y=ce™” .

16. feladat: Mi az altalanos megoldasa az (x3 + 5) y'—x?y =0 differencidlegyenletnek?

Megoldas: Ez az egyenlet is homogén, hiszen minden tagban szerepel y vagy Yy’ , igy most

1s a valtozok szétvalasztasaval kezdjiik a megoldast.

X2

3 P2y, 3 d_y_ 2 1 _
(x*+5)y'=xy=0 = (x +5)dx—x y = ydy—(x3+5)dx

f'(x)
f(x)

Kovetkezik a két oldal integralasa. A jobb oldalon egy 3 -as szorz6 becsempészésével

tipusu integrandust kapunk.

2 2

J.ldy:_[sx—dx=l_|‘?;$dx = In|y| =1In‘x3+5‘+c
y (x + 5) 3 (x + 5) 3

Mivel mindkét oldalon logaritmus van, ezért most célszerti ¢ helyett Inc -t irni, majd a jobb

oldalt egyetlen logaritmussa alakitani.



In|y|=%ln‘x3+5‘+c = In|y|:ln‘x3+5‘§+lnc = In|y|:ln(c§”x3+5‘)

Az egyenlet két oldalardl elhagyhato a logaritmus, mert szigoraan monoton fiiggvény. Mivel
igy a szorzo6 konstans lesz, az abszolut értékek is elhagyhatok.

fgy az altalanos megoldas: y =c¥/x*+5 .

17.feladat: Hatarozzuk meg az y’ 3y = x> cos x differencialegyenlet ltaldnos megoldasat!
X

Megoldas: Ez a differencidlegyenlet inhomogén, mert van benne egy tag, az x> cosX ,

amelyik csak a fiiggetlen valtozot tartalmazza. Vegylik a hozza tartozé homogén egyenletet.

Ehhez hagyjuk el az x®cosx tagot az egyenletbdl.

, 3
Yh_izo
X

Ezt az egyenletet oldjuk meg Ggy mint az el6z6 homogén egyenleteket. E16szor valasszuk szét
a valtozokat.

%:% = idy :de
dx X y, "X

Integraljuk a két oldalt, és a jobb oldalt alakitsuk egyetlen logaritmussa. Ehhez irjunk c
helyett Inc t.

1 3 3 3
_[yh dy, jxdx = In]y,|=3In|x|+c=In|x"+Inc n(c|x| )
Elhagyva a logaritmusokat és az abszolut értékeket kapjuk: y, =cx® .

Ezutan keressiik az inhomogén egyenlet megoldasat a konstans varialasdnak modszerével,
azaz irjunk a homogén egyenlet megoldasaban a konstans helyére egy fiiggvényt. Igy

y=Kk (X) x* alakban keressiik a megoldast, s innentl a k (X) fliggvény meghatarozasa a cél.
Vessziik az y derivaltjat.

y' =k'(x)x* +k(x)3x* =k’'(x)x* +3k (x) x*

Helyettesitjiik y -t és y’ -t az inhomogén egyenletbe.

3
y'—ﬂ: x®cosx = (k'(x)x3+3k(x)x2)—@: x® cos X
X

A bal oldalon egyszertisitsiik a tortet és vonjunk dssze.

k'(x)x°+3k(x)x* =3k (x)x* =x*cosx = k’(x)x*=x’cosx

Fejezziik ki k'(x) -et és integralassal hatarozzuk meg k (x) -et.

k'(x)=cosx = k(x) :Ik'(x)dx :fcosxdx =sinXx+c

Helyettesitsiik ezt be y -ba, s megkapjuk az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat.
y =k(x)x* =(sinx+c)x’

18. feladat: Oldjuk meg az y'+3—y =10x , y(1)=4 kezdeti érték feladatot!
X

Megoldas: A differencidlegyenlet inhomogén, mert a jobb oldalon all6 tag nem tartalmazza
sem y -t,sem y' -t. Hagyjuk el ezt a tagot, s megkapjuk a hozza tartoz6 homogén egyenletet.

Ezt oldjuk meg ugy, mint az eddigieket.



X

dx X Yi
1 3 - c
J‘—dyh :J.——dx = In|y,|=-3In|x|+c=In|x"+Inc=In| =
Yo X X
C
EDbbdl a homogen egyenlet altalanos megoldasa: y, =— .
X
Keressiik ezutan az inhomogén egyenlet megoldasat a konstans varialasaval, tehat irjuk

k(x)

fliggveényt a konstans helyére, azaz y = —5= . Vegyiik ennek a fliggvénynek a derivaltjat.
X

, [k(x)jl k'(x)x* —k(x)3x*  Kk'(x)x*=3k(x)x* Kk'(x) 3k(x)

(X3 )2 X6 X3 X4
Helyettesitsiink az inhomogén egyenletben y' és y helyére.
k(x)

: 3~
y+2Y _10x = (k (X)—sk(x)} X _10x
X

X

A bal oldalon az emeletes tortet alakitsuk egyszerti tortté, majd vonjunk Ossze.
k'(x) 3k(x) 3k(x k'(x
(0 (), 300 K0y
X

NG x* x*

Fejezziik ki k'(x)-t, majd integraljuk, igy megkapjuk k(x) -et.

k'(x
)53 ) =10x = k'(x)=10x* = k(x)= J'k’(x)dx :I 10x*dx = 2x° +¢
Ezt behelyettesitve y -ba, megkapjuk az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat.
k(x >

X X X
Foglalkozzunk ezutan a kezdeti feltétellel. Helyettesitsiik be a megadott értékpart, és fejezziik

ki ¢ -t.

4:2-12+133 s 4=24C = c=2

fgy a kezdeti érték feladat megoldasa az Y, =2X° + % fliggvény lesz.
X

Megjegyzés: Ha Gsszehasonlitjuk az el6z6 feladat homogén egyenletét ennek a feladatnak a
homogén egyenletével, akkor azt latjuk, csak egy eldjelben térnek el. Ez az eldjel a megoldas
soran egy logaritmus elé keriil, s igy a megoldasban ahelyett, hogy szoroznank, osztanunk

kell. Az el6z6 feladatban cx® volt a megoldas, most pedig % . Figyeljiink ezért oda nagyon
X

az eldjelekre, mert ha hibazunk, az teljesen megvaltoztathatja a megoldasul kapott fiiggvényt.

19. feladat: Mi a megoldasa az y'+ ysinx =3x’e"* , y(0)=2e kezdeti érték feladatnak?

Megoldas: A differencidlegyenlet inhomogén a jobb oldalon all6 tag miatt, amiben csak X
szerepel. Hagyjuk el ezt a tagot, s a kapott homogén egyenletet oldjuk meg a szokott mddon.

Y, +Yy,sinx=0 = %:—yhsinx = idyhz—sinxdx

h



COS X+C COs X C

J.yidyhzj—sinxdx = In]y,|=cosx+c = |y,|=e e
h

Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldésa: y, =ce™" .

=€

Kovetkezik a konstans varialasa, azaz keressiik az inhomogén egyenlet megoldasat
y =k(x)e™ alakban. Hatdrozzuk meg ennek derivaltjat.

y = (k(x)e™ ) =k'(x)e™ +k(x)e™ (~sinx) =k’ (x)e=* —k (x)e=* sin x
Helyettesitsiink az inhomogén egyenletben y' és y helyére.
y'+ysinx=3xe"" = (k'(x)e™ —k(x)e™ sinx)+k (x)e™ sin x = 3x’e"
Vonjunk ssze a bal oldalon, rendezziink k'(x) -re, majd integraljunk.
k'(x)e™ =3xe™ = k'(x)=3x* = k(x) =Ik'(x)dx = J.Sx2 dx=x>+c
Ebbél az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa: y = (X3 + C) e .
Helyettesitsiik ebbe a kezdeti feltétel adatait.

2e=(0°+c)e™ = 2e=ce = c=2

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat az y, = (X3 + 2) e fliggvény.

20. feladat: Hatarozzuk meg az Yy’ _ZL = \/X_3 differencialegyenlet altalanos megoldasat!
X

Megoldas: Az egyenlet inhomogén a jobb oldali tag miatt, mert abban csak X szerepel.
Hagyjuk el ezt a tagot, s oldjuk meg a kapott homogén egyenletet.

y,-2r-0 = By Yo idyhzidx

2X dx 2x Yi 2X
Jidyh :jidx = Inly,| :lln|x|+c = In|x|% +Inc= In(c\/M) = In(c\/;)
Yi 2% 2
Azért hagyhattuk el X -nél az abszolut értéket, mert a differencidlegyenlet a \/X_3 tag miatt
csak akkor értelmezhetd, ha X nem negativ, s ekkor |X| =X.

Elhagyjuk a logaritmusokat és Yy, -nal is az abszolut értéket, s kapjuk a homogén egyenlet
altalanos megoldasat.

Yo = cx

J6jjon a konstans varialasa, azaz cseréljiik ki ¢ -t fliggvényre. Keressiik az inhomogén
egyenlet megoldasat y =k (X) \/; alakban. Vegyiik ennek a fliggvénynek a derivaltjat.

y'=(k(x)Vx) = k'(x)\/;+k(x)%

Helyettesitsiik ezt az inhomogén egyenletben Yy’ helyére, k(x)\/; -et pedig y helyére.

' y 3 ' l k (X)\/; 3
——= k K - =
Y- Jx_:( (X)X + (X)Z&j o I
A bal oldalon az utolsé tagot egyszertsitsiik Jx -szel, majd vonjunk Ossze.

k’(x)\/;+k(x)%—z(—\/)g:\/x_3 = K (VX = =x4x




Fejezziik ki k'(x) -et, s integraljunk.
X2
K'(x)=x = k(x)=[K'(x)dx=[xdx=2%
(x)=x = k(x) I (x)dx .[x X="+¢
2
Ezek utan az inhomogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa: y=k(x)\/§ =(X?+C)x/; :
I
2

Megoldas: Az egyenlet inhomogén, mert a harmadik tag nem tartalmazza sem y -tsem y’ -
t. Hagyjuk el ezt a tagot, s oldjuk meg a kapott homogén egyenletet.

21.feladat: Oldjuk meg az y'—yctg x—ctgx =0, y( j: 3 kezdeti érték feladatot!

Y —y,ctgx=0 = %:yhctgx = idyh =ctg xdx = idyh :wdx
dx Yh Yi sin x
Iyihdyh :I%dx = In|y,|=In|sinx|+c =Insinx|+Inc =In(c|sinx|)

Ebbdl a homogén egyenlet dltalanos megoldasa: y, =csinXx .

Keressiik az inhomogén egyenlet megoldasat a konstans varidlas modszerével, azaz legyen
y =k(x)sinx . Derivaljuk ezt a fiiggvényt.

y'=(k(x)sin x)’ =k'(x)sinx+k(x)cosx

Helyettesitsiink az eredeti inhomogén differencialegyenletben az ismeretlen fiiggvény és

derivéltjanak helyére.
y'—yctgx—ctgx=0 = (k'(x)sin x+k(x)cosx)—k(x)sin xctgx—ctgx =0

‘. X . . .
Irjunk a ctgx -ek helyére cos -et, egyszer(sitsiink a harmadik tagban, vonjunk 6ssze, majd

fejezziik ki k'(x) -et.

k’(x)sin x+k(x)cosx—k(x)sin xSBX_CB8X_¢ = k'(x)sin x— X _0 =
sinx  sinx sin x
COS X
K'(x)=
() sin” x

Ezt integralva megkapjuk k (x) -et. A jobb oldalon f*(x) f’(x) tipust integrandust kapunk,

ha sin x negativ kitevés hatvanyat irjuk.
- -1
Cos X (sinx) -1 1

k(x)=[|k'(x)dx =
(X) .[ (X) X jsinzx -1 sin X sin X

Ebbdl az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa az alabbi:

dx = J'(sin x)_2 cosxdx =

y =k(x)sinx = [c—_LJsin x=csinx-1

SIN X
Helyettesitsiik ebbe a kezdeti feltételben megadott értékpart.
3=csing—1 = 3=c-1=c=4

fgy a kezdeti érték feladat megoldasa az Y, =4sinx—1 fliggvény lesz.



Ellenorzo kérdések

14. kérdés: Mi az dltalanos megoldasa az y' —3x°y =0 differencidlegyenletnek?
y=c+e*
y=Cc-— ¥
y=ce (X)
c

y:e7

15. kérdés: Melyik fiiggvény az y'—ysin x =0 differencialegyenlet altalanos megoldasa?
y — C + eCOSX

y =C _eCOSX
y — CeCOSX

C
Y =" (X)
e

16. kérdés: Mi az altalanos megoldésa az (X2 + 6) y'+xy =0 differencialegyenletnek?
y=CVx*+6

c

y=—-=—=X)
X*+6

y=cex2+6

. cC

Y= T

e

17. kérdés: Az alabbi fuggvények koziil melyik az y’ 2 = x?sinx differencialegyenlet
X
altalanos megoldasa?

y =X (c+cosx)
y =x*(c—cosx) (X)
y =X (c+sinx)
y =X (c—sinx)

18. kérdés: Mi a megoldasa az y'— 2y

x*sinx , y(1)=6 kezdeti érték feladatnak?

5
Yo=" 32 09
7%
yO - X2
Yo = X*(5x+1)



19. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az y'+ycosx =2xe™" , y(0)=5 kezdeti
érték feladat megoldasa?
yo — esinx (5+ XZ)

Yo = esinx (5_ XZ)
Yo = e—sinx (5+ XZ) (X)
Yo = e—sinx (5_ XZ)

20. kérdés: Miaz y'— Sl _x* differencilegyenlet altalinos megoldasa?
X
X2
X2
=45

21. kérdés: Az alabbi fliggvények koziil melyik az y'+ytgx=tgx , y(0)=3 kezdeti értek
feladat megoldasa?
Y, =2c0sx+1 (X)

Yy, =4cosx-1

Yo :i"'l
COS X
4
Yo=——--1



