2. Integralszamitas

2.3. Improprius integralok

Tanulasi cél

Megismerni az improprius integralok fogalmat a két fontos esetben, amikor az integralasi
intervallum nem véges, valamint amikor a fliggvény nem korlatos az integralasi
intervallumban. Elsajatitani az integralok kiszamitasi modjat mindkét esetben.

Motivacios példa

Mennyi munkara van sziikség ahhoz, hogy egy m tdmegl tirhajo végteleniil tavolra keriiljon
a Foldtdl, s ezaltal kikeriiljon annak gravitacids hatdsa al61?

Egy hasonl¢ feladattal taldlkoztunk akkor, amikor megismerkedtiink a hatarozott integrallal,
de akkor azt volt a kérdés, mennyi munkara van sziikség ahhoz, hogy az {irhajé egy adott h
tavolsagra keriiljon a Fold felszinét6l. Akkor kidertilt, ennek meghatarozasahoz integralnunk

Mm
r2

kell a gravitacios erét leir6 F_., (r)=k fuggvényt, melynek valtozoja r Fold

kozéppontjatdl mért tavolsag, az [R, R+ h] intervallumon. Ha most is igy gondolkodunk,

akkor azt mondhatjuk, a gravitacios er6t leird fiiggvényt az [R, ) intervallumon kell

integralnunk. Ezzel az a gond, hogy a hatarozott integral fogalmat véges zart intervallumon
definialtuk. Véges értékeket tudunk helyettesiteni a Newton-Leibniz-formulaba is, aminek
segitségével az integralt ki tudjuk szamolni. A oo -t nem tudjuk behelyettesiteni ebbe
szabalyba. A kérdés ezutan altalanosabban ugy fogalmazhaté meg, hogy miként tudunk
integralni olyan esetben, amikor az integralasi intervallum nem véges, azaz hatarai kozott
szerepel a « , vagy a —oo , vagy mindkettd. Erre adjuk meg a valaszt az alabbiakban.

Elméleti osszefoglalo
Legyenaz f(x) fiiggvény értelmezett az [a,0) intervallumon, és integralhatd annak

barmely [a,b] részintervalluman. (b>a) Ha létezik a

b
lim | f (x)dx hatarérték, akkor ezt az f (x) fiiggvény [a,0) intervallumon vett improprius

b—w
a

0

integraljanak nevezziik. Jele: I f (X)dx .
b

Haa tI)im f (x)dx hatarérték csak tagabb értelemben 1étezik, azaz o vagy a —o , akkor azt
mondjuk, hogy az integral divergens. Ha van véges hatarérték, akkor az integral konvergens.
A fentieket ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha egy fliggvényt oo -ig kell integralnunk, akkor az

integralas felsd hatarat kicseréljiik egy véges értékre (b) , azaz szukitiink az integralasi

intervallumon. Ezek utan véges intervallumon kell integralnunk, amit ki tudunk szdmolni. De
a felsd hatart valtozoként kezeljiik, s igy az integral értéke a felsd hatar fliggvénye lesz. Ennek



a fliggvénynek vessziik a hatarértékét a co -ben, azaz a megvaltoztatott integralasi hatarral
tartunk az eredeti hatarhoz. Ha Iétezik a hatarérték, akkor ez az integral értéke a « -ig tartd
intervallumon.

Egy fliggvény [a, OO) intervallumon vett integralja szemléletesen annak a sikrésznek az

eldjeles teriiletét adja meg, ami a fiiggvény grafikonja és az X tengely kozotti helyezkedik el
az [a, ) intervallumon. Ebben az érdekes, hogy olyan alakzat teriiletérdl beszéliink, ami

vizszintes iranyban a oo -ig nyulik, tehat nem korlatos.

¥
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Szemléletesen nyilvanvald, hogy egy ilyen alakzatnak csak akkor létezhet teriilete, ha a oo

fel¢ haladva az alakzat egyre keskenyebb lesz, azaz a fliiggvény grafikonja simul az X
tengelyhez, ami azt jelenti, a figgvény hatarértéke a végtelenben 0 . Kijelenthetjiik tehat,

hogy ha lim f (x)=A=0 , akkor az I f (x)dx integral biztosan divergens. Felhivjuk a

X—>00

figyelmet arra, hogy ha lim f (x)=0 , az nem jelenti azt, hogy az I f (x)dx integral

konvergens, ebben az esetben is lehet divergens. Erre késébb majd latunk is példat.
Teljesen hasonld modon jarhatunk el, ha az integralasi intervallum alsé hatara —oo .

Legyenaz f (X) fiiggvény értelmezett az (—00, b] intervallumon, és integralhat6 annak

barmely [a,b] részintervalluman. (a <b) Ha létezik a

b
lim | f (x)dx hatarérték, akkor ezt az f (x) fiiggvény (—oo,b] intervallumon vett

a—>—w
a

b
improprius integraljanak nevezziik. Jele: .[ f(x)dx .

Ezt Ggy is fogalmazhatjuk, hogy ha egy fiiggvényt —co -ig kell integralnunk, akkor az
integralas also6 hatarat kicseréljiik egy véges értékre (a) , azaz szikitiink az integralasi
intervallumon. Igy mér véges intervallumon kell integralnunk, ami meghatarozhato. Az alsd
hatart azonban valtozoként kezeljiik, tehat az integral értéke az alsé hatar fiiggvénye lesz.
Ennek a fiiggvénynek vessziik a hatarértékét a —o -ben, azaz a megvaltoztatott integralasi
hatarral tartunk az eredeti hatdrhoz. Ha létezik a hatarérték, akkor ez az integral értéke a —oo -
1g tart6 intervallumon.



b b

Jeldlésben: j f(x)dx= aILrEO a f(x)dx .

Egy fliggvény (—00, b] intervallumon vett integralja szemléletesen annak a sikrésznek az
eldjeles teriiletét adja meg, ami a fiiggvény grafikonja és az X tengely kozotti helyezkedik el

az (—oo,b] intervallumon.

Jtx)

x b

Nyilvan csak akkor lehet konvergens egy ilyen integral, ha az f (x) fiiggvény hatarértéke a
—oo -ben 0 , azaz lim f (x)=0.

Ha egy fiiggvényt —oo -t0l oo -ig akarunk integralni, akkor ezek utdn egyértelmii, hogy az
also és felso hatart is megvaltoztatjuk végesre. Az integral igy fiiggni fog az alsé és felso
hatartol is. Ennek vessziik a hatarértékét ugy, hogy az alsé hatarral —o -hez, a fels6 hatarral
pedig «-hez, tehat az eredeti hatarokhoz tartunk. Ha 1étezik véges hatarérték, akkor ezt a

fliggvény (—00, 00) intervallumon vett improprius integraljanak nevezziik.

w0 b
Jelolésben: [ f(x)dx= lim [ f (x)dx .
- b 2

Egy fiiggvény (—oo, oo) intervallumon vett integralja szemléletesen annak a sikrésznek az

elgjeles teriiletét adja meg, ami a fliggvény grafikonja és az X tengely kozotti helyezkedik el
az (—oo,0) intervallumon.



Jix)

x
Nyilvan csak akkor lehet konvergens egy ilyen integral, ha az f (X) fliggvény hatarértéke a
—o0 -ben ésa o -benis 0 ,azaz lim f(x)=Ilimf(x)=0 .

X—>—0 X—©

Kidolgozott feladatok

1. feladat: —dx

J I
Megoldas: Az integral improprius, hiszen a felsd integralasi hatar oo . Jarjunk el a fentiek
szerint, azaz szukitsiink az integralasi intervallumon. Cseréljiik ki a felsé hatarban a o -t egy

véges értékre (b) , s hatarozzuk meg igy az integral értékét, majd vegyiik az eredmény

hatarértékét tigy, hogy a megvaltoztatott hatarral tartunk az eredeti hatarhoz (b - 00) .
0 b

dx=1Iim
I X,\/— b—w X ,\/—
Celszeru kiilon elvegeznl a hatarozatlan integralast, hogy ne kelljen minden atalakitasnal
irnunk a hatarértéket is. Ennek soran irjuk a gyokot hatvanyként, majd alakitsuk az egész
integrandust egyetlen hatvannya. A hatvanyt integraljuk a szokott médon, majd az eredményt
alakitsuk vissza gyokos formaba.

X x2 x2 -5 X

I

A kapott primitiv fliggvénnyel térjiink vissza a hatarozott integralhoz, és helyettesitsiink a
Newton-Leibniz-formulaba.

1
= -
—dx jx de_— c:—2i+c:—+c

1 N

I|mb dx = Ilm{ ZT lim ( j [ ) Iim(Z—iJ

b0 X\/— b fx || b \/_ N \/_ N Jb

A zarojelben egy fuggvény all, aminek b a valtozodja, s ennek a fliggvénynek keressiik a
hatarértékét b — o esetén.

Mivel IIm\/_ o , ebbdl kovetkezik, hogy Ilm%—o hiszen veges tipusu. Ezt
o0

felhasznalva:



: 2
im[ 2+ =2 im - =2-0-2.
Mivel véges hatarértéket kaptunk, az integral konvergens, és értéke 2 , azaz

T—dx 2.

1 xy/x

1
2. feladat: | —dx
Jl.\/x

Megoldas: Az integralas felso hatara oo , ezért improprius. Megvaltoztatjuk a felsé hatart,
majd hatarértékben tartunk az eredeti hatarhoz.

K : 1

—dx=Ilim|—=dx
ot v
A primitiv fliggvényt hatarozzuk meg kiilon mint az el6z6 feladatban. Hajtsuk végre
ugyanazokat a lépéseket, mint az elébb. fjuk a gyokdt hatvanyként, majd alakitsuk az egész
integrandust egyetlen hatvannya. A hatvanyt integraljuk, s az eredményt irjuk gyokos
formaban.

1

I%dx:jildx:jx_;dx:x—12+c:2\/§+c
X2

2
Térjl'ink vissza az eredeti integralhoz, és helyettesitsiik a hatdrokat a szokott modon.

lim —dx_lum[zf] = lim(2vb —2v1) = lim(2vb -2

b—>oo b—w 1 b—o0

Utolso 1épésként hatarozzuk meg a hatarértéket. Ha b — oo , akkor Jb > . Ebbsl
kovetkezoen:

|im(2\/6—2)=200—2=oo .

b—a
Nem kaptunk véges hatarértéket, igy az I% dx integral divergens.
X
1
Megjegyzés: A két eddig megoldott feladatban 1ényegében ugyanolyan fiiggvényeket
integraltunk az [1, ) intervallumon. Mindkét fiiggvény esetén igaz, hogy lim f (x)=0 . Az

eredmény mégis mas, hisz az egyik integralnak véges értéke lett, azaz konvergens, a masik
viszont divergens. Feltehetjlik a kérdést, hogy mi a kiilonbség a két integral kozott. A

1 1
valaszhoz készitsiink egy-egy abrataz f (x)=——= , és g(X)=—= fuggvényekrol.
gy-egy (x)=~ N 9(x) 7 Meeveny
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Az abrakon az lathato, hogy az f (X) = L fiiggvény grafikonja gyorsabban kozeledik az X

xa/x

tengelyhez minta g(x)= =3 fiiggvény grafikonja. Masképp fogalmazva, az f (x)=—+=

Jx xa/x

fliggvény gyorsabban tart 0 -hoz minta g(x)= % fliggvény. Ha egy fiiggvényt o ig
X

integralunk, akkor csak olyan esetben kapunk véges értéket az integralra, ha az integralando
fliggvény elég gyorsan tart 0 -hoz. Ekkor a fliggvény és az X tengely kozotti sikrész gyorsan
keskenyedik, igy hidba nyulik vizszintesen a végtelenbe, mégis lehet véges a teriilete. Ha
azonban lassan konvergal egy fliggvény a 0 hoz, akkor az integral még divergens lesz. A
fliggvény és az X tengely kozotti sikrész keskenyedik ugyan, de ez nem tudja ellensulyozni,
hogy az alakzat vizszintesen a végtelenbe nyulik, igy nem lesz véges teriilet. Azt, hogy a
konvergencia mikor gyors és mikor lassu nem fogalmazzuk meg pontosan, csupan
szemléletesen kovetkeztetiink az abrakrol.

0
3. feladat: Iezxdx

Megoldas: Most az als6 integralasi hatar —co , ezért ezt valtoztatjuk meg végesre, majd a
megvaltoztatott hatarral tartunk az eredetihez.

0 0

[ e dx = lim [e*"dx

e a—>—o0 S
A primitiv fliggvényt célszerli most is kiilon meghatarozni. Ne feledkezziink el arrol, hogy
e?* dsszetett fiiggvény. Mivel a belsd fiiggvény elséfoku, igy hivatkozhatunk

I f (ax+b)dx = F(ax+b) +C integralasi szabalyra, amely szerint a kiilsé fliggvény integraljat
a

osztanunk kell a belsd fliggvénybdl X egyiitthatojaval.
2X

J'ezxdx:e?+c

Térjlink vissza a hatdrozott integralhoz.



0 2x 10 2.0 2a 2a
lim [e2dx=tim | $— | = tim|&_ & |=jim[2_8"
a—>-o " a—>—o| 2 . a>—oo| 2 2 a—>—o| 2 2

Utolso 1épésként hatarozzuk meg a hatarértéket. Mivel a — —oo , nyilvan 2a — —oo . Korabbi
tanulményainkbol tudjuk, hogy lim e* =0, igy lim e** =0, amibdl kovetkezik, hogy
X—>—00 a—>—wn

(1 e®) 1 0 1
lim|=-—— |==2—==Z=
2 2 2

Véges hatarértéket kaptunk, az integral konvergens, s értéke — , azaz

0
"y =+
jez dx_2

1
4. feladat: J'

! dx
J 3Y3x-2
Megoldas: Mivel az alsé integralasi hatar —o , ezért megvaltoztatjuk végesre, majd a
megvaltoztatott hatarral tartunk —oo -hez.
1 . 1
Lg/&(__ng_JLnllmdx
A hatérozatlan integralast hajtsuk végre kiilon. Ehhez irjuk a gyokot €s a reciprokot

hatvanyként, s azt integraljuk. Vegyiik figyelembe a linearis belsd fliggvényt is. Az eredményt
célszerli gyokos alakban irni.

2
IE/SX_dX j3x 2 3dx:(3)(2;2)3+c=%13/(3x—2)2+c

£.3
3

A primitiv fliggvénnyel térjiink vissza az eredeti integralhoz.
1
a'LmJ;/TdX‘JmeF (3x—-2)’ }azalimw(%i/(3-l—2)2 ; (3a-2)° j
1
=lim| =-=3/(3a-2
- im| 53 isa-27 |

Befejezésként hatdrozzuk meg a hatarértéket. Haladjunk Iépésenként.
Nyilvanvaloan lim (3a—-2)=-
a——w

Ebbél kivetkezik, hogy lim (3a—2)° =

Ezt kovetd lépésként pedig lim §/(3a—2)" =
Ezzel készen is vagyunk, hiszen
im|1-1; (3a-2)° T

2 2 2 2

Nem kaptunk véges hatarértéket, az integral divergens.

T 1
5. feladat: Lm



Megoldas: Egyik hatar sem véges, igy mindkettét megvaltoztatjuk, majd a megvaltoztatott
hatarokkal tartunk az eredetiekhez. Igy kettOs hatarértékiink lesz.

Tl 1
Iz—dx= lim Iz—dx
J X“+6x+10 T X +6x+10

Miutén felirtuk a hatarértéket, végezziik el kiilon a hatarozatlan integralast. Olyan racionalis
tortet kell integralnunk, aminek szamlaloja konstans, nevezdje pedig masodfoku. Vizsgaljuk
meg, van-e valds gyoke a nevezonek, azaz szamoljuk ki a diszkriminéanst.
D=6"-4-1.10=-4<0
Negativat kaptunk, a nevezdnek nincs valos gyoke, azaz nem bonthato szorzatta. Alakitsuk
ezért teljes négyzetté a nevezot.

1

RV S
X°+6x+10 (x+3) +1

dx =arctg x + ¢ alapintegralt kaptuk, csak X szerepét X+3 vette at. Ez

2

1

Lényegében az
yee I 1+x
egy elséfoku belso fiiggvényt jelent. Ilyenkor a kiils6 fliggvény integraljat osztanunk kell a

belsd fliggvénybdl x egyiitthatdjaval. Ez azonban most 1ényegtelen, mert X egyiitthatoja 1 .

J.;zdx =arctg(x+3)+c
(x+3)"+1
A primitiv fliggvénnyel térjiink vissza az eredeti feladathoz.
b

. . b .
a:me.a[mdx = alLrpm[arctg (x+3)]. = atI)Lrpoo(arctg (b+3)-arctg(a+3))

A kiilonbség kett6s hatarértékét két hatarérték kiilonbségére bonthatjuk. Az els6 részben csak
b szerepel, igy ott csak azzal kell foglalkoznunk, hogy b — o . A masodik részben csak a
szerepel, igy itt csak az érdekes, hogy a - — .

lim (arctg (b +3)-arctg(a+3)) = limarctg (b +3) - lim arctg(a +3)

b—o0

Mivel lim (b+3)=00 és lim (a+3)=—o0 , ezért Iényegében az a kérdés, hogy mi az arctg X

a—>—w©

fliggvény hatarértéke a oo -ben és a —oo -ben. Kordbbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy

limarctg x = T ¢s lim arctgx = —g . Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

X—>0 2 X—>—00

limarctg (b +3)— lim arctg(a+3)=g—(—fj=n :

b—w a——o 2

Véges hatarértéket kaptunk, igy az integral konvergens, és értéke n , azaz

I 1
[———dx=n
X°+6x+10

—00

o0

6. feladat:f 5
Xy

Megoldas: Ismét kettds hatarértékkel kapjuk majd az integral eredményét, mert egyik hatar

sem véges. [rjuk ezt fel els 1épésként.
X 5 X

[ —dx = lim [—=—dx

X +4 e XT+4

b—w

dx

—00



Mint a kordbbiakban, most is hatarozzuk meg kiilon a primitiv fliggvényt. Egy
elséfoku/masodfoku tipusu racionalis tortet kell integralnunk, amelyben a nevezdnek
nyilvanval6an nincs valds gyoke. Ezért alakitsuk ki a szamlaloban a nevezd derivaltjat.

Mivel (X2 + 4) = 2X , ezért szorozzuk a szamlalot 2 -vel, s az integral el6tt kompenzaljuk ezt

1 -del.
2

Ix +4 =_-[x +4

!

. f )
Igy ra tipusu fiiggvényt kell integralnunk, amely tipusu fliggvényekre korabban

megismertiik az I%dx =In| f (x)|+c szabalyt. Ezt felhasznalva kapjuk:

1
—I ——In‘x2+4‘+c :
x> +4 2
A primitiv fliggvény ismeretében térjiink vissza az eredeti feladathoz. Helyettesitsiink a
Newton-Leibniz-formuléba, és a kiilonbség kettds hatarértékét bontsuk fel két hatarérték

kiilonbségére.

a—>—» X2+4 as—x| 2

dx = lim Fln‘x2 +4ﬂb =Jimw(l|n‘b2 +4‘—%In‘a2 +4U:

b—w

—I|m—In‘b2+4‘— lim —In‘a +4‘

b—0 a—>—w0

Mar csak a hatarértékeket kell meghataroznunk. Mivel lim (b2 + 4) = és lim (a2 + 4) =

b—o0 a—>—o

ezért Iényegében mindkét helyen az a kérdés, mi a logaritmus fliggvény hatarértéke a
végtelenben. Ez szerepelt a korabbiakban, tudjuk limInx =00 . Ezt felhasznalva kapjuk:
= I|m—In‘b2 +4‘— lim —In‘a +4‘ —oo—%oo 0—00 .

a—)—oo
Az eredményiink még annal is csiinyabb, mint amikor oo -t vagy —o -t kapunk, hiszen a
oo —oo egy hatdrozatlan hatarérték. Ilyenkor az integralnak nincs értéke, vagy mas fogalmazva
nem definialt. Az ilyen integralok esetében nagyon fontos, hogy a kiilonbség két részében
egymastol fiiggetlen hatarértékek szerepelnek, azaz egyikben a , a masikban b a valtozé. Ha
egy improprius integral meghatarozasahoz kettds hatarértékre van sziikség, mert két hatart is
meg kell valtoztatni, akkor mindig kiilonbdzdeknek kell lenni a hatarértékekben a

valtozoknak. Ha nem igy jarnank el, akkor eléfordulhatna olyan, hogy egy fiiggvény (—o0,)
intervallumon vett integraljara véges értéket kapnank, mikozben a (—o,0) és (0,)

intervallumokon nem lenne véges az integral értéke. Ezzel azonban ellentmondasba keriiliink
az integralas azon alapvetd tulajdonsagaval, amely szerint ha egy fiiggvén integralhat6 egy
intervallumon, akkor annak barmely részintervalluman is integralhato.

7. feladat: Mennyi munkara van sziikség ahhoz, hogy egy m tomegi tirhajo végtelentil
tavolra keriiljon a Foldtol, s ezaltal kikertiljon annak gravitacios hatdsa alol?



Megoldas: Amint az korabban szerepelt, a munkat Ggy hatdrozhatjuk meg, hogy az tirhajéra a

Fold altal kifejtett gravitacios er6t leiro fuggvényt, F ., =F, ., (r) =k 7 integraljuk
[R,oo) intervallumon. A valtoz6 szerepét most r tolti be, igy r szerint integralunk.

T Mm
W = [k—-dr

R I

Mivel az integralasi hatarok kozott szerepel a oo , ezért ez egy improprius integral.
Megvaltoztatjuk a nem véges integraldsi hatért, igy elvégezziik az integralast, majd vessziik
az integralas eredményének hatarértékét az eredeti hatarhoz tartva.
T Mm % Mm
W = [k=dr =lim [k=—-dr
r
R

2
b—0
R r

Mivel k, M, m konstansok, igy kiemelhet6k az integralbol és a hatarértékbdl.

"1
W =kMmlim | = dr
b—w R r
A primitiv fliggvényt hatarozzuk meg kiilon. Ehhez irjuk az integrandust negativ kitevds
hatvany forméjaban, és a hatvanyt integraljuk. Az eredményt hozzunk minél egyszeriibb
alakra, azaz célszeriibb tort formaban irnunk.

-1
J‘izdr :Ir’2 dr="_sc--Lic
r -1 r
Térjiink vissza az eredeti feladathoz. Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, s vegyiik a két
helyettesitési érték kiilonbségét.

b
W =kMm Iim{—l} — kMm im —1—(—1j — kMm |im(l—1j
boo] 1 o boo| P R b\ R Db
Utolso 1épésként hatarozzuk meg a hatarértéket. Konnyt dolgunk van, mert % nyilvanval6an

0 -hoz tart, ha b tart oo -hez, azaz Iiml =0 , hiszen véges/végtelen tipusu a hatarérték,

b—» |y
aminek eredménye mindig 0 .
. (1 1 1 1

W =kMmlim| =-= |=kMm| —-0 |=kMm—

bo=\ R b R R
Ezzel olyan 6sszefliggést kaptunk a munkara, amibe csak az tirhajé tomegét kell
behelyettesiteni az egyéb fizikai allandok mellett. Ha ez ismert, a munka pontosan
meghatarozhato.
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Elméleti osszefoglalo
Legyenaz f(x) fiiggvény értelmezett az (@,b] intervallumon, és az x =a hely jobb oldali

koérnyezetében nem korlatos. Ha f () integralhat6 (a,b] barmely [a+¢,b]

b
részintervalluman (0 <e<b-a) , éslétezik a lim | f(x)dx hatarérték, akkor ezt az f (x)

e—>0"
a+e

fliggvény [a, b] intervallumon vett improprius integraljanak nevezziik.

b b
Jelolésben: [ f (x)dx=lim [ f (x)dx .

b
Haa lim | f(x)dx hatarérték csak tagabb értelemben létezik, azaz o vagy a —o , akkor
e—0"
a+te

azt mondjuk, hogy az integral divergens.

A fenticket ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha egy fliggvényt olyan [a,b] intervallumon kell
integralnunk, amelyben az alsé hatér jobb oldali kérnyeztében a fiiggvény nem korlatos,
akkor az integralés als6 hatarat a -t kicseréljiik egy nala nagyobb szdmra a+¢ -ra, azaz
sztikitiink az integralasi intervallumon. Ezen sziikebb intervallumon maér korlatos a fiiggvény,
igy itt meghatarozhato az integralja. Az als6 hatart azonban valtozoként kezeljiik, igy az
integral értéke az also hatar fiiggvénye lesz. Ennek a fliggvénynek vessziik a hatarértékét ugy,
hogy a megvaltoztatott hatdrral az eredeti hatarhoz tartunk. Ha 1étezik a hatarérték, akkor ez

az integral ért¢ke az [a,b] intervallumon.

Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy egy olyan alakzat eldjeles teriiletét hatdrozzuk meg az
integrallal, amely a fiiggvény grafikonja és az X tengely kozott helyezkedik el az (a, b]
intervallumon, s mivel a fliggvény nem korlatos az X = a hely jobb oldali kdrnyezetében,
ezért az alakzat fligg6legesen nem korlatos, « -be vagy —oo -be nyulik fliggélegesen az

X =a hely kozelében, az a jobb oldalan.

¥

Jtx)

it b x

Hasonlo6an jarunk el, ha a fliggvény az [a, b) intervallumon értelmezett, és az x =b hely bal

oldali kérnyeztében nem korlatos. Ekkor ha f () integralhat6 [a,b) barmely [a,b—3]



b-5
részintervalluman (0 <8 <b—a) , és 1étezik a lim | f(x)dx hatarérték, akkor ezt az f (x)
5—-0"
fliggvény [a, b] intervallumon vett improprius integraljanak nevezziik.
b b-5

Jelolésben: | f(x)dx=lim | f(x)dx .

J £ (0x=tim [ 1
Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy most is sziikitiink az integralasi intervallumon annal a
hatarnal, amelynél gond van az integralassal. A sziikebb intervallumon meghatarozzuk az
integralt, ami a megvaltoztatott hatar fiiggvénye lesz, majd tartunk a megvaltoztatott hatarral
az eredeti hatarhoz, és vessziik az integral hatarértékét. Ha 1étezik a hatarérték, akkor ez az

integral értéke az [a,b] intervallumon.

Szemléletesen azt mondhatjuk, olyan alakzat eldjeles teriiletét hatarozzuk meg az integrallal,
amely a fliggvény grafikonja és az X tengely ko6zott helyezkedik el az [a, b) intervallumon, s

mivel a fliggvény nem korlatos az X =b hely bal oldali kdrnyezetében, ezért az alakzat
fliggblegesen nem korlatos, o« -be vagy —oo -be nyulik fiiggblegesen az x =b hely
kozelében, az b bal oldalan.
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Ha egy fliggvény értelmezett az (@,b) intervallumon, és az x=a hely jobb oldali, az x =b
hely bal oldali kornyezetében nem korlatos, akkor is hasonléan jarunk el. Ekkor az
intervallum mindkét hatarat megvaltoztatjuk, a -t kicseréljik a+¢ -ra, b -t pedig b—0 -ra, s
igy sziikitiink az integralasi intervallumon. Ezen [a +¢&,b- 5] intervallumon hajtjuk végre az
integralast, majd a hatarokkal tartunk az eredeti hatarokhoz. Mivel mindkét hatart
valtoztattuk, igy kettds hatarértéket kell venniink. Ha létezik az integralnak hatarértéke, akkor
azt a fliggvény [a, b] intervallumon vett improprius integraljdnak nevezziik.

b b-8

Jelslésben: [ f(x)dx=lim [ f(x)dx .
a 550" ate

A fliggvény [a, b] intervallumon vett integralja szemléletesen annak a sikrésznek az eldjeles

terliletét adja meg, ami a fliggvény grafikonja és az X tengely kozotti helyezkedik el az (a, b)

intervallumon. Mivel a fiiggvény egyik hatar kdrnyezetében sem korlatos, igy mindkét hatar
kozelében oo -be vagy —o -be nyulik fliggélegesen.
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Haaz f (X) fliggvény az [a, b] intervallumban egy belsé X = hely kornyezetében nem
korlatos, akkor az [a,b] intervallumon vett improprius integral az [a,c] és [c,b]

intervallumokon vett improprius integralok dsszegének tekinthetd, azaz
b c b c-8 b
I f (x)dx:j f (x)dx+! f (x)dx:gLr(r)] a f (x)dx+gILr(r)] f(x)dx .

a a C—¢

Ekkor olyan alakzat eldjeles teriiletét szamoljuk, ami az [a, b] intervallum belsd ¢ pontjanak
kozelében nyulik fiiggdlegesen a oo -be vagy a —oo -be.

i1 y: foy b x
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Amint lathato, az improprius integralokat mindegyik esetben hatarértékbdl kapjuk meg. Ha
Iétezik hatarérték, akkor az integral konvergens, de ha nem, akkor az integral divergens.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az olyan esetek, amikor a fiiggvény nem korlatos valahol az
integralasi intervallumban, azok nem deriilnek ki olyan latvanyosan az integral felirasabol,
mint amikor az integralasi intervallum nem korlatos, azaz a hatarok k6zott o« vagy —oo
szerepel. Ezek egyszerli hatarozott integralnak néznek ki, s csak ha megvizsgaljuk, milyen
értekeket vesz fel a fliggvény az integralasi intervallumban, akkor dertil ki roluk, hogy
impropriusok. Ezért ha hatarozott integral kiszamitasa a feladat, akkor el6szoér mindig a
fiiggvény korlatossagat kell vizsgalni az integralasi intervallumon, s ha nem korlétos, akkor az



eredmény csak a megfeleld hatarértékbdl kaphatdo meg. Nagyon sok esetben azért improprius
egy integral, mert valamilyen tortet kell integralnunk, és a nevezdnek zérushelye van az
integralasi intervallum hataran vagy belsejében. Ezért tortek integralasakor mindig vizsgaljuk
meg, van-e zérushelye a nevezonek az integralasi intervallum hataran vagy belsejében.

Kidolgozott feladatok

11
1
8. feladat: | ——=dx
;'; Ux+5
Megoldas: A hatarok végesek, de az integrandus nincs értelmezve az X =—5 helyen, és ezen
hely jobb oldali kdrnyezetében nem korlatos. Az integral ezért improprius, €s hatarértékkel
lehet meghatarozni. Mivel az als6 hatdrndl van probléma, ezért megvaltoztatjuk ezt a hatart

sziikitve az intervallumot. Kicseréljilkk a -5 -6t -5+ ¢ -ra. Ezutan a [—5+ 8,11] intervallumon

integralunk, és vessziik az eredmény hatarértékét ugy, hogy &€ — 0" . Igy a megviltoztatott
hatérral az eredeti hatarhoz tartunk.
11 1 11 1
——dx=1Ilim | —=adx
IS Ux+5 e0" 5;[8 Ux+5
A primitiv fliggvényt hatarozzuk meg kiilon. Ehhez a gyokot és a reciprokot irjuk

hatvanyként, €s a hatvanyt integraljuk. Az eredményt célszeri gyokos formara alakitani.
3
X+5)4
u+C :%4 (x+5)3 +C

1
dx = J'(x+5)7 dx =

J- 1

A primitiv fliggvény ismeretében térjiink vissza az eredeti hatdrozott integralhoz, és
helyettesitjiik a hatarokat a Newton-Leibniz-formulaba.

| .14 s . (4 3 4 3
!Lrg] J' ﬁdx:lerp[§4(x+5) L%:Sh_)rgl(g(‘/(lHS) —EQ/((—5+3)+5) ):

—5+¢

—Ilm(3<‘/1? 4J_j_||m( 8——\/_]

e—>0"

Mlw

M¢ég a hatarértéket kell meghatdroznunk. De ez most nagyon egyszer(i, hiszen véges helyen
vesziink hatarértéket, amit behelyettesitéssel megkapunk, ha a miiveletek végrehajthatoak.
Helyettesitsiink tehat € helyére 0 -t.

lim 4J_ 8——\/0_3 —s 32
5o a#)S

e—>0" 3

. s . : , ey 32
Véges hatarértéket kaptunk, igy az integral konvergens, és értéke 3 azaz

1
9. feladat: | —=dx
-([ x2/x
Megoldas: Az integrandus nincs értelmezve az X =0 helyen, s ezen hely jobb oldali
kornyezetében nem korlatos. Az integral ezért improprius, €s hatarértékkel szamolhato ki. Az



also hatart valtoztatjuk meg 0 -r6l 0+¢€ =¢ -ra, és az integralas utan tartunk az eredeti also
hatarhoz.

1
1
dx = lim | ——=dx
I \/_ e—0" v[ X2 \/;
A hatarozatlan integrélést hajtsuk végre a szokott modon.
3
X 2 2 1
dx=|x 2 dx=2tc=-SZ_+c
.[ 2 J_ I B § 3 \/X_s
2
A primitiv fliggvénnyel térjiink vissza az eredet integralhoz, €s helyettesitsiik a hatarokat.

|imj dx = lim Zilzlim 21 fzd —3+2i

e—0" ,\/_ e—>0" \/X_3 . e—0" 3 ,\/1_3 ,\/_ s—)O 3 \/8_3

A hatarerteket kell még meghataroznunk. Azonban most hidba probalunk & helyére 0 -t
helyettesiteni, mert igy O keriil nevezdbe, azaz nem értelmezett miivelethez jutunk.

1
Vizsgaljuk ezért kiilon a lim ﬁ hatarértéket. Olyan tortet vizsgalunk, aminek szamlaloja
e—>0" e
egy pozitiv véges érték, nevezdje pedig 0 -hoz tart pozitiv oldalrdl. A hatarérték ezen esetérol
korabban volt sz0, és akkor kideriilt, hogy ilyenkor « vagy —oo lehet a hatarérték a szamlalo
¢és a nevezd elc’ijelétc’il fiiggden. Mivel most mindkettd pozitiv, igy jelen esetben oo -t kapunk,

azaz lim — =oo . Ezt felhasznalva kapjuk:

e—0" ’

Az integral tehat divergens, mert nincs véges hatarérték.

1
x3/In x

dx

1
10. feladat: I

1

e
Megoldas: Az integral improprius, mert In1=0 , s igy az X =0 helyen nincs értelmezve a
fliggvény, valamint ezen hely bal oldali kornyezetében nem korlatos. Az 1 az integralas felso

hatara, most ezt modositjuk 1-06 -ra. Az [— ,1—8} intervallumon integralunk, és az
e

eredménynek vessziik a hatarértékét, a modositott hatarral az eredetihez tartva.
1 ) 1-8 1

J.— dx=lim | ——=dx

1 X3/In x 50" 9 x3{In x

e e

Ahogyan eddig is tettiik, végezziik el kiilon a hatarozatlan integralast. A gyokot és a
reciprokot irjuk hatvanyként, s igy az integrandus f*- f' tipusu lesz. Alkalmazzuk az

jf (x)- f'(x)dx =——~ M()

+C szabalyt.

1 ] (Inx)2 3 2
d = I ._d = —_3 I
jx3lnx X j(nx)s L te=2 (Inx)" +c



Térjiink vissza az eredeti feladathoz, és helyettesitsiik a hatarokat a Newton-Leibniz-
formuléba.

| 3
lim dx:lim{ (Inx)} =lim| = In 1 6 -= In
80" ¢ x3[In x 50| 2 50"

e

:lim(g\/(ln(l 5)) - 3 (-1)° ]=QL@(§3(In(1—8))Z‘gj

50"
Az atalakitasok soran felhasznaltuk, hogy In 1 In (e’l) =-1.
€

Mar csak a hatarértéket kell meghataroznunk. Helyettesitsiik & helyérea 0 -t.

|im@3(|n(1—5))2—g]=2 (In(1-0))’ 2 3 n1)2—g=§%/0_2—g=—g

50" 2
Az integral konvergens, mert véges hatarértéket kaptunk, ami az integral értéke, azaz
1
1 3
J' dx=——=.
x3/In x 2

e

dx

2
11. feladat:j >
) X

Megoldas: Az integralandé fliggvény nincs értelmezve az X =2 helyen, és ezen hely bal
oldali kdrnyezetében nem korlatos, igy az integral improprius. Ezért modositjuk a felsé hatart,
az Uj intervallumon integralunk, és az eredménynek vessziik a hatarértékét az eredeti hatarhoz

tartva.
2 2-9
X
j dx = lim > dx
5 x> —4 80"« X°—4

Most is végezziik el kiilon a hatarozatlan integralast. frjunk a szamlaloba egy 2 -es szorzot,

!

az integral elé pedig % et, mert igy 3 tipusu lesz az integrandus.

J’ X
X2
Térjlink vissza az eredeti hatarozott integralhoz a primitiv fliggvénnyel, €s helyettesitsiik be az
integralasi hatarokat, majd végezziik el a miiveleteket.
2-8 2-8
. . . (1 1
lim [ —=— dx = lim {—In‘x —4@ = lim (Eln‘(Z—S)Z —4‘—§In‘02 _4\]:

50" ¢ x> -4 550 550

dx:%szzf4dx:%ln‘x2—4‘+c

50"\ 2 50"\ 2

= lim (lln\4—45+82 —4‘——In|—4|j: lim (Eln‘82—48‘—lln4)
2 2

Az utolsoé 1épésben hatarozzuk meg a hatarértéket. Mivel In ‘82 — 48‘ egy Osszetett fiiggvény,

igy kezdjiik a belso fiiggveény hatarértékével. Mivel véges helyen vesziink hatarértéket, igy
egyszerilien behelyettesitiink.
lim|5” - 43| =|0* —4-0| = 0"
50"
Ezutan vegyiik a kiils6 fliiggvény hatarértékét azon a helyen, ahova a belso fliggvény tart. Az

tehat a kérdés, hova tart a logaritmus fiiggvény, ha a valtozo jobbrol tart 0 -hoz. A
korabbiakban szerepelt, hogy lim Inx=—oo . (A logaritmus fiiggvénynek az X =0 helyen
x—0"




fliggbleges aszimptotaja van, és 0 -hoz kozeledve, a fliggvény egyre kisebb értékeket vesz
fel.) Ezzel megkaptuk az 0sszetett fliggvény hatarértékét is, azaz 6I|_>rgl = In ‘62 46‘ —oo . Ezt
felhasznalva kapjuk:

lim (%m\az —48‘—%In 4) = %(—oo)—%ln4 = 0

Nem kaptunk tehat véges hatarértéket, igy az integral divergens.

4
1
12. feladat: | ———=dx
J; V16— x°
Megoldas: Az integraland6 fliggvény egyik integralasi hatdrnal sincs értelmezve, €s az also
hatar jobb oldali, a fels6 hatar bal oldali kornyezetében nem korlatos. Ezért mindkét hatart
megvéltoztatjuk szﬁkitve az integrélési intervallumot, és kettds hatarértéket vesziink.

dx = lim

I \”-6 X 0" —4+z.

Hatarozzuk meg kiilon a primitiv fiiggvényt. Az integrandus nagyon hasonlit az

1-x°

fliggvényhez, ami alapintegral, I dx =arcsin x + ¢ . Ha kiemeliink az integral elé % -

1
\J1-x2
2

2
et, majd a gyokon beliil :_6 helyett (%) -t irunk, akkor olyan Osszetett fliggvényt kapunk,

aminek kiils6 fliggvénye a fenti alapintegral, belsd fiiggvénye pedig % .

[ T
e Jle(l‘fej @p ()

+C szabalyt.

Mivel % elsdfoki fliggvény, igy alkalmazhatjuk az [ f (ax+b)dx = F(ax+b)
a

Most f (x)= s igy F(x)=arcsinx , valamint ax+b:§ , tehat a:% gy

1
N/

alkalmazva a fenti szabalyt kapjuk:
. X
arcsin —
1 1 1
S ——dx==
4 x )2 4
[
4
A primitiv fliggvény ismeretében térjiink vissza az eredeti feladathoz, és helyettesitsiik az
integrélési hatarokat a szokott modon. A kettds hatarértéket bontsuk fel két hatarértékre.

. X
+C=arcsin—+c .

NP

4-5
lim J. dx = lim | arcsin > = lim| arcsin 4-9 arcsin Ate )
£—0" e ’16 X 0" dre £—0" 4 4

—0" 5§—0"

] . 4-5 . . -
= lim arcsin —— — lim arcsin

50" e—-0"




Ezutan hatarozzuk meg a két hatarértéket. Mivel mindkét esetben véges helyen vesziink
hatarértéket, igy egyszeriien behelyettesitiink.

£ . . —4+0
= arcsin—— —arcsin =
4 4

) . 4-5 . . -
= lim arcsin——— lim arcsin

50" e—0"

=arcsinl—arcsin(-1) = g —[—gj =7

Véges hatarértéket kaptunk, igy az integral konvergens, és értéke a kapott hatarérték, azaz

1
—— __dx=
J; V16— x?

1
13. feladat: .[—dx

" X2 —4x+3
Megoldas: Hatarozzuk meg a nevezd gyokeit, hogy lassuk van-e zérushelye az integralési
intervallumban. Ez azért fontos, mert a nevezd zérushelyeiben nem értelmezhet6 a tort, és
azok kornyeztében nem is korlatos.

4+.(-4) -4-1-3 (3
2-1 1

Amint l4thato, az integraland¢ tort nincs értelmezve egyik integraldsi hatarnal sem, ezért most
is kettds hatarértékbdl kaphaté meg az eredmény.

x> —4x+3=0 = X, =

3 3-3

I%dX: ||m Z;dx

1 XT—4x+3 620" & X" —4X+3
50"

Végezziik el kiilon a hatarozatlan integralast. Az integrandus egy racionalis tort, s mivel a
nevezOnek vannak valds gyokei, igy szorzatta lehet bontani, majd ezt felhasznalva a tortet
felbonthatjuk résztortekre. A résztorteket hozzuk kdzos nevezore, és a szamlalot rendezziik X
hatvanyai szerint.
x> —4x+3=(x-3)(x-1)

1 1 A B A(x-1)+B(x-3) (A+B)x+(-A-3B)
x2—4x+3  (x-3)(x— 1) x—3 x-1_ (x=3)(x-1)  (x=3)(x-1)
A szamlalok egyenldségeébdl irjuk fel az egyenletrendszert, amit oldjunk meg.
0= A+ B (Az els6fokl tagok egyenldsége.)
1=—-A-3B (A konstans tagok egyenldsége.)

A két egyenlete 6sszeadva 1=-2B , amibdl B = —% . Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve

kapjuk: Azé :
frjuk fel ezutan a konkrét résztorteket, és integraljuk Sket.
1 1
1 B 1 2 2 J11r 1
x*—4x+3  (x-3)(x-1) x-3 x-1 2(x-3 x-1

[t ax=[1 (X_B_X_lj U—dx —1de

1 X—
:E(In|x—3|—ln|x—14)+c:iln I +c




A primitiv fiiggvénnyel térjiink vissza az eredeti feladathoz, helyettesitsiik az integralasi
hatarokat. A kettds hatarértéket bontsuk fel két kiilon hatarértékre.

1 T x=3T° (1, ](3-8)-3| 1, |(1+e)-3
lim | ———dx=Ilim|ZIn|=—|| =Ilim|ZIn|F——=—|-ZIn|/———| |=
e20" 4 X*—4X+3 o0 x=1[],, =02 |(8-8)-1 2 |(1+g)-1
50" 50" 50"

(1 =8| 1, le-2| 1 1 [e-2
=lim| =In —=In =lim=In|——-lim =In

=0\ 20 [2-8] 2 g |) 02 _8l 02 c

50"

Mindkét hatarérték esetén behelyettesitéssel probalkozunk, mert véges helyen vessziik a

hatarértékeket. Nézziik az elsot. Mivel In|——

Osszetett fliggvény, igy eldszor a belsod

figgvény hatarértékét vizsgaljuk, ami behelyettesitéssel megkaphato.
lim B P U =0"

50 |2-5| |2-0

Ezutan vegyiik a kiilso fiiggvény hatarértékét azon a helyen, ahova a belso fiiggvény tart. Az
a kérdés, hova tart a logaritmus fliggvény, ha a valtozé jobbr(')l tart 0 -hoz. Egy kordbbi

feladatban mar szerepelt, hogy limInx=—o0 ,igy limIn|——

x—0" 50"

= —00 .

Vizsgaljuk most a masodik hatarértéket. Itt is kezdjiik a bels6 fliggvénnyel, s probaljunk
behelyettesiteni

e-2
_iimlE=2_

£—0" |g| O+

A behelyettesités azonban most nem miikddik, mert nem végezhetd el a miivelet. Nullaval
kellene osztanunk, s ez nincs értelmezve. Olyan tortet vizsgalunk, aminek szamlaloja egy
pozitiv véges érték, nevezdje pedig 0 -hoz tart pozitiv oldalrol. Ilyenre is volt mar példa
korabbi feladatban, és akkor szerepelt, hogy az ilyen torteknél oo vagy —oo lehet a hatarérték
a szamlalo és a nevez0 eldjelétol fiiggden. Mivel most mindkettd pozitiv, igy o -t kapunk,

I|m

0" For

. E—
azaz lim|——
e>0"| g

Ezutan vegyiik a kiils6 fiiggvény hatarértékét azon a helyen, ahova a belsd fliggvény tart. Az
a kérdés, hova tart a logaritmus fiiggvény, ha a valtozo a végtelenbe tart. Mivel a logaritmus

=00 .

fiiggvény mindenhataron til ndvekszik, ezért limInx =00 , ebbdl lim N4 = .
X—>0 e—0" fot

Részeredményeinket felhasznalva kapjuk:

lim S 1n|—=2|— lim L 1n|2=2 :1(—00)—100:—00 .

50" — g—0" 2 g 2 2

Az integral tehat divergens, mert nem kaptunk véges hatarértéket.

14. feladat: I
Fre

Megoldas: Az integrandus nincsen értelmezve az X =0 helyen, s ezen hely kdrnyezetében
nem korlatos. Mivel ez a hely az integralasi intervallum belsejében van, ezért két részletben
kell integralnunk, els6 részletben —1 -t61 0 -ig, a masodik részletben 0 -t6l 8 -ig. Ezek az
integralok kiilon-kiilon is impropriusok, igy mindegyiket a megfeleld hatarértek felirdsaval



kapjuk. Az elsé integralban valtoztassuk meg a felsé hatart 0 -r6l 0—6=—-0 -ra, a
masodikban valtoztassuk az also hatért 0 -r6l O+e=¢ -ra.

1 ¢ 1 r : 1
—dx=|—=dx+|—=dx=lim dx+ lim | —=dx
-flf’fx J;WX E')' «3/)( 50" J X / e—>0" j ,3[)(
Végezziik el kiilon a hatarozatlan 1ntegralast. Ehhez irjuk az integrandust hatvanyként. A

hatvany integraldsa utan az eredményt alakitsuk vissza gyokos formara.
2

1 o3 3
IﬁdX:J'X 3dX:?+C:§§/X_2+C
3

A primitiv fliggvény ismeretében folytassuk az eredeti feladat megoldasat, és helyettesitsiink
a Newton-Leibniz-formulaba.

i 3 2 - ; 33 2 8_
i goce i [ o= i 507 | i | 5307 -

=Iim(§§/(—8)2—g3(—1) )+nm( ifs? - BJ_j

50t 2
— lim (33/6_2—§.1j+ lim (§-4—§%_2j — lim (§3/8_2—§j+ lim (6—§3 szj

50" 2 e—~0"\ 2 2 50"\ 2 2 £—>0" 2

Mar csak a hatarértékek meghatarozasa van hatra. Ez most kénnyti, hiszen mindkét helyen
csak be kell helyettesiteniink.

lim (23/8_2 g}u nm(s—g%/g_zj: lim (23/0_2—2} lim (6—§ oZJ

5—0" 50" e—0"

_[3.0-3)(6-2.0]=-3,6=2
2 2 2 2 2

Véges hatarértéket kaptunk, tehat az integral konvergens, és értéke a kapott hatarérték, azaz
j 1 =2
2 3x

3n

2
15. feladat: Ic_os;x
) sin? x

2
Megoldas: Az integralandé fiiggvény nincs értelmezve az X = helyen, s ezene hely

€

dx

kornyezetében nem korlatos. Ismét két részletben integralunk, elsé részletben > -t6l © -Ig, a

masodik részletben n -t6l 3771 -ig. Ezek az integralok kiilon-kiilon is impropriusok, igy

mindegyiket a megfeleld hatarérték felirasaval kapjuk. Az elsd integralban valtoztassuk meg a
fels6 hatart © -r6l m1—0 -ra, a masodikban valtoztassuk az alsé hatart © -rél nw+¢ -ra.

3n 3n 3n
2 T 2 n— 2

COS X COS X COS X . COS X
_[_2 dx:J‘_2 dx+‘[_2 dx = lim j dx lim j ——dx
7 Sin° X ° Sin“ x ° sin” x 550" 9 sin? x e>0" = sin® X

2 2 E
A hatarozatlan integralast szokds szerint végezziik el kiilon. Ehhez irjuk az integrandust
szorzatként, els6 tényezdben Sin x egy hatvanya all, a masodikban pedig C0s X, ami a sin X



derivéltja. fgy f*- f' tipusu lesz a fiiggvény, s alkalmazhatjuk az

a+l
I - f (X)dx_ f ( )+C szabalyt. Az eredmény célszerii tortként irni.
. -1
- sin x _
IC-OS;XdX=J(Sinx)2cosxdx:( ) too .1 e
sin“ x 1 Sinx

A primitiv fliggvénnyel térjiink vissza az eredeti feladathoz, és helyettesitsiik az integralasi

hatarokat. Ahol lehet, végezziik el a miiveleteket.
3n 3n

-3 2 -3 )
. cos CoS X . -1 . -
lim dx lim ——dx=lim| — +lim| —— =
80" sm X s-0" ¥ 5in” X 30" SINX [z 07| SINX
T+€ E T+e

= lim R N T e S =
50| sin(m=8) G T | 0| G 3T sin(m+e)
2

— lim 1 + lim i S
“ooor(sin(n-8) 1) o0 (-1 sin(n+e)

: -1 . 1
= lim _—+1 +lim 1+_—
50" sin(n—3) =0 sin(n+e)
Meég két hatarértéket kell meghataroznunk. Mivel sinm=0, ezért nem elég egyszerlien

behelyettesiteni, ugyanis mindkét esetben 0 -hoz tart a nevez6. Korabban mar szerepelt, hogy
ilyenkor oo -t vagy —oo -t kapunk a szamlalo €s a nevez6 eldjelétdl fiiggéen. Az elsd esetben
a szamlalo negativ a nevez6 pedig pozitivan tart nullahoz, igy itt —oo az eredmény, azaz

lim ———— =—o0 . A masodik esetben a szamlalo pozitiv a nevez6 pedig negativan tart
50" sin(mw—3)

nullahoz, igy itt is —o az eredmény, azaz lIM ——— =—o .
0" Sin(m+¢)
A részeredményeket felhasznalva kapjuk:

- S'LT [Wl_g) +1j+s"ﬂ)1 [1+W71H8)] =(—00+1)+(1-o0) = -0

Nem kaptunk véges hatarértéket, tehat az integral divergens.

Ellenorzo kérdések:

6
1
7. kérdés: | ——
J; — dx
1
2
4 (X)
Az integral divergens.

-1

8. kérdés:

> dx
% (x+3)



| —

>N

z integral divergens. (X)

g

2
9. kérdés: Itgxdx
0

Nja B

Inmt
Az integral divergens. (X)

1

10. kérdés: | ——— dx
! NG

1

4

1

2

1(X)

Az integral divergens.

11. kérdés: X

1
| =
L \1-16%2
4

T

(X

7 X

T

2

T

Az integral divergens.
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12. kérdés: '[ 1 5 dx
1 —X
In1
2
In2
1

Az integral divergens. (X)

1
4

13. kérdés: | —=dx
I%

-85



75 (X)
-50
Az integral divergens.
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14. kérdés: j

0

sin X

— X
cos” X

| —

bl Sl )

z integral divergens. (X)



