4. Tobbvaltozos fiiggvények

4.2. Kétvaltozos valos értékii fiiggvények differencialszamitasa

Tanulasi cél: A kétvaltozés fliggvények differencialszamitasa és annak gyakorlati
alkalmazaséaval valo megismerkedés.

Elméleti 6sszefoglalo
A parcialis derivalt fogalma

Definicio: Legyen (x,,Y,) az f(x,y) fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy pontja. Az
f(x,y) fiiggvény x szerint parcialisan differencialhato az (x,,y,) pontban, haa

lim f (X’ yo) —f (Xo’ yo)
X% X — X,
hatarérték 1étezik és véges. Ekkor ezt a véges hatarérteketaz f(x,y) fiiggveny (x,,Y,) pontban

vett x szerint parcialis derivaltjanak nevezziik. Jellés:

, 0 - F (X Yp) = T (X0 Yo)
f V. )=—f(x,,y,)=lim 0 01707
« (%0, Yo) == T (%, ¥o) = im xx.

Definicio: Legyen (x,,Y,) az f(X,y) fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy pontja. Az
f(x,y) fliggvény y szerint parcialisan differencialhat6 az (x,,y,) pontban, ha a

lim f (XO’ y)_ f (XO1 yO)
Y=Yo y— yO
hatarérték 1étezik és véges. Ekkor ezt a véges hatarérteket az f (X, y) fiiggveny (x,,Y,) pontban
vett y szerint parcialis derivaltjanak nevezziik. Jelolés:
f (%, Y) = £ (%, o)

, 0 .
fy(xo’yo)zaf()(o’yo):!'ﬁn;]J y—y .
0

Definiciéo: Azt az 0j fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya az f(X,y) fiiggvény
értelmezési tartomanyanak azon pontjaibol all, ahol az f(x,y) fiiggvény X szerint parcialisan
derivalhatd, és értéke minden ilyen pontban megegyezik az adott ponthoz tartozé x szerinti
parcialis derivalt értékével, az f(x,y) fliggvény X szerinti parcialis derivaltjanak nevezziik.
Jele:

, 0 of
o)== foy) ==

Definicio: Azt az 0j fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya az f(X,y) fliggvény
értelmezési tartomanyanak azon pontjaibol all, ahol az f(X,y) fiiggvény y szerint parcialisan
derivalhato, és értéke minden ilyen pontban megegyezik az adott ponthoz tartozo y szerinti



parcialis derivalt értékével, az f(Xx,y) fliggvény y szerinti parcialis derivaltjanak nevezziik.
Jele:

0 of
fr(x,y)=—f(x,y)=—.
, (xy) : (% y) :

A definiciobol kovetkezik, hogy a parcialis derivaltfiiggvények meghatdrozasakor az
egyvaltozos fiiggvények derivalasi szabalyai hasznalhatok tgy, hogy amikor az egyik valtozé
szerinti parcialis derivaltfiggvényt allitjuk eld, akkor a masik valtozot konstansnak kell
tekinteni.

Megjegyzés: A parcialis derivaltak Iényegében a rétegvonalak derivaltjai. Geometriai
jelentésiiket az abra mutatja.

Metszetgorbe f(xq, ¥g)-
érint6 meredeksége

Metszetgorbe f(xq, ¥o)-

érintd meredeksége
Metszetgorbe 2 = f(xg, y) : e

X =Xg Metszetgorbe 2 = f(x, yo)

Y=Y

P(xq, yo, f(xq, .\’n))|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|

z= fx,)

///

Y=o (xp,Y0) X=Xo

Az elsérendii parcialis derivaltak maguk is kétvaltozos fiiggvények. Ha ezeket Gjra derivaljuk,
akkor kapjuk a masodrendll parcidlis derivaltakat. Ezeket ugy jeldljiik, hogy sorban leirjuk
azokat a valtozokat, amelyek szerint derivalunk. Eszerint méasodrendii parcialis derivaltbol négy

létezik. Ezek a kovetkezok:
o( o o0 f
fr(x,y)=—| — f (X, =
"(x,Y) ax[ax ( y)j o1

azt jelenti, hogy az f(x,y) fiiggvényt elészor X szerint, majd masodszor is X szerint derivaljuk

parcialisan.
o 0 o’ f
foy (X, y)Z—(—f(X, y)j:
” oy \ oy oyoy

azt jelenti, hogy az f(x,y) fiiggvényt elészor y szerint, majd masodszor is y szerint derivaljuk

parcialisan.



, (o _ o
f1(x,y)= ay( ol y)j vy

azt jelenti, hogy az f(x,y) fiiggvényt el6szor X szerint, majd masodszor Yy szerint derivaljuk

parcialisan.
o° f
OyOX

azt jelenti, hogy az f(x,y) fiiggvényt el6szor y szerint, majd masodszor X szerint derivaljuk

£r(x,y) = %[% f(x y)j -

parcialisan.
Az fR(xy) és fi(xy) figgvények a tiszta, mig az f7(x,y) és f (X, y) figgvények a
vegyes masodrendii parcialis derivaltak.

A Young-tétel kimondja, hogy kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvényekre a magasabbrendi
parcialis derivaltak fiiggetlenek a derivalas sorrendjétol, azaz

fa(y)=fo(xy).

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Legyen f(x,y)=3x*y—2xy*. Szamitsuk ki az f/(1,-2) és f (L, -2) értékeket!
Képezziik az 6sszes masodrendii parcialis derivaltat is!

Megoldas:

A feladat megoldasdhoz eldszor el kell végezniink a parcidlis derivalast az adott valtozok
szerint, majd kovetkezik a behelyettesités. Parcidlis derivalasnal csak azt a valtozot tekintjiik
valtozonak, ami szerint éppen derivalunk. A masik valtozé pedig rogzitett konstansként
viselkedik. Azaz:

f/(x,y)=3-2xy—2-1-x°y* =6xy —2y*,

mivel x* derivéltja 2x, az x derivaltja pedig 1. Ezt kovetSen elvégezve a behelyettesitést:
f/(1,-2)=6-1-(-2)-2-(-2)" =-12-32=-44.
f,(X,y) kiszdmitdsa hasonloan torténik, most y szerint derivalunk, €s az x-et tekintjiik
konstansnak:
f/(x,y)=3x*-1-y" —2x-4-y® =3x* —8xy°.

Elvégezve a behelyettesitést:

f/(1,-2)=3-1"—8-1-(-2)° =3+64 =67 .

Ha az elsérendii parcialis derivaltakat Gjra derivaljuk, akkor kapjuk a masodrendii parcialis
derivaltakat. Ezek meghatarozasa kovetkezik.

fo (%) =%(6xy—2y“) =6y

y

£7(x,y) = %(6xy—2y“) =6x—8y°



" _ a 2 3\ _ 3
fr(x, y)_&(Sx —~8xy®) =6x—8y

” a
fr(xy)= 5(3X2 —8xy*) =—24xy>.

Lathatd, hogy a vegyes masodrendi parcidlis derivaltak valoban megegyeznek egymassal.

2. feladat: Legyen f(x,y)=x%". Hatdrozzuk meg az elsérendii és a méasodrendii parciélis
derivaltakat!
Megoldas:

Ha X szerint derivalunk, akkor y és ezzel egyiitt az € is konstansnak tekintendd, ezért

f(x,y) = 280 g; ) e O

x° =3x%e"

Hay szerint derivalunk, akkor az x és ezzel egyiitt az X° is konstansnak tekintendd, ezért
of (X, 0
(X y) —x* %
oy

Itt a derivalasnal ne felejtsiik el, hogy az €°’ egy dsszetett fliggvény.

f,(x,y)= = x%.5.e% =5x%",

£7(x, y)——( xe”)=e ;(BX )=¢% -6x=6xe™
fo(X,y)= y(3x )= 3x2%(e5y)=3x2-5-e5y=15x2e5y

fr(x y)= 8X(5x e™)= 5e5y§(x3)=5e5y .3x% =15x%%

3 8 % =5x3.5.e% =25x%%.

fr(xy)= (5x3e5y) 5x° —
oy
3. feladat: Legyen f(Xx,y)=sin(2x+3y). Hatarozzuk meg az els6rendii és a masodrendii
parcialis derivaltakat!

Megoldas:

Ha a fiiggvényre X fliggvényeként tekintlink, akkor egy Osszetett fliggvényt latunk. Ugyanez
lesz a helyzet akkor is, ha majd az y-t tekintjiik valtozonak, az x-et pedig konstansnak. Ennek
megfeleléen a parcialis derivaltak meghatarozasanal figyelembe kell venni az egyvaltozods
Osszetett fliggvények derivalasdnal megtanult derivalasi szabalyt.

(X, y)— (S|n(2x+3y)) cos(2x+3y). 2 =2cos(2x+3y)

Killsé derivilja  De1S6 derivaltia

f/(xy)= ay(sln(2x+3y)) cos(2x+3y)- 3 =3cos(2x+3y)

Kiilsé derivalga  PEISO derivaltia



fo (X, y)_—(2cos(2x+3y)) 2-(-sin(2x+3y))- 2 =-4sin(2x+3y)

Killsé derivaltja bels derivaltja

fo(Xy)= 2(2003 (2x+3y))=2-(sin(2x+3y))- 3  =-6sin(2x+3y)

oy o dega belsb derivila
fa (X y)= 3(3005 (2x +3y)) 3-(-sin(2x+3y))- 2 =-6sin(2x+3y)

oX ‘m’h—’ belss derivalta

ulso derivaltja

fr(Xy)= (3cos(2x +3y))=3-(-sin(2x+3y))- 3  =-9sin(2x+3y).

oy i deae el derivila
4. feladat: Legyen f(x,y)= e %", Hatarozzuk meg az elsérendii és a masodrendii parcialis
derivaltakat!
Megoldas:

Ez is egy Osszetett fiiggvény, ennek megfeleléen a parcidlis derivaltak a kovetkezd mddon
alakulnak:

F(x, Y)Zg(exz‘zys)z e’ . (2x—0) =2x.eX %"

kiils6 derivaltja belss de“n‘véltja

, 8 x2_2\3 x2_2\3 W2_2\3
fy(X,Y)=5(e )= e (0-6y")=-6y e .

kiils6 derivaltja i 4 crivalja

A masodrendli derivaltak meghatidrozasanal emlékezni kell az egyvaltozods fiiggvények
szorzatanak derivalasi szabalyara, amely a kovetkezd:

(f09-9(9)) =009+ f(x)-9'(x).
Ezt felhasznalva a masodrendii parcialis derivaltak a kovetkezOk lesznek:

fa(Xy)= (ZX e~ 2y3)=§(2x)-e"22y3 +2x.§ex22y3 _

2_oy3

2x = (24 4x7)

fy (X, ) = y(ZX e 2y3)=2X-%eX22y3 =2x-e°72 . (-6y?) = —12xy? - e* 2V

2 3
=2.e°7% 1 2x-¢e*

(2 y) = ( ~6y*-et ) =-6y’ '%e“f =—6y%.eX 2 . 2x=—12xy? - e

a 2 3 a 2 3 a ) 3
£ X, =—|-6 2 .eX 2y )\ 2 -6 2 .e* -2y +(—6 2 .9 e —ay? _
500y = (-6 =2, 0¥ (-6y")-

= (-12y)-e" " +(-6y?)-e" " - (-6y*) =& - (-12y +36Y").

5. feladat: Legyen f(x,y)=In(2xy+3y"). Hatdrozzuk meg az elsérendii és a masodrendii
parcialis derivaltakat!



Megoldas:

Ez a fiiggvény is egy Osszetett fiiggvény, ezért a parcidlis derivaltak meghatarozasanal
figyelembe kell venni az egyvaltozos fliggvények esetében megtanult dsszetett fiiggvények
derivalasara vonatkozo szabalyt is.

0 1 2y
er! - In 2X +3 4 —_—— . 2 __ =)y
(X Y) ax( (2xy y)) 2xy +3y* belsgdezv)éhja 2%y +3y°

3
(%) = —(In(2xy +3y")) = = (2x +12y°) = 12V
» 2xy +3y" ————  2Xy+3y

belsé derivaltja
kiils6 derivaltja

A masodrendii parcidlis derivaltak meghatarozasanal az egyvaltozos fliggvények esetében
megtanult tortek derivalasara vonatkozo szabalyra kell emlékezni, amely a kdvetkezd volt:

(f(x)jl _ )90~ f(x)-9'(x)

g(x) g%(x)
Ezt felhasznalva képezziik a masodrendii parcialis derivaltakat:
frxy) =2 2| 0-(2xy+3y*)—2y(2y+0) -4y’
xx \ 41 OX 2xy+3y4 (2Xy+3y4)2 (2Xy+3y4)2
fo (X, y) 0 2y ) 2-(2xy+3y‘)-2y(2x+12y°) _ 6y°—24y*
xy A oy 2xy+3y4 (2xy+3y4)2 (2xy+3y4)2
£7(x, y) _i 2X+12y3 B (2+O)'(2Xy+3y4)—(2X+12y3)-(2y+0) ) —18y4
T a2y (2xy+3y")* (2xy +3y")?
.I:”(X y)_g 2X+12y3 _(O+36y2).(ny+3y4)_(2X+12y3).(2x+12y3) _24xy3—36y6_4x2
T a2y (2xy+3y*)* (2xy +3y*)?

6. feladat: Allitsuk el a kovetkezd haromvaltozos fiiggvény elsérendii parciélis derivaltjait:
f(X,y,2) =xy?2® +2x—3y? +4z .

Megoldas:
Az f(x,y,z) figgvénynek most harom valtozoja van, igy harom elsérendii parcialis derivaltat
tudunk megadni. Kezdjiik az x szerinti derivalassal. Ilyenkor az y-t és z-t konstansnak kell
tekinteni.
0
f/(xy,2) = &(xyzz3 +2X—3y2 +42) = y? 22 + 2.
Hay szerint derivalunk, akkor az X-et €s a z-t tekintjiik konstansnak:

f/(xy,2)= ag(xyzz3 +2x—3y? +4z) = 2xyz° —6y.
Yy

Ha z szerint derivalunk, akkor az x-et és az y-t tekintjiik konstansnak:



f'(x,y,2) = %(xyzz3 +2x—3y? +44z) = 3xy?z? +4-L =3xy’z° + 2

2Jz Jz
Ellenorzo kérdések

1. kérdés: Legyen f(x,y)=3x’y’—2x+by’. Szamitsuk ki az f/(L-1) és f/(1,-1)
értékeket!

Megoldas

fiL,-)=-1¢s f/(L-1)=-8

f/(L,-1)=9 ¢és f/(L-1)=-3

f,L,-)=-8¢és f/(L-1)=-1 (X)

fi(l,-1)=-3¢és f/(1,-1)=5

2. kérdés: Legyen f (X, y):ﬂ+x2y+%.Mivel egyenld f/(x,y)+f/(x,y)?
X
Megoldas

4 1
X ——+2xy+= (X
- y 4 (X)

4 y
X2 —— 42Xy + =
YTy

4
X* —— +2xy
X

xz—i2+xy+z
X

y

3. kérdés: Legyen f (X, y):§+x2y+z. Mivel egyenlé f((X,y) és f(x,y)?

Megoldas
fr(y)=2x és f1(x,y)=0 (X)

y
4 4 " 1
(X y)=0 és fr(xy)= 2

" 4 14 4
fa (X, y):2x+% és (X, y):;+x2

14 4 " 1
fy (X y)=2x és f(x,y) =

4. kérdés: Legyen f(x,y)=cos(8x—4y).Mivel egyenld f (x,y) és f (X y)?

Megoldas
f (X, y)=-8sin(8x—4y) és f](x,y)=-64cos(8x—-4y)
f (X, y)=4sin(8x—4y) és f (X, y)=-16cos(8x—4y)

f (X, y) =—4sin(8x—-4y) és f (x,y)=16cos(8x—4y)



f (X, y) =4sin (8x—4y) és f (X,y)=32cos(8x—-4y) (X)

5. kérdés: Legyen f(x,y)= e**¥" Hatérozza meg a tiszta masodrendii parcialis derivaltakat!
Megoldas
f1(x,y)=e" (6xy+9x*) és fr(x,y) = e’ (6x2 +36Y?)
fr(x,y)=6x€"Y & £ (x,y)=6e"""

fr(xy) =" (6x+9x*) és f(x,y)=€" (6+36y?) (X)

X

£ (% y)=e"" (6x* +36y?) és f/(x,y)=6e"

6. kérdés: Legyen f(x,y)=In(4x*+9y°’). Hatirozza meg az f/(x,y) ¢ f/(x,y)

fliggvényeket!
Megoldas
£7(x )_27—3’2 és £/ (x )__nyz (X)
Y A2+ 9y w V)= (4x* +9y?)?
1 8x
f/ (X, y) = ———— &s (X, y) = ———
s(%.Y) 4x* +9y° & Ty (. y) (4x% +9y°)?
27y* 729y°
f(xY)=—7—= ¢ T (X,Y)=—————
() 4x* +9y° & fyxy) (4x% +9y®)?
27y* 54y
f(Xy)=—"""= é fl(X,y)=——
() 4x* +9y° & Ty () Ax*+27y



A gradiensvektor
Definicié: Legyenaz f(X,y) fiiggvény differencialhato az (X,,y,) pontban. Ekkoraz f(X,y)

fiiggvény gradiensvektora (roviden gradiense) az (X, Y,) pontban az aldbbi vektor:
grad f (X, Yo) = V(X o) = ( f, (X0, Yo), fy,(XO’ yo)) :

Megjegyzés: Egy pontban a gradiens vektor az a vektor, amelynek irdnyaba a fiiggvény a
leggyorsabban nd, az ezzel ellentétes iranyba pedig a fiiggvény a leggyorsabban csokken. A
gradiensre  merdleges két iranyba a  fliggvény a  leglassabban  valtozik.
A gradiensvektor merdleges a pontban atmend szintvonalra!

Az iranymenti derivalt

Definicio: Legyenaz f(x,y) fiiggvény differencialhato az (x,,Y,) pontban és legyen v(v,,V,)
egy tetsz6leges, nem nulla vektor. Ekkor az f(X,y) fiiggvény v iranyu derivaltja az (X, Y,)
pontban:

£/ (%0 ¥o) = F/(%, yo>”V71”+ (%, yo)”%” = (grad f (X, o), V. )

ahol ||v|=+/v{ +Vv; a v vektor hossza, v, pediga v iranyu egységvektor.

Megjegyzés: Ez 1ényegében a parcialis derivalt altalanositasa. Az X szerinti parcialis derivalt a
V(1,0) iranyu, az y szerinti parcialis derivalt pedig a v(0,1) irAnya irAnymenti derivaltnak felel
meg.

Az érintosik

Definicio: Legyen az f(x,y) kétvaltozos fiiggvény derivalhato az (X,,Y,) pontban. Ekkor a

felilletet az (X, Y, Z,) pontban olyan sik érinti, melynek normalvektora

n=(f,(%.Ys): ;% ¥,): —1), igy az érintdsik egyenlete:
fx,(Xoi yo) (x— Xo) + fy'(XO’ yo) (y- yo) -1-(z- Zo) =0.

Megjegyzés: Ha ezt a formulat z-re rendezziik, akkor ez a sik tekinthetd egy kétvaltozos
fiiggvény grafikonjanak. Hasonldan az egyvaltozds esethez, ez a sik az érintési pont kozelében
nagyon jol kozeliti az eredeti fliggvényt, ezért tekinthetd az f(x,y) fiiggvény (X,,Y,)-beli

linearizaltjanak.

7. feladat: Hatarozzuk meg az f (X, y):2X2y+3x—4\/§ fiiggvény gradiensét az (1,9)
pontban!

Megoldas
El6szor meg kell hataroznunk a parcialis derivaltak értékét az (1,9) pontban.

F/(x,y)=dxy+3 —> f/(1,9)=4-1.9+3=39

1 2
fl(x,y)=2x"—4.—==2x"———=
y 2\ly Jy

Ezek ismeretében mar fel tudjuk irni a gradienst:

2 2 4
- f/19)=21-—"—==2-="=—,
MER) 33

N



grad f (1,9) = (39,%) .

8. feladat: Hatarozzuk meg az f(X,y)=xIn(x—y) fliiggvény gradiensét a (2e,e) pontban!

Megoldas
' 1 X , 2e
f.(xy)=1-In(x-y)+x-——-1=In(x-y)+—— — f/(2e,e)=In(2e—e) + =1+2=3
X—y X—Yy 26—
fy'(><,y)=X'i-(—1)=—L — f,(2e,6) =~ e __22__,
X—y X—Yy 2e—e e

grad f (2e,e) =(3,-2).

9. feladat: Szamitsuk ki az f(X,y)=2xy’-3x+y fiiggvény V(1,2) irAnyl iranymenti
derivaltjat az (1,0) pontban!

Megoldas
El8szor hatdrozzuk meg a fiiggvény gradiensét ebben a pontban.
f'(x,y)=2y*-3 — f/(1,0)=0-3=-3

fi(x,y)=6xy*+1 — f/(1,0)=0+1=1

grad f (1,0) =(-3,1).

Sziikségiink van a V(1,2) iranyu egységvektorra:

1 2
V[=v1?+2° =5 — v(——j
M= = - vk 2

Minden sziikséges adat a rendelkezésiinkre all ahhoz, hogy az irdnymenti derivaltat ki tudjuk
szamolni:

f;(1,0):<(_3,1),[%,%j>:-%+%:-%.

10. feladat: Szamitsuk ki az f(x,y)=xe’ —ye* fiiggvény V(3,—4) iranyl iranymenti
derivaltjat az (1,—1) pontban!

Megoldas

El6szor hatarozzuk meg a fliggvény gradiensét az adott pontban.
) =e' —ye > f1-D =~ (-e) == +e
e

! X ' _ 1
fi(xy)=xe'—e —f/(@-1)=1e 1_e=g‘e-

grad f(l,—l):(£+e,£—ej.
e e

Sziikségiink lesz a v(3,—4) iranyu egységvektorra:



= F VB =5 v (23

A keresett irdnymenti derivalt:

f/(1,-1)= (E+e,£—ej,(§,_—4J =i+§e—i+fe=—i+zez3,73.
e e 55 5e 5 5e 5 5¢e 5

11. feladat: frjuk fel az f(x,y)=2x"+2y?+y fliggvény érintdsikjanak egyenletét a (~1,1)
pontban!

Megoldas
El8sz6r hatarozzuk meg az érintési pont z, = f(X,,Y,) harmadik koordinatajat:
z,=f(-1)=2-(-)*+2-1* +1=2+2+1=5.
Most hatdrozzuk meg a parcialis derivaltak értékeit az adott pontban:
f/(x,y)=4x —>f/(-11)=-4
f,(xy)=4y+1 — f/(-11)=4+1=5.
Eszerint olyan sikot keresiink, amelynek ismert pontja és normalvektora a kovetkezo:
P(-115) n(-4,5-1).
Igy a keresett sik egyenlete:
—4(x+1)+5(y—-1)-1(z-5)=0.
Rendezve a szokasos alakra:
—4X+5y—-z=4.

A feladat megoldésat az dbra mutatja. A térbeli koordinata rendszer egy kicsit el van forgatva
azért, hogy jobban lathato legyen az érintdsik.

Ellenorzo kérdések



7. kérdés Hatarozzuk meg az f(x,y)=23/x y+ 3 y fliggvény gradiensét az (8,1) pontban!
X

Megoldas

grad f(8,1) = (—5—36 5)

23
rad f(8,1)=| —,5
g @D 192 j
23 35
rad f(8,1) =| —,— X
g (8,1 192 8] (X)
56 35
rad f(8,1)=| ——,—
g (8,1 3 8)

8. kérdés: Hatarozzuk meg az f(X,y)=ylIn(4x-5y) fiiggvény gradiensét a (—e,—€)
pontban!

Megoldas
grad f(—e,—e)=(4,-6)
grad f(—e,—e)=(4,6)
grad f (-e,—e) =(6,1)
grad f(—e,—e)=(-4,6) (X)

9. kérdés: Szamitsuk ki az f(x,y)=xy*+2y—x fiiggvény Vv(-8,15) iranya iranymenti
derivaltjat a (-1,0) pontban!

Megoldas

38
f,=— (X
=2 )
-2

17

, 8

Y
o
17

10. kérdés: Irjuk fel az f(Xx,y) =x —3X\/y fiiggvény érintésikjanak egyenletét az (1,1)
pontban!

Megoldas
5x—-3y+2z=4
3X+5y+2z=4
5x+3y+2z=4 (X)
2x+3y+2z=4



, X . .
11. kérdés: Irjuk fel az f(x,y) = ; fliggvény érintdsikjanak egyenletét az (1,1) pontban!

Megoldas

X+y—-z=1
—X—-y+z=-1
X—y+z=-1
x—y-z=-1 (X)



Kétvaltozos fiiggvények lokalis szélsoértékeinek meghatarozasa

A kétvaltozos fiiggvények értelmezési tartomanyanak belsé pontjaiba esé szélsdértékeinek
meghatarozasaval foglalkozunk, és azt is feltételezziik, hogy a fliiggvények egy-egy ilyen
pontban akéarhanyszor differencialhatok.

Definicio: Legyen (X,,Y,) az f(x,y) fliggvény értelmezési tartomanyanak egy bels6 pontja.
Az (X,,Y,) lokalis maximum hely, ha van olyan (x,,y,) kézépponta korlap, hogy ennek
minden pontjaban f(X,y) < f(X,,Y,) .

Definicio: Legyen (x,,Y,) az f(x,y) filiggvény értelmezési tartomanyanak egy bels6 pontja.
Az (X,,Y,) lokalis minimum hely, ha van olyan (x,,y,) kozépponti korlap, hogy ennek
minden pontjaban f(x,,Y,) < f(X,y).

A lokalis maximum helyet és a lokalis minimum helyet 6sszefoglalva lokalis szélséérték
helynek hivjuk. A lokalis maximum helyen felvett értéket lokdlis maximumnak, a lokalis
minimum helyen felvett értéket pedig lokalis minimumnak, a kettét egyiitt lokalis
sz¢lséérteknek hivjuk.

Definicio: Az f(x,y) fiiggvény értelmezési tartomanydnak azon pontjait, ahol mindkét
parcialis derivalt nulla az f fiiggvény stacionarius pontjainak nevezziik.
Tétel: Legyen (X,,Y,) az f(x,y) fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy belsé pontja. Ha

az f(x,y) fiiggvénynek az (X,,Y,) pontban lokalis szélséértéke van, és itt mindkét véaltozo
szerint parcidlisan derivalhato, akkor

(X, Y,) =0
fy,(XO’ yo) =0’

Megjegyzés: Lokalis szélséérték hely csak stacionarius pont lehet. De nem minden stacionarius
pont lesz lokalis szélsdérték hely!

Ahhoz, hogy a stacionarius pontok koziil ki tudjuk valasztani a szélséérték helyeket,
sziikséglink lesz a Hesse matrix ismeretére.

Definicio: Az f(x,y) kétvaltozos fliggvény Hesse matrixanak a kovetkezd 2x2-es matrixot
nevezzik:

fe(%y)  fo(xy)
) :[fy’;(x, v 0 y)J'

A Hesse matrix mindig egy szimmetrikus matrix. Ha kiszdmoljuk a Hesse matrix
determinéansat, akkor a kovetkezd kifejezéshez jutunk:

D(x,y) = fo(x, y) T (% y) = fo(x, y) T (xy).

Tétel: Legyen (x,,Y,) az f(x,y) fiiggvény egy stacionarius pontja. Ekkor

14

e ha D(x,Y,)>0¢s f (x,y)>0,akkor (x,,Y,) lokalis minimum hely,



e ha D(x,,Y,)>0és f (x,y)<0,akkor (x,,Y,) lokalis maximum hely.

X

e ha D(x,,Y,) <0, akkor (x,,Y,) nyeregpont,
e ha D(x,,Y,)=0, akkoraz (x,,Y,) pontrol nem tudunk semmiféle megéllapitast tenni.

12.feladat: Hatarozzuk meg az f(X,y)=2x"+4y’ +2xy+6 fliggvény lokalis szélsdérték
helyeit!

Megoldas

Fliggvényiink mindenhol értelmezve van és mindenhol kétszer parcialisan derivalhato is.

Els6 Iépésként meg kell hatarozni az elsdrendli parcialis derivaltakat.
f/(X,y)=2x+2y
f (X, y) =8y +2x.

Utana ezeket egyenldvé téve nullaval, meg kell oldani az igy kapott egyenletrendszert. Az
egyenletrendszer megoldasai adjék a stacionarius pontokat, amelyek a lehetséges szélsdérték
helyek. Azaz:

4x+2y=0
8y+2x=0

Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodik egyenlet kétszeresét, akkor
2y-16y=0 —» y=0-> x=0
Tehat most egyetlen egy staciondarius pontot kaptunk: P(0,0).

Most el kell donteniink, hogy ez a staciondrius pont sz€lsdérték hely lesz-e. Ehhez eldallitjuk
a masodrendi parcidlis derivaltakat, majd felirjuk a Hesse matrix determinansat.

fa(xy)=4
fy(Xy)=2
fr(x,y) =2
f,(x,y)=8.

4 2
H(O,O)=(2 5) > D(x,y)=4-8-2.2=28>0.

Mivel a determinans pozitiv és f(0,0)=4>0, ezérta P(0,0) egy lokalis minimum hely. A

X

minimum értéke ebben a pontban:
f(0,0)=6.

A fiiggvény grafikonja:



'
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13.feladat: Hatdrozzuk meg az f(X,y)=3%x*—-30x+ Yy’ —6xy—15y+8 fiiggvény lokalis
sz¢lsoérték helyeit!

Megoldas

Els6 1épés az elsérendii parcialis derivaltak eldallitasa:
f/(X,y) =6x—-30—-6y
f,(x,y)=3y*—6x-15
Masodik Iépésként stacionarius pontokat keresiink az alabbi egyenletrendszert megoldva:
6x-30-6y=0
3y’ —6x-15= o}'
Az els6 egyenletbdl fejezziik ki x-et:
6x-30-6y=0 — x=5+Y.
Az igy kapott kifejezést helyettesitsiik be a masodik egyenletbe, majd rendezziink:
3y’ —6(5+y)-15=0 —3y’-6y-45=0 — y*-2y-15=0.

Egy masodfoku egyenlethez jutunk. A megoldoképletbdl y, =5 és y, =—3 értékeket kapjuk.

Mindegyikhez kiszamoljuk a neki megfeleld X értéket is. Eszerint két stacionarius pontot
kapunk: P, (10,5) ¢s B (2,-3).

Eléallitjuk a masodrendi parcidlis derivaltakat és a Hesse matrixot:
fo=6 f,=-—6 f,=-6 f =6y.

6
H(x,y)=(

D(x,y) =36y -36.
" 6yj — D(x y)=36y



A stacionarius pontokat egyenként megvizsgaljuk, hogy el tudjuk roluk donteni, hogy
sz¢ls6értéke helyek-e vagy sem.

D(10,5)=36-5-36=144>0¢s f) =6>0, ezérta P,(10,5) lokalis minimum hely.
D(2,-3) =36-(-3)-36=-144 <0, ezérta B (2,-3) pont nyeregpont.

1200+

1000+

14. feladat: Keressiik meg az f(X,y) =2+ xy—x’—y* fiiggvény lokalis szélséérték helyeit!
Megoldas

Ugyanazt az utat kovetjiik, mint az el6z0 feladatban. Eldszor a stacionarius pontok
megkereséséhez eldallitjuk az elsérendii parcialis derivaltakat.
fi(x,y)=y—-3x*
f,(x,y)=x-2y.
Masodik 1épésként stacionarius pontokat keresiink az alabbi egyenletrendszert megoldva:
y-3x*=0
x—2y=0 |
A masodik egyenletbdl kifejezziik az X valtozo, majd ezt a kifejezést az elsé egyenletbe
visszahelyettesitve, a kapott masodfoku egyenletet megoldjuk:
x=2y — y-32y)’=0 —y-12y*=0
Ez egy hidnyos masodfoku egyenlet, amit szorzatta alakitassal oldunk meg, kihasznalva, hogy

egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla.

1
y-12y*=0 —y(1-12y)=0 —y, =0 Vo= 15

Eszerint két stacionarius pontot kapunk:
y,=0 —> x=0 — PR(0,0)

y —i - X —1 — P(l i)
2 12 ) 6'12)°



Most meg kell vizsgalnunk, hogy ezen stacionarius pontok valoban sz¢élséérték helyek-e. Ehhez
sziikséglink lesz a masodrendii parcialis derivaltakra.

f, (X, y)=—-6X
fg(x,y)=1
fr.(x,y) =1

£1(xy)=-2

A masodrendii derivaltakbol felirjuk a Hesse matrixot:
—-6x 1
H(x,y) = A ) — D(x,y)=12x-1.

A stacionarius pontokat egyenként megvizsgaljuk, hogy el tudjuk roluk donteni, hogy
szélséértéke helyek-e vagy sem.
D(0,0)=12-0-1=-1<0, ezérta B,(0,0) pont nyeregpont.

11 1 L e . 11 (1 .
Dl =,—|=12-=-1=1>0¢s f; =-1<0,ezérta P,| =,— | lokalis maximum hely. Ebben

6 12 6 6 12
a pontban a fiiggvény értéke:

11 11 (1) (1Y 865
fl2 = |z — | 2] | = | =22,
6'12 612 |6 12) 432

Ellenorzo kérdések

12. kérdés: Keressiik meg az f(X,y)=3(x+2)>+4(y—1)> fiiggvény lokalis szélséérték
helyeit!

Megoldas



P(-2,1) lokalis minimum hely (X)
P(-2,1) lokalis maximum hely
P(-2,1) nyeregpont

nincs lokalis szélséértéke.

13. kérdés: Keressiik meg az f(x,y) = x> —3xy —y® fiiggvény lokalis sz&lséérték helyeit!

Megoldas
P(0,0) lokalis maximum hely
P(0,0) lokalis minimum hely
P(-11) lokalis maximum hely (X)
P(-11) nyeregpont

14.kérdés: Az f(x,y)=x>—-12x+y’ 12y fiiggvénynek
Megoldas

két stacionarius pontja van.

harom stacionarius pontja van.

két lokalis minimuma van.

egy lokalis minimuma és egy lokalis maximuma van. (X)

15. kérdés Az f(x,y)=6—-2xy—x’—y® fiiggvénynek
Megoldas

1 stacionarius pontja van.

2 lokalis minimuma van.

1 lokalis maximuma van. (X)
nincs szélséértéke.



Osszetett feladatok
15.feladat: Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozos fiiggvény elsérendl parcialis derivalt
fliggvényeit:

f(x,y) =(4x*y—39)-In(2x*> —5y).

Megoldas

Ebben a feladatban egy szorzatot kell parcidlisan derivalni, rdadasul a masodik tényezo
Osszetett fliggvény.
Alkalmazva az egyvaltozods fiiggvényeknél a szorzat derivaltjara tanult szabalyt:

f/(x,y)= (%(4x2y—3x)j‘ln(2x2 —5y)+ (4x2y—3x).%(ln(2x2 —5)/)) =

1

o 5y X
~5y

(8xy —3*-In3)-In(2x* —5y) + (4x’y —3%) -

f,(x,y)= [8%(4x2y—3x)j-ln(2x2 —5y)+ (4x2y—3x).%(ln(2xz -5y))=

4x%-In(2x* =5y) + (4x°y —3%) - 21 -(-5).
2X° -5y
16. feladat: Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozos fliggvény elsérendli parcialis derivalt
fliggvényeit:
J2xy? —4y?
fx,y)="—5——.
X°y°® + X

Megoldas

Ebben a feladatban egy tortet kell parcialisan derivalni, rdadasul a szamlalo egy Osszetett
fliggvény.

Alkalmazva az egyvaltozos fiiggvényeknél a hanyados derivaltjara tanult szabalyt:
0 0
(&(JZXW —4y? j-(xzy3 +X) —f2xy% — 4y’ o(ax(xzys + x)j
(Y +%)? -

L oy ey -y Ay (2 D)
2,/2xy? —4y?

o
f'=Zf(x,y)=
T (X,Y)

(X2y3+X)2
: @JZXVZ—4y2]-(x2y3+x>—m(§y(x2y3+x>j
fr=2 f(xy)= _
Ty 9) (X*y* +x)?

;-(4xy—8y)-(x2y3 +X) —+/2xy° —4y® - (3x%y?)
2,/2xy? —4y?

(X2y3 + X)Z




17.feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y) =In{/x*+y® fiiggvény gradiensét a (—4,3) pontban!
Megoldas

Végezziink algebrai atalakitasokat a derivalas elott.

1
f(x,y)=In{yx*+y? =In(x* + y?)? :%In(x2 +y?).

Most kiszamolva a parcialis derivaltak értékeit:

1 1 X —4 4
fr(x,y) == .2x = - (43 ==
x( y) 2 X2+y2 X2+y2 X( ) (_4)2+32 25

1 1 y 3 3
Fl(xy) == 2y = (43 =—F—=—.
y( y) 2 X2+y2 y X2+y2_) y( ) (_4)2+32 25

A parcialis derivaltak értékeibdl mar eld tudjuk allitani a gradienst:
grad f(-4,3) = (—iij .
18. feladat: Hatarozzuk meg az f (x,y)=xe’™ fiiggvény gradiensét a (2,1) pontban!

Megoldas

El6szor a parcialis derivaltakat kell kiszamolni. A derivalas soran hasznalnunk kell a szorzatra
¢s az Osszetett fiiggvényre vonatkozé derivalasi szabalyokat is:

fixy)=le+x-e™ (-)=e"(1-x) > f/(2]) =e(1-2)=—" = _1
e
fl(x,y)=x-e""1=xe'* - f/(21)=2-e"2=2¢" _2
y\™ y\&s o .

Ezek ismeretében mar el6 tudjuk allitani a gradienst a (2,1) pontban:

grad f(2,1) =(—lgj

e e
19.feladat: Szamitsuk ki az f(x,y)=xe™ +ye™® fiiggvény V(5,12) irdnyl iranymenti
derivaltjat az (1,2) pontban!
Megoldas

Eldszor meg kell hatdroznunk a gradiens vektort az adott pontban. A parcialis derivaltak
meghatarozasanal alkalmaznunk kell a szorzat fliggvény és az Osszetett fiiggvény derivalasi
szabalyat:

f/(x,y)=e"+2xe” — f/(1,2)=e’+2-1-e* =3¢?

' -2 -2 [ —4 -4 -4
fxy)=e®-2ye™ —f/12)=e"-2.2:e"=-3e".
Eszerint a gradiens vektor az (1,2) pontban:

grad f (1,2) =(3e?,-3¢™*).



Sziikséglink van a Vv(5,12) iranyt egységvektorra:
[V|=v5 +122 =169 =13 — v,[ > 2],
13 13
Minden sziikséges adat a rendelkezésiinkre all ahhoz, hogy az iranymenti derivaltat ki tudjuk
szamolni:

f/(1,2) = (3e2,—3e-4),(3,3j _ D 36 ~8,48.
13'13)/ 13~ 13

20. feladat: Szamitsuk ki az f(x,y)=(2x+Yy)* fliggvény V(3,—4) irAnya irdnymenti
derivaltjat a (2,1) pontban!
Megoldas
Elso Iépés a gradiens eldallitasa az adott pontban:

f/(x,y)=4-2x+y)*-2=8(2x+y)’ — f/(2,1) =8(4+1)° =1000
f/(x,y)=4-(2x+y)*-1=4(2x+Yy)* — f/(2,1) =4(4+1)° =500

grad f(2,1) =(1000, 500).

Sziikségiink van a Vv(3,—4) iranyu egységvektorra:

M =3+ (47 =3B =5 - v(g—gj
Ekkor a keresett iranymenti derivalt:

, 3 4
f,(2,1) = <(1000, 500), (E , —gj> =600-400=200.

21.feladat: Irjuk fel az f(x,y)=4/64—x*—4y fiiggvény érintésikjanak egyenletét a(6,3)
pontban!

Megoldas

Elsoéként hatdrozzuk meg az érintési pont z, = f(x,, y,) harmadik koordinatajat:

z,=(6,3)=/64—6"—4-3=\16=4.

Most szamitsuk ki a parcialis derivaltak értékeit a (6,3) pontban. A fliggvény mindkét valtozoja
szerint Osszetett fliggvény.

fe(x.y)= L . P SUNNG 117y VN .
U 2 fea—x2 -4y J64—x2 -4y o 64-6°_43 4 2
1 2 2 2 1
106 ) = 2 et 2 1
’ 2./64-x* — 4y J64-x2 -4y ’ 64-62-4.3 4 2

Eszerint olyan sikot keresiink, amelynek ismert pontja és normalvektora a kdvetkezo:



3 1
P, (6,3,4) n(_?_?_l)

Tehat a keresett sik egyenlete:

3 1
——(x—6)—=(y—-3)-1(z-4)=0.
2( )2(y )—1(z—4)

Rendezve a szokasos alakra:

—3Xx—-y—-2z=-29.

22. feladat: Keressiik meg az f (X, y) = 4x’e’ —2x* —e* fiiggvény lokélis sz¢&lséérték helyeit!
Megoldas

Az f(x,y) fliggvény ebben a feladatban is folytonos masodik derivaltakkal rendelkezik, és

értelmezési tartomanya a teljes sik, igy szélséértéke csak a stacionérius pontokban lehet. A
staciondrius pontokat meghatarozo elsérendl parcialis derivaltak:

f'(x,y) =8xe’ —8x°
f/(x,y)=4x%’ —4e".
A stacionarius pontokat megado6 egyenletrendszer:
8xe’ —8x° =0
4x%e¥ —4e" = O} '
Az els6 egyenletet alakitsuk szorzatta:
8x(e” —x*)=0.
Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, tehat els6 esetben:
8x=0 — x=0.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe:
4.0-e” —4e” =0 — 4e" =0,

ami soha nem teljesiil, mivel e-t barmire is emeljiik, mindig pozitiv szdmot kapunk eredményil.
Tehat ezen az 4gon az egyenletrendszernek megoldasa nincs.

Masodik esetben a szorzat masodik tényezoje legyen nulla:
e -x*=0 — e =X

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe:

47 X" —4(x*)* =0 —4x" -4x*=0 —>x==1.

Az egyenletb6l még az x =0 eredmény is kiszdmolhato, de azt mar az el6zd részben lattuk,
hogy nem lesz megoldas.

Visszahelyettesitve a kapott eredményt:
x=11 —» e&=1 - y=0.

Eszerint két staciondrius pont van:



R@0) és RP,(-10).
Kovetkez6 1épésben eloallitjuk a masodrendii parcialis derivaltakat és a Hesse matrixot.
f7(x,y) =8¢ —24x?
f (X, y) =8xe’
fr (X, y) =8xe”
" 2 4
f, (X y)=4x%e’ -16e”
8e’ —24x* 8xe’
8xe” 4x%e¥ —16e"

H(x,y) :( J > D(xy)=(8e" —24x*)(4x%” ~16e" )~ (8xe’) .

Most a stacionarius pontok vizsgélata kovetkezik:

D(L0) = (8—24)(4-16)—(8)° =128>0 és f/(1,0)=-16<0,

ezért a B(1,0) pontban maximum hely van. A maximum értéke: f(1,0)=1.
D(-1,0) =(8-24)(4-16)—(-8)" =128>0 ¢és f/(~1,0)=-16<0

ezért a P,(—1,0) pontban is maximum hely van. A maximum értéke: f(-1,0)=1.

23. feladat: Hatarozza meg az f(x,y)=x*+y’ + 2 fiiggvény lokalis szélséértékeit!
Xy
Megoldas

Mivel a fliggvény nevezdjében szerepel X €s Y, ezért az értelmezési tartomany a teljes sik, kivéve
a két koordinata tengely pontjai. Ahol a fiiggvény értelmezve van, ott a parcialis derivaltjai is
léteznek.



2

fi(Xy)=2X———
X"y
, 2
f (x,y)= 2y—X—yz.
Meg kell oldani az alabbi egyenletrendszert:
2X — % =0
X"y
2y — iz =0
Xy

Az els6 egyenletbdl y = % kaphato, ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe:
X

2i—i=0 — 3—2X5=O - x=1
X3 l X3
X-—
X

egyenlethez jutunk. Ennek két valos gyoke van, az x, =1 és az X, =—1. A megfeleld y értékek
rendre: y, =1 és y, =—1. Ennek megfelelden két stacionarius pont van:

R és P(-1-1).

Kovetkeznek a masodrendii parcialis derivaltak és a Hesse matrix:

fa (X y) = 2+—§1
X"y
14 2
fo(Xy)= 2y
” 2
fyx (x,y) = X2y?

y

14 4
f, (x,y)=2+X—y3.

4 2
2+xTy x*y? 4 4 2 Y
H(x,y) = D(X,y)=|2+— || 2+ — |- .
I R R T ) )
X2y2 Xy3

A staciondrius pontok vizsgalata:

DY) =(2+4)(2+4)-(2)"=32>0 és /(1,1)=6>0,

ezért a B(1,1) pont minimum hely. A minimum értéke f(L1)=4.

D(-1-1) =(2+4)(2+4)—(2)" =32>0 és f/(-L-1)=6>0,

ezért a P,(—1,—1) pont is minimum hely. A minimum értéke: f(-1,-1)=4.



24.feladat: Bontsa fel a 12-t harom részre ugy, hogy a kapott szamok szorzata maximalis
legyen!

Megoldas

Legyen a keresett harom rész: X, y és 12—x—y. Képezziik ezek szorzatat, mivel ezek
szorzatanak maximumat keressiik. Az igy kapott szorzat valdjaban egy kétvaltozos fiiggvény.

f(xy)=x-y-(12-x-y) =12xy - Xy —xy".
A szélséérték meghatarozasa a szokdsos modon torténik.
fi(x,y) =12y —2xy - y*
f,(x,y) =12x—x*—2xy .
12y -2xy—y*=0
12X — x> —2xy :O}
Vonjuk ki az els6 egyenletbdl a masodikat, majd alakitsunk szorzatta:
12y -12x—y*+x° =0 — —-12(x—y)+(xX—-y)(x+y)=0 — (x—-y)(x+y-12)=0
Szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, azaz
X—y=0 — x=y

vagy
X+y-12=0 — x=12-y

Ha x =y, akkor ezt behelyettesitve az elsé egyenletbe
12y-2y*—y*=0 — 12y-3y*=0 —vy,=0,y,=4.

A kapott értékeket visszahelyettesitve:



y,=0 —»> x =0
Y, =4 — X, =4

Tehat ezen az agon két staciondrius pontot kaptunk:
R(0,0) P(4.4)
Ha x=12-y, akkor ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe:
12y -2(12-y)y-y* =0 — y*-12y=0.
Megoldva a kapott masodfoku egyenletet, majd a kapott eredményt visszahelyettesitve:
Y,=0 — x,=12
y,=12 —» x,=0
Ezen az agon tovabbi két staciondrius pontot kaptunk:
R@2.,0) P,(012)
frjuk fel a Hesse matrixot.
fa (% y)=-2y
fo(Xy)=12-2x-2y
fr(Xy)=12-2x-2y
fy (X, y)=-2x

-2y 12-2x-2y

D(x, y) = 4xy — (12— 2x—2y)?.
12-2%—2y oy ]% (x,y) =4xy—(12-2x-2y)

H(va):[

A staciondrius pontokat egyenként megvizsgaljuk, hogy el tudjuk réluk donteni, hogy
szélsoérték helyek-e vagy sem.

D(0,0)=4-0-0—(12—-0-0)* =-144<0, ezérta P,(0,0) pont nyeregpont.
D(4,4)=4-4-4—(12—4-4)* =64-16=48>0 és f"(x,y)=—8<0, ezért a P,(4,4) pont
lokalis maximum hely.

D(12,0)=4-12-0—(12—-2-12-0)* =-144 <0, ezért a P,(12,0) pont nyeregpont.

D(0,12) =4-0-12—(12—0-24)* =-144 <0, ezért a P,(0,12) pont is nyeregpont.

Tehat a keresett harom rész: 4, 4 és 4, azaz a 12-t harom egyenld részre kell osztani ahhoz, hogy
ezek szorzata maximalis legyen.

Ellenorzo kérdések

16. kérdés: Legyen f(x,y) =e*” -In(xy) . Mivel egyenlé f'(x,y)?
Megoldas



o2 ) +3 ] (9
(Zx In(xy) + j
[2xy In(xy) + J
'y -(ZX- In(xy) +;j

17. kérdés: Legyen f(x,y)=xsin(2x+5y)+ ycos(x—y). Mivel egyenlé f/(x,y)?

Megoldas

cos(2x+5y) —ysin(x—y)

Sin(2x+5y) +2xcos(2x +5y) —sin(x —y)
sin(2x+5y) +2xcos(2x+5y) —ysin(x—y)  (X)
Sin(2x+5y) +2xcos(2x+5y) + ysin(x—y)

18. kérdés: Legyen f(x,y)=sin(xy)+cos(xy). Hatarozzuk meg a gradiens értékét a (%,lj

pontban?
Megoldas
grad f Z,l = 0,—£j
2 2
T T
rad f| =1|=|-1,-——=| (X
grad 12 e
grad f z,l = 1,—5)
2 2
grad f %,1 (-1,0)

19. kérdés: Szamitsuk ki az f(x,y)=./4x+3y*> figgvény V(L-1) irdny( irdnymenti
derivaltjat az (1,1) pontban!

Megoldas

(X)

[EEN
S‘H
~

o 5l 8]



20. kérdés: frjuk fel az f(x,y) =€ fiiggvény érintdsikjanak egyenletét a (1,1) pontban!

Megoldas
2X+3y+z2=2
2x—-3y =1
2x—3y—-z=-2 (X)
2X—-3y+z2=-2
2X+y Lo .
21.Kkérdés::Irjuk fel az f(X, y)=—2 fliggvény érintdsikjanak egyenletét az (-1,1)
X—2y
pontban!
Megoldas
5x+5y+9z=3 (X)
5x—-5y+9z=0
5x+5y—-9z=-3
5x-5y+9z=3

22.kérdés: Az f(x,y)=2x>y+2xy -3y’ fiiggvénynek
Megoldas

2 staciondrius pontja van.
2 lokalis maximuma van.
1 lokalis maximuma van.
nyeregpontja van. (X)



