5. Linearis Algebra

5.3. Sajatérték, sajatvektor

Elméleti osszefoglalo

Egy négyzetes matrix sajatértéke és sajatvektora a linearis algebra legfontosabb fogalmai kozé
tartoznak, és az alkalmazasokban fontos szerepet jatszanak. Példaul minden matrix alkalmas
matrixokkal vald szorzésokkal olyan felsd haromszogmatrixsza alakithatd, ahol a féatloban a
sajatértékek allnak. Ebbol kovetkezik, hogy a determinans a sajatértékek szorzata.
Csak a két- és haromdimenzios esetet targyaljuk.
Vl
Tekintsiik a v =| v, | matrixot. Ez azonosithat6 a szokasos i, J és k egységvektorokkal felirt
VS
V=Vji +V,j+V;k =(V;,V,,V;) vektorral is és a haromdimenzios tér egy pontjaval is. Legyen

A eR*®, Ekkor, ahogy azt a matrixok szorzasanal tanultuk Av is 3x1 tipus matrix, illetve
haromdimenzidés vektor vagy pont. Erre ugy is gondolhatunk, hogy az A matrixszal vald
szorzas minden térbeli ponthoz egy masik térbeli pontot rendel, ez egy geometriai
transzformacié. Jelolje ezt a transzformaciot T, . A matrixok szorzésara vonatkozo

azonossagok miatt, ekkor minden v,w € R* vektor, L € R esetén
Ta(VHW) =T, (V)+T, (W)
Ta(AV)=AT, (V).
Ez a két tulajdonsag azt jelenti, hogy a T, linearis transzformacio. A linearis transzformaciok
rengeteg alkalmazassal birnak, példaul a szamitdégépes grafikaban.

Ezek szerint tehat minden matrix egy linearis transzformaciot is jelent. Ez forditva is igaz,
minden linedris transzformacio egy alkalmas matrixszal val6 szorzassal adhaté meg.

Legyen AcR*®, seR*® és s=0, tovabba AeR. Ekkor a L szdmot az A matrix
sajatértékének, az s vektort pedig a A -hoz tartozo sajatvektornak hivjuk, ha

As=As.
Mivel As=2As azt jelenti, hogy As—As=(A-Ail;)s=0 a A -hoz tartozd sajatvektor az

A—Al, egyiitthatd matrixsza (A—2Al;)s=0 ugynevezett homogén linedris egyenletrendszer

megoldasa. Konnyli bebizonyitani, hogy egy sajatvektor tetszéleges szdmszorosa is
ugyanahhoz a sajatértékhez tartozé sajatvektor, a sajatvektornak csak az iranya egyértelmi.

Egy homogén linearis egyenletrendszernek mindig van megoldasa, hiszen ha minden
ismeretlen értéke nulla, akkor minden egyenlet nyilvanvaldan teljesiil. Ezt a megoldast trivialis
megoldasnak hivjuk. A trivialis megoldas az egyetlen megoldas, ha az egyiitthatd matrix teljes
rangu, ami akkor kovetkezik be, ha az egyiitthatd matrix determindnsa nem nulla. A Gauss-
elimindlasnal ez ugy jelentkezik, hogy minden ismeretlen egyértelmiien kiszamolhato, a
megoldas felirasahoz nem kell paramétereket bevezetni.



A homogén linedris egyenletrendszernek nem trividlis megoldéasa ezek szerint csak akkor van,
ha az egylitthaté matrix determinansa nulla. Ezekbdl kovetkezik, hogy az A matrix sajatértékei
a

|A=Aly[=0
ugynevezett sajategyenlet gyokei. A fenti képletben a bal oldalon all6 kifejezést, ami harom
dimenzidban a A egy harmadfoku polinomja, az A matrix karakterisztikus polinomjanak

hivjuk. Egy adott A sajatértékhez tartozo sajatvektor pedig a (A—2Al,)s =0 homogén linearis

egyenletrendszer nem trivialis megoldésa.

Geometriailag, a matrixszal megadott linearis transzformécio a sajatvektort csak megnyujtja, a
nyujtast megado konstans éppen a sajatérték.

A kovetkezOkben az lesz a célunk, hogy meghatarozzuk matrixok sajatértékeit és sajatvektorait.
Kidolgozott feladatok
1. feladat. Szamoljuk ki az A = 1 3 matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

Megoldas: A sajatértékek kiszamolasaval kezdiink. Tudjuk, hogy ezek a karakterisztikus
polinom gyoke, ami 2x2 matrix esetén masodfoktl polinom. Az elsé 1épés tehat, hogy
kiszamoljuk a A—Al, matrix determinansat. Most

2 0 10 2 0] |[A O 2-2 0
A-Al, = -\ = - = ,
1 3 01 1 3] |0 A 13-
ennek determinansa pedig
2-» 0
1 3-x

A sajatértékeket tehat megkapjuk, ha kiszamoljuk a A* =51 +6 =0 Karakterisztikus polinom
gyokeit. Ezek nyilvan A, =2, ¢és A, =3.

‘:(2_xx3_x)_yoz(2—xx3—x)=x2—5x+6.

S
A L =2 -hez tartozd s, :[ '
S

} egyeldre ismeretlen sajatvektort ugy kapjuk meg, hogy
2

megoldjuk az s, s, ismeretlenekre vonatkoz6 A—A,l, egyiitthatd matrixsza homogén lineéris
egyenletrendszert. Mivel

s 3 1 I S

ennek az egyenletrendszernek a kibdvitett matrixa

0 01]0
1 1|0]|

Gauss-eliminalassal megoldjuk ezt az egyenletrendszert. Els6 1épésként felcseréljiik az elso és

a masodik sort.
0 0|0
o 11 0.
1 1|0 0 00O




Ezzel véget is ért a Gauss-eliminalds, hiszen az egylitthatd matrix fels§ haromszogmatrixsza
alakult. Az also sor az érdektelen 0-s, +0-s, =0 egyenletet jelenti. Az elsd sor az

1.5+1-5,=0
egyenletet. Ebbdl egyik ismeretlen sem fejezhet6 ki egyértelmilien. Ha példaul az s, helyére
paramétert vezetiink be, legyen mondjuk s, =t, akkor s, =—t. Az egyenletrendszer végtelen
s, =—t
sok megoldasa az { ' . , 1 e R alakban irhato fel.
S, =

A definicioja szerint a nullvektor nem lehet sajatvektor, ezért a A, -hez tartozo s, sajatvektorok

igy adhatok meg:
—t -1
S, = =t- teRt=0.
t 1

Péld4ul, ha t -nek az 1 értéket vélasztjuk, akkor kapjuk az s, :[ 1 } vektort, ami valoban az

A matrix 2 sajatértékhez tart6zo egyik sajatvektora, hiszen
. |2 0 -1 |2 -1 .
As, = = =2 =AS,.
1 31 2 1

De, ha t -nek mondjuk a —4 értéket valasztjuk, akkor kapjuk az s, :[ 4} vektort, ami szintén

az A matrix 2 sajatértékhez tartoz6 egyik sajatvektora, hiszen
w« |2 0f 4 8 4 .
As, = = =2 =AS, .
1 3|4 -8 —4

S
A A,=3 -hoz tartozd s, ={ 1} egyeldre ismeretlen sajatvektort Ugy kapjuk meg, hogy
SZ
megoldjuk az s, , s, ismeretlenekre vonatkozé A—A,l, egyiitthatd matrixi homogén lineéris

egyenletrendszert. (Az ismeretleneket ugyanugy jeloltik, mint az elébb, de ennek nincs
jelent6sége, ezekre a jelolésekre csak atmenetileg van sziikség.) Ebben az esetben

2 0 10 2 0] (3 O -1 0
A=l = -3 = - = ,
1 3 01 1 3| |0 3 1 0
¢s igy a megoldandé homogén egyenletrendszer kibdvitett matrixa
-1 0|0
1 0/0
Gauss-eliminalast végziink, az els6 sort hozzaadjuk a masodik sorhoz:
—1 O 0 (1)_+_, —1 O O
1 0|0 0 0/0
Az egyiitthatdo matrix maris felsé haromszogmatrixsza alakult. Az elsé sorbol
-1 51 =0 ,
amibdl s, =0. Az utolso kibdvitett matrix altal kodolt egyenletrendszer mindkét egyenletében

az s, ismeretlen egytitthatoja nulla, (a masodik oszlop minden eleme nulla). Ez azt jelenti, hogy



ennek az ismeretlennek barmi lehet az értéke, paraméterként szerepel. Tehat a homogén
egyenletrendszer végtelen sok megoldasa igy adhatdo meg

{%=0
,ueR.
s,=u

De a sajatvektor nullvektor nem lehet , ezért a A, -hez tartoz6 s, sajatvektorok igy adhatok

meg:
HH
S, = =u-| |[,ueR,u=0.
u 1

. |0
Ellendrizziik az eredményiinket. Legyen u=2. Ekkor s, = [2} , és

it [

*k 0
ez rendben van. Ha példaul u=-5, akkor s, ={ 5} , €S
« |2 0]l 0 0 0 -
As, = = =3- =1A,5, ,
1 3||-5 -15 -5

-5 2
2. feladat. Szamoljuk ki az A :{ 5 2} matrix sajatértékeit és a kisebbik sajatértékhez

ez is rendben van.

tartozo sajatvektort.

Megoldas: A karakterisztikus polinom most az

5 2 1 0 -5 2 A0 -5-A 2
A-Al, = -\ = - =
12 2 0 1 2 -2 0 A 2 —2-)\
matrix determinansa, azaz
-5-A 2
2 —-2-A
A A% + 71 +6=0 masodfoku egyenlet gyokei A, =—6, A, =—1,ezekaz A matrix sajatértékei.

=(-5-A)(-2-1)-4=27 + T +6.

A két sajatérték koziil a A, =—6 a kisebb, ezért az ehhez tartoz6 sajatvektort kell meghatarozni.

S
Legyenezaz s, :{ 1} vektor. Ekkor megoldand¢ az

S

-5 2 10 -5 2 6 0 1 2
A-\l, = —(-6) = + -
2 -2 01 2 -2| |10 6 2 4
egyiitthatd matrixszal rendelkez6 homogén linearis egyenletrendszer, amelynek tehat a

kibovitett matrixa
1 2|0
2 4|0

{1 2‘0} (2 DB {1 2‘0]

Kovetkezik az eliminalas:

2 4|0 0 0]0



Az egyiitthaté matrix mar felsé haromszogmatrix, felirjuk a végtelen sok megoldast. Az elsd
sor miatt

1.5,+2-s,=0.
Legyen s, =t, ekkor s, =2t , igy a megoldas
s =-2t

teR.
s, =t

Az 6sszes megoldas koziil ki kell zarnunk a trividlis megoldast, ezért a A, =—6 -hoz tartozo s,

—2t -2
5, = =t:| |/teR,t=0.
t 1

sajatvektor

Végezziink ellenérzést példaul a t=+/3 értékre. Ekkor a konkrét sajatvektor s, = A .
3
Ezzel
As*_{—5 2} —23| 1243 _(-8) 23|,
1 2 _2 \/§ __6\/§ \/§ 1-1 -
-5 4 -6
3. feladat. Tekintsik az A=| 3 -1 3 | matrixot, és ellendrizziik, hogy ennek a A =-1
7 -4 8|
sajatérteke.

Megoldas: Ha A sajatértéke az A matrixnak, akkor |A—M3| =0. Kiszamoljuk A =-1 esetén

az A—A\l, matrixot:

-5 4 -6 1 00 -4 4 -6
A-Al,=13 -1 3|-(-1)j0 1 0|=[3 0 3
7 -4 8 0 01 7 -4 9
Ennek determindnsa a masodik sor szerint kifejtve

46 4 -6 4 4
3 0 3[=3(-1)" +3.(-1)"" =

-4 9 7 -4

7 -4 9

=—-3(36-24)—-3(16-28)=-36+36=0.
Ez azt jelenti, hogy a —1 tényleg sajatértéke az A matrixnak.

5 4 -6
4. feladat. Hatarozzuk meg az elébbi A=| 3 -1 3 | matrix A=-1 sajatértékéhez
7 -4 8

tartozo sajatvektorat.



sl
Megoldas: A 1 sajatértékhez tartozo s=|s, | sajatvektor a (A—Al;)s=0 homogén linearis
S3
egyenletrendszer nem trivialis megoldasa. A =—1 esetén, ahogy azt az el6z6 feladatban mar
lattuk,

5 4 -6 100 -4 4 -6
A-Al,=[3 -1 3|-(-1)|0 1 0|=[3 0 3
7 -4 8 0 01 7 -4 9
A fenti homogén linearis egyenletrendszer kibdvitett matrixa tehat
-4 4 6|0
3 0 3]0}
7 -4 910
Megoldjuk Gauss-eliminalassal ezt az egyenletrendszert.
-4 4 610 -1 4 3|0
3 0 3]0 3 0 3]0
7 -4 910 7 -4 0
-1 4 3|0 -1 4 -3]0
(3)-+» .
3 0 3]0 —GENELE 0 12 -6 |0],
7 -4 910 0 24 -12|0
-1 4 -310 -1 4 3|0
0 12 -6 |0|—ZEZELE g 2 10
B
0 24 -12|0 6 0 0 010

Az egyiitthato matrix fels6 haromszog matrix. A kozépso sorbol 2s, —s, =0. Legyen s, =t,
ekkor s, =2t . Ezeket beirva az els6 sor szerinti —S, +4s, —3s, =0 egyenletbe —s, +4t—6t =0
,amibdl s, =—2t . A keresett sajatvektor tehat

-2t -2
s=| t |=t:| 1 |,teR,t=#0.
2t

Az ellendrzés elvégzését az olvasora bizzuk.

5 4 -6
5. feladat. Hatarozzuk meg az elébbi feladatban szereplé A=| 3 -1 3 | matrix
7 -4 8

sajatértékeit.

Megoldas: A karakterisztikus polinom az A—Al, matrix determinansa. Ez a matrix most
5 4 -6 1 00| |5 4 6| (A 00
A-Al,={3 -1 3|-A|0 1 0|={3 -1 3 (-0 A O]=
7 -4 8 0 01 7 -4 8 0 0 A



7 -4 8-\

Latjuk ismét, hogy annyi tortént, hogy a f6atlé elemeibdl kivontunk A -t.
A determinanst legegyszeriibb masodik sor szerint kifejtve

5-A» 4 -6
A-All=| 3 -1-1 3 |=
7 4 8-
a4 -6 22|-5—A 6 2a|-5-1 4
=3.(-1)"" ~1-1)-(-1 3-(-1 =
Y o e by

=-3(32-41—24)—(1+1)((-5-1)(8—1)+42)—3(20+ 41 —28) =

Azt tudjuk err6l a bonyolult kifejezésrél, hogy egy harmadfokti polinom. A kiemelés
lehetdségét keressiik. Megprobalunk mindhdrom tagbol kiemelni a A -nak egy elséfoku
polinomjat.

Mivel az alahuzassal megjelolt elso tag —12(2—7») , a dupla alahuzassal megjel6lt harmadik

tag 12(A—2), ez csak A—2 egy szamszorosa lehet. Kiszamoljuk a kozépsd tag mésodik
tényez0jét, (az elsd tényezo nem lehet A —2 szdmszorosa):
(-5-A)(8=A)+42=-40-8L+51+A* +42=1* -3k +2=(A-1)(A-2).
Kideriilt tehat, hogy mind a hdrom tagbol kiemelhetd A —2. gy
=-3(32-41—24)—(1+1)((-5-1)(8—1)+42)—3(20+ 41— 28) =

:12(k—2)—(k+1)(k—1)(%—2)—12(%—2):
=(A=2)(12- (2 +1)(A-1)-12) = (A —2) (A +1) (A -1).
A karakterisztikus polinom tehat (k — 2)(% +1)(X —1) ,ésa
(A-2)(r+1)(A-1)=0
egyenlet gyokei, a sajatértekek: A, =-1, A, =1,és A, =2.

1 -10
6. feladat. Hatarozzuk megaz A=|1 1 1| matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
0 1 1

Megoldas: A karakterisztikus polinomot megad6 determinanst fejtsiik ki az els6 sora szerint.
1-A -1 0
1 1-2 1 |=(1-2)-(-1)"
0 1 1-

= (1-W)((@-2) ~1)+1-2 = (2-1)((2-2)" -1+1) =(1-2)".

-2 1

_1 _11+2
1 1—x‘+( o 1

1 1‘_

Az (1—7»)3 =0 egyenletnek egy darab haromszoros gyoke van, a A =1, ez tehat az egyetlen
sajatértek.



Sl
Meghatarozzuk a A sajatértékhez tartozé s=|s, | sajatvektort. Mivel
S3
1 00
40 1 0|=|1 0 1
0 1 1 0 01 0 1 0
a megoldand6 homogén linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa
0 -1 010
1 0 1|0}
0 1 0]0
0 -1 010 1 0 1|0
10 % -1 010
0 1

0 1 00

1 0 1|0 1
0 -1 0|0 AL 0 -1 0
0 1 0]0 0 0 0]0
Véget is ért az elimindldas. A masodik sorbol —s, =0, azaz s,=0. Az elsé sor alapjan
s, +s,=0. Legyen s, =t. Ekkor s, =—t. Tehat a keresett sajatvektor

0
0

—t -1
s=| 0 |=t-| 0|, teR,t=0.
t 1
-3 3 4
7. feladat. Hatarozzuk megaz A=| 3 -1 3 | matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
4 -3 5

Megoldas: Most a karakterisztikus polinom, a determindnst az els6 sor szerint kifejtve
—-3-A 3 —4
3 -1-A» 3 |=
4 -3 5-A
-1-» 3 3 3 3 -1-A
_3 ?\, _1l+1 3 _1l+2 _4. _11+3

O I FE X N T
=—(3+1)(—(1+1)(5-1)+9)—-3(3(5-1)—12) - 4(-9+4(1+1)) =

—(8+A)(—(1+1)(5-1)+9)+11-Tr =
~(3+A)(A-2)" +11-7a.

Most nincs mdd kiemelésre, nem nagyon lehet mast csinalni, mint kiszamolni a kanonikus
alakot. Elvégezve a miiveleteket




—(3+A)(A—2) +11-7TA =23 +22 42 -1,
Végiil vegyiik észre, hogy ez az utolsé polinom kdnnyen szorzatra bonthato:
23+ +h-1= -2 (A1) + A -1=(-2* +1)(A 1) =— (A +1)(r-1)".

Ez tehat a karakterisztikus polinom. Ennek gyokei A, =—1, és A, =1, ez utobbi kétszeres gyok.

Sl
Meghatarozzuk a A, =—1 sajatértékhez tartoz6 s, =| s, | sajatvektort. Mivel

S3
-3 3 4 1 00 -2 3 -4
A-il,=|3 -1 3 |-(-1);/0 1 0|={3 0 3|
4 -3 5 0 01 4 -3 6
a megoldand6 homogén linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa
-2 3 4|0
3 0 3|0/
4 -3 6|0
-2 3 4|0 3 0 3]0
3 0 3|0 2 3 —4|0],
4 -3 6|0 4 -3 6|0
3 0 3]0 1 3 -1|0
2 3 -4|0 2 3 -4|0|,
4 -3 6|0 4 -3 6|0
1 3 -1]0] 1 3 -1]|0
2 3 -4|0|—ZEE2 0 9 6|0,
4 -3 6 |0] 0 -15 0
HH I }
-2 0],
-15 10 |0 > -3 2|0
1 3 -1]|0 1 3 -1|0
0 3 -2/0 03 -2/0
0 -3 2|0 0 0 01O
A masodik sorbol 3s,—-2s,=0. Legyen s, =t, igy kell kisebb nevezdjii tortekkel szamolni.

Ekkor s, :gt. Ezeket az elsé egyenletbe helyettesitve sl+3t—gt =0, amibdl s :—gt.

Tehat



_34 _3
2 2
s, = =t-| 1 [\teR, t=0.
3, 3
L2 L 2 ]
Sl

Végiil meghatarozzuk a A, =1 sajatértékhez tartozo s, =| s, | sajatvektort. Mivel

S3
-3 3 -4 1 00 -4 3 -4
A-Al,=13 -1 3|-140 1 0= 3 -2 3|,
4 -3 5 0 01 4 -3 4
a megoldand6 homogén linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa
-4 3 410
3 -2 3 10].
4 -3 410
-4 3 4]0 -1 1 -1|0]
3 2 3|0 3 2 3|0,
4 -3 410 |4 3 4 |0]
-1 1 -1|0 -1 1 -1]0]
3 2 3|0 0 1 o]0
4 -3 4|0 |10 -1 0|0}
-1 1 -1|0 -1 1 -1|0
0 1 0/0 0 1 00
0 -1 010 0 0 O O]

A masodik sorbol s, =0. Az els6é sorbol —s +1-0—s, =—s —s, =0 . Legyen s, =t. Ekkor
s, =—t. Ezek alapjan az s, sajatvektor

= -1
s,=| 0 |=t:| 0 [, teR, t=0.
t 1

Hérom dimenzidban a sajatértékek meghatirozasanak kulcsa, hogy a karakterisztikus
polinomot szorzatra bontsuk, kiemeljiink beldle egy els6foku polinomot, mert akkor a masik
masodfoktl tényezd gyokei mar kiszamolhatok. Erre tobb modon is lehetdség nyilhat.

Ha a karakterisztikus polinomot megad6 determinans valamelyik sordban vagy oszlopaban két
nulla elem van, akkor e szerint a sor vagy oszlop szerint kifejtve a determindnst a
karakterisztikus polinom eleve szorzat.

Ha nem ez a helyzet, akkor kifejtve a determinanst valamelyik sor vagy oszlop szerint, az
kozvetleniil a kifejtés utan egy harmadfoku tag és egy vagy két els6foku tag Osszege. Az
elséfoku tagokat dsszevonva végiil is egy harmadfoku €s egy els6foku tag 6sszegét kapjuk.



Ha ez az els6foku tag szamszorosa a harmadfoku tagban szerepld els6foku szorzonak, akkor ez
kiemelhetd.

A harmadfoka tag masodik tényezdje, az, amelyik a 2x2 determinans kifejtésébdl jon,
masodfokt polinom. Ha ez szorzatra bonthat6 a gydkei kiszamolasaval és az egyik tényez6 az
elébb emlitett els6foktl tag szamszorosa, akkor ezt a tényez6t lehet kiemelni a két tag
0sszegébol.

Ha ezek egyikére sincs lehetdség, akkor kanonikus alakra kell hozni a karakterisztikus
polinomot, és esetleg még akkor is felismerhetd egy kiemelés lehetdsége, amint azt az el6z6
feladatban is lattuk.

Azzal az esettel, amikor ezekkel a fogasokkal nem bonthatd szorzatra a karakterisztikus
polinom nem foglalkozunk.

Ez elébbi feladatban latott eset a legbonyolultabb eset, amivel a vizsgan talalkozhat valaki, sét,

legtobbszor a szorzatra bontas joval egyszeriibb lesz.

Elméleti osszefoglalo

Tudjuk, hogy minden matrix azonosithato egy linearis transzformacioval és forditva. Gyakran
a linearis transzformaciokat nem a matrixuk megadasaval, hanem a hozzarendelési utasitasuk
megadasaval vagy ,,geometriai Giton” definidljuk.

Példaul: Legyen T az a haromdimenzids térben hatd transzformacio, amely minden ponthoz
(helyvektorhoz) a pontnak az i és j vektorok altal kifeszitett sikra vett tiikorképét rendeli.

Két kérdéssel fogunk foglalkozni: hogyan lehet egy ilyen moédon definidlt lineéris
transzforméci6 matrixat felirni, illetve hogyan lehet a sajatértékeket, sajatvektorokat

»geometriai Uton” meghatarozni.

A linearitas miatt egy linearis transzformaciot teljesen meghatéroz az, hogy az i ,a j ésa k
egységvektoroknak mi a képe.

Tekintsiik a T: R® — RR® linedris transzformaciot. Tegyiik fel, hogy

) b, ¢,
T(i)=|a, |, T(i)=|b, |, T(k)=|c,
a3 b3 C3
Ekkor a T linearis transzformaciohoz tartozd matrix
a b ¢
A=|a, b, c,
a3 b3 C3

Egy pont (helyvektor) képét a T linedris transzformacional tehat ugy kapjuk, hogy a pont
(helyvektor) oszlopmatrixat balrdl szorozzuk a fenti A matrixszal:

T(v)=Av.



Két dimenzioban hasonlo a helyzet: ha T: R* — IR? linedris transzformaci6 és

ool

akkor a T linearis transzformacidhoz tartoz6 matrix
A= % b .
a'2 b2
Vl J . . . ’r 2 2 y sy
8. feladat. Legyen v = ¢s tekintsiik a kovetkezé T: R® — R transzformaciot
VZ
3v
T(v)=| *|
Vl
Igazoljuk, hogy ez linearis transzformacid és hatarozzuk meg a matrixat.

Megoldas: A linearitashoz azt kell igazolni, hogy 6sszeg képe a képek Osszege, és szamszoros
képe a kép szamszorosa, formulakkal: tetszleges vV és W vektorokra és o valds szamra

T(v+w)=T(v)+T(w), T(av)=aT(v).

Wl V1+Wl " y ’ o) r r 1
Ha w= , akkor v+w = . Ebbél felhasznalva T hozzarendelési utasitasat
W, V, + W,

| T(v+w)={3(vz+wz)}.

vV, +W

{3(\22:\,\\/:2 )} _ {3\22} 4 ﬁ‘ﬂ =T(v)+T(w)

. . . .o r , , (X’Vl 1z .
teljestil az T(V + W) = T(V) + T(W) Osszefliggés. Tovabba av = v felhasznalasaval
av,

T(av)={3(avz)} =0c[3v2}=ocT(v),

av, v,

Mivel

igy a leképezés tehat linedris transzformacio.

Mivel i=m, j=m illetve T(i){?’ﬂ:m, és T(j):[s(ﬂ:m, a T linearis

transzformaci6 A matrixat gy kapjuk, hogy ezt a két oszlopmatrixot egymas mellé irjuk:

0 3
A= :
1 0
Ekkor valoban teljesiil a T(v)=Av &sszefiiggés, hiszen egyrészt a definicidja szerint
3v
T(v)= [ 2} ,
Vl

masrészt a matrix szorzas definicidja miatt



1 0]y, v, |
V.
9. feladat. Legyen v = {Vl} és tekintsiik a kovetkezé T: R — R? transzformaciot

| T(v){vl‘VZ]

2V,

Igazoljuk, hogy ez linearis transzformacid ¢és hatdrozzuk meg a sajatértékeket ¢és
sajatvektorokat.

Megoldas: Egy linedris transzformaci6 sajatértékei és sajatvektorai a transzformacidhoz
tartoz6 matrix sajatértékei és sajatvektorai. Most is a linearitds igazoldsaval kezdiink: ha

|:Wl} , . |:V1+W1j|
W= , akkor egyrészt, mivel v+w = ,
W, V, +W,
T(v+w)={(vl+wl)_(vz+W2)}
2(v, +w,)
(Vo) (W= )| =y | - =T(v)+T(w),
2 (V2 + W, ) 2V2 2W2

, . v,
masrészt, mivel av =
av,

T(av) {“ZV(;\?;Z} . a{vlz‘vﬂ —aT(V).

Tehat valoban linearis transzformacioval van dolgunk.

Felhasznalva, hogy i = m  T(i)= {12_8} - (1)} Mivel j= m T(j)= B‘ﬂ _ {—21} .

Ezért a T linearis transzformacié A matrixa

1 -1
A= :
b 2
Az A matrix karakterisztikus polinomja, kifejtve a determindnst
-2 -1
=(1-A)(2-A)-0-(-1)=(1-1)-(2-1).
o o712 (2-4)=0-(-1)=(1-2)-(2-2)

Az (1-1)(2-1)=0 egyenlet gydkei sajatértékek, ezek tehat A, =1 és A, =2.

S
A A, =1 sajatértékhez tartozd s, :[ '

} sajatvektorok az A—A\,l, =0 homogén linearis
2

egyenletrendszer nem trivialis megoldasai. Ennek az egyenletrendszernek a kibévitett matrixa

0 -1|0
0 1 /0]

Gauss-eliminalast végziink:



{0 -1 o} WELELE {0 -1 ‘ 0}
0 110 0 010
Az egylitthatomatrix fels6 haromszog matrix, felirhaté a megoldas. Mivel az egyiitthaté matrix
els6 oszlopa csupa nullat tartalmaz, az els6 ismeretlen, s, tetszéleges lehet: s =t. Ezt beirva
az elsé sor altal megadott egyenletbe 0-t—s, =0, amib6l s,=0. Az egyenletrendszer
megoldasa tehat

Kizarva a trivialis megoldast

a keresett sajatvektor.

S
A A, =2 sajatértékhez tartozo s, z{ l} sajatvektorok az A—A,l, =0 homogén linearis

2
egyenletrendszer nem trivialis megoldasai. Ennek az egyenletrendszernek a kibdvitett matrixa

-1 -1|0

o ol
Itt az egyiitthatomatrix maris fels6 haromszog matrix, nincs sziikség eliminalasra. Az els6
sorbol —s, —s, =0. Legyen s, =u, ekkor s, =—u . Az egyenletrendszer megoldasa tehat

s, =-U
JuelR,

s,=u
amiboOl, ismét csak kizarva a nullvektort,

-u -1
szz[ }zu-{l]ud@,u;‘to.
u

10. feladat. Tekintsiik a sikon azt a transzformaciot, amelynél minden pontot tiikroziink az
y =—Xx egyenletl egyenesre. Igazoljuk, hogy ez linedris transzformacio, €s hatdrozzuk meg a

sajatértékeit és sajatvektorait.

Megoldas: Jelolje a transzformacionkat T. T linearitdsat legegyszeriibben akkor tudjuk
igazolni, ha eldallitjuk T hozzéarendelési utasitasat. Ennek érdekében kiszamoljuk, hogy egy

Vi

tetszOleges V :[ } helyvektori P pontnak mi a képe a T transzformacional.

2
Ehhez eldszor felirjuk a v végpontjan atmend, az y=-—X egyenesre merdleges egyenes
egyenletét. Ezutan vessziik ennek az egyenesnek és az y = —X egyenesnek a metszéspontjat. A
P képeaza P’ pont, amelyre a PP’ szakasz felezOpontja az el6bb meghatarozott metszéspont.

A v végpontjan 4tmend, az y = —X egyenesre merdleges egyenes egyenlete Y =X—V, +V,.
Valo6ban, ez a meredeksége miatt merdleges az eredeti egyenesre, ha X helyére v, -et irunk y

értéke v, lesz. A két egyenes metszéspontja az



y=-x
y=X—-V,+V,

. , Vv, —V. . S
egyenletrendszer megoldasa. Osszeadva a két egyenletet y = —2 5 L ez ametszéspont masodik

WY . ,, " vV, —V, . " "
koordinataja. Ezt felhasznalva az elsé egyenletb6l x=-1—2, ami a metszéspont els6
s C n  res - PV, V-V, o
koordinataja. Ha P’ els6 koordinatajat p jeloli, akkor a felezés miatt IR amibdl

p=-Vv,. Ha P’ masodik koordinatajat q jeloli, akkor a felez6pont tulajdonsdga miatt

- -V
q+_2\/2 = Vz_2V1 ,amibol q=-v,. A P’ tehata { 2} helyvektora pont. Azaz T hozzarendelési
=V,

1

Vi

utasitasa: tetszlleges Vv ={ } esetén

2

V. W,
Ezt felhaszndlva a linearitdis mar konnyen igazolhato. Legyen V={ 1} és W ={ 1} két
V2 W2

tetszleges vektor, a tetszdleges szam. Ekkor egyrészt

R (Wi S U MR R

w2

T tehat valoban linearis transzformacio.

masrészt

Egy lineéris transzformacid sajatvektorai olyan vektorok, amelyeknek az origon atmend
egyenesét, amelyben fekszenek, a transzformécio helyben hagyja. Geometriai okokbol a mi
esetliinkben két ilyen egyenes van: az y =—x és az y =X egyenes.

Az y =—x egyenesben fekvo nemnulla s, = { ) } , te R, t#0 vektorokata T transzformacio

helyben hagyja, ezért az ezekhez a sajatvektorokhoz tartozo sajatérték A, =1.

u
] ueR, u=0 vektorokata T transzformacio
u

Az y =X egyenesben fekvd nem nulla s, = {

a minusz egyszeresiikbe viszi, ezért az ezekhez a sajatvektorokhoz tartozo sajatérték A, =—1.

Mindezeket persze az el6z0 feladatokban latott szdmitasokkal is megkaphatjuk.

Mivel T(i):[ °

-1
] T(j) :[ 0 } ,a T linearis transzformacié A matrixa



-2 -1

A A? -1=0 egyenlet megoldasai a sajatértékek, latjuk, hogy ezek A, =1 és A, =-1.

S
A A, =1 sajatértékhez tartozd S, :[ 1} sajatvektorok az A—A\,l, =0 homogén linearis

2
egyenletrendszer nem trivialis megoldasai. Ennek az egyenletrendszernek a kibdvitett matrixa
Gauss-eliminalas kovetkezik:

-1 -110

-1 1|0/
-1 -1 0
-1 -1 ol

0| wmeeg |-1 -1

0 0 0
Az els6 sorbol —s, —s, =0. Legyen s, =t, ekkor s, =—t. Tehata A, =1 sajatértékhez tart6zo
sajatvektorok

—t
Sl=[t]teR,t¢0,

Osszhangban azzal, amit geometriai megfontoldsokbol kaptunk.

S
1} sajatvektorok az A—A,l, =0 homogén

Hasonl6an a A, =—1 sajatértékhez tartozo s, ={
2

linearis egyenletrendszer nem trividlis megoldasai. Ennek az egyenletrendszernek a kibovitett

matrixa
1 -1|0
il

Ismét Gauss-eliminalas kovetkezik:

{ 1 -1 ‘ 0} (W)Ll [1 -1 O}

-1 110 0 010

Az els6 sorbol s, —s, =0. Legyen s, =u, ekkor s, =u. Tehat a A, =—1 sajatértékhez tart6zo
sajatvektorok

u
SZ:L] ueR, u=0.

Ez is ugyanaz, mint a geometriai okoskodasbol kapott eredmény.



vV, +V,
11. feladat. Tekintsiik a térben azta T transzforméaciot, amelyre T(V)=| -V, +V, | tetsz8leges
V3

V= esetén. Igazoljuk, hogy ez linearis transzformécid €és hatarozzuk meg a sajatértékeit

Vi
vy
Vs

¢s sajatvektorait.

Wl
Megoldas: Ha w =| w, |, akkor
W3
(v + W)+ (v, + W, ) v, +V, W, + W,
T(VAW)=| =(V,+W ) +(V, +W,) [=] =V +V, [+ =W +W, [=T(v)+T(w), és
V, + W, v, W,
av; +av, v, +V,

T(av)=|-av,+av, [=a| -V, +V, |=aT(v),

o, v,
tehat a transzforméacio linedris.
1 1 0
Miutan a definicioja alapjanT(i)=|-1|, T(j)=|1|, é T(k)=|0|, a T lincaris
0 1
transzformacido A matrixa )
. -
A=|-1 1
O .
fgy A karakterisztikus polinomja
1-2 1 0
-1 1-» O =(1—x)((1—x)2+1)=(1—x)(x2—2x+2).
0 0 1-A

A (1—%)(%2 —2X+2)=0 egyenletnek egy valos gyoke van a A =1, hiszen a méasodfoku

polinom diszkrimindnsa negativ. Ezért a matrixnak ez az egy sajatértéke van.

Sl
Meghatarozzuk az ehhez tartozd s=|s, | sajatvektorokat, amik az A—Al; =0 homogén
S3

linedris egyenletrendszer nem trividlis megoldasai. Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa



0 1 0|0
-1 0 0]0].
0 0 0f0

Felcseréljiik a masodik és harmadik sort, ezutan a megoldas leolvashato.
0 1 0]0 -1 0 010

-1 0 0|0 0 1 0|0
0 0 0|0 0 0 0|0
Mivel a harmadik oszlop csupa nullat tartalmaz s, =t tetszdleges. Az elsd és a masodik sorbol
pedig kovetkezik, hogy s, =0 és s, =0. Ezért a keresett sajatvektorok:
0
s=|0|,teR, t#0.
t

12. feladat. Tekintsiik a térben az S: Xx—z =0 egyenletii sikot. Legyen T az a transzformacio,
ami minden pontot merdleges erre a sikra vetit. Igazoljuk, hogy ez linearis transzformacio és
hatarozzuk meg a sajatértékeit és sajatvektorait.

Megoldas: Azzal kezdiink, hogy felirjuk a transzformacio hozzarendelési utasitasat. Ehhez azt
Vl

kell kiszamolnunk, hogy mi lesz a képe egy tetszoleges v =|v, | helyvektornak. Az S sik
V3

normalvektora n =(1,0,—1). A Vv végpontjan atmend n iranyvektorii egyenes paraméteres

egyenletrendszere

X=v, +t
y=v, .
z=v,—t

Ennek és az S siknak a doféspontja lesz v végpontjanak képe. A
v, +t—(v,—1)=0

,, =V, +V . v s . T
egyenletbdl t = —2—2. Ezért a d6féspont harom koordinataja
=V, +V V,+V =V, +V V,+V
X:Vl+ 1 3 _ 1 3,y=V2,Z:V3— 1 3 _ 1 3.
2 2 2 2

Vl
Ezért a transzformacio hozzarendelési utasitasa: tetszleges vV =| v, | esetén

Vs

2
T(v)=| v,




Igazoljuk, hogy T linearis. Legyen w =

T(v+w)=

Wy
W,
W;
) -

tetszOleges. Ekkor

(ViAW) +(va+wy) | [v+vy ] [w +w, ]
2 2 2
V, + W, =l v, |+ w,
(ViAW )+ (Ve +wg) | | VetV || W+w,
L 2 1L 2 2
Cav, +av, | [+, ]
2 2
T(av)=| av, |=a| v, |=aT(v)
av, + o, V) +V,
2 L 2 ]

Ezek egyiitt azt jelentik, hogy T linearis.

Geometriailag vilagos, hogy ez a linearis transzformacié minden, az S

=T(v)+T(w),

sikban fekvo,

nullvektortol kiillonbozd helyvektort helyben hagy. Ezek tehat sajatvektorok, mégpedig az 1
sajatértékhez tartozoak. Az is vilagos, hogy minden , az S sikra merdleges, nullvektortol
kiilonb6z6 helyvektor képe a nullvektor, ezek tehat sajatvektorok, mégpedig a 0 sajatértékhez
tartozo sajatvektorok. Mas fajta sajatvektor pedig nincs.

Mindezt szadmolassal is igazoljuk.

1
2
Miutén a hozzéarendelési utasitasa alapjan T ( [ ) =0
1
2

transzformacio A matrixa

A karakterisztikus polinomja

I
2

N~ O

0

o N

1-A

N, ON|F

N, O NP

,a T linearis

A (1-1)(A* =) =0 egyenlet gydkei A, =0, és &, =1, ez utobbi kétszeres gyok.



Sl
A A, =0 sajatértékhez tartoz6 s, =| S, | sajatvektorok az

SS
2o Lo
2 2
0 1 0|0
20 Lo
L2 2

kibdvitett matrixszu egyenletrendszer nem trivialis megoldasai.

Lo Lo Lo Lo
2 2 2 2

0 1 0]0|—EBEREL g 1 00
1, 10, 00 0/0
| 2 21 | L i

A miasodik sorbol s, =0. Az els6 sorbol %+S—23 =0. Legyen s, =t tetszOleges paraméter,

ekkor s, =—t, ezért

s;=| 0], teR, t=0.

S1
A )L, =1 sajatértékhez tartozo s, =| s, | sajatvektorok az
s3

Lo 1o
2 2

0 0 0 (O

Lo 21

L 2 21 |

kibdvitett matrixszl egyenletrendszer nem trivialis megoldasai.

Lo Lo 1ol
2 2 2 2
0 0 00 0 0 0
1 0 - 1 0 0 0O
i 21 L _

A kozépsé oszlop minden eleme nulla, igy S, =u tetszéleges paraméter. Az els6 sorbol
S, S ” . . N
—El+33 =0. Legyen s, = p tetszbleges paraméter, ekkor s, = p. Ezért a sajatvektor
Y
s,=lul, pueR, p’+u®=0.

p



(A p®+u® =0 feltétel azt fogalmazza meg, hogy p és u nem lehet egyszerre nulla.)

Ellenorzo kérdések

2 . .
4} matrix sajatértékei

-1
1. kérdés. Az A =[ 5

A =5 és A, =0.
A =-5és A, =0.(X)
A, =-5és A,=1.
A =5 és A, =1.

1
2. kérdés. Az A= {2 4} matrix sajatértékei

A =—5és A, =—2 .

A =5és A, =2 .
A =-5és A, =2 . (X)
A =5 & h,=—2 .

3. kérdés. Tekintsiik az A = [ 5

3
4} matrixot. Melyik allitas igaz?

Mindkét sajatérték pozitiv.

A sajatértékek kiillonbozo eldjeliiek.
Az egyik sajatérték a nulla.
Mindkeét sajatérték negativ. (x)

1 3
4. kérdés. Az A = {2 4} matrix egyik sajatvektora

-2

S=
L 2 _

— 3 Z

S=
__3_
__2_

S= . (X
2 (x)
_2:|

S= .

1

3
4} matrix egyik sajatvektora, akkor

1
5. kérdés. Ha s az A= L

s mindkét koordinétdja azonos eldjelil. (x)



s koordinatai kiilonb6z6 eldjeliiek.
s elsd koordinatéja nulla.
s masodik koordinataja nulla.

1 2 0
6. kérdés. Az A=|0 -1 O | matrix sajatértékei
3 3 -2
A=1,A,=1¢és Ay=-2
AM=1,A,=-1¢és A, =-2 .(X)
AM=1,A,=-1¢é A, =2
A=1,A,=2¢ hy=-2
1 2 0
7. kérdés. Az A=|0 -1 O | matrix egyik sajatvektora
3 3 -2
S =
1
S=|-2
. 0 -
s=-2]|.(x)
L 0 -
[ 2
s=|-1
| 0
2 0 O
8. kérdés. Az A=| -1 1 0| matrix legkisebb sajatértékéhez tartozo6 egyik sajatvektora
-2 -3 3
S=



-1
s=|1
|1
o
s=|3
_2_
0]
s=(2|.(x)
_3_
2 3 0
9. kérdés. Tekintsilk az A=|-1 -2 0 | matrixot. Melyik allitas igaz?
2 1 1

Van olyan sajatérték, amelynek mindhdrom koordinataja pozitiv.
Minden sajatértéknek legalabb az egyik koordinataja nulla.

Van olyan sajatérték, amelynek egyik koordinataja sem nulla. (x)
Van olyan sajatérték, amelynek pontosan egy koordinatdja nulla.



