5. Linearis algebra

5.1. Matrixok, determinansok

Tanulasi cél

Ebben a modulban megismerkediink a linedris algebra legfontosabb fogalmaival. Ezek koziil a
legalapvetobb a matrix fogalma. A linearis algebra egyik kozponti problémaja a linearis
egyenletrendszerek megoldasa. Kideriilt, hogy itt a matrixok és determinansok nagyon
hatékonyan felhasznalhatok. A linedris algebra masik fontos teriilete a linearis transzformaciok
tanulmanyozasa. Ebben ismét csak a matrixok jatszanak kulcsszerepet a sajatértékek és
sajatvektorok mellet.

A modul 16 célja az itt emlitett fogalmak megismertetése, és a veliik kapcsolatos legfontosabb
szamitasok begyakoroltatasa.

Elméleti osszefoglalo

Szamadatokat sokszor célszerii tablazatos formaba rendezni. Az ilyen tablazatokat hivjuk
matrixoknak. Mi csak olyan matrixokkal fogunk foglalkozni, amelyek valds szamokbol
éplilnek fel.

Haaz A matrixnak n sora és m oszlopa van, akkor azt mondjuk, hogy a matrix nxm tipusi,
és ezt igy fogjuk jelolni: AeR™ . Az A matrix elemeire kettds indexeléssel hivatkozunk:
a,; jeloliaz A matrix i -edik soranak j -edik elemét.

1 2 3
A p—
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matrix 2x3 tipusl, és a,, =6 . Szokas a ket index kozotti vesszOt nem kiirni, ha nem kell

Példaul az

félreértéstol tartani.
Két matrix egyenld, ha azonos a tipusuk, és az azonos indexi elemeik egyenlok.

A matrixok korében miiveleteket definidlhatunk, amelyek segitségével adott matrixokbol
ujabbakat készithetiink.

Legyen AeR™™ | és aeR tetszbleges szam. Ekkor az A matrix o -szorosa az a B = oA
szintén NxM tipusa matrix, amelyre b, = o-a; minden 1<i<n és 1< j<m esetén.

Tehat egy matrixot ugy szorzunk meg egy szammal, hogy minden elemét megszorozzuk a
szammal.



Legyen A,BeR™™ . (Azaz legyen A és B két tetsz8leges nxm tipust matrix.) EKkor A és
B Osszege aza C=A+B szintén nxm tipusi matrix, amelyre ¢; = a; +b; minden 1<i<n
€s 1< j<m esetén. Tehat azonos tipusti matrixok Osszeadhatok, és az Osszeg elemeit ugy
kapjuk, hogy rendre 0sszeadjuk az azonos indexii elemeket.

Legyen A,BeR™™ . Ekkor A és B Kkiilonbsége aza C = A—B szintén nxm tipust matrix,
amelyre c; =a; —b; minden 1<i<n és 1< j<m esetén.

Nyilvanvalo, hogy A-B=A+(-1)B .

A szammal szorzasra ¢és az Osszeadasra érvényesek a kovetkezo tételek. Ezeket, és a késdbbi
tételeket is, mindig gy kell érteni, hogy, ha az 6sszefiiggések egyik oldalan all6 miiveleteket
el lehet végezni, akkor elvégezhetok a masik oldalon allé6 miiveletek is, és az eredményiil kapott
matrixok egyenldk.

Tétel. Legyen A,B,CeR™™ , o,B e R . Ekkor

a(BA)=B(aA)=(ap)A.
(a+B)A=0A+BA.
o(A+B)=aA+aB, azaz a szammal szorzas disztributiv az sszeadasra nézve.

A+B =B+ A, azaz az osszeadas kommutativ.
A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C, azaz az dsszeadas asszociativ.

A matrixok szorzéasanak definicioja kicsit bonyolultabb az eddigi miiveletek definiciojatol.

Legyen A eR™ és BeR*™, vagyis az A matrixnak legyen k 0szlopa, a B matrixnak pedig
k sora. Ekkor A és B szorzata az a C = AB matrix, amelynek tipusa nxm ¢és

G = ailblj +a1'2sz +ai3b3j +eet aikbkj
minden 1<i<n és 1< j<m esetén.
Tehat a szorzat matrix i -edik soranak j -edik elemét ugy kapjuk, hogy az eldl allo6° A matrix
i -edik soranak az elemeit rendre megszorozzuk a hatul all6 B matrix | -dik oszlopanak

elemeivel, és ezeket a szorzatokat 6sszeadjuk.

Azt a feltételt, hogy szorzaskor az eldl allo6 matrixnak annyi oszlopa kell, hogy legyen, mint
ahany sora a hatul all6 matrixnak van, kompatibilitasi feltételnek hivjuk.

3 2
1 -2
tipusa |2|x 3 , teljesiil tehat a kompatibilitasi feltétel, (a két bekeretezett szam egyenld). Létezik
tehat a C = AB szorzatmatrix, amelynek tipusa 2x3 . Sorra kiszamoljuk a C elemeit.

Cu :aub11+a12b21 :2'3+(_3)'1:31
Cp, = a11b12 +a12b22 = 2'2+(_3)'(_2) =10,
Cz =y, + b, = 2'1"'(_3)'3: —7,

2 -3 1 , .
Példaul legyen A = 1 4 és B= 3| Ekkoraz A matrix tipusa 2><, a B matrix



Cu =y, +a,h, =1-3+4-1=7,
C, =ayb, +a,b, =1-2+4-(-2)=-6,
Cp=2a,b,+a,b,, =1.1+4-3=13.
Vagyis azt kaptuk, hogy

3 10 -7
C=AB=

7 -6 13|

A BA szorzat ebben az esetben nem létezik, mert a tipusok rendre 2>< és ><2, és a
bekeretezett szamok nem egyenldk, nem teljesiil a kompatibilitasi feltétel.

Legyen AcR™™ . Ekkor A transzponaltja az az A" métrix, amelynek tipusa mxn, és
a; =a; minden 1<i<m és 1< j<n esetén.

Tehat a transzponalas soran az eredeti matrix elsé sora lesz a transzponalt els6 oszlopa, masodik
sora a transzponalt masodik oszlopa, €s igy tovabb. A transzponalas felcseréli a sorokat €s az
oszlopokat.

Az elobbi szorzas soran szerepelt B matrix esetén

3 1
B"=|2 -2]|.
1 3

A kovetkezo tétel a szorzassal és a transzponalttal kapcsolatos azonossagokat foglalja 6ssze.

Tétel. Feltéve, hogy a formulakban sziikséges kompatibilitasi feltételek mind teljesiilnek

(aA)B=A(aB)=0(AB),
AB = BA , a szorzas nem kommutativ,
A(BC) = (AB)C = ABC, a szorzas asszociativ,

(A+B)C=AC+BC, és A(B+C)=AB+AC, a szorzas disztributiv az dsszeadasra,
(A+ B) =A"+B',
(A8) -

Az A e R™ tipusu matrixokat négyzetes matrixoknak hivjuk. Egy négyzetes matrixnak tehat
annyi sora van ahany oszlopa.

Minden négyzetes A matrixhoz hozza lehet rendelni egy szamot, a matrix determindnsat, amit
|A| fog jeldlni.

Az AcR™ tipusi matrix determindnsat megkapjuk, ha az i -edik sor minden elemét
megszorozzuk az elemhez tartozo eldjeles aldeterminédnssal, és az igy kapott szorzatokat
Osszeadjuk. Az i -edik sor | -edik eleméhez (azaz a;; -hez) tartozo eldjeles aldeterminanst gy



kapjuk, hogy tordljiik az A matrix i -edik sorat és j -edik oszlopat, és a kapott (n—1)x(n-1)

tipust métrix determinansat megszorozzuk (-1)"" -vel.

Ezt hivjuk az i -edik sor szerinti kifejtésnek. A kifejtésben szerepld (n—1)x(n—1) tipusu

matrixok determindnsat ugyanigy valamelyik soruk szerint kifejtve még eggyel kisebb méretii
determindnsokat kapunk, és igy tovabb. Végiil csupa 2x 2 tipusti matrix determinansat kapjuk.

a b
Az { d} matrix determinansa pedig
c

a
C

b
‘:ad—bc.
d

Ugyanilyen mdédon egy determinanst barmelyik oszlopa szerint is ki lehet fejteni.
Példaként kiszamoljuk az

matrix determinansat ugy, hogy kifejtjikk a 3. sora szerint.

1 2 3
Al=2 1 4=3-(-2)" +(-2)-(-1)™*
3 -2 2
=31:(2-4-1-3)+(-2)-(-1)-(1-4-2-3)+2-1:(1-1-2-2) =

=15+2-(-2)+2-(-3)=5 .

2 3
1 4

l 3 3+3
2.(=1)"".
) 2

12
2 1

Ugyanennek a matrixnak a determinansa kifejtve az els6 oszlopa szerint

1 2 3

Al=2 1 4=1.(-1) +2-(-1)" +3-(-1)™"
3 -2 2
=1-1-(1-2-4-(-2))+2-(-1)-(2:2-3-(-2))+3-1-(2-4-3-1)

10-20+15=5.
A két végeredmény természetesen ugyanaz.

1 4
-2 2

2 3
-2 2

1+1

2 3
1 4

Egy 4x4 tipusu matrix determinansat elészor vissza kell vezetni 4 darab 3x3 méretli matrix
determindnsara, és azokat a fenti modon kiszadmitani. Lathato, hogy ez igen faradsagos. Ezért
nagy jelentdsége van az olyan tételeknek, amelyekkel ezt az eljarast egyszertsiteni lehet. Ezek
koziil a legfontosabb az alabbi.

Tétel. Legyen A e R™ tipusu matrix. Tekintsilk az A matrix i -edik és | -edik sorat, ahol
i# ] .Haaz i -edik sort elemenként megszorozzuk tetszéleges o szammal és azt elemenként
hozzaadjuk a j -edik sorhoz, a tobbi sort pedig valtozatlanul hagyjuk, akkor az igy kapott 1j
matrixnak ugyanannyi a determinansa, mint az eredetinek. Ezt az atalakitast igy fogjuk jeldlni:

(OL)~|I|+|I|—>|I| .



Ennek a tételnek az ismételt alkalmazéasaval elérhetd, hogy az eredeti matrixot atalakitsuk gy,
hogy egy altalunk kivalasztott oszlopanak egy kivételével minden eleme nullava véljon, és a
determindns értéke mégsem valtozik. Ha ezutdn a determinanst kifejtjiik ezen oszlopa szerint
csak egy darab eggyel kisebb méretii determindnst kell kiszdmolnunk, a tobbi ugyanis a
kifejtésben ugyis nullaval szorzodna.

Pé¢ldaul, ha az elobbi A matrix els6 soranak minusz kétszeresét hozzaadjuk a masodik sorhoz,
akkor ezt kapjuk:

1 2 3 1 2 3
2 1 4| REEREL g 3 o
3 2 2 3 2 2

¢s itt a jobb oldalon all6 matrixnak ugyanannyi a determinansa, mint A -nak. Ha most a jobb
oldali matrix els6 sordnak minusz hdromszorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz a kapott
matrixnak ismét annyi marad a determinansa, mint az eredeti A -nak:

1 2 3 1 2 3
0 -3 —2 | (BBBI g 3 o
3 2 2 0 -8 -7

Errél konnyen meggy6éz6dhetiink, hiszen ha az utolsé matrix determinansat gy szamoljuk ki,
hogy kifejtjiikk az elsé oszlopa szerint, akkor

1 2 3 4
Al=l0 -3 —2[=1.(-1)" I _7‘= ((-8)-(-7)—-(-8):(-2))=21-16=5.
0 -8 -7

Kidolgozott feladatok

-1 3 1 4
1. feladat. Legyen A =[ 5 2} ,és B= L 2] Szamoljuk ki a C =3A —2B matrixot.

Megoldas: Mindkét matrix 2x2 tipust, €s ilyen minden szamszorosuk is, tehat a kijelolt
miiveletek elvégezhetdk. A szammal valo szorzés és az Osszeadas definicidjabol kovetkezik,
hogy ezeket a miiveleteket elemenként kell elvégezni. Példaul

c, =3a,—2b, =3-2-2-3=0.

hasonldan szamolva a tobbi elemet
-5 1
C= )
1 -3

2 1 2
2. feladat. Legyen A={2 1 |,és B= [1 ) J. Szamitsuk ki a C = BA matrixot.
3 2

Megoldas: Mint az el6bb, most is azzal kezdiink, hogy ellendrizziik, hogy a kivant miiveleteket
el lehet-e végezni. Most a szorzatban az eldl allé matrix, a B, tipusa 2x|3| , a hatul all6 matrixé



x 2 , tehat teljesiil a kompatibilitasi feltétel, a két matrix ebben a sorrendben szorozhato, ¢s a
szorzat tipusa 2x 2. A matrixok szorzasanak definicioja alapjan példaul

¢, =bja, +b,a, +ba;, = 2'(—3)+1'1+ 2:2=-1.
Hasonloan szamolva a tobbi elemet
10 -1
C= .
2 -3

3. feladat. Az el6z6 feladatban megadott A és B matrix esetén szamoljuk ki a D= AB
szorzatot is.

Megoldas: Ez a szorzat is 1étezik, mert most az eldl all6 matrix tipusa 3>< , a hatul alloé
x 3, teljesiil a kompatibilitasi feltétel, €s a szorzat matrix tipusa 3x 3. Példaul a

d, =a,b, +a,b, =3-1+2-2=7.
Hasonloan szamolva a tobbi elemet

-1 55
D=|5 4 3
8 7 4
1 2 3
4. feladat. Legyen A=|{2 1 4 /|.Szamoljuk ki az A* matrixot.
3 2 2

Megoldas: Az A® persze azt jelenti, hogy A -t nmagaval szorozzuk: A’ =AA. Mivel A
négyzetes matrix, ez a szorzas elvégezhetd, és A? is 3x3 tipusu. A szorzast gy a
legbiztonsagosabb elvégezni, hogy el6szor egymaés mellé leirjuk a szorzatban szerepld
sorrendben a matrixokat.

Ezutéan az elol 4116 matrix elsd sorat és a hatul 4116 matrix els6 oszlopat elemenként szorozva és
a szorzatokat 0sszeadva kapjuk a szorzat elsé soranak elsé elemét.

Az eldl allé matrix elsd sorat és a hatul all6 matrix masodik oszlopat elemenként szorozva és a
szorzatokat Osszeadva kapjuk a szorzat elsé soranak masodik elemét. Es igy tovabb.

1 2 3|1 3 14 -2 17
A2= 2 4 = 16 18 .

3 -2 2|3 2 5 0 5
-1 3

5. feladat. Legyen A =[ 5

, 1 4 , . . T T ;. .
o [0 B= 3 5 . Szamoljuk ki a B'A—(AB) matrixot.



Megoldas: Az egyik lehetséges szamolasi mod a kdvetkezé: elészor kiszamoljuk BT A -t, majd

1 3
(AB)T , és a megfeleld sorrendben kivonjuk ezeket egymasbol. Mivel B' = L }

T EHE

Ezutén, felhaszndlva, hogy AB=| > |, ési (AB)' ° 8
n, 1 = c = ,
zutan, asznalva, hogy s 12|’ s igy s 12
5 978 8] [-3 1
B'A-(AB)' = - = .
0 16| |2 12| |-2 4

A masik lehetéség, hogy a miiveleti azonossagokat felhaszndlva atalakitjuk a kiszamolandd
formulat. EKkor

B'A—(AB) =B'A-B'A" =B" (A-A").

Ennek az atalakitasnak az az eldnye, hogy igy csak egy szorzést kell végrehajtani. Felhasznalva,

0 1
hogy A—AT :[ . O] kapjuk, hogy

R K

A végeredmény persze ugyanaz, mint az elébb.

6. feladat. Szamoljuk ki az A = matrix determinansat.

NN R
RN R
e

Megoldas: Tudjuk, hogy egy determinans barmelyik sora vagy oszlopa szerint kifejtheto.
Kifejtjilk most a masodik sora szerint. Ekkor
1 1

1 242 243
2.(—1)*2. 1.(=1)*.
e, e

=(-2)-0+2-(-1)+(-1)-(-1)=-1.

2+1

A=2:(-1)

1 1
2 1

7. feladat. Szamoljuk ki az A =

RN R
N N R

1
1| matrix determinansat.
1

Megoldas: Atalakitjuk ugy a matrixunkat, hogy a determininsa ne valtozzon, de az elsd
oszlopaban az elsd elemen kiviil minden elem nulla legyen. Tudjuk az emlitett tételbdl, hogy
ennek érdekében az els6 sor minusz kétszeresét kell a masodik sorhoz hozzaadni, illetve az els6
sor minusz egyszeresét kell a harmadik sorhoz hozzaadni. Ez a két atalakitas egy 1épésben is
elvégezhetd.



11 1

N !
(-)1L+[3]-[3] .
01 0

(Ha az atalakitast jelképezd nyilra tobb atalakitast is irunk, akkor a végrehajtas sorrendje
foliilrdl lefelé értendd.) A jobb oldali matrixot az elsé oszlopa szerint kifejtve

RN R
NN R
e

11 1 .
0 0 -1=1.(-1)"]" =1.(0-0-1-(-1))=1.
(A 01
01 0
2 -1 0
8. feladat. Tekintsik az A=|-2 x 3|. Hogyan kell az x wvalds szam értékét
4 2 5

megvalasztani, hogy a kapott matrix determinansa —14 legyen?

Megoldas: Mivel az A matrix egyik eleme fiigg X -t6l, a determinansa is fligg X -t6l. Mivel
az elsé sorban mar van egy nulla elem, most célszerli a determinanst az elsé sora szerint
kifejteni. (Ez jobb, mint a harmadik oszlop szerinti kifejtés, mert abban az oszlopban nagyobb
szamok allnak.)

2 10 X 3 2 3
Al=|-2 3l=2-(-1)"- ~1)-(-1) T 7=
||4;5<>25\+<><>45

=2(5x—6)+1-(-10-12)=10x—12—-22 =10x—34.
Mivel azt az X szamot keressiik, amire a determinans —14, megoldjuk a

10x-34=-14
egyenletet, amib6l X =2 . Tehat az
2 -10
A=|-2 2
4
matrix determinansa —14 .
3 2 1
9. feladat. Tekintsikaz A= 2 -1 x|.Hogyankell az x valds szam értékét megvalasztani,
1 x 2

hogy a kapott matrix determinansa —12 legyen?

Megoldas: Kifejtjiik a determinénst az elsd sora szerint.

3 2 1
-1 X 2 X 2 _
Al=12 -1 —3.(-1 1+l 2.(-1 L2 1.(-1 143 _
||1x)2(()xz+()12+()lx

=3(—2-x%)—=2-(4—X)+(2x+1) =—6-3x" —8+2x+2x+1=
=-3x° +4x-13.



A -3x*+4x-13=-12 , azaz rendezés utdn a 3x*—4x+1=0 masodfoki egyenletbdl az

_1
%73

determinansa egyarant —12 .

Ellenorzo kérdések

2
1. kérdés. Legyen A = [3

10
|5
10
5
10
|5
10

5

2. kérdés. Legyen A=

-18]
-18 |
~19|
19|

—19]
()

-18

-18]
-19 |’

. X, =1 adodik. Tehat az A, =

. (X)

-3 2
3

1
1
3
2

-1 4
} és B :{ 1 3}. Ekkor a 3A —4B matrix

4
J. Ekkor a (2AT +3B)T mAtrix

matrixok



3. kérdés. Legyen A ={

4. kérdés. Legyen A=

1
5. kérdés. Legyen A :[ 3

-8

[ 24

—42
24
—42
26
—42

o

. (X)

(%)

1
3
-1

3 J és B=| 1 3 |.Ekkoraz AB matrix
-1 -2

2 3

2 1/|.Ekkoraz A? matrix

-1 0

2
4} . Ekkor az A® —2A2? + A matrix



24 28
—44 46|

1 3
6. kérdés. Legyen A=| 3 2 1|.Ekkoraz A matrix determinansa

-1 -1 2
-12. (X)
-11.
-13.
-10.

1 3
7. kérdés. Legyen A= 4 1 1|.Ekkoraz A—A" matrix determininsa

-1 -1 2
0.(x)
-1.
1.
2.

1 4 -3
8. kérdés. Legyen A=| 0 -1 1 |.Ekkoraz ATA matrix determinansa

-1 -1 2
2.
3.
4. (x)
1.

1 4 -3
9. kérdés. Mennyinek kell valasztani az X szam értékét, hogy az A=| 3 X X | matrix
-1 -1 2
determinansa 1 legyen?
X=-4.(x)
x=4.
X=3.
X=-3.
1 4 -3
10. kérdés. Mennyi legyen az x szam értéke, hogyaz A=| 3 -1 X | matrix determinansa
-1 x 2

—11 legyen?



Xx=-1vagy x=-12. (x)
x=-1vagy x=12.
x=1 vagy x=-12.
x=1 vagy x=12.



