5. Linearis algebra

5.2. Linedris egyenletrendszerek

Elméleti osszefoglalo

A linedris egyenletrendszerek a matematikdban ¢és az alkalmazasaiban is fontos szerepet
jatszanak. A kozelit6 szamitasok soran gyakran kell nagyméretii linearis egyenletrendszereket
megoldani.

Tekintsiik az X,X,,X,,...,X, ismeretleneket. Egy ezekre az ismeretlenekre vonatkoz6 linearis

O X,
egyenlet tgy keletkezik, hogy minden ismeretlent megszorzunk egy tetszéleges szammal,
ezeket a szorzatokat 6sszeadjuk, és az 6sszeget egyenldvé tessziik egy szdmmal.

Egy linearis egyenletrendszer ugyanazokra az ismeretlenekre kirott néhany linearis egyenlet
egyuttese.

Példaul az alabbi az X ,X,,X, ismeretlenckre vonatkozé egyik lehetséges linedris
egyenletrendszer:

X, — 2%, + 4X, = -2

-x + X, - 2x, = 0

Ebben a leckében a linedris egyenletrendszerek Gauss-elimindcidra alapulé megoldaséaval
fogunk foglalkozni.

Minden linearis egyenletrendszer leirhatd matrixok segitségével. Tegyiik fel, hogy a lineéris
egyenletrendszer n ismeretlenre vonatkozik és m egyenletb6l all. Els6 1épésként, ha nem gy
lenne eleve, minden egyenletben az ismeretlenek indexeinek természetes sorrendje szerint
rendezziik az egyenletek bal oldaldn a tagokat. Az ismeretlenek egyiitthatoira kettdsindexek
segitségével lehet célszerl jelolést bevezetni: a; azt fogja jeldlni, hogy az i -edik egyenletben
mennyi a | -edik ismeretlen egyiitthatoja. Az egyenletek jobb oldalan allo szamokat is index
segitségével jeloljiik: b, az i -edik egyenletben a jobb oldalon 4ll6 szamot fogja jel6lni. Ekkor
a linearis egyenletrendszer a kovetkezd alaku:

aX, o oapX, + o o+ X, = b

aX + a8y, + o+ aXx = b,

a X, + a,X + - + a,X =D
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ismeretlenek matrixanak hivjuk. Ezzel a jeloléssel, a matrixok szorzasanak ¢és
egyenldségének definicidja alapjan a fenti lineéris egyenletrendszer igy irhato:
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Vegyiik észre, hogy a kibdvitett matrix teljesen meghatarozza az egyenletrendszert, hiszen
az mindegy, hogy az ismeretleneket milyen betiivel jeloljiik.

A linearis egyenletrendszer egy megoldasat ugy kapjuk, hogy minden ismeretlennek egy olyan
értéket adunk, hogy az 0sszes egyenlet egyszerre teljesiil.

A linearis egyenletrendszerek megoldhatosag szempontjabol haromféleképpen viselkedhetnek:
egyértelmii megoldas van, végtelen sok megoldas van, végiil egyaltalan nincs megoldas.

Ahhoz, hogy a megoldhatosagrol szolo tételt megfogalmazhassuk, sziikkség van a matrix
rangjanak fogalmara.

Tegyiik fel, hogy A egy mxn tipust matrix. Ennek egy kxk tipusa minor matrixat ugy
kapjuk, hogy kivalasztjuk az A matrix kK darab sorat és k darab oszlopat, és tekintjiik az ezek
keresztezddésében 4116 k? elembdl 4116 kxk tipust métrixot. Nyilvan 1<k <m és 1<k <n .

Az A matrix rangja k , ha van olyan kxk tipusu minor matrixa, amelynek a determinansa
nem nulla, de minden (k +1)x(k +1) tipusti minor matrixénak a determindnsa mar nulla, vagy

nem létezik (k +1) X (k + 1) tipust minor matrix, merta k értéke mar elérte az m és n szamok
koziil a kisebbik értékét.

A linedris egyenletrendszerek megoldhatosagardl sz616 alaptétel ezutan a kovetkezo.

Tétel. Legyen az egyenletrendszer kibdvitett matrixa az A mx(n+1) tipust matrix. Jelolje
p(A) az egyiitthato matrix rangjat, p(A) a kib&vitett métrix rangjat. Ekkor a linearis
egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha az egyiitthatdé matrix rangja egyenld a

kibdvitett matrix rangjaval: p(A):p(A). Ha ez a kozos rang egyenld az ismeretlenek



szamaval, azaz p(A) = p(A) =n, akkor egyértelmli megoldas van. Ha a kozds rang kisebb,

mint az ismeretlenek szama, azaz p(A) = p(A) <n, akkor végtelen sok megoldas van.

Az alaptétel semmit nem mond arrdl, hogy ha a lineéris egyenletrendszer megoldhato, akkor
hogyan lehet a megoldast megkapni.

Vannak specidlis szerkezetli lineédris egyenletrendszerek, amelyek megoldasa konnyen
megtalalhato. Tekintsiik példaul az alabbi egyenletrendszert.

X + 2x - x =1
33X, + 2% =7
3 = 6

A harmadik egyenletbdl x, =2. Az X, ismeretében a masodik egyenlet 3x, +4 =7 alakot 6lt,
amibdl X, =1. Ezeket az elsd egyenletbe helyettesitve x, +2—-2=1, amibdl x, =1.

A fenti egyenletrendszer kibdvitett matrixa

1 2 -1 1
A=l0 3 2 7]|.
00 3 6

Ez egy ugynevezett felsé6 haromszog matrix, mert a f64tlo alatt minden elem nulla. A f6atlot
azok az elemek alkotjak, amelyeknek a két indexe megegyezik: a,,, a,,, a;, ésigy tovabb, ha

vannak még sorok.

A Gauss-eliminaci6 1ényege, hogy, ha a kibdvitett matrix nem felsé hdromszog matrix, akkor
az egyenletrendszer ekvivalens atalakitasaival érjiik el, hogy az legyen.

Egy linearis egyenletrendszer ekvivalens atalakitasa egy olyan atalakitas, amelyik nem
valtoztatja meg a megoldast.

A kovetkezd ekvivalens atalakitasokat fogjuk hasznalni:

az i -edik és a | -edik egyenlet felcserélése, ezt m © III fogja jeldlni;

az i -edik egyenlet megszorzasa tetszéleges nullatol kiillonbozd o szammal, ezt (oc)-m fogja
jeldlni;

az i -dik egyenlet tetszdleges o szamszorosanak hozzaadasa a | -edik egyenlethez, ésa | -
edik egyenlet helyére ezt az Uj egyenletet irjuk, a tobbi egyenletet pedig valtozatlanul hagyjuk,

ezt (o)-[i]+[j]—>[]j] fogja jeldlni.

Megmutathato, hogy ezek ismételt alkalmazasaval a kibdvitett matrix mindig fels6 haromszog
matrix alakra transzformalhato. Az atalakitas 1épéseit és a megoldas leolvasésat feladatokon
keresztiil mutatjuk be.



Kidolgozott feladatok

X+ 2X

1. feladat. Oldjuk meg az linearis egyenletrendszert. Mennyi a

X+ X =
megoldasban szereplé szamok szorzata?

Megoldas: Felirjuk az egyenletrendszer kibévitett matrixat, miutan az egyenletben az indexek
természetes sorrendje szerint rendeztiik az ismeretleneket, ez legtobbszor eleve igy is van. Most

1 2|5

-1 1]1]
A kibdvitett matrixra ilyenkor nem vezetliink be jelolést, és az egyiitthatd matrixot egy
fliggbleges vonallal elvalasztjuk az eredmény matrixtol. Mivel a f6atlo alatt most egyetlen elem
van, a —1 , annyi a dolgunk, hogy ekvivalens atalakitassal nullava tegyiik az ebbe a pozicioba

keriil6 elemet. Konnyli észrevenni, hogy ennek érdekében az egyszeresét kell a masodik sorhoz
adni. Ezt, és az eredményiil kapott 0j egyenletrendszer kibdvitett matrixat igy fogjuk leirni:

1 215 _wmgm [l 2]|5]
1011 0 316

Elértiik, hogy a kibdvitett matrix fels6 haromszog matrix alakava valt. Ennek a kibdvitett
matrixnak az utolso sora a 3X, =6 egyenletet jelenti, amibdl X, =2. Ezt az els6 egyenletbe

helyettesitve X, +4=>5, ahonnan x, =1. A megoldas tehat { % . A megoldas helyességérol
X, =

helyettesitéssel konnyen meg lehet gy6zddni. Ennek elvégzését az olvasora bizzuk. A
megoldasban szerepld szamok szorzata X X, =2.

X+ 2x2 - x =1

2. feladat. Oldjuk megaz —-x, + X, + 3% = 6 linearis egyenletrendszert. Mennyi
X, + 55X, — 2X; = 2

a megoldasban szerepld szamok 0sszege?

Megoldas: Felirjuk a kibdvitett matrixot, és megjeloljiik a foatlo alatti elemeket:
1 2 -1|1

1] 1 3 |s6].
4 [g 2|2

A megjelolt elemeket kell kinullazni. Ezt ugy érdemes csinalni, hogy elsd 1épésben a megjelolt
elemek els6 oszlopat nullazzuk ki az els6 sor felhasznalasaval. Konnyen lathatd, hogy ennek
érdekében az elsd sor egyszeresét kell a masodik sorhoz hozzdadni, és az elsé sor minusz
egyszeresét kell a harmadik sorhoz hozzdadni. Ekkor kapjuk, hogy:

1 2 1|1 1 2 -1]1

ODEE |
1 3 |6|—Omarer|0 3 2 (7).

2|2 0 “1)1
(A nyilra irt atalakitasok sorrendje, mint a determindnsok kiszamitasanal is volt, feliilrél lefelé

halad.)



A pontozott vonallal levalasztottuk az tigynevezett maradék egyenletrendszert. A tovabbi
kinullazasokat ezzel végezziik, annak érdekében, hogy ne rontsuk le az eddig elért
kinullazasokat. (Példaul a még bekeretezve maradt 3 -at kinullazhatnank tgy is, hogy az els6
sor minusz masfélszeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz, de akkor a harmadik sor els6 nullaja
elveszne, ami nem j6 nekiink.)

A maradék egyenletrendszert haszndlva a masodik sor minusz egyszeresét kell a harmadik
sorhoz adni, hogy a keretezett elem kinullazédjon.

1 2 -1]|1 1 2 -1|1
5 | _ B | 5 g | 7
0 111 0 0 -3|-6

Elértiik, hogy a kibdvitett matrix fels6 hdromszog matrix alakot 6ltott, a megoldas innen mar
sorozatos visszahelyettesitéssel megkaphato6.

Az utols6 kibdvitett matrix sora a —3X,=-6 egyenletet jelenti, amibdl Xx,=2. Ezt
behelyettesitve az utolso kibdvitett matrix masodik sora altal megadott egyenletbe a 3x, +4 =7
egyenletet kapjuk, amibdl x, =1. A két kiszamolt értéket behelyettesitve az utolso kibovitett
matrix els6 sora altal megadott egyenletbe, ami amugy az eredeti els6 egyenlet, az X, +2-2=1
egyenletet kapjuk, ahonnan x, =1. A megoldas tehat

X =1
X, =1.
X, =2

A megoldasban szerepld szamok Osszege X, +X, +X; =4.

2%, + X o+ X + x, =1
: X + 2X, + X + X, = -3 .
3. feladat. Oldjuk meg a linearis egyenletrendszert.
X 4+ X o+ X o+ 3, =
X, o+ X X, X, =0

Megoldas: A kibdvitett matrix, megjeldlve a kinullazando elemeket:
2 1 1 1]1]

-1 2 1 1|-3
3] il 1 3o
W o 2o

Ha most az elso sor 3 szeresét hozzaadnank a masodik sorhoz, kinullazédna a masodik sor

crer

crcr

amivel a legkonnyebb az alatta 1évd elemeket kinulldzni. Ha sorcserét hajtunk végre, akkor
abban a Iépésben csak az legyen az egyetlen atalakitas.



2 1 1 1]1 1 1 -1 -1]0
-] 2 1 13 gog M2 1 13
B i 1 3]o B il 1 3o
W [ & -1]o0 2 B @ 1]

"

Megtekintve a ki_nullézandé elemek elsi)'_oszlopét konnyt felirni és Végreh;tjtani a kinullazas
elso fazisat:
1 1 -1 -1]0 1 1 -1 -1] 0]

OEPELE | o
2 1 1|8 Lmgem |0 3 0 0]-3
-2 0

1 3| o |TOEESE

2 [l 1)1 o [ [ 31

Csak a maradék e yenletrendszerrel dc_)lgozva felcseréljiik a masodik és negyedik sort.
1 1 -1 -1|0] 1 1 -1 -1|0]

Llofe]

02 4 6|0 02 4 6|0
o [ [ 3 1] 0 [3 [0 o]-3]

A masodik fazisban kinulldzzuk a még megmaradt kinullazandé elemek elsd oszlopat.
1 1 -1 -1| 0] 1 1 -1 -1|0

0 18 3l Lm0 7103 811

0 [2 4 60| OBEE "0 0 -2 0|-2|

o [38 [0 o|-3 0 0 [9] 9]0

Ismét csak az @j maradék egyenletrendszerrel dolgozva megszorozzuk a negyedik egyenletet

1 -el, azaz elosztjuk kilenccel, majd felcseréljiilk a harmadik és negyedik sort. Ezeket két

1épésben hajtjuk végre.
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0 0 -2 0|-2 0 0 -2 0|2/

0 09 9]0 0 0 1]0

1 1 -1 -1|0 1 1 -1 -1]0

-1 1 -1 1

go 44444444 _32 44444444 3_2 ol 80 444444444444 i’ 444444444444 jo

0 0 11]0 0 0 0|-2

Utolso fazis a kinullazasban: a harmadik sor kétszeresét hozzaadjuk a negyedik sorhoz.

1 1 -1 -1]0 1 1 -1 -1|0
0 1.3 . 3 emgmm |0 -1 3 31
0 0 1 1|0 0 01 10
0 0 0]-2 00 0 2]|-2

Itt amigy az utolsd kibdvitett matrix, ami mdar fels6 haromszég matrix, az alabbi
egyenletrendszert jelenti



X ot X = X - X =

X, + 3% + 3x, = 1
X, + X, =
2x, = -2

Az utolsé sor miatt 2x, =—2, amibdl x, =—1. A harmadik sorb6l x, —1=0, amibdl x, =1. A
masodik sorbol —x, +3—-3=1, innen x, =—1. Végiil az els6 sorbol x, —1-1+1=0, amibdl

X, =1
X, =1. A megoldas tehat X:_
3=
X, =-1
2%+ x  + 3x =1
4. feladat. Oldjuk mega -3x, + 2x, + 4x, = -5 linedris egyenletrendszert.
5, — X, — X = 5

Megoldas: Most is a kibdvitett matrix felirdsaval kezdiink.
2 1 3|1

3| 2 4 |-5].
B [ -]

Lattuk, hogy elony0s volna, ha az elso sor els6 eleme +1 lenne. Ezt most sorcserékkel nem
lehet elérni. De hozzdadhatjuk a masodik sort az els6hoz.
2 1 3|1

(3] 2 4 |-5| kbl

-1
5] [ -1]5 5 [ -1]5

Most mar konnyti a kinullazas elso fazisa.
-1 3 74 -1 3 7 | -4

I | e
2 4|5 —ZEEa| 0 7 7|7

5] [ -1|5 0 [14] 34 |-15

Szerencsés a maradék egyenletrendszer, a nulldzas utolsé fazisanak végrehajtasdhoz elég a
masodik sor kétszeresét hozzdadni a harmadikhoz.

1 3 7 |-4 1 3 7 |-4
0 -7 17| 7 |—@EERE Lo 7 177
0 34 | -15 0 0 0|1

A kibdvitett matrix fels6 hdromszog matrix, véget ért az eliminalas folyamata. Hétra van a
megoldas leolvasasa. Az utols6 sor most a

0-x,=-1
egyenletet jelenti, ami nyilvan ellentmondas. Ez azt jelenti, hogy ennek az egyenletrendszernek
nincs megoldasa. Altalaban is az, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa ugy deriil ki,
hogy a Gauss-eliminalas folyamata soran keletkezik egy sor, amelyben az egyiitthaté matrix
részen csupa nulla all, de a sor utols6 eleme nem nulla.



X + 2X + X = 8

5. feladat. Oldjuk meg az —-x, + X, + 2X, = 7 linearis egyenletrendszert. Van-e
2X, + X, — X =1

olyan megoldasa az egyenletrendszernek, amelyben mindharom ismeretlen pozitiv?

Megoldas: A kibdvitett matrix

Elso fazis:
1 2

1

1 2

-1

Most konnyti a masodik fazis is:

1 2 1] 8 12 1|8
0 3 3|15 |[—@EHBEE g 3 315,

0 [3] -3|-15 0 0O0fO0

A kib6vitett matrix felsé haromszog matrix, véget ért az eliminalas folyamata. Az utolso sor
most a 0 =0 igaz egyenletet jelenti. A masodik sorhoz tartozé egyenlet
3%, +3%, =15.

Ebbdl sem az X,, sem az X, nem szamolhato ki egyértelmiien. Akarmilyen értéket adunk az

(2/LB3]

8
S| _wmem |5yt |
1

egyik ismeretlennek, a masik ismeretlen mar egyértelmiien meghatarozhaté gy, hogy
teljesiiljon az egyenlet. Ha példaul X, =2, akkor x, =3. Ha bevezetjiik az x,=t, teR

paramétert, amely tetszleges értéket felvehet, akkor x, =5-t, és teljesiil az egyenlet. Ha
ezeket behelyettesitjlik az elsé sor altal kddolt egyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy
X +2(5-t)+t=8,
amibdl
X =—2+t.
Azt kaptuk tehat, hogy tetsz6leges te R-reaz x, =—2+t, X, =5—t, X, =t harom olyan szam,

amelyekre mindharom egyenlet teljesiil. Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van,
¢s ez kényelmesen az

X, =—2+t
X,=5-t,teR
X; =t

forméaban adhato meg.

Példaul, ha t =0, akkor konnyen ellendrizhetd, hogy az x, =—2, X, =5, X, =0 szdmharmas
egy megoldas. Ha t =1, akkoraz X =-1, X, =4, X; =1 szdmhéarmas egy mésik megoldas, és
igy tovabb.



X, akkor lesz pozitiv, ha t > 2, x, akkor pozitiv, ha t <5. Hatehat t e (2,5) , akkor mindharom

ismeretlen pozitiv lesz, példaul az X, =1, X, =2, X, =3 szamharmas egy ilyen megoldas.
Vegyiik észre, hogy a megoldas felfoghato egy egyenes paraméteres egyenletrendszerének is.

Valdban, az eredeti egyenletek tekinthetok harom sik egyenletének, csak most nem Xx,y,z jeldli
a pontok koordinatait, hanem X;,X,,X;. A végeredményiink azt jelenti, hogy ez a harom sik

atmegy egy egyenesen, ennek az egyenesnek minden pontja kielégiti mindharom sik egyenletét,
tehat megoldasa az egyenletrendszernek. Az G6sszes megoldds a metszésvonal pontjainak
halmaza, ami egy egyenes, és amit a paraméteres egyenletrendszerével lehet megadni.

Az elozé feladatban kapott eredmény, az, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa,
geometriailag azt jelenti, hogy az egyenletek altal megadott sikok k6zott van két parhuzamos.

A masodik kidolgozott feladat egyértelmii megoldasa pedig azt jelenti geometriailag, hogy a
harom sik atmegy a megoldasban megadott koordinat4ju ponton.

X - X 4+ X + 2Xx, = 3
) X o+ X o+ X = X, 2 .
6. feladat. Oldjuk meg a linearis egyenletrendszert.
3 - X, + 3 + 3x, = 8
X + 3X + X - 4x, =1

Megoldas: A kibdvitett matrix, megjelolve a kinullazando elemeket:
[ -1 1 2 |3]

1 1 -1|2
1] 3 3|8]
[ 41

[w]

Slai=E
N

Elso fazis:
1 -1 1 23] 111 23]
DEE | f e
1 1 _1 2 (—3)~+" N 0 2 0 3 1
3 3|8 (-1)]Ll+[4]-4] 0 0 3|-1
A [& W -af1] 0 [4] [o] -6]-2]

Masodik fazis:

(_1)'+*> N | e e
0 0 -3|-1| (PRFEHBEI "o 0 0 0|0

Szerencsés modon a harmadik fazisban kinullazandé elem mar nulla, a harmadik fazisra nincs
sziikség. Mivel nincs olyan sor, ami ellentmondast jelentene és a kibdvitett matrix felsd
haromsz6g matrix, csak a megoldas felirdsa van hatra. Alulrol felfelé haladva, mint mindig, az
also két sor nem mond semmit az ismeretlenekrdl. A masodik sor szerint

2X, —3%, =-1.



Az x, helyére bevezetve a v paramétert, ebbol
1 3
X, =—=+=V.
2 2

Az X, és X, paraméterrel kifejezett értékét az elso sor altal kodolt egyenletbe beirva kapjuk,
hogy

xi—(—%+gvj+ X;+2v=3.
Rendezve
X, + X = S lv .
2 2
Ebbdl sem x,, sem X, nem fejezhetd ki egyértelmiien, egyik helyére egy uj paramétert kell

bevezetni. Legyen x, =u. Ekkor

2 Ly
% 2
A megoldas tehat
2 Ly
& 2 2
1 3 ueR
X, =—=+=V _
2 2 veR
X, =U
X, =V

Példaul, ha u=1, v=1, akkor kapjuk az x, =1, x, =1, X, =1, X, =1 megoldast, amit konnyl
ellendrizni.

Elméleti 6sszefoglalé

A linearis egyenletrendszerek alkalmazésa sordn tobbszor el6fordul, hogy olyan
egyenletrendszereket kel megoldani, amelyeknek ugyanaz az egyiitthaté matrixa.

Az eddigiekbdl lathatjuk, hogy a Gauss-eliminaciot kizardlag az egyiitthatd matrix vezérli, az
eredmény matrix csak abba szol bele, hogy van-e megoldas, és a megoldas felirasakor van
szerepe.

Ebbdl az kovetkezik, hogy az ilyen egyenletrendszereket egyszerre, szimultan médon lehet
megoldani.

Azt az nxn tipusu matrixot, amelynek foatlojaban minden elem 1 , a f64tlojan kiviil pedig
minden elem 0 nxn tipusu egységmatrixnak hivjuk és | -el jeloljik. Legyen AeR™
tetszéleges. Ekkor kdnnyen igazolhato, hogy

Al =1 A=A.
Az egységmatrix tehat szorzas szempontjabol ugy viselkedik, mint a szdmok korében az 1
szam.

Legyen AcR™. Az A™! szintén nxn tipust matrixot az A matrix inverzének hivjuk, ha
AAT=ATA= .



Nincs minden A € R™ matrixnak inverze.

Tétel. Az A e R™ matrixnak pontosan akkor van inverze, ha |A| #0, illetve pontosan akkor
van inverze, haarangja n.

Az inverz matrix, ha létezik, a Gauss-eliminacio segitségével meghatarozhatd. Tekintsiik az

8; 8, a5
A=lay, a, ay
aSl a’32 a33
matrixot, és tegyiik fel, hogy van inverze. Ezt az egyelére még ismeretlen inverzet akarjuk
X X X3

meghatarozni. Azaz keressiik azt az X=|X, X, Xy, | matrixot, amelyre AX=1,.
X31 X32 X33
Részletesen kiirva ezt a matrix egyenletet
all a12 a13 Xll X12 X13 1 0 0
Ay Ay By [ Xy Xy X |=(0 1 0F
a31 a32 a33 X31 X32 X33 O 0 1

crer

eleme a;, X, +a,X%, +a,;Xy,. A fenti egyenldségbdl pedig az, hogy a, X, +a,X,, +a,X,; =1.
Hasonl6an a szorzat masodik soranak elsé eleme a,,X; +a,,X,; +8,X,; , és teljesiilni kell, hogy
Ay, X, + 85X, +83%; =0. A szorzat harmadik sordnak elsd eleme &, X, +a,,X,, + 853Xy, €S
teljesiilni kell az egyenl6ség miatt annak, hogy a,X,+a,X, +a3,X%, =0. Ha ezeket
osszegyijtjik a kdvetkezot kapjuk:

8y, Xy + 83 Xp; + 85X =1

By Xy + 8y Xpy + 855Xy =0

8y Xyy + 8y Xop + 83Xy =0
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa tehat megadja az inverz matrix elsé oszlopat.
Ugyanigy az

Ay Xy, 83Xy + 8%y =0
By X, + 8y Xy +8p5Xy =1
31X, + 83y Xpp + 833X, =0
egyenletrendszer megoldasa megadja az inverz matrix masodik oszlopat. Végiil az
a1 X3 + 81Xy +8y3Xg3 =0
By X3 + 8y Xos +8y5Xg3 =0
Q31 X3 8y Xpg + 33Xy =1
egyenletrendszer megoldasa megadja az inverz matrix harmadik oszlopat.

De ennek a harom egyenletrendszernek ugyanaz az egyiitthatdo matrixa, az A matrix, ezek az
egyenletrendszerek szimultdn megoldhatok.

Az eljaras menetét példakon mutatjuk be.



7. feladat. Oldjuk meg az

X + X o+ X = -1
2%, X, + X = 0,
X, + 2X, — 3 = 0

és

linearis egyenletrendszereket.

Megoldas: Vegylik észre, hogy a két egyenletrendszernek ugyanaz az egyiitthatd matrixa. A
kibdvitett matrix most

1 1 1]-1 4
2] 1 1|0 6
-1 [2] 3|0 -3

A Gauss-eliminalas els6 fazisa
1 1 1|-1 4 1 1 11]-1 4

EE | Y M
2] 1 1|0 6| GpFE—l0 1 12 2|

-1 [2] 3|0 -3 0 3 2|1 1
Masodik fazis

1 1 1|-1 4 1 1 1 (-1 4

R e A

0 211 1 0 0 -5/5 -5

Az egyiitthatd matrix felsé haromszog matrix, leolvashatjuk a megoldasokat.
A bal oldali (els6) eredménymatrixot figyelembe véve
5%, =5=>x,=-1
X, —(-1)=2=x, =-1.
X-1-1=-1=x =1

X =1
Az els egyenletrendszer megoldasa tehat X, =-1.
X, =-1

3
A jobb oldali (masodik) eredménymatrixot figyelembe véve
-9X; =-5=> X, =1
-X,-1=-2=x,=1.
X +1l+1l=4=x =2



X =2
Az masodik egyenletrendszer megoldasa tehat 3 x, =1.
X; =1

2 1
8. feladat. Hatarozzuk meg az A:L_J 3} matrix inverzét. Mennyi az inverz masodik

oszlopaban allo elemek Osszege?

Megoldas: Lathato, hogy a determinans 1, ami azt jelenti, hogy van inverz. Az ismeretlen

) L. X1 Xy
Inverz matrixra a

} jelolést bevezetve, figyelembe véve a
X21 X22

2 1) X, X, B 10
[5 3}{)(21 ij_{o J
matrix egyenletet, megoldjuk szimultdin mdodon az
2x, + X, =1
5%, + 3x,, = 0
¢sa
2X12 + X22
5X, + 3X, =
egyenletrendszereket. A kibdvitett matrix
10
0 1]

2 1
3
A bekeretezett pozicion allo szamot tobb mddon is nullava tehetjiik. Példaul egy lehetséges ut
az lenne, hogy az els6 sor kétszeresét kivonjuk a masodik sorbol. Ekkor az 5 helyére 1 keriil.

Ezutan felcserélve a két sort, az elsd sor elsd eleme lenne 1, amivel konnyen kinulldzhat6 lenne
az alatta all6 elem.

= O

Most azonban mashogy fogunk eljarni. Megszorozzuk az elsd sort ottel, a masodikat kettdvel,

igy mindkét sor els6 eleme tiz lesz.
10 10 5|5 0
(5]
—) .
0 J e { 6‘0 2}
0 2 BEM!

2 1
5] 3
10}
: -5 2

Az eliminalas elso fazisa ezutan

10 5

6
Figyeljiik meg, hogy a kinulldzas utan a felszorzott elsd sort egybdl vissza is osztottuk, hiszen
a felszorzast csak a kényelmes kinullazds miatt csinaltuk. Az egyiitthatdé matrix felso
haromszogmatrix. Az elsd, (bal oldali) eredmény matrixot tekintve, €s az els6 egyenletrendszer
ismeretlenjeire bevezetett jelolést hasznalva

Xy, ==5

5 0} ()EHEE {2 1

2%, +(-5)=1=x, =3

3
Az inverz matrix elsé oszlopa tehat { 5} . A masodik, (jobb oldali) eredmény matrixot

tekintve, és a masodik egyenletrendszer ismeretlenjeire bevezetett jeldlést hasznalva



X22=2
2%, +2=0=x, =-1

Az inverz matrix masodik oszlopa tehat [ 5 } . Egymas mell¢é rakva ezt a két oszlop matrixot

3 -1
az inverz matrix tehat A™ z{ 5 o }

A masodik oszlopban 4ll6 elemek 6sszege 1.

C 2 1|3 -1 10
A szorzas elvégzésével konnyen ellendrizhetjik az = €s
5 3||-5 2 01
3 -1j|2 1 10 I6ségeket
= egyenléségeket.
5 2|5 3| |0 1] FTE

2 1
9. feladat. Hatarozzuk meg az A={5 3} matrix inverzét Gauss-Jordan eliminacio
hasznalataval.

Megoldas: Matrixok inverzét célszerli az ugynevezett Gauss-Jordan eliminacio
alkalmazasaval meghatarozni. Ennek 1ényege, hogy a felirt szimultdn egyenletrendszer esetén
az eliminalast nem csak addig folytatjuk, mig az egylitthato matrix fels6 haromszogmatrix
alakot 0lt, hanem addig, amig az egységmatrix lesz beldle. Ha létezik az inverz, akkor ez mindig
elérhetd. Ha ezt elértiik a megoldas meghatarozasa sorozatos visszahelyettesitésekkel elmarad,
egyszerlen le lehet olvasni az ismeretlenek értékét.

2 1|1 0
5] 3|0 1

kibdvitett matrixbol. Az el6bb mondottak alapjan eliminacidkat végziink, amig a bal oldalon
allo eredeti A matrixbol az egységmatrix lesz. Amivé ezen folyamat kozben a jobb oldalon
allé egységmatrix atalakul az az A matrix inverze.

Kiindulunk tehat a

Az eliminalast mindig tobb tUton lehet végrehajtani, most szdndékosan mas lépéseket
hasznalunk, mint az el6bb. A nyilakra irt atalakitasok egyértelmiien mutatjak az elimindlés

1épéseit.
2 1|1 0 (222 S 1 1|2 1
30 1| EeE 11 o0

{1 1‘—2 1} (2 EE {1 1 ‘—2 1}

2] 1/1 o 0 1|5 -2
1 1]|-2 17 Ly |2 -2 1)
0 -1]5 -2 0 1|-5 2

{1 -2 1} wmga f1 9] 3

— ST
0 1|5 2 0 1|5 2



A bal oldalon all6 matrix mar az egységmatrix, a jobb oldalon lathat6 matrix az A inverze.

1 2 2
10.feladat. Hatarozzuk meg az A=|1 2 1| matrix inverzét Gauss-Jordan eliminacio
1 3 3

hasznalataval. Hany darab negativ eleme van az inverznek?

Megoldas: Ismét a nyilakra irt atalakitdsok mutatjak a Iépéseket.
1 2 2|1 00 1 2 211 0

0
(-pa2oR] o
omeoe |0 0 1|1 10
01 1|-101

0 12 2|1 00
0|—2<Bl o 1 1|-10 1],
1 00 -1|-11 0
2|1 00 10 0|3 0 -2
1 1 |-1 0 1|@RABL g 1 1|21 0 1
0 -1/-1 10 00 -1|-1 1 0
10 0[3 0 -2 100[3 0 -2
01 1(-10 1|— 401 1(-1 0 1]
00 -1|-11 0 00 1[1 -1 0
1003 0 -2 1 00[3 0 -2
01 1 0 1 | (REHZHE 10/-2 1 1
00 1|1 -1 0 00 1|1 -1 0
Mivel a bal oldalon megjelent az egységmatrix, a jobb oldali matrix az inverz, azaz
3 0 -2
At=l—2 1 1
1 -1 0

Szorzassal érdemes ellendrzést végezni. Az inverznek harom darab negativ eleme van.

o

2 1 3
11.feladat. Hatarozzuk meg az A=| -1 3 2| matrix inverzét Gauss-Jordan eliminacio
-3 4 2
hasznalataval.
Megoldas:
2 1 3|1 00 1 45110
~1 3 2|0 1 o WEERE 4 3 3]0 1 0],
-3 4 2|0 01 -3 4 2|0 01



1 4 5[110 1 4 51[1 1 0
— W ELELE
42001 0 16 173 3 1
1 4 5[1 1 0 7 28 357 7 0
I
0 7 7|12 0/—2t>l0 28 28|48 0],
0 16 173 3 1 0 16 17|3 3 1
7 (28] 357 7 0 7 0 7|3 -10
0 28 28|4 8 0 (‘”‘j* 07 711 2 of,
0 16 17|3 3 1 4 016 17|3 3 1
7 0 7(3 -1 0 7 0 713 -10
0 7 7120011211216320,
016 17|3 3 1 0 112 11921 21 7

7 0 713 -10 70 73 -1 0
0 112 112 |16 32 0|—REHERE g 7 711 2 o],

BE
0 [112| 119 (21 21 7 0 7|5 -11 7
700073 10 70 0[-2 10 -7
(71)'+_> N — —_
07 1 2 o) —E2Zlo 7 0|4 138 -7,
00 715 -11 7 00 7|5 -11 7
g |1 0 0 22 1y
7 7 7
700(|-2 10 -7
(})a 4 13
0 7 0|-4 13 JW)OlO_? - -11.
00 7|5 -11 7| ‘7 -
001> -=—= 1
i 7 7 |
Az utolsé tablazatbol kiolvashato, hogy
2 100 ]
7 7
At 4 18
7 7 '
s 11
L 7 7 ]

Ennek helyességét tigy érdemes ellendrizni, hogy kiemeliink A™ -bél % -et:

2 10 -7
A :%- 4 13 -7/,
5 -11 7

és azt ellendrizziik le, hogy teljesiil-e az



2 1 3||-2 10 -7 7 00
-1 3 2|4 13 -7|=0 7 0
-3 4 2|5 11 7 0 0 7

egyenldség. Ezt mar az olvasodra bizzuk.

Az eliminalas soran {igyelni kell arra, hogy mindig ,,elére” haladjuk, az Gjabb 1épés soran ne
rontsuk le azt, amit mar korabban kialakitottunk. Példaul az inverz matrix meghatarozasanak a
folyamatat 4x4 tipusu matrix esetén igy lehet 6sszefoglalni.

A kiindul6 kibovitett matrixban bal oldalon az eredeti matrix all, jobb oldalon a megfeleld
méretll egységmatrix.

Elsé fazis: esetleges sorcsere utan kinullazni a csillaggal jelolt elemmel a bekeretezett
poziciokat. Az egyes poziciok kinullazasa érdekében a csillaggal jeldlt elemet tartalmazo sort
lehet, hogy fel kell szorozni egy alkalmas konstanssal, de a kinullazds elvégzése utan a
felszorzott sort rogton visszaosztjuk ezzel a konstanssal.
* X

]

]
]

Masodik fazis: ugyanez az eljaras az elobbi fazis utan kapott alabbi kibdvitett matrixra.

< [

O *

X X X X

X X X [X X

X X X [X X

X

X X X [X X X

X X [X X X X

X X [X X X X

X X [X X X X

X X [X X X X

o [

Harmadik fazis: ugyanez az eljaras az elobbi fazis utan kapott alabbi kibdvitett matrixra.

Negyedik fazis: ugyanez az eljaras az eldbbi fazis utan kapott alabbi kibdvitett matrixra.

><0|:|><
0><|:|><

00

_00|:|><

* x

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X

X X

X X

Ezek utan az alabbi szerkezetii kibdvitett matrixhoz jutunk:

><00|:|
0 x 0 []
00 x []
000 *
x 0 0 0
0 00
0 x 0
0 0 x

X X X X

X X

X X



Ha itt a baloldalon az egyes sorokban az x -el jelolt elem nem 1, akkor a sort végigosztjuk x
értékével. Ezutan a jobb oldalon all6 matrix az eredeti matrix inverze.

Ellenorzo kérdések

X - X o+ X =1

1. kérdés. Az —-x, — X, + 2X; = -1 egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa van.
2X, — X, + X = 0

Mennyi a megoldasban szerepld szamok szorzata?

-24 . (X)

24 .

22 .

-22 .
X o+ 2x - X = 0

2. kérdés. Az -2x, + X, = -1 egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa van.

-X + X, + X = 3
Mennyi a megoldéasban szerepld szamok 6sszege?

9.(x)
10 .
11.
12 .
X + 2 + 3% =0
3. kérdés. Az 2x, + X, — 3% = 1 egyenletrendszernek egyértelmli megoldasa van.

X + X, 4+ X =0
Mennyi a megoldasban szereplé szamok reciprokainak dsszege?

7!

2

!

5

-— . (X
X + 2x + X = 0 X+ 2X o+ X = -2

4. kérdés. Tekintsik az X, + 2X, — 3X; = 2 ésaz X + 2X, — 3X = 2
X + X, - X = -1 X + X - X = -1

egyenletrendszereket. Mindkettdnek egyértelmii megoldasa van. Ha az els6 egyenletrendszer
megoldasainak 6sszegébdl kivonjuk a masodik megoldéasainak sszegét, akkor az eredmény



1

1.(x)
0.
2 .
=X+ 2X + 2%
5 feladat. A x, - 3x, + 2x

X, — 5%, + 10x,
van. Tekintsiik az alabbi allitasokat:

-1
2 egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
4

a) van olyan megoldas, amelyben x, >0, X, <0, X, >0;

b) van olyan megoldas, amelyben x, >0, X, <0, X, <0;

c) van olyan megoldas, amelyben x, <0, x, >0, X, <0.

Ezek koziil pontosan

0 igaz.
1 igaz. (x)
2 igaz.
3 igaz.

2 - X+ X
6. feladat. A x, + 4x, + 5x,

XX + X o+ 2X
van. Tekintsiik az alabbi allitasokat:

-2
5 egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
1

a) van olyan megoldas, amelyben x, >0, x, >0, X, >0;

b) van olyan megoldas, amelyben x, >0, x, <0, X, >0;

¢) van olyan megoldas, amelyben x, >0 , X, <0, X, <0.

Ezek koziil pontosan

0 igaz.(x)
1 igaz.
2 igaz.
3 igaz.

=X = IX + 3
7. feladat. A -3x, — 3X, + X,

2x, — 4x, + 2%
van. Tekintsiik az alabbi allitasokat:

0

0 egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
0

a) van olyan megoldas, amelyben x, >0, x, <0, X, <0;

b) van olyan megoldas, amelyben X, >0, x, >0, X, >0;



c) van olyan megoldas, amelyben x, <0 , X, >0, X, >0.
Ezek koziil pontosan

0 igaz.
1 igaz.
2 igaz. (x)
3 igaz.

8. feladat. Tekintsik az A= matrixot. Ekkor az A™ negativ elemeinek szdma

w w N
N DN
N W

pontosan

A wpNpPFE

. (X)

2 -1 -1

9. feladat. Tekintsik az A=|1 1 —1| matrixot. Ekkor az A" harmadik oszlopaban 4ll6
3 -1 2

elemek Osszege

-4 .
-5
-6 . (X)
7.

-2 1 1

10. feladat. Tekintsiikaz A=| 1 -1 3 | matrixot. Ekkor az A els6 soraban 4116 elemek
1 -1 4

Szorzata



