2. Integralszamitas

2.1. Racionalis tortfiiggvények integralasa

Tanulasi cél

Megismerkedni a racionalis tortfliggvények integralis modszerével, és az eljaras
alkalmazéséval feladatokban.

Elméleti osszefoglalo

Racionadlis tortfliggvénynek nevezziik olyan torteket, melyekben polinomot osztunk
polinommal. A szamlal6 és a nevezé fokszama szerint, nagyon sokféle ilyen fliggvény van.
Mi az olyanokkal foglalkozunk, amikor a nevezé magasabb foku mint a szamlalo. Ezeket
hivjuk valédi racionalis torteknek. Tegylik fel tovabb, hogy a szamlalonak és a nevezdnek
nincs kozds gyoktényezdje, azaz nem lehet egyszeriisiteni a tortet. Az ilyen torteket mindig
egyértelmiien felbonthatjuk igynevezett résztortek, vagy mas néven parcialis tortek
Osszegére, melyeket tudunk integralni. Els6ként azon tortek integralasaval ismerkediink meg,
amelyek eléfordulhatnak résztortként a bonyolultabb tortek felbontasaban. Az ilyen tortek
tipusai a kovetkezok:

1: A szamlalo konstans, a nevezd elséfokll. Az ilyen tortek integralasa altalanosan az alabbi.

—d = _f—dx Aln|x—al|+c

2: A szamlal6 konstans, a nevezd egy elséfoku kifejezés hatvanya. Az ilyen tortek integralasa
altalanosan a kovetkezo.

3: A szamlal6 konstans, a nevez6 valos gyokkel nem rendelkez6 masodfoku. Ha egy

masodfokll polinomnak nincs valos gyoke, akkor az nem bonthat6 szorzatta. Ilyenkor

irreducibilis méasodfokt polinomnak is nevezziik. Az ilyen tortek altalanos alakja az alabbi.
A

2
X“+ax+b
Az ilyen tortek integralasakor el6szor teljes négyzetté alakitjuk a nevez6t, majd alkalmas

,ahol a®>-4b<0

konstans kiemelésével 1 1t tipustva alakitjuk, melyet integralva arctgt+c -t kapunk. Az
+

ilyen fliggvények integralasat részletesen majd példakon keresztiil mutatjuk be.

4: A szamlalo els6foku, a nevezd valds gyokkel nem rendelkezé mésodfokd. Az ilyen torteket
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feldaraboljuk két tort 6sszegére tigy, hogy az egyik tort - tipusu legyen, a masik szamlaloja
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pedig konstans. Az 3 tipus tort integralasakor In| f | +C -t kapunk, a masik tortet pedig az

elébb ismertetett modon integraljuk, hiszen az 3. tipusu tort lesz. Az ilyen tortek integralasat
is példakon keresztiil mutatjuk majd meg részletesen.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: idx
X-5

Megoldas: Egy 1. tipusba tartozo tortet kell integralnunk. Emeljiik ki a szamlaloban allo
konstanst, igy egy elséfoku polinom reciprokat kapjuk, aminek integralja az elséfoku polinom
abszolut értékének logaritmusa lesz.

Iidx:4j'idx=4ln|x—5|+c
X-5 X-5

2. feladat: J' dx

7—2X

Megoldas: A feladat ugyanolyan tipusu mint az el6z6. Most azonban ne csak a szdmlalobol
emeljiink ki, hanem a nevezObdl is az X egyiitthatdjat, azaz —2 -t. Utdna ugyanigy jarjunk el,
mint az eldz6 feladatban.

I 3 dx:—gjx_i?dx:—gln

+C

7
X ——
2

7 —2X
2

Az integralast ugy is végrehajthatjuk, hogy a nevezébdl nem emeliink ki. Ekkor hivatkoznunk

F(ax+Db)
a

kell a korabban megismert 'f f (ax+b)dx = +C integralasi szabalyra, amely szerint

ha olyan 0Osszetett fliggvényt kell integralnunk, melynek bels6 fiiggvénye linearis, akkor
integraljuk a kiilsd fliggvényt, s sszetételt alkotunk az eredeti belsd fiiggvénnyel, valamint

osztunk a belso fliggvénybdl X egyiitthatojaval. Most a kiilsé fiiggvény az 1 , aminek
X

integralja In |X +C| , a bels6 pedig 7—2X . Alkalmazva a szabalyt a kovetkez6t kapjuk.

In{7-2x

j 3 dx:Sf ! ax-3 | |+c:—§ln|7—2x|+c
7—2X 7-2X -2 2

Ez megegyezik az el6z6 eredménnyel, ami a kdvetkezd modon igazolhato.

—Z(X—Z]+c=—§ln I-2| ! +c=—§ln 2
2 2 2 2

X R —
Hasznaljuk a szorzat logaritmusara vonatkozd azonossagot.
X —_—

—Eln 2 /! +c:—E In2+1In l +c:—§|n
2 2 2 2

X R —
2
Mivel ¢ tetszéleges valos értéket felvehet, igy ha egy konstanst hozzaadunk vagy kivonunk
beldle, ugyaniigy csak egy konstanst kapunk, ami tetszéleges valos érteket felvehet.

7
X ——

e
d

—§In|7—2x|+c=—§ln
2 2

7
X——

—§In2+c
2

Felesleges tehat —g In 2+ c -t irnunk, helyette egyszertien ¢ szerepelhet. A —g In2 -t magéaba

olvasztja a ¢ integracios konstans.
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——In2+c=—=In !
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X——|+C
2

7
X ——
2

Ezzel megkaptuk az eredményt abban a formaban, amit az elsé megoldasban kaptunk.

3. feladat: I dx

(x+3)
Megoldas: Most egy 2. tipusba tartoz6 tortet kell integralnunk. Emeljiik ki a szdmlalobol a
konstanst, a tortet pedig irjuk negativ kitevos hatvanyként. Ezutan a hatvanyt integraljuk.

-4
dx = 8J. (x+3) " dx= 8( j’) te=2- 1 ¢

(x+3)4

8
J.(x+3)5 dx:sj(x+3)

4. feladat: _[ 2 ) dx
x-1

Megoldas: A feladat ugyanolyan tipust mint az el6z0. Nyilvan kiemeljiik a szdmlalobol a
konstanst, de most emeljiik ki a nevez6bdl is X egyiitthatdjat. Vigydzzunk, mert a zardjelben
X el6tt 2 az egyiitthato, de ezt is hatvanyozni kell. Ezért kiemelni, mar ennek harmadik

hatvényét azaz 8 -at fogunk
(X j ( )
2 2

J (2X y —I =
[rjuk 4t a tortet negativ kitevds hatvannya, és integraljuk a hatvanyt.

o IR

Az integralast végrehajthatjuk tigy is. Hogy nevez6bdl nem emeliink ki. Ekkor hivatkoznunk
kell az [ f (ax+ b)dx = —2+2)
a

J( j 5@%__2;%

+ C integralasi szabdlyra. A kiilsd fliggvény ekkor % =x7
X
-2

1
aminek integralja X—2 = VR a belso fiiggvény pedig 2x—1 . Alkalmazva a szabalyt a
X

kovetkezot kapjuk.
1
T AlA. a2
I—dx 5I 2x 1 *dx = 5M+c:—§-%+c
(2x-1)’ 2 4 (2x-1)

Ez megegyezik a korabbi megoldas soran kapott eredménnyel. Ennek belatasahoz elegendd a
nevezdbdl kiemelni X egylitthatdjat.

5. feladat: jﬁdx
X2 + 6X +

Megoldas: Most egy 3. tipusba tartoz6 tortet kell integralnunk. A nevezdének nincs valos
gyoke (D =6°-4-10=-4< O) , igy nem alakithat6 szorzattd. Alakitsunk teljes négyzetté a

nevezoben.



X2 +6X+10= X2 +6x+9+1=(x+3) +1
frjuk ezt be az integralba.

T,
X +6x+10 (x+3) +1

Azt lathatjuk, hogy lényegében az 1 ! > Tuggvenyt kaptuk, csak az X szerepét az X +3 Vvette
+ X

at. Olyan Osszetett fliggvényt kell tehat integralnunk, aminek kiilso fiiggvénye az 1
+ X

fiiggvény, aminek integralja: arctgx+c , a belso fliggvény most Xx—3 .

F(ax+b)
a

Alkalmazzuk az If(ax+b)dx= +C szabalyt.

f( 1 dx:arCtg(1X+3)+c:arctg(x+3)+c

x+3)2+1

6. feladat: jﬂd
X°—4X+

Megoldas: Most is 3. tipusba tartozo tortet kell integralnunk. A nevezdnek nincs valos gyoke
(D = (—4)2 -4.13=-36< O) , igy nem alakithato szorzattd. Alakitsunk teljes négyzetté a
nevezdben.

X2 —4x+13=x* —4x+4+9=(x-2)"+9

frjuk ezt be az integralba.

I > : dx = 12 dx
X°—4x+13 (x—2) +9

Emeljiink ki a nevezébdl 9 -et, hogy az integrandus

ot

> tipust legyen.

+1

9

i} (X—Z)2 e, x—2Y
A nevezdben az 5 tortet irjuk inkabb 3 alakban.

Y NV S Y
97 (x-2) 97 (x-2
5 +1 3 +1
fgy lathato, hogy olyan Gsszetett fliggvényt kell integralnunk, aminek kiilsé fiiggvénye 1 L
+
F(ax+b)
a

, a belso fliggvénye pedig %2 . Alkalmazzuk az I f (ax+b)dx = +C szabalyt.

retg =2
1 a9 —, 1 x-2
—I—dx:——+c:§arcth+c

x—2Y 9 1
(3 j +1 3



7. feladat: J‘%mdx
X° +

Megoldas: A feladat most is 3. tipusu tort integralasa, azonban a nevezdben nincs elséfokt
tag, igy nem kell teljes négyzetté alakitanunk, hanem rogton kiemelhetjiik az ott 1évé 16 -ot.

1 1 1
j > X=—|— dx
X-+16 16+ x°

16

+1

. X2 x\?
Irjunk ezutan az — helyett | — | -t.
16 4

1. 1 1, 1
16° x*

X=E > dx
+1 X
16 (4) +1

fgy mér egyértelmii, hogy megint olyan Gsszetett fliggvényt kell integralnunk, amiben

1+ x?

a kiils6 fiiggvény, aminek integralja arctgx+c , a belsd fliggvénye pedig % :

Alkalmazzuk az If(ax+b)dx=m+c szabalyt.
a
X

1 1 1 arctgZ «
— > X=-— +Cc=—arctg—+c
16 (x} 16 1 4 4

—| +1

4 4
8. feladat: '[62(_5dx

X“+9

Megoldas: A szamlalo most els6foku, a nevezd pedig valds gyok nélkiili masodfoku, tehat 4.

!

tipusu tortet kell integralnunk. A tortet most egy r tipusu és egy 3. tipust tort Osszegére kell

darabolnunk. Ehhez allitsuk el6 a nevezé derivaltjat.
(x2 + 9)' =2x

Latjuk, hogy a szamlaloban 1évé 6x ennek konstans szorosa, ezért daraboljuk fel két tort
Osszegére a tortet. Ezutan kiilon integralhatjuk a torteket. Az integralokbol emeljiik ki a

!

konstans szorzdkat, ligyelve arra, hogy az elso tort ry tipusu legyen.

6Xx-5 6X 5 2X
dx = - dx=3 dx-5
Ix2+9 Ix2+9 x*+9 J‘x2+9 Ix2+9
A két integraldst ezutan kiilon végezziik el. Az elsénél hivatkozunk a korabban megismert

dx

I_‘; ((X)) dx=In| f(x)|+c integraldsi szabalyra,
X

3j 2X dx:3ln‘x2+9‘+c

x?+9

A masodik rész ugyanolyan 3. tipusu tort, mint amilyen az el6z0 feladatban szerepelt, igy
ugyanugy jarunk el mint ott.



X
arctg—
_[ L dx:§ 3+c:§arctg§+c

2 9 1 3 3
(Xj +1 s
3

-[x +9 __J

A részletekbdl rakjuk Ossze az eredeti tort integréljét
I 6X — 5

x*+9 _3jx +9 J‘x2+9

dx = 3In‘x +9‘——arctg +C

9. feladat: J'ZSX—_de =
X —2X+26
Megoldas: Ismét 4. tipusu tortet kell integralnunk, hiszen a szamlalé elséfoku, a nevezo pedig

valos gyok nélkiili masodfokt polinom. Allitsuk el6 a nevezd derivaltjat.
(x*-2x+26) =2x-2
Emeliink ki a szamlalobol ugy, hogy X egyiitthatéja megegyezzen a nevezd derivaltjadban X
egylitthatojaval.
4

5x—2 2X= 5

L P
X" —2X+26 X" —2X+26

Alakitsuk ki megfelelo konstans hozzaadasaval és kivonasaval a szamlalon beliil a nevezd
derivaltjat.

x—ﬂ 5 2x—2+2—ﬁ 2x—2+§
5 gy 2 5
—I = — Z—dX:— Z—dX
2x+26 27 X°—2x+26 27 X" -2x+26
Ezutan daraboljuk fel a tortet két tortre, amelyeket integraljunk kiilon.
6 6
2X— 2+ —
2X—-2 5
] o=
2x+26 2x+26 x> —2Xx+ 26
6
_ f 2x—2 ‘I— - j—zx 2 dx+3[ ——— Lo
X2 —2x+26 X —2X+26 X —2X+26 X —2X+26

Végezziik el a két integralast. Az els6nél hasznaljuk az I%dx =In| f(x)|+c szabalyt.
X

2 J. 2X—2
—2X+ 26
Mlvel a masodikban egy 3. tipusu tortet kell integralni, jarjunk el az arra vonatkozoak szerint.

_Eln‘x2—2x+26‘+c
2

Alakitsunk teljes négyzetté, és kiemeléssel hozzunk 1étre > kiils6 fuggvenyli Osszetett

1+x
fiiggvényt.
S SN S SRV Y S S S S
X" —2X+26 (x-1)"+25 257 (x-1)

25 (x—l)z
+1 — | +1
25 5

+C szabalyt.

Alkalmazzuk az If(ax+b)dx:M
a



arct E
i ;dx—iL_kc—_arct X__1+C
2 = = g
25 (x_lj 1 25 1 5 5
— | +

5
A két részeredménybc’il irjuk fel az eredeti tort integraljat.
I 25X 2 =_J‘ 2X—2 +3j : 1 dx =
X" —2X+26 —2X+26 X" —2X+26

:§In‘x2—2x+26‘+—arctg—1+c
2 5 5

Ellenorzo kérdések

1. Kkérdés: I dx

5x—-4

2. kérdés: I dx

8-3x
—2In[8—3x|+c

gIn|8—3x|+c
3

zIn

8
X__
3 3

+C

2
——In +c (X
3 X)

8
X__
3

dx

3. kérdés: I 3

(x-4)

-9
—4(x—4)4 +c (X)

9
4(x—4)
9
6(x—4)76

+C

+C



dx

5. kérdés:j T 30
X"+

1 X
—arctg—+c
36 6

1 X
—arctg—+c (X
sarcto X)

1 X
—arctg—+¢
36 36

1 X
—arctg—-+c
6 36

6. kérdés: Iﬁdx
X" —4X+

3arctg XT_Z +C

3 X—2
—arctg——+c¢ (X
49— (X)

3arctg XT_A' +C

3 X—4
—arctg——+c
2 2

10x+3

2

7. kérdés: I 2
X+

dx

10In‘x2+4‘+§arctgi+c
2 2

10In‘x2+4‘+§arctgi+c
4 4



3 X
5In|{x*+4|+=arctg=+c (X
X +4]+ZarctgZ+c (X)
5In‘x2+4‘+§arctg§+c
4 4

8. kérdés: I%dX:
X~ +8x+

§In‘x2 +8x+80‘—1arctgx—+8+c
2 2 4

gln‘x2 +8x+80‘—arcthT+8+c

§In‘x2 +8x+80‘—1arctgi4+c
2 2 8
gln‘x2 +8x+80‘—arctgx%4+c (X)

Elméleti osszefoglalo

Ha egy racionalis tort nem tartozik azon négy tipus egyikébe sem, amelyekkel az el6zdekben
foglalkoztunk, akkor integralas eldtt résztortek 0sszegére kell bontani, és a résztorteket kiilon
kell integralni. Az eljards soran el0szor szorzatta bontjuk a nevez6t amennyire csak lehet. Egy
polinomot mindig felbonthatunk legfeljebb masodfoku tényezok szorzatara. A szorzatta
bontast vagy kiemeléssel hajtjuk végre, vagy meghatarozzuk a nevezé gyokeit, és felirjuk a
gyoktényez0s alakot.

Ezutan a szamlalokban paramétereket hasznalva felirjuk, hogy milyen tipusu résztortekre
bonthat6 a tort. Ismerkedjiink meg a résztortek felirdsanak szabdlyaival. A résztortek
nevezdiben azok a szorzotényezok allnak, amikre a nevezot sikeriilt felbontani. Ha példaul a

nevezd (X+ 4)(X —3) , akkor két résztort lesz, melyek koziil az egyik nevezdje x+4 , a

masiké pedig X —3 . Ha egy résztort nevezdje elséfoku, akkor szamlaloja konstans, amit még
nem ismeriink, ezért egy ismeretlent irunk a szamlaloba. Természetesen a konstansok a
tortekben kiilonbozhetnek, igy az ismeretleneket kiilonb6zo betiivel jeldljiik a kiillonb6z

helyeken. Ha példaul az tortet bontjuk résztortekre, akkor az egyik tort i4 :
X+

(x+4)(x-3)

a masik B lesz.

X—3
Ha a nevezdben egy tényezdnek magasabb kitevdjii hatvanya fordul eld, akkor annyi résztort
tartozik hozza, ahdnyadik hatvanyon a tényezd6 all. Az elsd résztort nevezdjében a tényezd
elsd hatvanya all, a masodikban a masodik hatvanya stb. Ha példaul egy tort nevezdjében

(x —1)3 is szerepel, akkor a nevezd ezen részéhez 3 résztort tartozik majd. Az elsd nevezdje
x—1 lesz, a masodiké (x —1)2 , a harmadiké pedig (x —1)3 lesz. Ha egy résztort nevezdje
elséfoku, vagy egy elséfokt polinom hatvanya, akkor a szamlaldéban csak egy konstans all,

2
. X°—4x+9 . o
azaz oda egyetlen ismeretlent irunk. Ha példaul az ﬁ tortet bontjuk résztortekre,
x-1
akkor a harom résztort A , B és c - lesz.

x-1 (x—l)2 (x-1)



Ha egy tort nevezdjében szorzattd nem bonthaté masodfokt tényezd is all, akkor a nevezd
ezen tényezojéhez olyan résztort tartozik, aminek szamlaloja elséfokt polinom. Ebben az
esetben a szamlaloban egyszerre két ismeretlen is szerepel, mert egyik az els6foka tagban X

egyiitthatdja, a masik pedig a konstans tag. Ha péld4ul a nevezd egyik tényezdje x*+1 ,
Ax+B
x* +1
lesz. Ha egy tort nevezdjének szorzattd bontott alakjaban tobb tényezd all, akkor a fentiek
szerint minden tényez6hdz felirjuk hozza tartozo résztortet vagy résztorteket.

A kovetkezd 1épésben meghatarozzuk a szdmlalokban all6 ismeretlenek értékét. Ehhez kozos
nevezore hozzuk az ismeretleneket tartalmazo torteket. A k6zos nevezdé mindig megegyezik
az eredeti tort nevezdjével. Mivel a nevezok egyenlok, ezért a szamlaloknak is egyenlonek
kell lenni. Ezutan mar csak azt irjuk fel egy egyenletben, hogy az eredeti tort szamlaloja
megegyezik a kdzos nevezdre hozas utadni szamlaloval. Ez két polinom egyenldsége, ami csak
ugy teljestilhet, ha a két oldalon az azonos foku tagok egylitthat6i minden fokszam esetén
megegyeznek. Ezzel a két polinom egyenldségét annyi egyenletre bontjuk fel, ahany fajta tag
szerepel az egyenletben. Ha példaul masodfoku polinomok egyenlésége szerepel, akkor 3
egyenletet kapunk. Az els6t a négyzetes tagok egyiitthatdinak egyenléségébdl, a masodikat az
elséfoku tagok egyiitthatdinak egyenldségébdl, a harmadikat pedig a konstans tagok
egyenléségébdl. Mindig eggyel tobb egyenletet kapunk, mint a polinomok fokszama. Igy
mindig pontosan annyi egyenletiink lesz, mint ahany ismeretleniink van. A kapott
egyenletrendszert megoldjuk, és az eredményt behelyettesitjiik az ismeretlenek helyére. Az
igy kapott torteket pedig az eléz6ekben ismertetett modon integraljuk. Az eljaras igy leirva
elég bonyolultnak tlinik, de ha konkrét feladatokban latjuk az alkalmazésat, akkor érthet6bbé
valik majd.

aminek nincs valos gyoke, igy nem bonthat6 szorzatta, akkor a hozza tartozo résztort

Kidolgozott feladatok

. . . x> —-3x+7
10. feladat: Irjuk fel, milyen tipusu résztortek Gsszegére bontjuk fel az ﬁ tortet!
x® —=3x° —-10x
(Csak a tortek tipusat irjuk fel, a szamlalokban az ismeretleneket nem kell meghatarozni.)

Megoldas: Bontsuk szorzatta a nevezot. Els6 1épésként kiemelhetiink x -et.

x® —3x* —10x = x(x2 —3x—10)

Ha a masodfoku tényezének vannak valos gyokei, akkor hatarozzuk meg azokat, €s irjuk fel a
gyoktényez0s alakot.

~(-3)£4(-3)’ ~4-1-(-10) [5
21 B {—2

x? —3x—10=(x-5)(x—(-2)) =(x-5)(x+2)

Ezutan felirhatjuk a nevezd teljesen szorzatta bontott alakjat.

x° —3x* —10x = X (X —=5)(x+2)

Mivel a nevezo6t harom elséfoku tényezd szorzatéra sikeriilt bontanunk, igy harom résztortet
kell felirnunk, melyek szamlalojaban egy-egy ismeretlen konstans all majd, nevezdjiikben
pedig a szorzotényezok lesznek. A résztortekre bontott alak tehat a kovetkezo:

X2 —3x+7 x?—3x+7 A B C

x?-3x-10=0 =

C—3x% —10X X(x=5)(x+2) ;Jr x—5+ X+2



2

. . ) ; . . X“+2x-1 .

11. feladat: Irjuk fel, milyen tipusu résztortek 6sszegére bontjuk fel az T I i tortet!
X? —4x" +4x
(Csak a tortek tipusat irjuk fel, a szamlalokban az ismeretleneket nem kell meghatarozni.)
Megoldas: Most is bontsuk szorzattd a nevezdt. El8szor kiemelhetiink x° -t.

X° —4Ax* +4x° :x?’(x2 —4x+4)

A megmaradt masodfoku tényezében felismerhetd (x— 2)2 . Ezutan felirhatjuk a teljesen
szorzatta bontott alakot.

XE —4x* +4x° = ¥ (x—2)°

A nevezdben két elséfoku tényezonek valamilyen magasabb kitevéjii hatvanya all. Mivel az
elsében 3. hatvany van, igy ehhez harom résztort tartozik majd. A nevezdkben X egyre
nagyobb hatvanyai lesznek, a szamlalokban pedig konstansok. A masodikban négyzet all, igy

ahhoz két résztort tartozik majd. A nevezékben X—2 egyre nagyobb hatvanyai lesznek, a
szamlalokban pedig konstansok. Ezek alapjan a résztortekre bontott alak a kovetkezo:

x?+2x-1 x*+2x-1 A B C D E
At 1A 0 L T B P
X’(x=2)" x X X Xx=2 (x-2)

. : : X2 +x-1
12. feladat: Irjuk fel, milyen tipust résztortek dsszegére bontjuk fel az % tortet!
X*+6x°+10x
(Csak a tortek tipusat irjuk fel, a szamlalokban az ismeretleneket nem kell meghatarozni.)

Megoldas: Bontsuk szorzattd a nevez6t. Emeljlink ki X -et.

x® +6x* +10x = x(x2 +6X +10)

Vizsgaljuk meg, van-e valds gydke a masodfoku tényezének. Irjuk fel a diszkriminanst.
D=6°-4-110=-4<0

Mivel a diszkrimindns negativ, igy x*+6x+10 -nek nincs valos gydke, tehat nem bonthatd
szorzatta. A fenti szorzattal tehat a nevezot mar annyira szorzatta bontottuk, amennyire csak
lehet. Felirhatjuk a résztorteket. Az elsd tényezd elséfoku kifejezés, a hozza tartozo résztort
szamlaldja egy konstans. A masodik tényez0 egy szorzattd nem bonthaté6 masodfoku
kifejezés, a hozza tartozo résztort szamlaldja elséfoku lesz, tehat két ismeretlen szerepel majd
benne. Ezek utan a résztortekre bontott alak a kovetkezd:

x>+ x—1 x?+x-1 A Bx+C

x3+6x2+10x:x(x2+6x+10) X X2+6x+10

5X—-6
x? —3X
Megoldas: Egy racionalis tortet kell integralnunk, ami valddi tort, hiszen a szdmlalo elséfoku,
a nevez0 pedig masodfoku, azaz a szamlalo alacsonyabb fokl mint a nevezd. Az is lathato,
hogy a nevezdt szorzatta lehet bontani, mert X kiemelheto.

x* =3x=x(x-3)
Mivel a nevezot két elséfokt tényezd szorzatara sikertilt felbontani, igy a tort két olyan
résztort 0sszegére bonthatd, amelyeknek szamlaloja konstans, nevezdjiikben pedig
szorzotényezok allnak.

5x-6 5x-6 A B

= = — + R
x*=3x  x(x-3) x x-3
Az ismeretlen A és B szamok meghatarozasahoz hozzuk k6zds nevezore a két tortet.

dx

13. feladat: j




5x—6  A(x—3)+Bx
x(x—3) - X(x—3)
Mivel a nevez6k megegyeznek, a szamlaloknak is egyenl6knek kell lenni.
5x—6 = A(x—3)+Bx
A jobb oldalt rendezziik X hatvanyai szerint.
5x—6=A(Xx—3)+Bx=Ax—3A+Bx=(A+B)x-3A
Egyenldség csak ugy lehet, ha az azonos fokszami tagok egyitthatoi megegyeznek a ket
oldalon. Igy az egyenletet két egyenletbdl allo egyenletrendszerre bontjuk.
5=A+B (azelséfoku tagok egylitthatdinak egyenldsége)
—6=-3A (akonstans tagok egyenldsége)
Oldjuk meg az egyenletrendszert. A masodik egyenletb6l A =2 , amit behelyettesitve az elsé
egyenletbe B =3 -at kapunk. Ebbdl a résztortekre bontott alak az alabbi:
5-6 2 3
2 =_t
X“=3x X X-3 )
Térjiink vissza az integralashoz. Irjuk be, hogy a tort milyen résztortekre bonthatd, majd
integraljuk a résztorteket.
J~ 5x—6
x* —3x

dx=Ig+idx=2In|x|+3|n|x—3|+c
X X-3

2X* —10X +2
—— X

2X” +3X° —2X
Megoldas: Egy valddi racionalis tortet kell integralnunk, mert a szdmlalé masodfoku a
nevezd pedig harmadfoku, tehat a szamlalod alacsonyabb fokll mint a nevezd. A nevezo
szorzattd bontasat X kiemelésével kezdhetjiik.

2x° +3x% —2x = x(2x2 +3x—2)

A masodik tényezének hatarozzuk meg a gyokeit, ha van valos gyok.

2 3+ f#-42(2) |1
2X°+3x-2=0 = =4 2

2.2 5

14. feladat: I

frjuk fel a gyoktényezés alakot.

1 1
2X2+3x=2=2| x—= |(x=(=2))=2| x—= |(x+2
(x5 (2) =2 -3 Jixs2)
frjuk fel a nevezé teljesen szorzatta bontott alakjat.
2x3+3x2—2x=2x(x—%j(x+2)

frjuk ezt be az integralando tortbe, és egyszeriisitsiik a tortet.
2x°-10x+2 _ 2x*-10x+2 _ 2(x*-5x+1) X’ —5x+1

23 +3x*-2x 2x(x—;}(x+2) ) 2x(x—$j(x+2) ) x(x—;j(x+2)

Bontsuk a tortet résztortekre. Mivel harom els6fokl tényezd van a nevezdben, igy harom
tortet kapunk, melyek szamlaloja egy-egy konstans lesz.

x? —5x+1 A B C
1 X1 %12
X| X==[(x+2 X——
(x-3Jix+2 X




Hozzuk k6z6s nevezore a torteket, és a szamlalot rendezziik X hatvanyai szerint.

1 1
2 _Exal A(x—Zj(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x—2)

x(x—;j(x+2): x(x—;j(x+2)

A(x2+2x—1)+ B(x2+2x)+C(x2 —;x] (A+B+C)x* +(2A+ZB—;CJX—A

x(x—;j(x+2) x(x—;j(x+2)

Mivel a nevezOk megegyeznek, igy a szamlalok is egyenlok.

x> —5x+1=(A+B+C)x2+(gA+ZB—%ij—A

Ezt az egyenletet 3 egyenletre bonthatjuk az azonos fokszamu tagok egyiitthatoinak
egyenldségét felirva.

1=A+B+C (amasodfoku tagok egylitthatoinak egyenldsége)

-5= g A+2B —%C (a els6foku tagok egyiitthatéinak egyenldsége)

1=-A (akonstans tagok egyenldsége)

A harmadik egyenletb6l A=-1, amit behelyettesitiink az els6 két egyenletbe. A masodik
egyenletet célszerti 2 -vel megszorozni.

1=-1+B+C = 2=B+C

—5:§-(—1)+ZB—EC = I ZB—EC = -7=4B-C
2 2 2 2
Az elso egyenletbdl C =2—B . Ezt helyettesitsiik a masodik egyenletbe.
-7=4B—-(2-B)=5B-2 = B=-1= C=3
Térjiink most vissza az integralashoz, €s irjuk fel, milyen résztortekre bonthat6 az
integralando6 tort, majd integraljuk a résztorteket.

2
dexzj‘__l‘f‘ = +idx=—ln|x|—ln x—1+3ln|x+2|+c
2X° +3x% —2x x o 1 x+2 2
2
2
15. feladat: Ide
(x+2)

Megoldas: Az integralando tortben méasodfokut osztunk egy elséfokt harmadik hatvanyaval,
tehat harmadfokuval, igy valddi tortet kell integralnunk. A nevezdt nem kell szorzatta
bontanunk, hiszen eleve szorzatként van megadva. igy rogton felirhatjuk, milyen résztortekre
kel bontanunk az integralando tortet. Mivel a nevezd egy elsdfoku polinom 3. hatvanya, ezért
harom résztort lesz, melyek szamlaloja egy-egy konstans, nevezdjiikben pedig X+ 2 egyre
magasabb hatvanyai 4llnak majd.

4x* +18x+15 A B C
3 = + 7T 3
(x+2) X+2 (x+2) (x+2)
Hozzunk k6z0s nevezdre, és szamlalot rendezziik X hatvanyai szerint. A kdzos nevezore

hozasnal nem kell szorozni az dsszes nevezdt, mert van kozos tényezdjiik, hanem csak a
legkisebb kozds tobbszordsiiket kell megkeresniink. Ez mindig az eredeti tort nevezdje lesz.




4% +18x+15  A(x+2) +B(x+2)+C A(X* +4x+4)+B(x+2)+C
(x+2)3 - (x+2)3 - (x+2)3
AX? +(4A+B)x+(4A+2B+C)
(x+2)3
frjuk fel a szamlalok egyenlSségét.
4x* +18x+15= AX* +(4A+B)x+(4A+2B+C)

Bontsuk ezt egyenletrendszerré X hatvanyai szerint.

4=A

18=4A+B

15=4A+2B+C

Az els6 egyenletbdl A=4 , amit a méasodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy B=2 .
Mindkett6t helyettesitve a harmadik egyenletbe adodik, hogy C =-5 .

Térjiink vissza az integralashoz. irjuk be a résztorteket, majd integraljuk ket. Mivel most
olyan torteket is kapunk, amelyekben konstanst osztunk elsdfoka hatvadnyaval, igy integralas
elott ezeket felirjuk negativ kitevd hatvanyként.

4x* +18x+15 4 2 5
By [ 42 5
(x+2) X+2 (x+2)" (x+2)
-1 2
= i+2(x+2)72—5(x+2)73dx=4In|x+2|+2(x+2) —5(X+2) +Cc=
X+2 -1 )
=4In|x+2|- 2 + > ~+C
X+2 2(x+2)
2
16. feladat: dex
X* —8X” +16X

Megoldas: Mivel masodfokut osztunk harmadfokuval, igy valodi tortet kell integralnunk. A
nevezdben X kiemelhetd.

x* —8x% +16x = x(x2 —8x+16)

A masodik tényezSben felismerhet x —4 négyzete. Igy a nevezd szorzat alakja az alabbi:
x* —8x% +16x = x(x—4)’

A nevezd tehat olyan szorzat, aminek egyik tényezdje els6foku, a masik pedig egy elséfoku

négyzete. Az els6hoz egyetlen résztort tartozik, melynek szamlaldja egy konstans, a masikhoz
két résztort tartozik, amiknek szamlaloja szintén konstans, s egyik nevezdje X—4 , a masiké

pedig (x— 4)2 . A résztortekre bontott alak igy a kovetkezo:
6X2—35X+32_A B C

2 N + 2
x(x—4) X X=4 (x-4)
Hozzunk k6z6s nevezdre, és szamlalot rendezziik X hatvanyai szerint. A k6zos nevezdre
hozasnal nem kell szorozni az dsszes nevezdt, mert van kozos tényezdjiik, hanem csak a
legkisebb kozds tobbszordsiiket kell megkeresniink. Ez az eredeti tort nevezdje lesz.

6x2-35x+32  A(x—4)" +Bx(x—4)+Cx  A(X*-8x+16)+B(x* -4x)+Cx
x(x—4)2 x(x—4)2 x(x—4)2




(A+B)x*+(-8A—4B+C)x+16A
X(x— 4)2
A szamlalok egyenlOségét bontsuk egybdl egyenletekre.
6=A+B
-35=-8A-4B+C
32=16A
Az utolso egyenletb6l A=2 , amit az elsébe helyettesitve kapjuk, hogy B =4 . Mindkettot

helyettesitve a kozépso egyenletbe C = -3 adodik.
Irjuk be a résztorteket az integralba, és hajtsuk végre az integralast.

J-6x2—35x+32 4 3 2 4

= dx=[S+———-3(x—-4)"dx=
x® —8x? +16x -4 (x_4)2 X x+x—4 (x=4) "

dx:JéJrX

-1
:2In|x|+4|n|x—4|—3@+c:2In|x|+4|n|x—4|+i4+c
— X_

2 J—
17. feladat: dex

x® +4x

Megoldas: Ismét valodi tortet kell integralnunk, s a nevezobdl most is kiemelhetiink X -et.
X} +4x = x(x2 +4)
A x* +4 masodfoku tényezének nincs valos gydke, igy nem bonthato szorzatta, ezért a
résztortek felirasaval folytathatjuk. Az elso tényezd miatt lesz egy tort, aminek szamlaldja
konstans, a masodik tényezd miatt pedig egy olyan résztort, aminek szamlaloja elséfoku, igy
abban két ismeretlen szerepel majd.
5x*—-3x+20 A Bx+C
- =3+ —

x(x2 + 4) X x'+4
Hozzunk k6z6s nevezdre, €s szamlaloban rendezziink X hatvanyai szerint.
5x2-3x+20 A(X*+4)+(Bx+C)x (A+B)x?+Cx+4A

x(x2+4) x(x2+4) x(x2+4)
frjuk fel az egyenletrendszert a szamlalokban az azonos fokszamu tagok egyenlésége alapjan.
5=A+B
3=C
20=4A
Két ismeretlen értéke rogton megvan, mert a masodik és harmadik egyenletbdl A=5 ¢és
C =3 . Az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy B=0 .
Térjlink vissza az integralhoz. Irjuk be a résztorteket, és integraljuk dket.

2— .
J-5X 33X+20dX: §+02X+3dX=I§dX+J- 23 dx
X +4xX X X +4 X X +4

Az elsé tort integralasa egyszer(, hiszen

Ide:SIn|x|+c .
X

A masodik kicsit érdekesebb. Itt emeljiink ki a szamlalobol 3 -at, a nevezobdl pedig 4 -et,
2

2
X ,
majd a nevezdben igy keletkezd ” tortet irjuk inkabb (gj alakban. Igy tudjuk elérni, hogy



olyan dsszetett fliggvény alakuljon ki, aminek kiilsé fliggvénye

> - Ezutan mar tudunk

integralni.
X
1 gty 3y
J' dx:——+c:—arctg§+c

J. X% + 4 B _-[ X\’ : 4 1 2
4" 2) " 2
A részeredményekbdl rakjuk Ossze az eredeti tort integraljat.

5x% —3x+20 5
e Bl e

dx:5ln|x|+§arctg§+c
2 2

2
18. feladat: I X3 +10x+ 26

x® +6x% +13x
Megoldas: A szamlalo alacsonyabb foku mint a nevezd, tehat e tort valodi, igy szorzatta
bontjuk a nevezdt. Elsd 1épésként kiemeliink X -et.

X3 +6x%+13x = x(x2 +6X +13)

A masodik tényezordl el kell donteniink, hogy bonthat6-e tovabb szorzatta. Ehhez irjuk fel a
diszkriminanst.
D=6-4-1.13=-16<0
Mivel a diszkriminans negativ, ennek a tényezdnek nincs valds gydke, igy nem bonthato
tovabb szorzatta.
Irjuk fel a résztorteket. Amint az el6z6 feladatban, most is egy elséfoku és egy szorzattd nem
bonthatdé masodfoku tényezo all nevezdben. Igy lesz egy tort, aminek szamlaldja konstans, és
egy masik, aminek szamléloja elséfoku.
x* +10x + 26 _A, Bx+C
X(X*+6x+13) X  x*+6x+13
A szokott mddon hozzunk k6zos nevezdre, s a szamlaloban rendezziink X hatvanyai szerint.
X2 +10x+26  A(X*+6x+13)+(Bx+C)X (A+B)x®+(6A+C)x+13A

x(x2+6x+13) x(x2+6x+13) x(x2+6x+13)

A szamlalok azonos fokszamu tagjainak egyenldségébdl irjuk fel az egyenletrendszert.
1=A+B

10=6A+C

26 =13A

Az utolsé egyenletbél A=2 , amit a masik két egyenletbe helyettesitiink. fgy kapjuk, hogy
B=-1¢éC=-2.

A kapott eredménnyel térjiink vissza az eredeti integralhoz, és a résztorteket kiilon
integraljuk.

j x> +10Xx + 26

X* +6x° +13X _J_ % +6x+13 j
Az elso tort integralasa egyszerti.

Izdx:ZIn|x|+c
X

—J X+2
NG +6x+13

!

A masodik tortet el kell vagnunk két részre, egy ra tipusu tortre, és egy olyanra, amiben

konstanst osztunk masodfokuval.



Allitsuk el6 a nevezé derivaltjat.

(x?+6x+13) =2x+6

Megfelel6 konstanssal szorozva érjiik el, hogy a szamlaloban 2x alljon, amennyi a nevezé
derivaltjaban van. Természetesen az integral el6tt kompenzalunk a szorzo reciprokaval.
J' X+2 _ J‘ 2x+4

x2+6x+13 X2 +6x+13
Most megfeleld konstans hozzaadasaval és levonasaval alakitsuk ki a szamlaloban a nevezd
derivéltjét

J- 2X+4 _ J-2x+4+2 2. J- 2X+6— 2
x? +6x+13 X +6x+13 X +6x+13
Ezutan vagjuk a tortet két részre. A masodlk részben egyszerlsitslink.
J- 2X+6— 2 _ J- 2x+6 _EI 2 _
x? +6x+13 X2 +6x+13 279 x*+6x+13
_ J- 2X+6 J. 1
X2 +6x+13 x* +6x+13

!

Az els6 rész mar integralhatd, hiszen 3 tipusu.

I 2X+6

x* +6x+13
A masodik részben alakitsuk teljes négyzetté a nevezot.

[ S S
X* +6Xx+13 (x+3)" +4

dx :lln‘x2+6x+13‘+c
2

2 2
X+3 .
Emeljiink ki a nevezébdl 4 -et, majd a keletkezd ( 1 ) tortet irjuk (%_3) alakban. Igy
elérjiik, hogy az integralandé Osszetett fliggvényben T lesz a kiilsé fiiggvény, s tudunk
+ X
integralni.
ot 3
1 arctg o
T P e
(x+3)"+ (x+3)° (x+3)° (x+3j g 2 1
4 2 2
1 X+3
=—arctg——+c¢
2 2
Utols6 1épésként a részeredményekbdl rakjuk dssze az eredeti tort integraljat.

IM —f‘ __J 2x+6 dx =

3 2 +J 2
X°+6X°+13x x?+6x+13 X°+6x+13

:2In|x|—%ln‘x2 +6x+13‘+§arcths+c

Ellenorzo kérdések

9. Kkérdés: Irjuk fel, milyen tipust résztortek Gsszegére bontjuk fel az > tortet! (Csak

x3 —2x

a tortek tipusat irjuk fel, a szdmlalokban az ismeretleneket nem kell meghatarozni.)



10. kérdés: Irjuk fel, milyen tipusu résztortek osszegére bontjuk fel az tortet! (Csak a

3

X* +4xX
tortek tipusat irjuk fel, a szamlalokban az ismeretleneket nem kell meghatarozni.)
A B
X X +4
A B C
X X+2 x-2
A Bx+C
(X)
x X2 +4
A B C

X X X+4

11 kérdés: | I
X°—=3x—4
5In‘x2—3x—4‘+c
In|x+4|-In|x-1]+c
5In|x—2|-5In|x+2|+c

In|x—4|-In|x+1]+c (X)

+1

12. kérdés: I 2)
x+

dx

3In|x+2|+i+c (X)
X+2

3In|x+2|—i2+c
X+

3In|x+2|+L+c
X+2

3In|x+2|—£+c
+

2
13. keérdés: | de
X"+ 2ZX"+ X

41n|x| - In|x+]4—xi+1+c



3
- > ¢ (X
41n|x| In|x+]4+x+l+c( )
3
4In|x|+|n|x+]4—x—+1+c
4In|x|+|n|x+]4+i+c
X+1

2
14 kerdes: [ 2258 g
X” +9x
2In|x|+7In|x+3|-7In|x-3/+¢c

2In|x|—7|n‘x2+9‘+c
2In|x|—zarctg§+c

9 3
2In|x|—£arctg§+c (X)

6x% —29x +50
X* —6X° +10x

5In|x|+%ln‘x2 —6X +10‘ +4arctg(x—3)+c (X)

15. kérdés: j

5In|x|+%ln‘x2 —6X +10‘ +7arctg(x—3)+c
5In|x|+%ln‘x2 —6X +10‘—4arctg(x—3)+c

5In|x|+%ln‘x2 —6X +10‘—7arctg(x—3)+c



