4. Tobbvaltozos fiiggvények

4.3. Kétvaltozos fiiggvények integralszamitasa

Tanulasi cél: Az egyvaltozos fiiggvények esetében nagyon sokat foglalkoztunk a hatarozatlan
¢s a hatdrozott integral fogalmaval. Ebben a leckében a hatarozott integral fogalmat
kiterjesztjiik kétvaltozos fliggvényekre.

Elméleti 6sszefoglalo
Emlékezziink arra, hogy egyvaltozos fliggvények esetében a hatarozott integral az f(X)

fliggvény gorbe alatti eldjeles teriiletét jelentette egy véges zart [a,b] intervallumon, melyet a
Newton-Leibniz tétel segitségével szamoltunk ki.

El6szor bevezetjiik a véges zart intervallum kétdimenzios megfeleldjét, a téglalap fogalmat.

Definicio: Legyen [a,b] és [c,d] két intervallum. Ekkor az [a,b]x[c,d] téglalapon a

kovetkezo tartomanyt értjiik:
[a,b]x[c.d]={(x,y)eR*|a<x<b,c<y=<d}.

Tehat a tovabbiakban a téglalap mindig olyan téglalap alakt tartomanyt jelent, amelynek oldalai
parhuzamosak a koordinata tengelyekkel.
Definicio: Legyen f(x,y) folytonos fiiggvény az [a,b]x[c,d] téglalapon. Kétszeres

integralnak az

j(jl f(xy) dx] dy ésaz _TU f(x,y) dyj dx

c\a
tipusu integralokat nevezziik.

A zardjelen beliili integralt belsd, a zargjelen kiviilit pedig kiilsé integralnak hivjuk. A kétszeres
integralok kiszamolasa soran mindig a belsd integralt hatarozzuk meg elébb. A dx illetve dy
szimbolum mutatja, hogy melyik valtozd szerint kell eldszor integralnunk. Ekkor a belsd
integral mindig a masodik valtozénak a fliggvénye lesz, €s ezt kell a kiilsd integralban
kiszdmolnunk.

Tétel: Legyen f(X,y) egy olyan kétvaltozos fiiggvény, amely az [a,b]x[c,d] téglalapon
értelmezett, mindkét valtozo szerint parcialisan differencidlhato, és a parcialis derivaltak
folytonosak az egész téglalapon. Ekkor:

d/b b/d
j(jf(x,y)dx]dyzj[jf(ny)dy}dx,
azaz az integralas sorrendje felcserélhetd.

Eddig csak téglalap alaku tartomanyon értelmeztiik a kettds integral fogalmat. Lépjiink egy
kicsit tovabb.



Definicio: Legyen [a,b] intervallum, és tegyiik fel, hogy az f(x) és a g(x) fiiggvényekre
teljesiil, hogy minden x €[a,b] esetén f(x)<g(x).Ekkoraz

N :{(x,y)eR2| a<x<hb, f(x)£y§g(x)}

halmazt normaltartomanynak nevezziik.

Definicio: Normaltartomanyon a kétszeres integral a kovetkezot jelent:

b ([ g(x)
j( j f(x,y)dy]dx.

a\ f(x)

Megjegyzés: Ebben az esetben azonban fontos az integralok sorrendje és az nem cserélhet6 fel!
Az X az a valtozd, amely szabadon mozog egy [a,b] intervallumban, az y pedig olyan, hogy

annak hatérai az X fiiggvényei. Igy a kiilsé integralnak kell x szerintinek lennie, a belsének pedig
az y szerintinek. Ekkor ha a bels6 fiiggvény integraljanal beirjuk a hatarokat, tovabbra is X
fliggvényét kapjuk, amelyet X szerint kiintegralva szamot kapunk

Egyvaltozos fliggvények esetén a hatarozott integral szemléletes jelentése a gorbe alatti eldjeles
teriilet volt. Ezt a fogalmat most kiterjesztjiik a kétvaltozos fiiggvények esetére.

Definicié: Legyen az f(X,y) kétvaltozés fiiggvény folytonos egy tetszéleges H — R?
halmazon és legyen f(x,y)>0 minden (X,y) e H esetén. Ekkor az

{(x,y,z)eR3|(x,y)eH,O§zs f(x,y)}

térbeli halmaz egy test. Ez a test egy olyan H alapu hasab, amelyet alulrol az xy sik, feliilrdl
pedig az f(X,y) fliiggvény grafikonja hatarol. Ennek a testnek a térfogatat a

V:ﬁfUJNA

kettosintegrallal definialjuk.
A kovetkez6kben megmutatunk egy egyszerli alkalmazast a kettds integralok témakorben.
Tétel: Legyen H egy egyszerii sikidom. Ekkor H teriiletét a

[[1dA

H
kettds integral adja.
Ezt a tételt egyszerli meggondolni, hiszen a kettds integral geometriai jelentése miatt ez éppen
a H alapu, egységnyi magassagu hasab térfogata, ami igy a H halmaz teriiletével egyenl. A

kettds integral segitségével nem csak a halmaz teriilete, hanem a sulypontjanak koordinatai is
meghatarozhatok.

Tétel: Jelolje a H halmaz sulypontjat (SX, Sy) . EKkor
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Kidolgozott feladatok
1. feladat: Szamolja ki az alabbi kétszeres integralt:

jU(Zx—SyZ) de dy.

-1\ 0
Megoldas

Mindig a belsé integral kiszamitasaval kezdjiik. A beliil elhelyezkedé dx szimbolum azt jel6li,
hogy az x valtozo szerint integralunk el6szor. Ilyenkor, akarcsak a parcialis derivalasnal, az y-
ra ugy kell tekinteniink, mint egy konstansra:

1
I(Zx—3y2) dx = [xz —3y2x]2 =(1-3y*)-(0-0)=1-3y°.

0

Vigyazni kell arra, hogy a Newton-Leibniz szabaly alkalmazasa soran abba a valtozoba
helyettesitsiik be az integralok hatarait, amelyik véltozo szerint az integralas tortént. igy lesz a

belso integral a masik valtozo fliggvénye, hiszen mint lathato, a kifejezésbdl el is tlint az X.
Ekkor a kettds integral:

21 2
2
| [ [(2x-3y?) dxj dy=[@-3y)dy=[y-y’| =(2-2°)-(-1-(-1)*)=-6.
—1\ 0 -1

2. feladat: Szamolja ki az alabbi kétszeres integralt:

j' ﬁ (2xy” +3x%y) de dy.

Megoldas

Most is eldszor kiilon kiszdmoljuk a belsé integralt, amely X szerinti integralast jelent, ilyenkor
az y-t konstansnak tekintjiik, majd az X helyére beirva a megfeleld hatarokat:

1

1
f(2xy2+3x3y) dx=[x2y2 +§x4y} :(y2 +§yj_0= y? +§y_
4" 7] 4 4

0

Ezt kovetden:

1 3 1 _

I(y2+§y]dy: y_+§y2 :(£+§j_(_]'+§j:g_
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3. feladat: Szamitsuk ki az f(X,y)=— fliggvény kettds integraljat a kovetkezd téglalap
y

alakt tartomanyon: 0 <x<1, 1<y<e.



Megoldas
Mivel téglalap alaku a tartomany, ezért az integral kétféleképpen is felirhato:

(ool

1\0

Mivel az eredmény mindkét sorrend mellett azonos lesz, ezért szabadon véalaszthatunk, hogy
milyen sorrendben kivanunk integralni.

e/1 2 e 3t e e
X X 1 1 1
I(I— dxj dy = I{—} dy = I(—de ==[In]y|] ==.
ACR L3y |, 1\ 3y 3 ., 3
4. feladat: Legyen N = {(x, y)e Rz‘ 0<x<1 x<y< \/;} Rajzoljuk fel a tartomanyt és
szamitsuk ki az f(x,y) =4xy® fiiggvény kettésintegraljat az N tartomanyon!

Megoldas

A normaltartomanyt mutatja az abra:

~ g
A definici6 szerint a kdvetkezd integralt kell kiszadmolni:

1 ¥
I[ (4xy3)dy]dx.

0\ x

Eldszor kiilon kiszamoljuk a belsd integralt:

v &
J @y ay =[xy " =(<)-(x).
Most a kiilsd integrallal folytatva:

8 aoes b e [X0 T 11y 1
j(j(4xy )dy]dx_i(x - X )dx_{?—g} _(Z—gj—(o)_ﬁ.

0\ x

Ellenorzé kérdések
1. kérdés: Szamolja ki az alabbi kétszeres integralt:



I[I(x3y3 —Xy) dx} dy.

Megoldas
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2. kérdés: Szamitsuk ki az f(x,y) =2—)2( fliggvény kettds integraljat a kovetkezé téglalap
y

alakt tartomanyon: 0 <x<1, 1<y<2,

Megoldas

(X)
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1

2
3. kérdés: Legyen N = {(x, y)eR?[0<x<1x<y< J}} Szamitsuk ki az f(X,y)=2xy
fliggvény kettdsintegraljat az N tartomanyon!
Megoldas
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Osszetett feladatok
5. feladat: Szamitsuk ki az alabbi kettds integralt:

—x+1

j j ((x—2y)dy)dx.

0 x-1

Megoldas

Ebben a feladatban az y szerinti integralas hatarai fiiggnek az x-t6l. Ez azt jelenti, hogy eldszor
y szerint integralunk és a kapott eredménybe Yy helyére helyettesitiink.
Most is a belsd integrallal kezdiink:



—Xx+1
+1

I (x—2y)dy = [xy— yz];; (x(—x +1) —(—x+1)2)—(x(x—1) —(x—1)2) =

1
=X+ X—(X* =2X+1) = (X* =x = X" +2x—=1) =—2x* + 2X.

A kiils6 integrallal folytatva:

1 3 !

I(—2x2+2x)dx: 22X e :(—3+1J—0:1.
. 3 o 3 3

6. feladat: Szamitsuk ki az (X, y)=xy fiiggvény kettds integraljat az

x=0, x=1 yzg, y=2\/§

gorbék altal hatarolt normaltartomanyon. Rajzoljuk fel a tartomanyt is!

Megoldas

Célszerti el6szor lerajzolni a keresett tartomadnyt, majd a szokdsos alakban is megadni.

/

A keresett normaltartomany:

0<x<],

N:{(x,y)eR2 Syszx/;}.

[$2 IS

Ekkor a keresett kettds integral:

1] 2¢k 1 2 72 1 3 3 4 T
I I(xydy) dx:J. x I dx:j ox2 — X | dx = 2 x| _397
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7. feladat: Szamitsuk ki az f(X,y)=x+2y fiiggvény integraljat az y=x? és az y=+/x
gorbék altal hatarolt tartomanyon.
Megoldas

Készitsiink abrat a keresett tartomanyrol.



-1 0 1

Ahhoz, hogy fel tudjuk irni a normaltartomanyt, el6szor ki kell szdmolni a két fliggvény
metszéspontjat. Ehhez meg kell oldani a kovetkezo egyenletet:

¥ =Jx —>x*=x - x(X*-1)=0 x=0, x,=1.

Felirva a feladathoz tartozé normaltartomanyt:

N :{(x, y) e R?

0<x<1, x23ys&}.

Ekkor a keresett integral:

1(¥x
J'[J‘ (x+2y) dyj dx.

0\ x?

A belso integrallal kezdiink:

NM 3
j(x+2y) dy=[xy+y2]j;=(x\/;+x)—(x3+x4)=x2+x—x3—x4.

X2

A kapott eredményt behelyettesitve a kiilsd integralba:
1

8. feladat: Szamitsa ki az f(X,y) = fliggvény kettds integraljat az A(0,0), B(1,0) és

2
X“+1
C(L,2) pontok altal hatarolt haromszog felett.
Megoldas

Rajzoljuk fel az adott csucspontokkal rendelkezé haromszoget.



=2 =1 0 1 2

Ez a tartomany felfoghatd egy olyan normaltartomanynak, amelyet balr6él az X =0, jobbrél az
x=1, alulrol az x tengely ( f(x)=0) , felilr6l pedig az y=2Xx (g(x)=2x) egyenesek
hatarolnak. Azaz:

N={(x,y)eR*|0<x<1 0<y<2x}.
Ekkor a kettds integral:

1/ 2x 5
J'(J' v +1dy} dx.

o\o

Itt
X 5 5 x  10x
d = =
'!x2+1 d x2+1[ k x> +1°
ebbdl pedig
1 1
.[120x dx:5~j 22X dx=5[|n‘x2+]”l=5In2—5|n1=5|n2.
o X +1 o X°+1 0

9. feladat: Szamitsuk ki az f(x) =x*—1 ésa g(X) = x+1 gorbék 4ltal hatarolt véges teriiletii
H sikidom sulypontjanak koordinatait!
Megoldas

Célszerl eloszor abrat késziteni.




Szamitsuk ki a két fliiggvény metszéspontjat.

f(X)=g(x) —» X -1=x+1 - xX*-x-2=0 — x=-1 x,=2.
Ekkor fel tudjuk irni a H sikidomot, mint egy normaltartomanyt:

H :{(x, y) e RZ‘ ~1<x<2, x*-1< ysx+1}.

Ekkor a kettds integralok a kdvetkezé modon irhatok fel:

2 X+l x+1 2 , Xz X3 2 9
HldA jlx.[l(ldy)dx I N =J‘1(2+ X—X )dx={2x+?—€}l =5

2 x+1 x+1 2 , , , X3 X4 2 9
”di :[“J:l(xdy)dx J;[ ]x21:£(2x+x —-X )dx:[x +§_?L:Z

2 x4l oo I ¥ 2 3 5] 27
g 4] -2 53]

Innen a stulypont:

Ellenorzé kérdések
4. Kkérdés: Szamitsa ki az f(X,y)=xy fiiggvény kettds integraljat az y tengely, az y=2-x
és az y = x egyenesek altal hatarolt hdromszog felett.

Megoldas

X
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5. kérdés: Az f(x,y)=x-2y fiiggvény kettds integralja az y=0 és az y=x—x> gorbék
altal hatarolt tartomany felett:
Megoldas
1
16
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6. kérdés: Szamitsa ki az f(X,y)=Xx-y fiiggvény kettds integraljat az A(0,0), B(L,-1) és
C(L1) pontok altal hatarolt haromszog felett.

Megoldas

(X)
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