4. Tobbvaltozos fiiggvények
4.1. Tobbvaltozos fiiggvények alapfogalmak

Tanuldsi cél: Az egyvaltozds fiiggvények utdn célunk megismerkedni a tobbvaltozos
fiiggvényekkel. Nagy hangsulyt fektetiink a kétvaltozos fiiggvényekre. Elsajatitjuk a sziikséges
fogalmakat, kialakitjuk a feliiletek vizsgalatdhoz sziikséges szemléletet.

Alapfogalmak, szintvonalak, értelmezési tartomany

Eddigi matematikai tanulméanyaink soran olyan fiiggvényekkel foglalkoztunk, amelyek valos
szamokhoz rendeltek valos szamokat. Ezeket a valos szamokon értelmezett egyvaltozos valos
értékli fliggvényeknek neveztiik. A valos értékii fuggvények azonban nem csak ilyenek
lehetnek. Vannak olyan fiiggvények is, amelyek rendezett szamparokhoz, altalanos esetben
rendezett szam n-esekhez rendelnek valds szamot:

fiR" >R, (X,%,,...,X,) > Y.

Az ilyen fiiggvényeket n valtozos fliggvényeknek nevezziik. llyen n-valtozos fiiggvény példaul
az a hozzarendelés, amikor minden n komponensii vektorhoz hozzarendeljiik a vektor hosszat.

Mi ebben a fejezetben kétvaltozos fiiggvényekkel fogunk foglalkozni.
Definicié: Legyen R? a valds szamokbol 4116 rendezett (X,y) parok halmaza, D — R? pedig
ennek egy részhalmaza. Kétvaltozos fliggvényeknek az

f:D->R (X,y)— f(x,y)

tipusu fiiggvényeket nevezziik.

Kétvaltozos valos értékil fliggvényt legtobbszor a hozzarendelési utasitassal és az értelmezési
tartomany megadasaval definialunk.

Példa: Legyen f(x,y) az a  kétvaltozos  valos  fiiggvény,  amelyre
D= {(X, y)eR?| x>0,y > O} és (x,y)eD esetén f(x,y)=x’+y’. Ekkor a fiiggvény

helyettesitési értéke az (1,3) pontban a kdvetkezot jelenti:
f(x=4,y=3)=1+3"=10.

Egy kétvaltozos fliggveény értelmezési tartoméanya az XY sik, vagy annak valamely részhalmaza.
Természetesen itt iS érvényesek az egyvaltozos fliggvények esetében megtanult kikotések,
amelyre az adott fiiggvény értelmezve van. Az értelmezési tartomanyt jelentd sikbeli
halmazokat sokszor érdemes grafikusan megadni.

Az f(x,y) értéke adja meg azt a valds szamot, amelyet a fiiggvényiink az (X, y) helyen felvesz.

Ennek megfelelden a kétvaltozos fiiggvények grafikonjai térbeli feliiletek. Ezeket a feliileteket
csak szamitogépes grafikus programokkal tudjuk szemléltetni.



3. abra f(x,y)=sin(x)+sin(y)

Az abrakbol lathato, hogy viszonylag egyszerli feliiletekrdl is meglehetésen nehéz egy
szemléletes képet alkotnunk. Ehhez nyujt segitséget a szintvonalak és a rétegvonalak
hasznalata.



Szintvonalakat ugy kapunk, hogy a fliggvénylink grafikonjat az XY sikkal parhuzamos
sikokkal elmetssziik és az igy kapott metszésvonalakat levetitjik az XY sikra. Szokésos
jelolések hasznalataval z = f(X,y) esetén, ha a z=cC egyenletli sikkal metsziink, akkor az

f (x,y) =c gorbe lesz a szintvonal, ahol c tetszbleges értékeket vehet fel.

Rétegvonalakat ugy kapunk, hogy a fliiggvény grafikonjat elmetssziik az XZ sikkal parhuzamos
y =c egyenletli sikokkal, és az igy kapott metszésvonalakat levetitjiik az XZ sikra, vagy az YZ

sikkal parhuzamos X =cC egyenletli sikokkal metsziink, és a metszésvonalakat levetitjiik az YZ
sikra.

Ezek a vonalrendszerek segithetnek a feliiletek elképzelésében.

Kidolgozott feladatok
1. feladat: Tekintsiik a kovetkezé f :R* — R kétvaltozos fiiggvényt:

f(X,y)=x"y—2x+y.
Szamoljuk ki az f(1,3), f(3,-1) és f(0,—2) helyettesitési értekeket!
Megoldas
f(1,3)=f(x=1,y=3)=1"-3-2-1+3=3-2+3=4

fG-)=f(x=3y=-1)=3-(-1)-2-3+(-1)=—9-6-1=-16
f(0,-2)=f(x=0,y=-2)=0*-(-2)-2-0+(-2)=0-0-2=-2.

2. feladat: Tekintsiik a kovetkezé f :R? — R kétvaltozds fiiggvényt:
f(x,y)=In(3x-y).
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Szamoljuk ki az f(0,-1), f(%,O], f(e,2e) és f(0,1) helyettesitési értékeket!

Megoldas
f(0,-1)=In[3-0—(-1)]=In1=0

2 2
fle ol=im[3-E—0|=me?=2
3 3

f(e,2e)=In(3-e—2e)=Ine=1
f(0,2) =In(3-0-1) = In(-1) nem létezik,
hiszen a logaritmus fiiggvény csak pozitiv valos szamokra van értelmezve.

3. feladat: Hatarozzuk meg az f(X,y)=+3x—y—2 fiiggvény értelmezési tartomanyat!

Megoldas



Mivel négyzetgyokot csak nemnegativ szambol vonhatunk, igy az értelmezési tartomany
minden (X, y) pontjara teljesiilnie kell, hogy:
3X—-y—-22>0.
Ezt az egyenl6tlenséget y-ra rendezve:
y<3x-2.

Az y =3x-2 egy olyan egyenes egyenletét jelenti, ami az y-tengelyt a -2 pontban metszi, és a
meredeksége 3. Ez az egyenes a teljes XY sikot két félsikra osztja. Az egyik félsikban olyan
pontok talalhatéak, amelyekre y <3x—2, mig a masikban y >3x—2. Hogy nekiink melyik

félsik fog megfelelni, azt egy tetszdleges érték behelyettesitésével valaszthatjuk ki. Mivel az
egyenlOség is meg volt engedve, ezért az egyenes pontjai is a megoldashoz tartoznak. Az
értelmezési tartomany pontjait az alabbi dbra szemlélteti.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f (x,y) = In(x* —y—4) fiiggvény értelmezési tartomdanyst!
Megoldas

A logaritmus fliggvény csak pozitiv valos értékekre van értelmezve, ezért az értelmezési
tartomany minden (X, y) pontjara a kovetkezo kikotést tessziik:

X —y-4>0.
Ezt y-rarendezve, az
y<x’—4
egyenldtlenséghez jutunk, melyet ha dbrazolunk, akkor a megoldas egy parabola alatti teriilet
lesz, melyhez a parabola pontjai nem tartoznak hozza.
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5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y) = figgvény értelmezési tartomanyat!

1
JX+y?-16
Megoldas

A feladatban két kikotést kell tenniink. A négyzetgyok alatt csak nemnegativ valos szdmok
allhatnak és a tort nevezdjében nem allhat nulla, azaz

x> +y*-16>0

JX+y?-16 #0.

A masodik kikotésbol négyzetre emelés utan az

és

X’ +y*-16#0
Osszefliggéshez jutunk. Figyelembe véve, hogy a két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie, ezért
a megoldando feladat:
x*+y*-16>0.
Eszrevehetjiik, hogy az
N y2 Y
egyenldség egy origo kozéppontl, 4 egység sugari kor pontjaira teljesiil. Az
XXy’ >4

egyenldtlenséget pedig azon pontok teljesitik az Xy sikban, amelyek 4-nél nagyobb tavolsagra
vannak az origotol, azaz az origd kdzéppontu, 4 sugart koron kiviil helyezkednek el.

6. feladat: Hatarozzuk meg az f(X,y)=5x+y kétvaltozos fliggvény c=-2,-1,0,1, 2
magassagokhoz tartoz6 szintvonalait! A kapott eredményt abrazoljuk koordinata rendszerben!

Megoldas
Tekintsiik eldszor a ¢ =2 esetet. Ehhez a magassaghoz tartozd szintvonal az lesz, amely
kielégiti az f(x,y) =2 egyenletet, azaz:
2=5x+Yy.
Ezt y-ra rendezve:



y=-5x+2.

Hasonloan jarunk el a tobbi C érték esetében is. Ha
c=1 —» y=-bx+1

c=0 —» y=-5x

c=-1 —» y=-5x-1

c=—2 — y=-5x-2

Lathato6, hogy minden esetben egy olyan egyenes egyenletét kapjuk, melynek meredeksége -5
lesz. Altalanosan, tetszéleges c értékkel dolgozva:

y =-5x-c,

tehat az Osszes szintvonal -5 meredekségii egyenes lesz, C csak a tengelymetszet helyét
befolyasolja. A szintvonalakat az aldbbi dbra szemlélteti:

7. feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y) =5x+y fiiggvény c=-1, 0,1, rétegvonalait! A kapott
eredményt abrazoljuk koordinata rendszerben!

Megoldas

A rétegvonalak dbrazolasa egyszeriibb, mint a szintvonalaké, mivel az X=C ésaz y=c
sikokkal valo metszet csak egy-egy behelyettesitést jelent a fliggvény képletében.

x=c — f(c,y)=5c+y.

Ha

c=1 > f@Qy=5+y=y+5
c=0 —» fOy=y

c=-1 —» f(-1y)=-5+y=y-5.

Ezek a rétegvonalak olyan parhuzamos egyenesek, melyek meredeksége 1.



A masik esetben:

y=c — f(x,c)=5x+cC
c=1 —» f(x,)=5x+1
c=0 — f(x,0)=5x
c=-1 —» f(x,-1)=5x-1.

Ezek a rétegvonalak olyan parhuzamos egyenesek, melyek meredeksége 5.
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X
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Ellenorzo kérdések

1. kérdés: Tekintsiik az f (X, y) =~ —x* — y* kétviltozos fliggvényt. Mivel egyenld
y

f(-14,-1)°?
Megoldas

-1
(X)

[ RN



2. kérdés: Tekintsiik a kovetkezé f :R? — R kétvaltozos fiiggvényt: f(X,y) =In(x—4y).
Mivel egyenld f(5e+8,e+2)?
Megoldas
0

nem létezik
-1
1 X

3. kérdés: Hatarozzuk meg az f(X,y)=+/-2x*+y—2 fiiggvény értelmezési tartoméanyat!
Megoldas

y>2x>+2 (X)

y>2x*+2

y<2x°+2

y<2x*+2
4. kérdés: Hatdrozzuk meg az f (x,y) =Ilg(—x+y—2) fliggvény értelmezési tartomanyat
Megoldas

y<X+2
y>X+2
y<Xx+2
y>x+2 (X)

5. kérdés: Az f(x,y)=4x-y filiggvény szintvonalai

Megoldas

félegyenesek.

parabolak.

pozitiv meredekségli egyenesek. (X)
negativ meredekségli egyenesek.



Osszetett feladatok

INQ—y+Xx)

8. feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y)= fiiggvény értelmezési tartomanyat!

—X*+y+1

Megoldas

Az értelmezési tartomany valamennyi (X,y) pontjara harom kikotést is kell tenniink. A
logaritmus fiiggvény csak pozitiv valds szdmokra van értelmezve, a négyzetgyok alatt csak
nemnegativ valds szamok allhatnak, tovabbd a nevezében nem allhat nulla. Ez utobbi két
kikotés Osszevonhato ugy, hogy a gyok alatt csak pozitiv valos értékeket engediink meg. Azaz:

1-y+x>0
¢és
—x*+y+1>0.
Az els6 kikotést y-ra rendezve:
l+x>y

egyenl6tlenséghez jutunk, amely egy egyenes egyenlete. Ha ezt abrazoljuk, akkor ennek azok
a pontok felelnek meg, amelyek az adott egyenes alatt helyezkednek el. Az egyenes pontjai nem
tartoznak a megoldashoz.

A masodik egyenldtlenséget is rendezziik:
y>x*—1.

Ennek a feltételnek egy felfelé nyitott parabola feletti pontok felelnek meg ugy, hogy a parabola
pontjai nem tartoznak a megoldashoz.

Ahhoz, hogy f(x,y) értelmezve legyen, az el6bbi két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie,
tehat csak azok a pontok tartoznak bele f(X,y) értelmezési tartomanyaba, amelyekre mindkét
feltétel egyszerre teljesiil. A halmazok nyelvén megfogalmazva, f(x,y) értelmezési
tartomanyat a két feltételhez tartoz6 halmaz metszete adja. Ezt szemlélteti az alabbi abra.

9. feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y)=In(2-y—x*)+ \/8— x> —y? -2y fliggvény
értelmezési tartomanyat!

Megoldas



Az értelmezési tartomany valamennyi (X, y) pontjara két kikotést is kell tenniink. A logaritmus

fliggvény csak pozitiv valos szamokra van értelmezve, a négyzetgyok alatt pedig csak
nemnegativ valos szamok éallhatnak. Ennek megfelelden:

2—-y-x*>0
és
8—x’—y*-2y=>0.
Az els6 kikotést y-ra rendezve, az
y<—x"+2
egyenlOtlenséghez jutunk. Ha ezt abrazoljuk, akkor egy forditott allast parabola alatti teriiletet
kapunk igy, hogy a parabola pontjai nem tartoznak a megoldéashoz.

A kozépiskolaban megtanultuk, hogy egy kor egyenletének altalanos alakja:

(x—u)’ +(y-v)* =r?,
ahol az (u,v) adatokkal jellemzett pont a kor kdzéppontja, r pedig a kor sugara. A masodik
kikotést probaljuk meg kor egyenletté alakitani. A kikotés:

8—x’—y*-2y=>0.
Szorozzuk be mindkét oldalt -1-gyel,
X +y>+2y-8<0,

majd a tagok csoportositdsa utan alakitsunk ki teljes négyzetet az y-t tartalmazo tagokbol:

x*+(y+1)*-1-8<0.

Rendezziik:

X +(y+1)°*<9.
Ennek a feltételnek egy olyan kor belsd pontjai és a kort hatarold pontok tesznek eleget,
melynek kozéppontja a (0,-1) pont, sugara pedig 3 egység.
Ahhoz, hogy f(x,y) értelmezve legyen, az el6bbi két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie,
tehat csak azok a pontok tartoznak bele f(x,y) értelmezési tartomanyaba, amelyekre mindkét
feltétel egyszerre teljesiil. A halmazok nyelvén megfogalmazva, f(X,y) értelmezési
tartomanyat a két feltételhez tartozé halmaz metszete adja. Ezt szemlélteti az alabbi abra.



10. feladat: Hatarozzuk meg az f(Xx,y)= X2 — y figgvény c=-2,-1,0,1, 2 szintvonalait! A
kapott eredményt abrazoljuk koordinata rendszerben!

Megoldas

Tekintsiik eldszor a ¢ =2 esetet. Ehhez a magassaghoz tartozd szintvonal az lesz, amely
kielégiti az f(x,y) =2 egyenletet, azaz:

2=x"-y.
Ezt y-ra rendezve:

y=x"-2.
Hasonldan jarunk el a tobbi ¢ érték esetében is. Ha
c=1 - y=x*-1
c=0 —» y=Xx
c=-1 - y=x*+1
cC=—2 > y=x*+2

Lathat6, hogy a szintvonalak parabolédk, melyeket a normal parabolabol y irdnyu eltolassal
szarmaztathatunk. Altalanosan, tetszéleges c értékkel dolgozva:

y=x’-c,

tehat az Osszes szintvonal parabola lesz, ¢ csak a tengelymetszet helyét befolyasolja. A
szintvonalakat az alabbi 4dbra szemlélteti:



11. feladat: Hatarozzuk meg az f(x,y) = x*+ Yy’ fiiggvény szintvonalait és rétegvonalait!

Megoldas
Elészor a szintvonalakat hatarozzuk meg. Ekkor az
f(x,y)=c
helyettesitést kell elvégezniink, igy az
X’ +y*=c

egyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek nincs megoldasa, ha ¢ <0.
Ha ¢ =0, akkor Iényegében egy pontot kapunk, mégpedig az origot, azaz x=0 és y=0, ha
pedig ¢ > 0, akkor origd kozéppontu és Jeo sugaru koroket kapunk.

A rétegvonalak meghatarozasadhoz eldszor az X = C helyettesitést elvégezve, az



x=c — f(cy)=c’+y* — z=c"+Vy?

fliggvénysereget kapjuk, amelyek barmely c érték esetén parabolat adnak.

i 2
3

Hasonldan az y =c helyettesitésnél:
y=c — f(xc)=x"+c> — z=x>+c’

fliggvénysereg is parabolak serege, amelyek minden C értékre értelmezhetdk.

Ellenorzo kérdések

X+Yy

25— %2 —y?

6. kérdés: Az f(x,y)= kétvaltozos fliggvény értelmezési tartomanya



Megoldas

az origd kozéppontq, 5 egység sugaru koron beliil 1évo pontok (X)

az origd kozéppontu, 5 egység sugaru korvonalon és a koron beliil 1év6 pontok
az orig6 kozépponta, 25 egység sugart koron kiviil

az origd kozéppontu, 5 egység sugart korvonalon 1évé pontok

7. kérdés: Az f(x,y)=x>+y—In(16—y?) kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanya
Megoldas

az egész sik, kivéve a (0,4) ésa (0,—4) pontokon dtmend vizszintes egyenes pontjai.
az origd kozépponty, 4 egység sugaru kor belsé pontjai.
a (0,4) és a (0,—4) pontokon atmend vizszintes egyenesek kozotti pontok, az egyenesek

pontjait nem szamitva bele. (X)
az origotol 4 egységnél tavolabb 1évo pontok.

8. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x,y)=In(x)- \/6— X* -y’ +2x+2y-In(y) fiiggvény
értelmezési tartomanyat!

Megoldas

azok a pontok, ahol az (1,1) kozépponta 2 egység sugaru kor metszi a koordinata tengelyeket

az (1,-1) kozépponta 2 egység sugaru kor 2. siknegyedbe esd pontjai a tengelyek pontjai nélkiil

az (-1,-1) kozéppontli 2 egység sugart kor 3. siknegyedbe esé pontjai a tengelyek pontjai

nélkiil

az (1,1) koézéppontu J8 egység sugaru kor 1. siknegyedbe esé pontjai a tengelyek pontjai

nélkil (X)

9. kérdés: Hatarozzuk meg az f(X,y) = x* +y fiiggvény szintvonalait!
Megoldas

a szintvonalak egyenesek

a szintvonalak koncentrikus kérok

a szintvonalak forditott allasu parabolak (X)
a szintvonalak hiperbolak



Kétvaltozos valos értéki fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

Definicio: Legyen (x,,Y,) egy olyan pont, amelynek barmely kornyezetében van olyan pont,
amiaz f(x,y) értelmezési tartomanyaba esik. Ekkor

lim f(x,y)=A

(x,¥)=>(X9.,Yo)
ha barmely X, - X, és y, =Y, esetén f(x,,y,) > A.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az f(x,y) kétvaltozos fiiggvénynek az (x,,Y,) pontban a
hatarértéke az A val6s szdm, ha barmilyen iranybol is kozelitjiik meg az (x,,Y,) pontot, a
helyettesitési értékek konvergéalnak az A valés szamhoz.

Kétvaltozos fiiggvények hatarértékének meghatarozasat az teszi kiilonosen nehézzé, hogy
nagyon sok irdnybol és nagyon sokféle modon lehet kozeliteni az (X, y,) ponthoz.

Definicié: Legyen (X,,Y,) €D Az f(x,y) figgvény folytonos az (x,,Y,) pontban, ha

f(x,y)"

lim f(xy)= f(Xo’yo)-

(x,¥)=>(%9,Yo)

A viszonylag ,.egyszerti” fliggvények daltaldban mindenhol folytonosak, ahol értelmezve
vannak. Egyéb tobbvaltozés fiiggvények folytonossaganak vizsgalata meglehetdsen bonyolult
is lehet, ezért ennek vizsgélatéra itt kiilon nem tériink ki.

Kidolgozott feladatok
12. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket:

lim (4xy—x+vy)

(x,¥)—>(1.2)

Megoldas

A fliggvény egy harom tagbol allo Osszeg, Osszeg hatarértékét pedig tagonként vehetjiik.
Tegyiik fel, hogy barmely iranybol is kozelitiink, X —1 és y, — 2 fennall, ezért:

lim (4xy —X + = Ilim 4xy — lim x + lim =
(xn,yn)e(m)( Yo =X +Yn) (% Yn)—(L,2) nYn O ¥)=12) " (%)= (L2) Y
=4.1.2-1+2=9.

Tehat a definicio szerint:
lim (4xy—x+y)=9.

(x,y)~>(1.2)

13. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket:

] 2X—-3
lim X=2Y
xy)=>01 Xy +y

Megoldas



Tort hatarértéke, a hatdrozatlan alakot kivéve, megegyezik a szamldldo és a nevezd
hatarértékének hanyadosaval. Hasonléan az el6zd feladathoz, tegyiik fel, hogy x —0 és

y, —1 teljesiil, ezért

2x, -3y, _2:0-31_-3 __3
Gom>OD Xy +y, 0141 1 '

Tehat:

. 2x -3y
lim —==
(xy)=>01 Xy +Yy

-3.

14. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket:

lim  yyx*-2y+1.

(x.¥)=>(2,-1)

Megoldas

Szorzat hatarértéke a tényezOk hatarértékének szorzata, feltéve, ha a tényezok kozott
egyidejiileg nem szerepel a nulla és a végtelen. Mivel ebben a feladatban ez nem 4ll fenn, igy
hasonloan az el6z6 feladathoz, tegyiik fel, hogy x — 2 és y, ——1 teljesiil, ezért

li 5.2 1=-1-2°-2.(-D)+1=-1-4J11 = -/11.
o lim oy g =2y, + V2 -2-(-D)+ Ji1=-11
lim  yx®-2y+1=—+11.

(x,y)—>(2,-1)

Tehat

15. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket:

X+ 2
im -
(xy)=(0.0) X* +y

Megoldas

Hasonloan az €l6z6 feladathoz, tegyiik fel, hogy x, —0 és y, — 0 teljesiil, ezért

X, +2 0+2 (2
im —I—=——=|—|=
()00 X2 +y2 040

0

A szamlalo hatarértéke 2. A nevezd hatarértéke ugyan 0, de pozitiv szamokon keresztiil tart a
nulldhoz. Ezért ha a kettdbe tartd szdmlalot a nullahoz tart, egyre kisebb pozitiv szdmmal
osztjuk, akkor a tort hatarértéke végtelen lesz.

16. feladat: Folytonos-e az f(x,y)=x"+2xy—y’ fiiggvény az (1,2) pontban?
Megoldas

Egy kétvaltozos fliggvény akkor folytonos az értelmezési tartomany (X,,Y,) pontjaban, ha
barmely X, — X, és Yy, — Y, sorozat esetén a helyettesitési értékek sorozata tart f(X,,Y,) -
hoz, azaz f(x,,Vy,)— f (X, Y,)-
Ez egyenértékii azzal, hogy

|f(Xn’yn)_ f(Xovyo)|_>O-



A mi feladatunkban a fiiggvény helyettesitési értéke:
f1,2)=1"+21.2-2°=1+4-4=1.

Tehat azt kell bebizonyitanunk, hogy

lim x?+2xy—y?=1.
(x)—>(12) y=y

Ha x, >1 és y, — 2, akkor

lim x?+2xy —y>=1.
(% Yn)—>(12) " nYn =Y

Tehat azt kaptuk, hogy f(x,y) fliggvénynek létezik hatarértéke (1,2) pontban és ez éppen
megegyezik a hatarértékkel, igy f(X,y) folytonos a vizsgalt pontban.

Megjegyzés: Az egyvaltozos fiiggvényekhez hasonloan most is igaz, hogy ha f(x,y) egy
(%, Y,) pontban folytonos kétvaltozos fiiggvény, akkor az f(x,y) hatarérteke az (x,,Y,)
pontban épp a helyettesitési értékével egyenld.

Ellenorzo kérdések
10.kérdés  lim  (xy’—x-y)=

(x,y)>(-1-2)

Megoldas

1

-1 (X)

7

0

11. kérdés  lim 3=
(X,Y)—>(~4,-2)

Megoldas

1

F (X)

0

38

1

Osszetett feladatok

17. feladat: Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértéket:

i 2X—-Yy
(y)-02) 4x% — y°

Megoldas
Az (1,2) pontban a fiiggvényiink nincs értelmezve. Tegyiik fel Gjra, hogy x, »>1és y, —>2.

Ekkor egy % tipust hatarértéket kapunk, ezért a feladat megoldasahoz még kell mas otlet is.

Vegyiik észre, hogy a nevezdt szorzatta bonthatjuk



2x,-Y, (0O , 2X, Y,
ﬁ = — |= ||m .
(0 ¥n)—>(2.2) 4Xn - yn 0 O ¥n)—>(L.2) (2Xn - yn)(zxn + yn)

Egyszeriisités utan mar tudunk hatarértéket szamolni:
i 1 1
= lim =
Gy 2X 4y 2142

1
h
Tehat
im 2xoy 1
(-2 4x° —y? 4

18. feladat: Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértéket:

X+y
()->00) 2X—y

Megoldas
Olyan pontban vizsgalodunk, ahol a fliggvényiink hatarértéke % tipust, €s algebrai atalakitdsra

sincs lehetdségiink. Ilyenkor mas megoldast kell keresniink. Kozelitsiink egy x —0 ¢és
y, =3x, — 0 sorozattal. Ekkor
Y _ im X+t Yo _lim X, +3X, . 4x

= =lim—_=-4.
(%X Yn)—(0,0) 2Xn — yn (%y,3%,)—(0,0) 2Xn — yn X, —0 2Xn _3Xn X, —0 _Xn

Probaljunk ki egy masik kozelitést is. Legyen X, — 0 tetszéleges modon, és y, =X, —0.
Ekkor

Xt _ im ot Ve i ot Xe i 2X

= =lim—==2.
(X, Yn)—>(0,0) 2Xn — yn (%y:%,)—>(0,0) 2Xn -y X, —0 2Xn — Xn X, —0 Xn

n

A hatarértek 1étezésének feltétele, hogy tetszdleges sorozattal (tetszdleges iranybdl) tartva az
adott pontba, mindig ugyanazt a hatarértéket kell kapnunk. Ez nem teljesiil erre a fiiggvényre,
mert két kiilonbozd iranybdl kozelitve két kiilonbozd eredményt kaptunk. Tehat a vizsgalt
hatarérték nem létezik.

19. feladat: Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértéket:

2,2

, X
lim — y -
(x)=00) X* +y

Megoldas

Megint egy olyan pontban keresiink hatarértéket, ahol a fliggvény nincs értelmezve. Az el6z6
feladat alapjan az a sejtésiink, hogy ebben az esetben sem létezik hatarérték. Probalkozzunk
most is specialis sorozatokkal.

Ha olyan sorozatokat valasztunk, ahol x, —0 tetszéleges modon, és y, =X, alaku, akkor
ugyanugy a (0,0) pontba tartunk, akkor ebben az esetben



xXey?
4 7= lim 2 i 4 :
=00 X* +y* %0+ X " 60X 1+l 2

N

2 2
Xo X o X 11

=1

Kozelitsiink most olyan sorozattal, ahol x, — 0 tetszéleges modon, de y, =2x, alakda. Ekkor

ugyanugy a (0,0) pontba tartunk, csak specialis modon, azaz

2,,2 2 2 4
XY im X @X) X4 4

n

S i 2 el S
N)=>00 X7 +y* %20 x4 (2X)"  w«-0x 1+16 17

A hatarérték tehat nem létezik, mert kiilonb6zd iranyokbodl kozelitve kiilonbozd eredményt
kaptunk.

Ellenorzo kérdések

2 2
12 kérdés  lim XY,
(x,y)—>(L3) 3x—y

Megoldas

3
0

nem létezik
6 (X)

, , . X
13.kérdés: lim > y -
(x¥)-(00) X* 4y

Megoldas
0
végtelen
nem létezik (X)
1

. s . X+
14. kérdés: lim > y2
(x,y)—(0,0) X° + y

Megoldas

1

0

végtelen

nem létezik (X)



