3. Differencidlegyenletek

3.2. Els6 és masodrendii linearis allandé egyiitthatos differencidlegyenletek

Tanulasi cél

Elsajatitani az els6 és masodrendi linearis allandé egyiitthatos differencialegyenletek
megoldasi modszerét, és azt alkalmazni feladatokban.

Motivacios példa
Egy m=10dkg tomegi testet D = 10E rugdallandoju csavarrugora akasztunk. A
m

mozdulatlanul fiiggd testet meglokjiik lefelé v, = 0.5m kezddsebességgel. Adjuk meg a test
S

elmozdulésat az 1d6 fliggvényében, ha a légellenallas elhanyagolhat6. Tekintsiik a felfelé
mutato iranyt pozitivnak.

Tapasztalatok alapjan tudjuk, hogy ilyen feltételek mellett altaldban rezgémozgés jon létre.
Ekkor célszeri az egyensulyi helyzethez viszonyitva megadni a test elmozdulasat, amit a test
kitérésének is nevezhetiink. Jarjunk el mi is igy, azaz adjuk meg a test kitérését az id6
fiiggvényében, azaz keressiik azon y = y(t) fiiggvényt, amely minden iddpillanatban
megadja a test egyensulyi helyzethez viszonyitott kitérését. Ezt a fiiggvényt a mozgast leird
differencidlegyenlet megoldasaval kapjuk meg. Ez a differencidlegyenlet nem mas, mint
Newton 2. térvénye, amit kozépiskolabol F = ma alakban ismeriink. Most a mozgas sordn a
testre hato erdk ereddje a rug6 altal kifejtett erd és a gravitacios erd osszegként kaphatd meg.
Ez az egyenstlyi helyzetben 0 , egyébként pedig aranyos a test kitérésével, de azzal
ellentétes irany1, az aranyossagi tényezd pedig a rugoallandd. Az er6 tehat az F =—-Dy
egyenlettel irhato le, ahol y a test kitérése. Az egyenlet masik oldalan a gyorsulds nem mas,

mint a kitérés id6 szerinti masodik derivaltja, azaz a=y . Az id0 szerinti derivalast ponttal
jeloltiik gy, ahogyan a fizikdban szokés, de persze a = y” -t is irhattunk volna. gy jutunk a

—Dy =my differencidlegyenlethez, ami &/.+ b y =0 alakra is rendezhetd. Ebben a
m

differencidlegyenletben y és y csak elsé hatvanyon szerepelnek, azaz lineéris az egyenlet, és

mindegyikiiknek az egyiitthatoja csak egy konstans, nem fiigg a fliggetlen valtozotol, azaz t -
tol.

A kitérést leiro fiiggvény eldallitdsdhoz természetesen figyelembe kell venniink azt, hogy
most kezdeti feltételek is vannak. Tudjuk, a mozgas kezdetén az egyensulyi helyzetben van a

test, tehat kitérése ekkor nulla, azaz y(O) =0 . De a mozgas kezdetén a test sebességét is

ismerjiik. A sebesség a kitérés id6 szerinti elsd derivaltja, s ebbdl az y =—-0.5 egyenlet irhato

fel. Az eldjel azért van, mert a felfelé iranyt vettiik pozitivnak, a testet pedig lefelé 16kjiik
meg. Igy a kdvetkezd kezdeti érték feladatot kell megoldanunk:

§+%y=0 , y(0)=0, {/:—0.5 .



A feladatban szerepld differencialegyenlet azért kiilonleges, mert egyrészt linearis, masrészt
benne az ismeretlen fliggvény és derivaltja vagy derivaltjai csak konstanssal vannak szorozva.
Az ilyen egyenletek megoldasaval foglalkozunk az aldbbiakban.

Elméleti osszefoglalo
Az y'+ay=b(x), aeR alaki, vagy ilyen alakra hozhat¢ differencialegyenleteket

elsdrendu linearis allandé egyiitthatos differencidlegyenleteknek nevezziik. (Mivel y' és y

csak els6 hatvanyon szerepelnek, és nem szerepel a szorzatuk, ezért linedrisak, s mivel
mindegyiknek csak egy konstans a szorzoja, ezért allando egyiitthatdsak.) Ezek az egyenletek
megoldhatok az el6z06 leckében ismertetett modszerrel is, de sokszor egyszertibb tton is
meghatarozhat6 a megoldas.

El8szor most is a homogén egyenletet oldjuk meg, ami jelen esetben y, +ay, =0 .

(Elhagytuk az egyenletb8l a b(x) tagot, amiben nem szerepel sem y , sem y’ , s ami miatt
inhomogén az y'+ay =b (X) egyenlet.) Belathatd, hogy az ilyen homogén egyenletek
megoldasa mindig y, =ce™ alaku. A megoldasban szereplé A szdmot ugy hatérozhatjuk
meg, hogy eldallitjuk y, derivaltjat, majd y, -tés y; -t behelyettesitjiik az egyenletbe. fgy
egyenletet kapunk A -ra, amit megoldunk.

’
y,=ce” = vy = (ce“) =ce™ -\ =che™

A derivalas soran azt hasznaltuk ki, hogy €™ egy dsszetett fiiggvény, aminek kiilsd
fliggvénye az exponencialis, bels6 fliggvénye pedig AX . A kiilsé fiiggvény derivaltjat pedig
meg kell szorozni a belso6 fiiggvény derivaltjaval, ezért van a A szorzo.

Elvégezziik a homogén egyenletbe y; és y, behelyettesitését.

yr+ay, =0 = cae™ +ace™ =0 = ce™(h+a)=0

Mivel e~ >0 minden esetben teljesiil, ezért eloszthatjuk vele az egyenletet. A ¢ konstanssal
is oszthatunk, mert a ¢ =0 nyilvanvaldéan megoldas, s elegendd a ¢ # 0 esetet vizsgalnunk.
fgy kapjuk a A +a =0 elséfokii egyenletet, aminek A =—a a megoldasa.

A A +a=0 egyenletet a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Ezutan felirhatjuk a homogén egyenlet altalanos megoldasat.

y, =ce™ =ce ™

A feladatok megoldésa soran nem kell mindig végigjarnunk az el6z6 levezetés minden
1épését, hanem a karakterisztikus egyenletet formalisan is felirhatjuk. Lényegében annyit kell
tenniink, hogy a homogén differencialegyenletben y; helyére A -t irunk, y, -t pedig toroljik

az egyenletbdl, csak az egyiitthatojat tartjuk meg. Példaul az y, —3y, =0 homogén

differencialegyenlethez a A —3 =0 karakterisztikus egyenlet tartozik.
Ezutan foglalkozzunk az inhomogén egyenletek megoldasaval. Belathato, hogy egy

inhomogén linearis differencialegyenlet altaldnos megoldasa (y) , a hozza tartozé homogén
egyenlet altalanos megoldasanak (yh) , ¢s az inhomogén egyenlet egy partikularis
megoldasanak osszegeként all el6, azaz y=y, +vy, .

Mivel y, meghatarozasara mar van modszeriink, igy innentdl a cél az inhomogén egyenlet
egy Yy, partikularis megoldasanak el6allitisa. Ha az egyenlet jobb oldalan 4llo b(x)
fliggvény, amit zavaro fliggvénynek is neveziink, egy polinom, vagy e* , vagy sinfx , vagy



cosPx , vagy ezek konstans szorosainak dsszege, vagy szorzata, akkor y -t ugyanolyan

alaku fliggvényként keressiik mint b ( X) , csak a fliggvényben minden tagba ismeretlen
egyiitthatot irunk. Az igy felirt fliggvényt, amiben a tagok egytitthat6i ismeretlenek,
probafiiggvénynek nevezziik. Az ismeretlen egyiitthatokat Gigy hatarozzuk meg, hogy vessziik
a probafiiggvény derivaltjat, majd a probafiiggvényt és a derivaltat behelyettesitjiik a
differencidlegyenletbe. Az igy kapott egyenletet altalaban tobb egyenletre bonthatjuk, mert
csak uigy allhat fenn egyenldség, ha a két oldalon az azonos tipusu fliggvények egyiitthatoi
megegyeznek.

Példaul az Ax® +B+Csinx = 2x* —5—7sin x egyenl8ség csak akkor teljesiilhet,ha A=2 ,
B=-5 és C=-7 . Az egyenletben ugyanis harom tipust fiiggvény szerepel, x* , konstans
¢és sinx . Kiilon-kiilon egyenlének kell lenni a négyzetes tagok egyiitthatdinak, a konstans
tagoknak, és a sin x -es tagok egyiitthatoinak.

fgy egyenletrendszert kapunk amibél az ismeretlen egyiitthatok kiszamolhatok. Az
egyiitthatok ismeretében pedig felirhaté az y, fliiggvény, majd abbdl a differencidlegyenlet
megoldasa.

A moddszer végrehajtasa soran nagyon fontos a megfeleld probafiiggvény megvalasztasa, ezért
tekintsiik at a probafliggvény felirasanak szabalyait.

Haab (X) zavar6 fliggvény egy polinom, akkor a prébafiiggvény ugyanolyan fokszdmu

polinom mint b(X) , €s szerepel benne a legmagasabb fokszamu tagnal alacsonyabb
fokszdmu valamennyi tag, még akkor is, ha a zavar¢ fiiggvényben nem volt olyan fokszdmu
tag. Az egylitthatok a probafiiggvényben ismeretlenek, melyeket A, B,C... -vel szokas jeleni.
Ezt mutatja az alabbi két példa.

b(x)=x*+5 = y, = Ax*+Bx+C

b(x)=x" = y, = A +Bx*+Cx+D

Ha a zavar¢ fliggvény exponencidlis, akkor a probafiiggvény az exponencialis konstans
szorosa lesz. Ha a kitevé nem egyszeriien X , hanem annak konstans szorosa, azaz ax , akkor
a probafiliggvényben is ugyanez szerepel a kitevében. Tekintsiink most is két konkrét példat.
b(x)=4e" = y, = Ae’

b(x)=-5e" = y, = Ae™

Itt jegyezziik meg a masodik példa kapcsan, hogy bar abban negativ az exponencialis
egyiitthatdja, a probafiiggvényben mégsem kell, és nem is célszerli —A -t szerepeltetni
egylitthatoként, mivel a probafiiggvényben az egyiitthatok ismeretlenek. Majd az ismeretlenek
meghatarozasakor kideriil, hogy melyik pozitiv és melyik negativ. Ha felesleges eldjelet irunk

a probafiiggvénybe, az nem hiba, de megnehezitjiik a sajat dolgunkat, mert jobban oda kell
figyelni a késobbiekben, ezért nem javasoljuk.

Ha a zavar¢ fiiggvényben a sin vagy cos fiiggvények legalabb egyike szerepel, akkor a
probafiiggvényben mindkettonek szerepelnie kell. Természetesen mindkettonek ismeretlen
egyiitthatoja lesz. Ha pedig a valtozo szerepét X helyett Bx vette at, akkor a

probafiiggvényben is ez veszi at a valtozo szerepét. Erre tekintsiik az alabbi konkrét példakat.
b(x)=sinx = y, = Asinx+Bcosx

b(x)=7cosx = y, = Asinx+Bcosx
b(x)=2sinx—-cosx = y, = Asinx+Bcosx
(%)

b(x)=4cos3x = y, = Asin3x+ Bcos3x



Ha a zavar¢ fiiggvény a fentiekben emlitett fliggvények 6sszege, akkor a probafiiggvényt is a
megfeleld probafiiggvények dsszegeként kell felirnunk. Ismét nézziink néhany konkrét példat.
Az els6ben a zavar6 fliggvény egy elséfoku polinom ¢és egy exponencialis 0sszege, igy a
probafiiggvény az els6foku polinomhoz tartozo probafiiggvény és az exponencialishoz tartozo
probafiiggvény 6sszege lesz. Ugyanezt az elvet lathatjuk a tobbi példaban is.

b(x)=x+e* = y, =Ax+B+Ce”"

b(x)=5e"—cosx = y, = Ae* +Bsin x+C cosx
b(x)=¢€*-e> = y, = Ae* +Be™

b(x)=sinx—cos4x = y, = Asinx+Bcosx+Csin4x+ D cos4x

Haa b (X) zavar¢ fliggvény a fentiekben emlitett fliggvények szorzata, akkor a

probafiiggvény az egyes tényezokhdz tartozo probafiiggvények szorzataként all eld. Ilyenkor
azonban az ismeretlen egyiitthatokat csak azutan irjuk be a fiiggvénybe, miutan elvégeztiik a
szorzast ugy, hogy minden egyiitthat6 helyére 1 keriilt. Ezutan a szorzatban irunk mindegyik
tagba egy ismeretlen egylitthatot. Ezt mutatjdk az aldbbi példak.

Ha b(x) =xe" , tehat a zavar6 fliggvény egy els6foku polinom és egy exponencialis szorzata,
akkor vessziik az els6foku polinomhoz tartoz6 probafiiggvényt minden tagban 1
egyiitthatoval. Ez X +1 lesz. Hasonldan az exponencialishoz tartozo probafiiggvény 1
egyiitthatoval e* lesz. Vessziik ezek szorzatat, ami (X+1)e* = xe* +e” lesz. A

probafliggvényben a szorzat tagjaiba irunk egy-egy ismeretlent, igy y, = Axe” + Be” lesz.
Ugyanez lathat6 az alabbi példakban is.

b(x)=g"sinx = e"(sinx+cosx)=e"sinx+e*cosx = y, = Ae*sinx+Be*cosx
b(x)=xcosx = (x+1)(sinX+cosx)=XsinX+XC0SX+SiNX+C0oSX =

Y, = Axsin x+ Bxcos x+Csin x + D cos x

Valoszintileg els6 olvasasra bonyolultnak tlinik a mddszer, de a kidolgozott feladatok
attekintése utan ez mar remélhetdleg nem igy lesz. A konkrét feladatok megoldasanak
megismerése nagyban eldsegiti a modszer megértését, aminek nagy elénye az el6z6 leckében
megismert mdodszerhez képest, hogy integralas nélkiil oldhatunk meg vele
differencidlegyenleteket. A probafiiggvény felirdsakor azonban nagyon figyeljiink oda, és a
fent leirtak szerint jarjunk el. Hibasan felirt probafiiggvénybdl nem kaphatunk helyes
eredményt. Ezek utdn tekintsiik a konkrét feladatokat.

Kidolgozott feladatok
1. feladat: Hatarozzuk meg az y'+2y = 4x differencialegyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas: El6szor oldjuk meg az y, +2y, =0 homogén egyenletet. Ehhez irjuk fel a

karakterisztikus egyenletet. Kicseréljiik a derivaltat A -ra, az ismeretlen fliggvénynek pedig
csak az egylitthatojat tartjuk meg.
A+2=0 = A=-2

Ebbdl a homogén egyenlet megoldasa: y, =ce™ =ce™ .
Ezutan keressiik az inhomogén egyenlet egy Yy, partikularis megoldasat a probafiiggvény

modszerrel. Mivel a jobb oldalon a zavaro fiiggvény egy elséfoku polinom, igy a
probafiiggvény is elséfoku polinom lesz. Bar az egyenlet jobb oldalan csak elséfoku tag
szerepel, konstans tag nincs, a probafiiggvénybe konstans tag is kertl.

y,=Ax+B



Allitsuk el6 ennek a fiiggvénynek a derivaltjat.

y, =(Ax+B) =A

Ezutéan helyettesitsiik az eredeti differencidlegyenletben y és y’ helyére a probafiiggvényt és
derivaltjat.

y'+2y=4x = A+2(Ax+B)=4x

A bal oldalon bontsuk fel a zarojelet, és a tagokat csoportositsuk fokszamuk szerint.
2Ax+(A+2B)=14x

Keét polinom csak gy lehet egyenlé egymassal, ha az azonos fokszamu tagok egyiitthatoi a
két oldalon megegyeznek. Igy az egyenletet két egyenletre bontjuk.

4 =2A (az elséfoku tagok egyenldsége)

A+2B =0 (akonstans tagok egyenlosége)

Az els6 egyenletbdl A=2 , amit a masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy B=-1 .
Ezzel megoldottuk az egyenletrendszert, és a kapott szamokat a probafiiggvénybe
helyettesitve, felirhatjuk az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldésat.

y, =2x-1

Mivel az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa a homogén egyenlet altalanos
megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasdnak 6sszege, ezért
y=Y,+Yy, =ce ¥ +2x-1.

Megjegyzés: Lathatd, hogy a megoldas soran a homogén egyenletre igazibdl nem is volt

sziikséglink, mert a karakterisztikus egyenletet az inhomogén egyenletbdl is felirhatjuk. Ezért
a késdbbiekben nem fogjuk felirni a homogén egyenletet.

2. feladat: Oldjuk meg a 3y’ +y = x*+5 differencialegyenletet!
Megoldas: irjuk fel a karakterisztikus egyenletet, majd oldjuk meg. Az egyenletben y’
helyére A -t irunk, y -nak csak az egyiitthatdjat tartjuk meg, a jobb oldalt pedig elhagyjuk,

mert ez a zavaro fliggvény, ami miatt inhomogén az egyenlet.

3A+1=0 = kz%

X
Ezutan a homogén egyenlet megoldasa: y, =ce™ =ce 3 .

frjuk fel most a probafiiggvényt, amivel az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
keressiik. Mivel a zavar6 fliggvény masodfoku polinom, igy a probafiiggvény is masodfoku
polinom lesz. Bér az egyenlet jobb oldalan nincs elsdfoku tag, a probafiiggvényben lesz, mert
minden masodfokunal alacsonyabb foku tagnak szerepelnie kell.

y, = A +Bx+C

Vegyiik ennek a fiiggvénynek a derivaltjat.

Y, =(A +Bx+C) = 2Ax+B

A probafiiggvényt és derivaltjat helyettesitsiik az inhomogén egyenletben y és y' helyére.
3y'+y=x*+5 = 3(2Ax+ B)+(Ax2 + Bx+C)= X +5

Az egyenlet bal oldalan bontsuk fel a zarojeleket, és csoportositsunk fokszdm szerint.

AX* +(6A+B)x+(3B+C)=x"+5

Az azonos fokszamu tagok egyenldségeit felirva bontsuk tobb egyenletre ezt az egyenletet.

A =1 (a mésodfoku tagok egyenldsége)
6A+ B =0 (az els6foku tagok egyenldsége)



3B +C =5 (a konstansok egyenldsége)

Megoldjuk az egyenletrendszert. A masodik egyenletbe helyettesitjiik A -t, kapjuk B =—6 .
Ezt helyettesitjiik a harmadik egyenletbe, amibdl C =23 .

A kapott megoldast a probafiiggvényben helyettesitjiik az ismeretlen egyiitthatok helyére, és
megkapjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat.

y, =x*—6x+23

Ezek utan az inhomogén egyenlet altalanos megoldésa:
X

y=Y,+y,=ce > +x°—6x+23 .

3. feladat: Keressiik meg az y’'—4y =5co0s3x differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: rjuk fel a karakterisztikus egyenletet, oldjuk meg, majd adjuk meg a homogén
egyenlet altalanos megoldasat.

A—4=0 = A=4 = y, =ce™ =ce™

Most irjuk fel a probafiiggvényt. Mivel a zavar6 fliggvény most 5cos3x , ezért a
probafiiggvényben sin3x és cos3x mindegyikének szerepelni kell, azaz

y, = Asin3x+Bcos3x .

Allitsuk el$ ennek a fiiggvénynek a derivaltjat. Mivel a sin3x és cos3x Osszetett
figgvények, igy mindegyik esetében a kiilso fiiggvény derivaltjat szorozni kell a bels6

fliggvény derivaltjaval.
y, =(Asin 3x+cosBx)' = Acos3x-3+ B(—sin3x)-3=3Acos3x—3Bsin3x
Helyettesitsiik y, -tés y; -t az eredeti inhomogén egyenletbe.
y'—4y =5c0s3x = (3Acos3x—3Bsin3x)—4(Asin3x+Bcos3x)=5cos3x
Bontsuk fel a zargjeleket, és az azonos fiiggvényt tartalmazé tagokat vonjuk dssze.
(-4A-3B)sin3x+(3A—4B)cos3x = 5c0s3x
Az egyenletet bontsuk két egyenletre ugy, hogy felirjuk az ugyanolyan fliggvényt tartalmazo
tagok egyenldségeit.
—4A—-3B =0 (a sin3x -es tagok egyenldsége)
3A-4B =5 (a cos3x -es tagok egyenldsége)
Az els6 egyenletbdl fejezziik ki B -t, helyettesitsiik a masodik egyenletbe, és hatarozzuk meg
A -t, majd utana B -t.
—-4A-3B=0 = B=—ﬂA = 3A-4 —EA =§A=5 = A=§ = B=—ﬂ-§=—ﬂ
3 3 3 5 35 5
Az egyiitthatok ismeretében az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:
3. 4
y, =—=SIN3Xx——Cos3X .
5 5
Végiil az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

y=Yy,+y,=ce" +gsin3x—gcos3x :

4. feladat: Oldjuk mega 2y'—y =sinx—2cosx , y(0)=4 kezdeti érték feladatot!

Megoldas: Vegyiik most is a karakterisztikus egyenletet, melynek megoldéasa utan irjuk fel a
homogén egyenlet altalanos megoldasat.



X

2A-1=0 = k=% = vy, =ce™ =ce?

Ezutén irjuk fel a probafiiggvényt. A zavaro fliggvényben szerepel sin x €és COSX is, igy
ugyanezek szerepelnek majd a probafiiggvényben is.
Yy, = Asin X+ Bcos X

Vegyiik ennek derivaltjat.

Yo = (Asinx+ Bcosx)' = Acos X —Bsin x

Helyettesitsiik be ezeket az eredeti egyenletbe.

2y'—y=sinx—2cosx = 2(Acosx—Bsinx)—(Asinx+Bcosx)=sinx—2cosx
Vonjuk 0ssze az ugyanolyan fiiggvényt tartalmazé tagokat.

(~A—2B)sin x+(2A—-B)cos x =sin x —2¢0s x

Az egyforma fliggvényt tartalmazo tagok egyenldségébdl alakitsuk egyenletrendszerré az
egyenletet.

—A-2B =1 (a sinx -es tagok egyenldsége)

2A—B=-2 (a cosx -es tagok egyenlGsége)

Most oldjuk meg az egyenletrendszert. Kifejezhetjiik az egyik ismeretlent valamelyik
egyenletbdl, de dolgozhatunk az egyenld egyiitthatok modszerével is. Ha példéaul az els6

egyenlet kétszereséhez hozzaadjuk a masodik egyenletet, akkor csak B marad
ismeretlenként.

2(-A-2B)+(2A-B)=2-1+(-2) => -5B=0 = B=0 = A=-1
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa tehat:

Y, =—1-sinx+0-cosx=-sinXx .

Ebbdl az altalanos megoldés: y=y, +y, = ce? —sinx .

Ezutan helyettesitsiik be a kezdeti feltételben megadott értékpart, és oldjuk meg ¢ -re a kapott
egyenletet.
0

4=ce?-sin0 = c=4

A kezdeti értek feladat megoldasa tehat az y, = 4e? —sin x figgvény lesz.

5. feladat: Adjunk meg harom olyan fiiggvényt, ami megoldasa az y'+y =12
differencidlegyenletnek!

Megoldas: Ha meghatarozzuk a differencidlegyenlet altalanos megoldasat, akkor abban ¢
helyére barmilyen valés szamot irhatunk, mindenképpen megoldast kapunk. Igy tetszéleges
szamu megoldast el tudunk allitani. E16sz6r most is a homogén egyenlet altalanos
megoldasat hatdrozzuk meg az el6z6 feladatokban bemutatott modon.

A+1=0 = A=-1 =y, =ce” =ce”

frjuk fel ezutan a probafiiggvényt. Mivel a zavaré fiiggvény most 12e** , azaz exponenciélis
fliggvény, igy a probafiiggvényben is ugyanilyen exponencidlis szerepel majd.

yp — AeZX

A probafiiggvény derivéltja: y, = (Ae?) = Ae? -2 = 2Ae?" |

A probafiiggvényt és derivaltjat behelyettesitjiik az inhomogén differencidlegyenletbe, majd
az igy kapott egyenletet megoldjuk.



V' +y=12e" = 2Ae* + Ae** =12e* = 3Ae* =12 = A=4

(Mivel csak egyetlen hatarozatlan egyiitthato volt, most nem kellett egyenletrendszert felirni.)
Adjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat, majd az altalanos megoldast.
y, =4 = y=y, +y, =ce +4e*

Ezutan adjunk a konstansnak harom értéket, s igy harom olyan fiiggvényt kapunk, ami
megoldasa a differencidlegyenletnek. Legyen ez a harom szam: 0 , 2 és 5 . Ekkor a harom
megoldas a kovetkezo:

y,=0-e" +4e* =4e¥ | y, =2e " +4e* & y, =5e ¥ +4e™ .

(Ha a konstanst 0 -nak valasztjuk, akkor pontosan azt a megoldast kapjuk, amit a
probafiiggvénnyel meghataroztunk. Tulajdonképpen elég lett volna kér értéket adni a

konstansnak, hiszen ezt a megoldast mar ismertiik az altalanos megoldas feliraskor, igy csak
két tovabbi masik megoldast kellett még eldallitanunk.)

6. feladat: Hatarozzuk meg az 5y’ —y =e€* + x differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: Hatdrozzuk meg eldszor a homogén egyenlet altaldnos megoldasat.
X

5L-1=0 = k:% = vy, =ce™ =ce’

Kovetkezik a probafiiggvény felirdsa. Mivel az egyenlet jobb oldalan egy exponencialis
fliggvény és egy els6foku polinom dsszege all, ezért a probafiiggvény is két ilyen fiiggvény
Osszege lesz. A felirt probafiiggvényt rogton derivaljuk.

Y, =Ae*+Bx+C = y, =Ae"+B

Helyettesitsiik ezeket az eredeti differencidlegyenletbe.

5y'—y=e*+Xx = 5(Ae*+B)—(Ae +Bx+C)=e"+x

Rendezziink a fiiggvények tipusa szerint.

4Ae* —Bx+(5B—-C)=e"+x

Az egyforma fliggvények egylitthatdinak egyeztetésébdl a kovetkezd egyenletrendszert
kapjuk.

4A =1 (az exponencialis tagok egyenldsége)

—B =1 (az elséfokl tagok egyenldsége)

5B —C =0 (a konstans tagok egyenldsége)

Az egyenletrendszer megoldasa: A :% ,B=-1,C=-5.

Ezt felhasznalva irjuk fel az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat, majd az
altalanos megoldast.

Y, :%ex—x—S = Y=y, +Y, :ce2+%ex—x—5

7. feladat: Oldjuk meg a 2y’ —3y = xe* differencidlegyenletet!

Megoldas: Hatarozzuk meg el6szor a homogén egyenlet altalanos megoldasat.
3

2)-3=0 = lz% = y, =ce” =ce?

Mivel a zavaro fiiggvény egy exponencialis és egy elséfoku polinom szorzata, igy a
probafiiggvény is két ilyen tipusu fliggvény szorzata lesz. Vegyiik a két fliggvénytipus
szorzatat tigy, hogy minden egylitthato 1 .

e (x+1)=xe> +e*



A tagokhoz ezutan irjunk ismeretlen egyiitthatokat.

y, = Axe™ + Be™

Vegyiik a probafiiggvény derivaltjat, és rendezziik a fliggvények tipusa szerint.

y, = (Axe3X + Be* )' =A-1.e” + Axe™ -3+ Be™ -3=3Axe™ +(A+3B)e™

Helyettesitsiik az inhomogén egyenletbe y, -tés y; -t.

2y'-3y=xe™ = 2(3Axe™ +(A+3B)e™)-3( Axe™ + Be® ) = xe™

Csoportositsuk a tagokat a fliggvények tipusa szerint.

3Axe™ +(2A+3B)e™ = xe*

Osszuk az egyenletet e** -szel. Ezt megtehetjiik, hiszen exponencialis fiiggvény sosem vesz
fel nulla értéket.

3AX+(2A+3B)=x

Az egyenletet bontsuk egyenletrendszerré az egyforma tipusu fiiggvények egytitthatoinak
egyenldségeit felirva.

3A =1 (az els6foku tagok egyenlésége)

2A+3B =0 (a konstansok egyenldsége)

Az egyenletrendszer megoldasa: A =% és B= —é .

Ezekbdl felirjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat, majd az altalanos

megoldast.
3

Mo oy=y 4y _ce? 4 iy 2g
nooe 3 9

1 s 2 x
yp:§xe?’ —§e 3

8. feladat: Mi az altalanos megoldasa a 4y’ +3y =13e* cosx differencialegyenletnek?

Megoldas: Szokas szerint el6szor a homogén egyenletet oldjuk meg.
3

3 AX i
4r+3=0 = X:Z = y,=ce” =ce
A zavar¢ fliggvény szorzat, melynek egyik tényezdje exponencialis, a masik pedig cos X .
Ugyanilyen szorzat lesz a probafiiggvény is. Vegyiik a két tényezO6hdz tarozd probafiiggvény

tipusokat csupa 1 egylitthatoval, végezziik el a szorzast, majd irjuk fel a probafiiggvényt
hatarozatlan egyiitthatokkal a tagokban.

e*(sinx+cosx)=e"sinx+e*cosx = y, = Ae*sinx+ Be" cos x

Derivaljuk ezt a fliggvényt.

Y, = (AeX sin x + Be” cos x)' = Ae”sin x+ Ae” cos x + Be” cos x + Be* (—sin x)

Ezt célszerli rendezni az egyforma tipusu fliggvényt tartalmazo tagok dsszevonasaval.

y, =(A-B)e*sinx+(A+B)e* cosx

Helyettesitsiik a probafiiggvényt és derivaltjat a 4y’ +3y =13e* cos x egyenletbe.
4((A-B)e*sinx+(A+B)e*cos x)+3( Ae*sin x+ Be* cos x) =13e* cos x

Osszuk az egyenletet az exponencialis fiiggvénnyel. Megtehet;jiik, hiszen sehol sem zérus.
4((A-B)sin x+(A+B)cosx)+3( Asinx+Bcosx) =13cos X

Bontsuk fel a zarojeleket, és vonjuk 0ssze az egyforma fliggvényt tartalmazo tagokat.
(7A—4B)sin x+(4A+7B)cos x =13cos x

Ezt az egyenletet bontsuk egyenletrendszerré.



7A-4B =0 (a sinx -es tagok egyenlésége)

4A+7B =13 (a cosx -es tagok egyenldsége)

Az elsé egyenletbdl fejezziik ki B -t, és helyettesitsiink a méasodik egyenletbe. Igy megkapjuk
elészor A , majd utana B értékét is.

7A-4B=0 = B:ZA = 4A+7-ZA:§A213 = A:i = B:Z
4 4 4 5 5

Az egyiitthatok ismereteben irjuk fel az y, fliggvényt, majd az inhomogeén egyenlet altalanos

megoldasat.

3
-=x

R w4, )
yp=ge smx+ge COSX = y=Yy,+Yy,=cCe +ge smx+ge COS X

Ellenorzé kérdések

1. kérdés: Miaz y'—3y=9x differencialegyenlet altalanos megoldasa?
y=ce > -4x+3

y=ce ¥ —x+4

y=ce*-3x-1(X)

y=ce> +2x-5

2. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik a 2y’ +y = x> —2 differencialegyenlet

altalanos megoldasa?
X

y=ce? +3x*—x+5
y =ce? —x*+3x-1
y=ce 2 +2x*—3x—2

y=ce 2+ x> —4x+6 (X)

3. kérdés: Melyik fiiggvény az y'+ 6y =10sin 2x differenciadlegyenlet altalanos megoldasa?
y=ce ™ +gsin 2X—%COS 2x (X)

—6

y=ce ™" —§sin 2x—1c052x
2 2

y=ce ™ +gsin 2x+%0052x

y=ce ™ _3sin2x+ L cos 2x
2 2

4. kérdés: A felsorolt fliggvények koziil melyik a 3y’ —y = cos x —2sin x
differencidlegyenlet altalanos megoldéasa?

y=ced +%sin x+%cosx (X)



> 1 3
y =ce® +=sin X+ —Co0S X
2 2
> 1.
y =ce® +—=sin Xx——=Cos X
2 2

X

y:ce5+lsinx—§cosx
2 2

5. kérdés: A kovetkezd fiiggvények koziil melyik megoldasa az y' —y = 6e>*
differencialegyenletnek?

y =2¢e* -3

y =3e* —2e¥*

y =-2e"+3e* (X)

y =—3e* +2e¥*

6. kérdés: Mi az dltalanos megoldasa a 4y’ +y =e> + x differencidlegyenletnek?
y=ce* Lo x43

7
y = ced+Le™ 1 x4 (X)

13

y=ce4+%e3*—x+3

X1
y=ce ‘+=-e¥+x-4

7. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik megoldasa a 3y’ —2y = 4xe*
differencidlegyenletnek?

2y 3
y=ce® —xe®*—=e*
4
2
=X
y=ce? +xe* +=e*

2

8. kérdés: Melyik fiiggvény az 3y’ —4y =5e*sin x differencialegyenlet altalanos

megoldésa?
4

3% 3 X = 1
y=Cce° ——e"SInX——=¢
2 2

X

COS X

o1
_ §X X X
y=cCe +§e

. 3
sin X—Ee COS X



4y 3
=ced +—¢
y 2

X X

. 1
sin X—Ee COS X

41
=ced ——e
Y 2

X

sin x—geX cosx (X)

Elméleti 6sszefoglalo

Az y"+py'+gy=0, p,qe R alaku, vagy ilyen alakra hozhato differencidlegyenleteket
masodrend lineéris alland6 egyiitthatdos homogén differencidlegyenleteknek nevezziik.

Ezek megoldasat ugyaniigy y =ce™ alakban keressiik, mint ahogyan ezt a hasonld elsérendii
egyenleteknél tettiik. Vegyiik ennek a fiiggvénynek az elsd és masodik derivaltjat.

y' =ace™ | y"=A%ce™

Helyettesitsiik ezeket a differencidlegyenletbe.

y"+py' +0y =0 = A’ce’ + phce™ +qce” =0 = ce™ (A*+ pi+q)=0

Ezt az egyenletet eloszthatjuk ce™ -szel, mert e nem nulla, a ¢ =0 esetben pedig

nyilvanval6an megoldast kapunk, s igy a tovabbi megoldasok kereséséhez feltehetjiik, hogy
c # 0 . Igy az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk.

A+ pr+q=0
Ezt a differencialegyenlet karakterisztikus egyenletének nevezziik. Ezt az egyenletet
formalisan is megkaphatjuk, ha a differencialegyenletben y” helyére A* -et, y’ helyére A -t

irunk, y -t pedig elhagyjuk az egyenletbél, csak az egyiitthatéjat tartjuk meg. Az y =ce™

fliggvény akkor megoldasa a differencialegyenletnek, ha A gyoke a karakterisztikus
egyenletnek.

Ha el6 szeretnénk allitani a differencidlegyenlet altalanos megoldasat, akkor harom esetet kell
megkiilonboztetniink aszerint, hogy a karakterisztikus egyenletnek két kiillonbozd valos gyoke
van, vagy egy valos gyoke van, amit kétszeres gyoknek is szoktak nevezni, vagy két komplex
gyoke van.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonboz6 valos gyoke van, melyeket jeloljon A, és A,
, akkor a differencialegyenlet altalanos megoldasa a kovetkezd:

y =ce" +c,et .

Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valdos gyoke van, melyet jeloljon A , akkor a
differencidlegyenlet 4ltalanos megoldasa a kovetkezo:

y =ce™ +c,xe™ =e™ (¢, +¢,X) .

Ha a karakterisztikus egyenletnek két komplex gyoke van, melyeket jeloljon A, és A, , akkor
ezek mindig egymas konjugaltjai, azaz felirhatok A, = o +pi és A, =o—pi alakban, ahol o
¢és B valos szamok. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa ekkor a kovetkezo:

y =e™(c,sinpx+c, cospx) .

Amint lathato, attol fiiggden, hogy hany valos gyoke van a karakterisztikus egyenletnek, mas-
mas képletbdl kapjuk meg a differencialegyenlet altalanos megoldasat. Azonban mindegyik
esetben két konstans szerepel a megoldasban, melyeket egymastol fliggetleniil lehet



megvalasztani. Azért szerepel két konstans, mert a differencialegyenlet masodrendi, és az
altalanos megoldas mindig annyi paraméter tartalmaz, amennyi a differencidlegyenlet rendje.

Kidolgozott feladatok
9. feladat: Hatarozzuk meg az y"+y'—12y =0 differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: Irjuk fel a differencialegyenlet karakterisztikus egyenletét, és hatdrozzuk meg a
gyokeit.

A4A-12=0 = A, =

1t(-1)° —4-1-(-12) [ 2, =3
2-1 A, =-4
Mivel a karakterisztikus egyenletnek két valos gyoke van, az altalanos megoldast az

y = c,e" +c,e"* képletbdl kapjuk. Igy a feladat megoldasa a kovetkezo:
y=ce*+c,e ™.

10. feladat: Oldjuk megaz y"+3y’ =0, y(0)=1, y'(0)=3 kezdeti érték feladatot!

Megoldas: A differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete: A° +3A =0 .
Ennek megoldasahoz felesleges a megoldoképletbe helyettesiteni, mert A kiemelhet6 a bal
oldalon. Ezutdn szorzat egyenld nullaval, ami csak Ggy lehet, ha vagy az egyik, vagy a masik
tényez0 egyenld nullaval.
A=0 A =0
=
A+3=0 A, =-3

Ismét két valds gydkot kaptunk, ezért megint az y = e’ +c,e

A(A+3)=0 = {

AoX

képletbe helyettesitve
kapjuk az altalanos megoldast.

y=ce” +c,e =c +ce™

A kezdeti értek feladat megoldasédhoz vegyiik ennek derivaltjat.

y'=(c,+ce™ )’ =0+c,e™(-3)=-3c,e™®

Helyettesitsiik be y -baés y' -ba a kezdeti feltételben megadott értékeket.

y(0)=1= ¢ +ce*’=1= ¢ +¢,=1

y'(0)=3 = -3c,e*=3 = -3¢,=3 = ¢,=-1

Behelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk: ¢, =2 .

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat az y, =2 —e > fliggvény lesz. Ez a fliggvény

megoldasa a differencidlegyenletnek, és kielégiti a kezdeti feltételeket is.
Megjegyzés: A karakterisztikus egyenlet gyokeit a megoldoképletbdl is meghatarozhattuk
volna.

A3 =0 = A, =— =
| 2.1 2 A, =-3

Ha azonban nincs konstans tag egy masodfokt egyenletben, akkor az ismeretlen mindig
kiemelhetd, és igy a gyokok egyszeriibben is meghatarozhatok.

3+4/32-4-1.0 —3i3_{ A, =0

11. feladat: Hatarozzuk meg az y”"—10y’'+25y =0 differencialegyenlet altalanos
megoldasat!



Megoldas: A karakterisztikus egyenlet most > =101 +25=0 .
A bal oldalon teljes négyzetet ismerhetiink fel.

A2 —10A+25=(%-5) =0

Ez csak akkor teljesiilhet, ha A—5=0 , amibdl egyetlen valdos gyokot kapunk, ami A =5 .
Mivel csak egy valds gyoke van a karakterisztikus egyenletnek, igy az altalanos megoldast az

y =e"(c, +¢,X) képletbe torténd behelyettesitéssel kapjuk. fgy a megoldas a kévetkezd:
y=e"(c,+¢,X) .

Megjegyzés: A karakterisztikus egyenlet gyokét a megoldoképletbdl is meghatarozhattuk
volna.

10+/(-10) -4-1-25 100

2:1
Ha egy masodfoku egyenletnek egy valds gyoke van, akkor a képletben a gyok alatt nullat
kapunk, azaz a diszkriminans ilyenkor zérus.

W —100+25=0 = A, = — ), =A,=5,azaz =5

12. feladat: Hatarozzuk meg az y"+6y’+9y =0, y(0)=2, y'(0)=-1 kezdeti ért¢k feladat
megoldasat!

Megoldas: Irjuk fel a karakterisztikus egyenletet, és oldjuk meg.

A +60+9=0 = (A+3)"=0 = 1L=-3

A karakterisztikus egyenletnek egy valés gydke van, igy az y =e™ (¢, +¢,X) képletbe kell
helyettesiteniink. A differencidlegyenlet altalanos megoldésa a kovetkezo:

y=e(c,+c,X) .

Vegyiik ennek derivaltjat a kezdeti érték feladat megoldasihoz.

y'=(e¥(c,+ czx))' = (=3)(c, +c,x) +e ¢, =& (=3¢, — 3¢, X+ ¢, )

Helyettesitsiik az altaldnos megoldasba és derivaltjaba a kezdeti feltételekben megadott érték
parokat.

y(0)=2 = 2=e(c,+¢,-0) = ¢, =2
y'(0)=-1= -1=e7(-3c,-3c,-0+¢,) = -1=-3¢ +C,
Helyettesitsiik a masodik egyenletbe c, értékét, igy kapjuk ¢, =5 .

Tehat a differencidlegyenlet azon partikularis megoldéasa, ami eleget tesz a kezdeti
feltételeknek: y, =™ (2+5x) .

13. feladat: Oldjuk meg az y" -6y’ +34y =0 differencialegyenletet!

Megoldas: A karakterisztikus egyenlet most a kovetkezd: A° —6A+34=0 .

A gyokoket a megoldoképletbdl kaphatjuk meg.

. 6=4(-6) ~4-1-33 6100 6+10 _{xl — 345
b2 2.1 2 2 |A,=3-5i

A karakterisztikus egyenletnek két konjugalt komplex gyoke van, ezért az altalanos megoldast

az y =e™(c,sinPx+c, cospx) képletbe helyettesitve kapjuk. Ebben a képletben o a

komplex gyokdk valos része, B pedig a képzetes rész. Jelen esetben tehat o =3 és B =5 .
A differencidlegyenlet altaldnos megoldasa a kovetkezo:
y =e*(c,sin5x+c, cos5x) .



14. feladat: Mi a megoldasa az y"+64y =0, y(0)=5, y'(0) =16 kezdeti érték feladatnak?
Megoldas: Irjuk fel, és oldjuk meg a karakterisztikus egyenletet.

A2 4+64=0 = A2 =—64 = A=+/-64 = A =48

Ismét konjugalt komplex gyokpart kaptunk, megint az y =e**(c,sinBx+c, cospx) képletbe
kell helyettesiteniink. Jelen esetben a valos és képzetes rész: oo =0 és B =8 .

Ebbdl a differenciadlegyenlet altalanos megoldasa a kovetkezo:

y =e**(c,sin8x+c, cos8x) = ¢, sin8x + ¢, cos8x

A kezdeti érték feladat megoldasahoz sziikségiink van ennek derivaltjara.

y' =(c sin8x+c, c058x)' =, cos8x-8+c, (—sin8x)-8=8c, cos8x —8c, sin8x
Helyettesitsiik az altalanos megoldasba és derivaltjaba a kezdeti feltételekbdl az adatokat.
y(0)=5 = 5=c¢;sin(8-0)+c,cos(8-0) = ¢, =5

y'(0)=16 = 16 =8c, cos(8-0)—8c,sin(8-0) = ¢, =2

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat az y, = 2sin8x+5c0s8x fliggvény lesz.

15. feladat: EQy m=10dkg tomegii testet D = 10ﬂ rugoallandoju csavarrugora akasztunk.
m

A mozdulatlanul fliggd testet meglokjiik lefelé v, = 0.5m kezddsebességgel. Adjuk meg a
S

test elmozdulasat az id6 fliggvényében, ha a 1égellenallas elhanyagolhatd. Tekintsiik a felfelé
mutato iranyt pozitivnak.

Megoldas: Visszakanyarodtunk a lecke elején megismert motivacios példahoz, amit akkor
nem oldottunk meg. Azonban akkor eljutottunk odaig, hogy ezen fizikai példa soran

lényegében az ;/.+ b y=0, y(0)=0, y=-0.5 kezdeti érték feladatot kell megoldanunk.
m

Ebben a kezdeti érték feladatban egy méasodrendii linearis allando egyiitthatdos homogén
differencidlegyenlet szerepel, és az ilyen egyenletek megoldasaval foglalkoztunk az el6z6
feladatokban. A differencialegyenletet paraméteresen oldjuk meg, s majd csak a kapott
megoldasba fogjuk behelyettesiteni a konkrét adatokat.

Amint a kordbbiakban, most is irjuk fel a karakterisztikus egyenletet, amit oldjunk is meg.

D.

D D D M=
MV+—=0= A =——" = A=, [-— =

m m m D .

Ay, =—,[—1

m

Azért kapunk komplex gyokoket, mert D és m pozitiv, s ezért — — negativ. Ezaltal negativ
m

valos szambol kell négyzetgyokot vonnunk, aminek eredményei komplexek. gy amint az
el6z6 két feladatban, ugy most is az y =e*(c, sinx+c, cosPx) képletbe helyettesitve

kapjuk a differencialegyenlet altalanos megoldasat. Figyeljiink oda, a fliggetlen valtozo
viszont most nem X hanem t lesz, hisz az id6 fiiggvényében irjuk le a mozgast. Olvassuk ki a

’D
valos ¢€s képzetes részt a gyokokbol: oo =0 és B=,|— .
m

A differencidlegyenlet altaldnos megoldasa igy a kovetkezo:



y=e {cl sin \/Et +cC, cos\/Etj =¢,sin \/Et +cC, cos\/Et
m m m m

Ezutan helyettesitsiik be az adatokat. Most is figyeljiink, a tomeg nem SI alapegységben van,
at kell valtanunk, m=0.1kg .

. /10 /10 .
=¢, sin,[—t+c, cos,[—t =c¢, sin10t +c, cos10t
y Cl 01 2 Ol 1 2

A megoldasban szerepld konstansokat a kezdeti feltételekbdl hatarozzuk meg. Ehhez vegyiik
az altalanos megoldas derivaltjat.

y =(c,sin10t+c, colet)' =, c0s10t-10+c, (—sin10t)-10 =10c, cos10t —10c, sin10t

Helyettesitsiik az altalanos megoldasba ¢és derivaltjaba a kezdeti feltételekben megadott
értékeket.

y(0)=0 = 0=c,sin(10-0)+c,cos(10-0) = ¢, =0

y=-05 = —0.5=10c, cos(10-0)-10c,sin(10-0) = -0.5=10c, = ¢, =-0.05
Ezeket helyettesitsiik az altalanos megoldasba, igy megkapjuk, hogy a test kitérését az
Y, =—0.05sin10t irja le.

Megjegyzés: Amikor differencidlegyenletekkel modellezziik a valosagban lejatsz6do
folyamatokat, akkor a differencidlegyenlet megoldasa csak az elso 1épés. Miutan megkapjuk a
jelenséget leird fliggvényt, azutan azt ki kell elemezniink. Jelen esetben is tobb informaciot
hordoz magaban a megoldas. Az nyilvanvalo, hogy idében periodikusan valtozik a kitérés,
hiszen a szinusz fiiggvény pediodikus. Persze ez nem meglepd, hiszen mar korabban is
megjegyeztiik, hogy a tapasztalatok szerint a rugéra akasztott test rezgémozgast végez.
Kiolvashat6 a megoldasbodl a test legnagyobb kitérése, azaz a rezgés amplitudoja, ami most
A=0.05m =5cm . Ez pedig azt jelenti, hogy valdban kialakul a harmonikus rezgémozgas.
Amikor rdakasztjuk a testet a rugdra, akkor annak megnyulasa

Al=T9 _ 0.1-10

D 10

mozgas soran veégig feszitett allapotban lesz a rug6. Ha nagyobbat 16ktiink volna kezdetben a
testen, akkor nyilvan nagyobb amplitido6ju rezgés alakul ki. De ha az amplitidé mar nagyobb
lenne a rugo6 kezdeti megnyuldsanal, akkor a felfelé mozgés soran mar 6ssze kellene
nyomodnia a rugonak, de az inkdbb meghajlana, s igy nem alakulna ki harmonikus rezgés.

A megoldéasbol meghatarozhaté a rezgés periodusideje is. Mivel a szinusz fiiggvény periddusa
2m , és a periddusido elteltével pontosan egy rezgés megy végbe, ezért teljesiilni kell a

m=0.1m=10cm lesz. Mivel a rezgés amplitiddja ennél kisebb, igy a

21=10T egyenléségnek, amibsl T = g 5 .

Ez a példa jol mutatja, hogy a matematika nem csak dnmagéért van, hanem fontos szerepet
jatszik a valos életben lejatszodo jelenségek leirasaban.

Ellenorzé kérdések

9. Kkérdés: Mi az altalanos megoldasa az y"—3y'—10y =0 differencidlegyenletnek?
y=ce ¥ +ce” (X)

y= Clezx +Cze75x

y=ce +ce™

y =ce” +c,e™



10. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az y"—4y'=0, y(0)=4, y’(O) =4
kezdeti érték feladat megoldasa?
y — 5 _ e—4X

y=3+e* (X)

11. kérdés: Melyik fliggvény az altalanos megoldasa az y"+14y'+49y =0
differencidlegyenletnek?

y=ce " +c,xe
y=ce* +c,xe””*
y=ce " +c,xe ™ (X)

12. kérdés: Miaz y"—8y'+16y=0 , y(O) =3, y’(O) =5 kezdeti ért¢k feladat megoldasa?
y =3e™ 4 2xe¥

y =3e™ —7xe™ (X)

y =3 +2xe™

y=3"-7xe™

13. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az y"+4y’+53y =0 differencidlegyenlet
altalanos megoldasa?
y =e”(c,sin7x+c, cos7x)
y =e"*(c,sin 2x+c, cos 2x)
e (¢ sin7x+c, cos7x) (X)

y:
y =e"*(c,sin2x +c, cos 2x)

14. kérdés: Melyik fliggvény az y"+36y =0 , y(O) =2, y'(O) = —18 kezdeti érték feladat
megoldésa?

y =-3sin6x+2c0s6x (X)

y =—-2sin6x+ 3c0s 6x

y =—-3sin6x—2c0s6x

y =—-2sin6x—3c0s6x

Elméleti osszefoglalo
Az y"+py'+ay=b(x) , p,qe R alaku, vagy ilyen alakra hozhat¢ differencialegyenleteket,
melyekben b(x) nem a konstans 0 fiiggvény, méasodrendi lineéris alland6 egyiitthatos

inhomogén differencialegyenleteknek nevezziik.



Ha az egyenlet jobb oldalan allo b(X) zavar6 fuggvény egy polinom, vagy e , vagy sinpx ,
vagy cospx , vagy ezek konstans szorosainak 0sszege, vagy szorzata, akkor az ilyen

differencidlegyenletek ugyanolyan modon oldhatok meg mint a hasonlé elsérendi
differencidlegyenletek, melyek megoldasi modszerét a lecke elsd részében targyaltuk.
Ismételjiik most at nagy vonalakban az eljarast.

El6szor megoldjuk az egyenlethez tartoz6 homogén egyenletet a kordbbiakban ismertetett
modon.

Az egyenletben szerepl6 zavar6 fliggvény alapjan felirunk egy ugyanolyan szerkezetii
probafiiggvényt hatarozatlan egyiitthatokkal.

Eléallitjuk ennek a fliggvénynek az egyenletben szerepld derivaltjait, és behelyettesitiink az
egyenletbe. Mivel a masodrendli egyenletekben az ismeretlen fiiggvény masodik derivaltja is
szerepel, ezért a probafiiggvény mésodik derivaltjara is sziikségiink lesz.

Az igy kapott egyenletet egyenletrendszerré alakitjuk, felirva az azonos tipusu fiiggvényt
tartalmaz6 tagok egyiitthatdinak egyenldségét.

Az egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk a hatarozatlan egytitthatok értékét, melyekbol
felirjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat. Az inhomogén egyenlet altalanos
megoldasat ezutdn a homogén egyenlet altalanos megoldédsanak, ¢és az el6zdekben
meghatarozott partikularis megoldasnak az 6sszegeként kapjuk.

Kidolgozott feladatok
16. feladat: Oldjuk meg az y"+y' —2y=2x*-3, y(0)=1, y'(0) =6 kezdeti érték

feladatot!
Megoldas: Elsoként irjuk fel, és oldjuk meg a karakterisztikus egyenletet.

, 1+ P-4.1.(=2) (=1
A H+A-2=0 = A, = =

2.1 hy =2

A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehat: y, =ce* +c,e™ .

A kovetkezd 1épésben felirjuk a probafiiggvényt. Mivel a zavar6 fliggvény egy masodfoka
polinom, igy a probafliggvény is masodfoku polinom lesz, azaz y, = Ax* +Bx+C .
Allitsuk el ennek els6 és masodik derivaltjat.

Y, =2AX+B , y; =2A

Helyettesitsiik be ezeket €s y, -t az eredeti inhomogén differencialegyenletbe.

y'+y -2y =2x" -3 = 2A+(2Ax+B)-2(Ax* +Bx+C)=2x"-3

Rendezziink X hatvanyai szerint a bal oldalon.

—2AX* +(2A-2B)x+(2A+B-2C)=2x"*-3

frjuk fel az egyforma fiiggvényt tartalmazoé tagok egyiitthatoinak egyenldségébol az
egyenletrendszert.

—2A =2 (a masodfoku tagok egyenldsége)

2A-2B =0 (az elséfoku tagok egyenldsége)

2A+ B —-2C =-3 (a konstans tagok egyenldsége)

Az egyenletrendszer megolddsa: A=-1, B=-1, C=0 . (A megoldast nem részletezziik.)

Az inhomogeén egyenlet egy partikularis megoldasa igy y, = —x? =X lesz.



A differencidlegyenlet altalanos megoldasa pedig a kovetkezo:

Y=Y, +Y, =Ce +ce —x*—x .

A kezdeti értek feladat megolddsdhoz vegyiik ennek derivaltjat.

y'=(ce +c,e ™ —x* - x)’ = e +Ce - (-2)-2x-1=ce* —2c,e > —2x -1
Helyettesitsiik be y -baés y’ -ba a kezdeti feltételek adatait.

y(0)=1 = 1=ce’+c,e?’-0°-0 = l=c +c,

y'(0)=6 = 6=ce’-2c,e**-2.0-1 = 7=¢,—2c,

fgy két egyenletbdl all6 egyenletrendszert kaptunk c, -re és ¢, -re. Ennek az
egyenletrendszernek a megoldasa: ¢, =3 , ¢, =-2 .

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat: y =3e* —2e™ — x> —x .

17. feladat: Hatarozzuk meg az y”"+2y'+2y =17 cos3x differencialegyenlet altalanos
megoldasat!
Megoldas: Kezdjiik a karakterisztikus egyenlet felirasaval és megoldasaval.

24\22-412 2474 242 _{kl=—1+i

2:1 2 2 A, =—1—i

A homogén egyenlet altalanos megoldasa: Y, =e (¢, sinx+c,CcosX) .

M 4+20+2=0 = Ay, =

frjuk fel ezutén a probafiiggvényt. Ugyan a zavar6 fiiggvényben csak cos3x van, de a
probafiiggvényben sin3x -nek és cos3x -nek is szerepelni kell, ebbdl kovetkezéen
y, = Asin3x+Bcos3x .

Hatarozzuk meg ennek elsé és masodik derivaltjat.

y, =(Asin3x+ BcosBx)’ = Acos3x-3+ B(—sin3x)-3=3Acos3x —3Bsin 3x

y" =(3Acos3x—3Bsin3x) =3A(—sin3x)-3-3Bcos3x-3=-9Asin3x—9B cos3x
Helyettesitsiink az eredeti egyenletben y” , y" és y helyére.
y"+2y'+2y=17c0s3x =

(-9Asin3x—9Bcos3x)+ 2(3Acos3x—3Bsin3x)+2( Asin 3x + B cos3x) =17 cos 3x

Csoportositsuk a tagokat aszerint, hogy milyen fliggvényt tartalmaznak.
(~7A—6B)sin3x+(6A—7B)cos3x =17 cos 3x

Az egyenletet alakitsuk egyenletrendszerre, felirva az egyforma fiiggvények egyiitthatoinak
egyenldségét.

—7A-6B =0 (a sin3x -es tagok egyenlésége)

6A-7B =17 (a cos3x -es tagok egyenldsége)

Az els6 egyenletbdl fejezziik ki B -t, és helyettesitsiik a masodik egyenletbe, s megkapjuk A
értékét, majd B -tis.

7 J 85 6 7

—-7TA-6B=0 = B:—ZA = 6A-7|——A|=—A=17 = A=— = B=——
6 6 6 5 5

Ebbdl az inhomogen egyenlet egy partikularis megoldasa: y, = gsin 3X— % COS3X .
Az éltalanos megoldas pedig a kovetkezo:

x . 6 . 7
y=y,+y,=¢ (clsmx+c2cosx)+gsm3x—gcos?>x.



18. feladat: Hatarozzuk meg az y"—3y'—4y=6e> , y(0)=0, y'(0)=-18 kezdeti értek

feladat megoldasat!
Megoldas: Irjuk fel a karakterisztikus egyenletet, majd oldjuk meg.

, 3J_rﬂ/32—4-1-(—4) A =4
AP=3r-4=0 = A, = =

21 A, =—1

fgy a homogén egyenlet altalanos megoldasa: y, =ce™ +c,e®™ .

Kovetkezik a probafiiggvény felirdsa. A zavard fliggvény egy exponencialis, ezért a
probafiiggvény is exponencialis lesz, azaz y, = Ae”* .

Vegyiik ennek els6 és masodik derivaltjat.

y, =2Ae”, y; =4Ae”

Helyettesitsiink az inhomogén egyenletben y” , y' és y helyére.

y"-3y'—4y =6e” = 4Ae™ —3(2Ae™)-4Ae™ =6e” = —6Ae” =6e” = A=-1

(Csak egyetlen hatarozatlan egyiitthatonk volt, ezért most nem kellett egyenletrendszert felirni
¢s megoldani.)

A partikularis megoldas ebbdl: y, = —e*

A differencialegyenlet altaldnos megoldasa pedig: y =Y, +Yy, =ce” + ce¥—e?* .
Hatarozzuk meg ennek derivaltjat, mert a kezdeti érték feladat megoldaséhoz ez is sziikséges.
y' =—ce " +4c,e™ —2e*

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételekben megadott értékeket y -ba és y’ -ba.

y(0)=0 = 0=ce’+c,e*-e*® = 0=c +c,-1

y'(0)=-18 = -18=—ce’+4c,e*’-2e** = —18=—c +4c,-2

Két egyenletbdl allé egyenletrendszert kaptunk, melyben ¢, és ¢, az ismeretlenek. Ennek az
egyenletrendszernek a megoldasa: ¢, =4 és ¢, =3 .

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat az y, = 4e* —3e™ —e®* fiiggvény lesz.

19. feladat: Oldjuk meg az y"—y'—2y = 2e®* —4x* +8x differencialegyenletet!
Megoldas: Eldszor hatarozzuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit.

1+ (-1)° —4-1-(-2) :{ doy =2

21 A, =-1

W-A-2=0 = A, =

Ebbdl a homogén egyenlet 4ltalanos megoldéasa: y, =ce” +c.e™ .

A zavar6 fliggvény egy exponencidlis €s egy masodfoku polinom Gsszege, igy a
probafiiggvenyt is két ilyen fliggvény Osszegeként kell felirnunk. Bar az egyenleten beliil a
polinomban nincs konstans tag, a probafiiggvényben ilyen tagnak is kell lennie.

y, = Ae¥ +Bx’+Cx+D

Vegyiik ennek a fliggvénynek elsd és méasodik derivaltjat.
y, =3Ae” +2Bx+C , y; =9Ae™ +2B

Helyettesitsik be y; -t, y, -tés y, -taz eredeti egyenletbe.
y' -y —2y=2e*—4x*+8x =



(9Ae3X +28)—(3Ae3X + ZBx+C)—2(Ae3X +Bx? +Cx+ D) =2e¥ —4x” +8x
Csoportositsuk a tagokat a benniik szerepld fiiggvények szerint.
4Ae™ —2Bx* +(-2B-2C)x+(2B—-C—2D) =2 —4x* +8x

frjuk fel az azonos fiiggvényt tartalmazé tagok egyiitthatdinak egyenléségét, s ezzel bontsu az
egyenletet tobb egyenletre.

4A=2 (az e%* -es tagok egyenlésége)

—2B =—-4 (a masodfoku tagok egyenldsége)

—2B - 2C =8 (az els6fokl tagok egyenldsége)

2B —-C -2D =0 (a konstans tagok egyenldsége)

Az egyenletrendszer megoldéasa: A= %, B=2 C=-6 D=5.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa: y, = %e“ +2X* —6X+5 .
Végiil a differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

1
2x —X 3x 2
Y=Yy +Y,=Ce" +C " +_-e" +2X" —6X+5 .

20. feladat: Hatarozzuk meg az y"+9y =13xe** differencialegyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas: Szokas szerint a karakterisztikus egyenlet felirasaval és megoldasaval kezdiink.
A, =3
A, =-3i
A komplex gyokokben a=0 és =3 . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

Y, =e"*(c,sin3x+c, cos3x) = c, sin 3x + ¢, COs 3x

A49=0 = A2=-9 = 1=/-9 = {

Az egyenlet jobb oldaldn a zavar6 fliggvény most egy exponencialis és egy elséfokd polinom
szorzata, igy ugyanilyen tipust probafiiggvényt irunk fel. E10szor végezziik el a szorzast két
ilyen fliggvény kozott ugy, hogy minden egyiitthato 1 .

e (x+1) = xe®™ +e”

Ebbe a fliggvénybe irunk hatarozatlan egyiitthatokat, igy kapjuk a probafiiggvényt.

y, = Axe” + Be*

Hatarozzuk meg ennek elsd és masodik derivaltjat.

y, = A-1-e” + Axe™ -2+ Be® - 2= Ae” + 2 Axe™ + 2Be™

yp = Ae” - 2+2A-1-e” + 2Axe™ - 2+ 2Be™ - 2 = 4 Ae” + 4 Axe™ + 4Be™"

Helyettesitsiink a differenciadlegyenletben az ismeretlen fliggvény és masodik derivaltja
helyére.

y"+9y=13xe” = (4Ae™ +4Axe™ +4Be™ )+9( Axe™ + Be’ ) =13xe™

Osszuk az egyenletet az exponencialissal és rendezziink X hatvanyai szerint.
(4A+4Ax+4B)+9(Ax+B)=13x = 13Ax+(4A+13B)=13x

Az azonos fokszamu tagok egyiitthatoinak egyenldségébdl alakitsuk ezt egyenletrendszerré.
13A =13 (az els6foku tagok egyenlGsége)
4A+13B =0 (a konstans tagok egyenldsége)

Ennek megoldasa: A=1, B= —% .



A keresett partikularis megoldas tehat y_ = xe® —%ezx :

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa pedig:

: 4
Yy =Y, +Y, =C sin3x+c, cos3x+ xe** —Ee2X

21. feladat: Mi az altalanos megoldasa az y"+2y'+y =5e"sin x differencialegyenletnek?
Megoldas: Irjuk fel, és oldjuk meg a karakterisztikus egyenletet.

A +20+1=0 = (A+1)°=0 = A, =, =-1,azaz h=-1

Most csak egy valds gyokot kaptunk, igy a homogén egyenlet altalanos megoldésa:

Y, =Ce +c,xe " .

Kovetkezik a probafiiggvény. Mivel a zavaro fiiggvény egy exponencialis és egy szinusz
szorzata, a probafiiggvény a hozzajuk tartozo probafiiggvények szorzata lesz. Az egyik

tényez0 exponencidlis, a masik pedig a szinusz €s a koszinusz 0sszege lesz. El0szor végezziik
el a szorzast 1 egylitthatokkal.

e*(sin x+cosx)=e”sin x+e* cos

Ebbe a fliggvénybe irjunk hatarozatlan egyiitthatokat a probafiiggvény eléallitasahoz.
Yy, = Ae”sin x+ Be" cos X

Hatérozzuk meg y; -tés y; -t.

y, = Ae*sin x+ Ae* cos x+ Be* cos x—Be”sinx =(A—B)e*sinx+(A+B)e* cos x

yr =(A-B)e*sinx+(A-B)e*cosx+(A+B)e*cosx—(A+B)e*sinx =

y, =—2Be’sin x+2Ae" cos X

Helyettesitsiink a differencialegyenletben az ismeretlen fiiggvény és derivaltjai helyére.
y'+2y'+y=5e"sinx =

—2Be* sin x + 2 Ae* cosx+2((A— B)e*sinx+(A+B)e" cosx)+ Ae*sin x + Be* cos x = 5e* sin x
Osszuk el az egyenletet az exponencialis fliggvénnyel, majd csoportositsuk a tagokat a

benniik szerepld fliggvények szerint.
—2Bsin x+2Acos x+2(( A—B)sin x+(A+B)cos x)+ Asin x+ Bcos x = 5sin x

(3A—4B)sin x+(4A+3B)cos x =5sin x

frjuk fel az egyforma fiiggvényt tartalmazoé tagok egyiitthatdinak egyenléségét, s ezzel
bontsuk az egyenletet két egyenletre.

3A-4B =5 (a sinx -es tagok egyenldsége)

4A+3B =0 (a cosx -es tagok egyenlésége)

Az egyenletrendszer megoldasa: A :g ¢s B= _4 .

5

A differencialegyenlet egy partikularis megoldasa: y, = gex sinx— g e“cosX .

S . . 3 4
Az dltaldnos megoldés: y =y, +y, =ce * +c,xe” +Ee" Slnx—ge" COSX .



Ellenorzo kérdések

15. kérdés: Az alabb fiiggvények koziil melyik az y"+6Yy’+10y =10x> —8x
differencidlegyenlet altalanos megoldasa?

y=e"*(c,sinx+c,cosx)+ x> +2x+1

(¢, sinx+c,cosx)+ x> +2x -1

e

3X

y=e™( )
y =e"*(c,sinx+c, cosx)+x* —2x+1 (X)
y=e™( )

e ¥ (c,sinx+c,cosx)+x*—2x -1

16. kérdés: Mi az y"—5y’'+4y =5sin3x differencialegyenlet altalanos megoldasa?

y=ce™ +c.e” +%sin 3x+%cosSx
y=ce™ +c,e” ~ L Ginax+ = cosax X)
10 10
y=ce" +c,e +3 sin3x+ L cosax
10 10

3 . 1
=ce* +c,e* ——sin3x+-—cos3x
y=4 2710 10

17. kérdés: Melyik fiiggvény az y"—4y' +4y =3¢, y(0)=0, y'(0)=0 kezdeti érték
feladat megoldasa?

yzle2X xe? 4 Lo
3 3

y=1e2x_xe2x+165x
3 3

y=_162x+xe2x+1e5x
3 3

12x

1
=——eX —xe” +=e% (X
y=-3 3 (X)

18. kérdés: Miaz y"—2y'+10y =3e** +5x differencialegyenlet 4ltalanos megoldasa?

] 1 3 7
=e*(c sin3x+c, cos3x)+—e* + =X+ —
y=¢'(q 2 ) 10 27 10

1

2

X

y=¢

y=e*(c,;sin3x+c, cosSx)+%e2X+1x+—

10
1

¢, sin3x+c, cosBx)jL%e2X PN X)

( 2 10

. 3., 1 7

e*(c, sin3x+¢C,cos3x)+—e  + =X+ —
y=¢'(q 2 ) 10 2710

19. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az y"+4y =25xe” differencidlegyenlet

altalanos megoldasa?
y =, Sin2x+¢, c0s 2X +5xe” + 2e*

y =C,Sin2x+C, cos 2x +5xe* —2e* (X)



y =C,Sin2x+¢, Cos 2x —5xe” + 2e*
y =C, Sin 2x+c¢, cos 2x —5xe* — 2e*

20. kérdés: Melyik fiiggvény az y"—2y'+y = 2e* cosx differencialegyenlet altalanos
megoldasa?

y =ce*+c,xe" +e* cosx

y =ce* +c,xe* +2e* cosx

y=ce” +c,xe* —e* cos x

y =ce*+c,xe* —2e* cosx (X)



