1. Sikgorbék

1.1. Implicit alakban megadott gorbék és fiiggvények

Tanulasi cél

Megismerkedni a sikgorbék implicit és paraméteres megadasaval, fliggvények implicit
megadasaval. Begyakorolni az implicit és paraméteres derivalast. Begyakorolni implicit és
paraméteres alakban adott gorbék érintdinek felirasat. Begyakorolni a linearizaltak hasznalatat
kozelito értékek meghatarozasara.

Elméleti osszefoglalo

Sikgorbék és fiiggvények implicit megadasa

A folytonos egyvaltozos valos fiiggvények grafikonja egy sikgorbe. Ezek a gorbék azzal a
tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy minden fiiggbleges egyenes legfeljebb egy pontban metszi
dket. Olyan sikgdrbék is vannak, amelyekre ez nem igaz. Példaul ilyen a kor is. Ebben a
modulban megismerkediink két mdodszerrel, amelyekkel sikgorbéket lehet definialni, tovabba
a sikgorbék korében legfontosabb fogalmakkal és tételekkel.

Tekintsiik az

Xx+y* =1
egyenletet. Ennek egy megoldésa x =0,y =1, egy masik megoldasa x =0,y =-1 . Latjuk
ebbdl, hogy ha egy X,y szdm par megoldas, akkor az X,—Yy. szam par is az. Az is vilagos,
hogy egy megoldasban az x nem lehet nagyobb 1 -nél. Ha x =1 , akkor y=0 ,ésha x<1 ,
akkor két y isjo lesz, y = +J1-x .Ha meghatarozunk néhany megoldast, és azokat
abrazoljuk egy koordinatarendszerben, akkor az alabbihoz hasonld abrat kaphatunk.
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0-1. abra: Az X+ y2 =1 egyenlet néhany megoldasa.



Ebbdl mér sejthetd, hogy az x +y* =1 dsszefiiggés egy sikgorbét definidl, ezt latjuk a

kovetkezd abran.
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0-2.4bra: Az X +Yy° =1 gorbe.

Implicit alakban gy lehet gorbét definialni, hogy megadunk egy, az x és y valtozokra
vonatkoz6 egyenletet, és tekintjiik a sikon az 6sszes olyan (X, y) koordinataja pontot,

amelyek kielégitik a megadott egyenletet. Példaul az alabbi egyenletek mind egy-egy gorbét
definidlnak implicit alakban.

X +y* =1,
X2 +y? =1,
y—x*=0,

(x? +y2)2 =4(x*-y?).
A legtobb esetben egy implicit moédon definialt gérbe nem lehet egy fiiggvény grafikonja is
egyben, mert vannak fiiggéleges egyenesek, amelyek egynél tobb pontban is metszik a gorbét,

mint azt az x +Yy* =1 gorbe esetén is latjuk. De ilyenkor is van a gérbének szdmos olyan
darabja, amelyik lehet egy fliggvény grafikonja.

Tekintsiik az [a,b] és a [c,d] zart intervallumokat. Ekkor az [a,b]x|[c,d] téglalap a sik azon
pontjaibdl all, amelyek x koordinataja az [a, b] intervallumbol, y koordinataja a [C,d]

intervallumbdl van. Az alabbi abran a [—2,—1]>< [—1, 1] téglalapot latjuk.
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0-3. abra: A [—2,—1]><[—1,l] téglalap.



Egy implicit mdédon megadott gorbe esetén igy jelolhetiink ki egy olyan gorbedarabot, amely
lehet egy egyvaltozos fiiggvény grafikonja, hogy megadunk egy alkalmas [a, b] X [C, d]

téglalapot, és tekintjiik a gorbének azokat a pontjait, amelyek ebbe a téglalapba esnek.

Példaul tekintsiik az x* + Xy + y* =3 implicit médon megadott gorbét.

0-4. abra: Az X* + Xy + Yy’ = 3 gorbe.

Ennek a gorbének a [—1, 1] X [0, 3] téglalapba es6 darabja lathato a kovetkez6 abran.
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0-5. abra

Ez mar val6ban lehet egy, a [-1,1] intervallumon értelmezett fliggvény grafikonja, erre a

gorbe darabra illeszkedd (X, y) koordinataji pont masodik koordinataja egyértelmii modon

fligg az els6tol: y =y(X).

llyenkor azt mondjuk, hogy az x* +xy +y? =3 dsszefliggés ¢és a [-1,1]x[0,3] téglalap
implicit modon definialja ezt a fiiggvényt.
Gyakran nem egyszerti, most sem lenne nagyon kényelmes, sokszor pedig egyaltalan nem is

lehet, egy ilyen modon definialt fiiggvény hozzarendelési utasitasat felirni. Ha ezt most meg
akarnank tenni, akkor ki kéne fejezni az x* +xy +y* =3 kifejezésbél az y -t x -el.

Implicit alakban adott fiiggvények derivalasa



Noha egy implicit moédon definialt fliiggvény hozzarendelési utasitasat altalaban nem
ismerjiik, ennek a fliiggvénynek a derivaltja a fliggvény grafikonjanak legtobb pontjaban
kiszamolhat6 e nélkiil is.

Példaként tekintsiik az elobbi X + Xy +y* =3, gdrbe [-1,1]x[0,3] téglalapba esd darabjat.
Ekkor az y az x fiiggvényének tekinthetd, y =y(X), és az implicit formulat igy is
felirhatjuk:
X* +xy(x) +(y(x))* =3 .
Derivaljuk ennek az 6sszefiiggésnek mindkét oldalat x szerint. EKKkor, felhasznalva a szorzat
fliggvény és az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat
2X+Y(X) +xy'(x) + 2y(x)y'(x) =0 .

Ebbdl az 6sszefliggésbdl y'(x) kifejezhetd:

, —2X —Yy(X

y(x)= XX
X+ 2y(x)

A most vizsgalt gorbe darab egyik pontja (O, NE) ) .Igy a 0 helyen az implicit médon definialt

y(x) fiiggvény derivaltja

oy —2:0-43 1

YO =" =
04243 2

—2X —Y(X)
X +2y(x)

téglalappal jeldltiik ki a gorbe egy darabjat, hiszen mindig ugyanazt a formulat kell derivalni.

Vegyiik észre, hogy a kapott y'(X) = képlet nem fiigg attol, hogy milyen

Ezt az eljarast nevezziik implicit derivalasnak, ahogyan eldallitottuk y'(x) képletét.

Szokas ilyenkor az y -nak az x -t6l valo fiiggését nem jelolni, de persze figyelembe kell

venni. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya biztositja, hogy a derivalas soran kapott
képlet azon tagjaiban, amelyekben szerepel az y' , azokban szorz¢6 tényezdként szerepel, igy

a képletbdl kifejezhetd.

Az els6 célunk az lesz, hogy begyakoroljuk az implicit derivalast.

Kidolgozott feladatok

1. feladat. Hatarozzuk meg az Xy =e*implicit alakban adott fiiggvény derivaltjat.

Megoldas: Az y -taz x fiiggvényének tekintve, és mindkét oldalt derivalva x szerint,
felhasznalva a szorzat fliggvény derivalasi szabalyat,
2Xy + X’y =e*
amibdl kifejezve az y' derivaltat, azt kapjuk, hogy
, €°=2xy

N

2. feladat. Hatarozzuk meg az y_ y? —limplicit alakban adott fliiggvény derivaltjat.
X



Megoldas: Ugyanugy eljarva, mint az ¢l6z6 feladatban, csak most, mivel az implicit

formulaban az y -nak egy fliggvénye is eléfordul, (az y* ), az dsszetett fiiggvény derivalasi
szabalyara is sziikség van. Ez a legtobb esetben ezutan is igy lesz.

NG =2
l_lzzzyy"
X X
l_zyyrzlz’
X X
(1
y ——2yj=%,
X X
y Yy
' x> NG y

3. feladat. Hatarozzuk meg az In(x —y) = xy implicit alakban adott fliggvény derivaltjat.

Megoldas: Most

17y —y+Xxy',
X-y
1 1 :
-y =y
X-y X-y

Sl
Y= +X Y,
X—Yy X—Yy

1 1—-xy +y?
y y+y

,_X=y X-y l-xy+y?
Y= :1+x2—xy:1+x2—xy '
+x AT
X-Yy X-Yy

Lathatjuk, hogy implicit derivalasnal gyakran talalkozunk emeletes tortekkel. A derivalas utan
kapott els6 formulat sokféle modon lehet rendezni. Altalaban célszerli mindkét oldalt
Osszegként felirni, majd egy oldalra gylijteni az y' -t szorzoként tartalmaz6 tagokat, a masik
oldalra a tobbi tagot. Ezutan y’ kiemelésével és az egyiitthatdjaval valo atosztassal
megkapjuk a keresett formulat.

4. feladat. Hatarozzuk meg az x° +2y® = \/xy implicit alakban adott fiiggvény derivaltjat.

Megoldas: El0szor is
2X +4yy' = yrxy
2./Xy

A jobb oldali tortet 6sszegként felirva

y .y
2@ 24Xy

Most a bal oldalra gytijtve az y' -t tartalmazd tagokat és ott kiemelve azt

2x+4yy' =




[4y— X ]y’: y —-2X .
2Jxy )T 2xy
Ebbdl osztassal és az emeletes tort megsziintetésével
Y_ _ox YT 4X\/E
2y 2xy y—dxxy
Y ay-— % Byxy —x  8yxy-x
2xy 2 fxy

5. feladat. Hatarozzuk meg az x* +y® =5x implicit alakban adott fiiggvény derivaltjat a
P(1,2) koordinataju pontban.

Megoldas: Az implicit formulaban x helyére —1 -et, y helyére 2 -tirva
1?+2°=5-1,
ami igaz, igy a P pont illeszkedik a gorbére. Meghatarozzuk az y' derivaltat.
2X+2yy' =5,
,  9—-2X
y = 2y

Ha ebben elvégezziik a helyettesitést, akkor
y = 5-2.1_3
2.2 4

1 T s
6. feladat. Hatarozzuk meg az x* +— =1 implicit alakban adott fiiggvény derivaltjat az
y

x =-1 helyen.

Megoldas: Eldszor megvizsgaljuk, hogy a gérbének van-e olyan pontja, amelynek az els6
koordinataja —1 . Az implicit formuldban X helyére —1 -et irva

—1+1:1 ,

y
o 1 . 1 . . <12 .
amibdl y = 3" Tehata P| -1, > pont illeszkedik a gorbére. Ezutan

!

3x? -2 =0,
y
ahonnan
y =3x%y? .

Az y'(-1) értékét megkapjuk, ha ebben a képletben X helyére —1 -et, y helyére % -et irunk:



Elméleti osszefoglalo

Korabban megtanultuk, hogy hogyan kell egy f fiiggvény grafikonjanak egy adott (a,f (a))

pontjaban huzhato érintd egyenletét felirni. Ehhez az érintési pont koordinatin kiviil csak az
f'(a) derivalt értékére van sziikség. Ha f folytonos a -ban és Iimf’(x) # +oo , akkor
X—a

y-f(a)
=f,
. @),
vagy rendezve

y=f'(a)-x+f(a)-a-f'(a) .
Ezek a formulak implicit modon definialt fiiggvények esetén is hasznalhatok: a és f(a) a
gorbére illeszkedd pont elsd és masodik koordinataja, f'(a) pedigaz y' implicit derivalt
értéke az (a,f (a)) pontban. Itt persze f az a fiiggvény, amit az implicit formula definial egy

(a,f (a)) koriili elég kicsi téglalapon.

Ha f folytonos a -ban és limf’(x)=xo0 , akkor a grafikonnak itt fiiggdleges érintéje van.

X—a

Egyszerl esetekben az implicit médon definialt gorbének vizszintes érintdje van azokban a
pontokban, ahol az y' szamlaléja nulla, de a nevezdje nem az. Fiiggoleges érint6je van

azokban a pontokban, ahol a y' nevezdje nulla, de a szamlaléja nem az.

7. feladat. irjuk fel az x? —xy +y? =4 implicit modon definialt gorbe (0,2) pontbeli

érintdjének az egyenletét.

Megoldas: Ha behelyettesitjiik a megadott pont koordinatait az implicit formulaba, akkor az
0% —0-2+2° =4 igaz dsszefiiggést kapjuk, a pont tehat rajta van a gérbén. Ezutan
meghatarozzuk az y' derivaltat.
2x—(y+xy')+2yy' =0,
2x—y+(-x+2y)y' =0,
. Yy—2x

Cox+2y

Ha ebben elvégezziik az X =0 , y =2 helyettesitést y' = % adodik. Ezutan az érintd egyenes

egyenlete

8. feladat. Irjuk fel az x —y® —2y =1 implicit médon definialt gérbe (1, 0) pontbeli
érintdjének az egyenletét.



Megoldas: Mivel 1-0°-2-0=1, az (1,0) pont illeszkedik a gorbére.

1-2yy'-2y'=0,
y =
2y+2

Ennek (1, 0) -ban a helyettesitési érteke y’ =% . Ezek felhaszndldséaval az érint6 egyenlete

1
=—-X+0-1.—,
Y 2

X 1

1

2
Y 2

9. feladat. frjuk fel az x —y? —2y =1 implicit médon definialt gérbe y = x —3 egyenessel

parhuzamos érintdjének az egyenletét.

Megoldas: Most nincs megadva az érintési pont két koordinatdja. Ilyenkor azzal kezdiink,
hogy meghatarozzuk azokat. Tudjuk, hogy az érinté meredeksége a derivalt értéke az érintési
pontban. A megadott y = x —3 egyenes meredeksége 1 . Tehat megkeressiik a gorbén azt a

pontot, amelyre y'=1 . Az el6bb meghataroztuk, hogy
1
2y+2
Meg kell oldanunk tehat az alabbi egyenletrendszert.
1 —
2y +2 -
Xx-y?-2y=1

y'=

1

Az els egyenletbdl y = —% adodik. Ha y = —% , akkor a masodik 0sszefliggésbol
2
x—[-=| —2[-1]=1,
2 2
1
X==.
4

Azt kaptuk, hogy a gorbe (% , —%j pontjaban lesz az érintd meredeksége 1 . Ezutan a keresett

érintd egyenlete

10. feladat. Irjuk fel az x* +y? =5y implicit modon definialt gorbe y = 4?)( egyenessel

parhuzamos érintdjének az egyenletét.



Megoldas: El0szor most is az €rintési pont koordinatait szdmoljuk ki. Azt az x és y értéket
, T A | .
keressiik, amelyekre az y' implicit derivalt értéke 3 lesz. Mivel

2X +2yy' =5y",
2x=(5-2y)y’",
, 2X
5-2y

Most tehat az
2X 4

5_2y 3
x*+y® =5y

4y-10 . Ha ezt a masodikba

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenletbdl x =

behelyettesitjiik a

4y-10Y
+y° =5
(3jyy

masodfoku egyenletet kapjuk, ami rendezéssel az y* —5y+4 =0 kanonikus alakra hozhato.
Ennek gyokei 1 és 4 . Ha y=1,akkor x=2 ,ha y=4 , akkor x =-2 . Két olyan pont is

van tehat a gérbén, ahol az érinté meredeksége % . Az egyika P(2,1) , amasik a Q(-2,4)

koordinataju pont.

A P(2,1) pontban huzott érint8 egyenlete

y=ﬂx+1—2~ﬂ=ﬂx—§.
3 3 3 3
AQ (—2, 4) pontban huzott érintd egyenlete
4 4 4 20
=—X+4—(-2)—==X+— .
Y 3 (2) 3 3 3

Az alabbi abran az implicit gorbét latjuk és a két érintdjét.




11. feladat. Keressiik meg az x* —xy +y* = 3 gorbe vizszintes érintdinek egyenletét.

Megoldas: Ha egy pontban az érint6 vizszintes, akkor a meredeksége, ami a derivalt az adott
pontban nulla. Most

2x—(y+xy')+2yy' =0,
2x—y+(—-x+2y)y' =0,
_y-2X
Cox+2y
Azokat a gorbére esé pontokat keressiik, amelyre ez a derivalt nulla. Ezek az
y —2X
—X+2y
x*—xy+y’ =3

y

=0

egyenletrendszer megoldasai. Az elsd egyenletbdl, mivel egy tort akkor lehet nulla, ha a
szamlaldja nulla, az y = 2x Osszefiiggést kapjuk. Ezt beirva a masodik egyenletbe és

rendezve abbol a 3x* =3 egyenletet kapjuk. Ennek két megolddsa van, x =+1 . Ha x =—1,
akkor y=-2 , hapedig x=1, akkor y=2 .

Behelyettesitéssel meggy6zodiink réla, hogy a P (—1, —2) és a Q(l, 2) pont valoban a gorbén

van, és mindkét pontban a derivalt tényleg nulla. (Ez az ellendrzés azért is fontos, mert a
derivaltnak a nevezdje is nulla lehetne valamelyik pontban, és akkor a derivalt nem lenne
nulla érték.)

(1) —(-1)(-2)+(-2)" =3 ,és ' -1.2+2° =3,
valamint

—2-2(-1) 2721

Ezutan a P(-1,-2) pontban huzhato vizszintes érint8 egyenlete
y=-2,
a Q(1,2) pontban huzotté pedig
y=2.

1 . e
12. feladat. Keressiik meg az x° +— =1 gbrbe vizszintes érintdinek egyenletét.
y

Megoldas: Megint azokat a pontjait keressiik a gorbének, ahol a derivalt értéke nulla. Tudjuk
egy kordbbi feladatbol, hogy y' =3x’y* . Egy szorzat akkor lehet nulla, ha valamelyik
tényezdje nulla. De az implicit 6sszefliggésben az y egy tort nevezdjében szerepel, tehat nem
lehet nulla. Tehat a derivalt csak akkor lehet nulla, ha X =0 . Ekkor az implicit
Osszefliggésbdl y =1 . Most is konny ellendrizni, hogy a P(0,1) pont tényleg a gérbén van,

¢s a derivalt ebben a pontban valdban nulla.

Végiil a P (0,1) pontban huzhat6 vizszintes érintd egyenlete
y=1.



13. feladat. Keressiik meg az x —1=(y —3)2 gorbe fliggdleges érintdit.

Megoldas: Az y' derivalttal kezdiink.
1=2(y-3)y’,
1
2(y-3)
Ennek nevezdje akkor nulla, ha y =3 . Ezt az implicit dsszefliggésbe beirva
x-1=(3-3)",

amibdl x=1.A P(l, 3) pontban az y' szamlaldja nem nulla, mert az mindentitt 1 .

y'=

A P(1,3) pontban tehat a gdrbének fiiggleges érintdje van.

14. feladat. Keressiik meg az x* —xy +Yy* =27 gorbe fiiggdleges érintdit.

Megoldas: El6szor meghatarozzuk az y' derivaltat.

2x—(y+xy')+2yy' =0,

2X—y+2yy'—xy'=0 ,

2x-y+(2y-x)y'=0,
, Y —2X

= 2y——x .

Megkeressiik a gorbén azokat a pontokat, ahol az y' derivalt nevezdje nulla, de a szamlaloja
nem. Ehhez eldszor kiszdmoljuk a

y

2y—x=0
{xz —Xy+y® =27
egyenletrendszer megoldasait, és kivalasztjuk koziiliik azokat, amelyekben y' szamlaloja nem
nulla. Az elsd egyenletbdl x =2y . Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
4y* —2y* +y* =27 ,

3y’ =27.
Ebbol y=+3 .Ha y=3 ,akkor x=6 . Ha y=-3, akkor x=-6 . A P(6,3) pontban az y’
szémldloja 3—2-6 =0 ,a Q(—6,-3) pontban az y' szamlaléja —3—2-(—6)=0.

Tehat a gorbe P(6,3) és Q(—6,—3) pontjaiban huzott érint8k fiiggdlegesek. Ezeket és a
gorbét latjuk az alabbi abran.



3.1-7 abra

Elméleti osszefoglalo

2 2
Tekintsiik az XT + % =1 implicit gorbét. Konnyti ellendrizni, hogy a P [l, %J illeszkedik
a gorbére, i+£ =1.
4 36

Tegyiik 161, hogy szeretnénk megtalalni a gorbe egy tovabbi, a P pont kdzelében 1évo pontjat.

Eljarhatunk ugy, hogy kicsit megvaltoztatjuk a P pont egyik koordinatajat, azt beirjuk az
implicit dsszefliggésbe, és abbol kiszdmoljuk a masik koordinata értékét.

Példaul keressiik meg a gorbének az a pontjat, amelynek elsé koordinataja 1.1. Beirva ezt az
implicit 6sszefiiggésbe
2

0.3025+ y? -1

adodik, amibdl y = +2.505493963 . A két érték koziil nyilvan a pozitiv van ¥ kdzelében.

Tehat arra jutottunk, hogy a Q(L.1, 2.505493963) pont a gorbe egy tovabbi, a P pont
kozelében 1€vo pontja.

Ebbdl is lathatjuk, hogy ilyen esetben altalaban kozelitd értékekkel vagyunk kénytelenek
szamolni, st az is sejthetd, hogy ha az implicit dsszefiiggés bonyolult, a kdzelitd szamolasok
elvégzése is nagyon bonyolult lehet.

De van egy masik lehetdség is. Tudjuk, hogy az érintd az érintési pont kdzelében jol kozeliti a
gorbét. Ha ugyis be kell érniink kozelitd értékekkel, miért nem szdmolhatnank ezt az
érintébdl, ami mindig egy egyszeri linearis fliggvény?



Az elébbi példanal maradva azt csinalhatjuk, hogy felirjuk a gérbe P pontbeli érintdjét, majd
abban az x helyére 1.1-et helyettesitve megkapjuk, kozeliten, a keresett pont masodik
koordinatajat. Mivel implicit derivalassal

5+2W =0,
2 9
amibdl
=X
4y’
a derivalt értcke a P pontban y = . Az érint6 egyenlete tehat
y:—§x+¥—l-(—§j=—§x+2\/§ .

J3

A keresett kozelitd értck tehdt y =—=>-11+ 23 =1.45-/3 =2.511473672 .

A két kozelitd érték eltérése kicsit kisebb, mint 0.006 , tehat hasznalhaté eredményt kaptunk.

15. feladat. Tekintsiik az x> —2xy +Yy° =0 implicit gorbét. Ellenérizziik, hogy a P(1,1) pont

illeszkedik a gorbére, és ennek felhasznaladsaval hatdrozzuk meg kozelitden a gérbe azon
pontjanak masodik koordinatajat, amelynek els6 koordinataja x =0.99 .

Megoldas: Helyettesitéssel 1° —2-1-1+1° =0 dsszefiiggés teljesiil, a P pont a gdrbén fekszik.
Mivel 0.99 kozel van 1 -hez, a P pontban huzott érintdt fogjuk hasznalni. E16szor
elkészitjikk az y" implicit derivaltat.
5x* —(2y+2xy')+5y‘y'=0 ,
5x* —2y—2xy' +5y’y' =0,
5x* —2y+(5y4 —2x)y’ =0,

, 2y-5x*
Sy’ —2x
Ennek helyettesitési értéke a P pontban y' = % =—1. Ezek felhasznalaséaval az érintd
egyenlete
y=-1.x+1-1.(-1)=-x+2 .
Ennek helyettesitési értéke X =0.99 -ben
y=-0.99+2=1.01.

Azt kaptuk tehat, hogy a Q(0.99, 1.01) pont j6 kézelitéssel a gdrbére esik.
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3.1-8. dbra
Ezen az abran a gorbe egy darabjat latjuk. A nagyobbik kor jeloli a Q (0.99, 1.01) pontot, a

kisebbik a gorbére ,,pontosan” illeszkedd pontot. Mivel a két kor nem koncentrikus, lathatjuk,
hogy a Q masodik koordinataja csak kozelitéen jo. Az is latszik az abrardl, hogy a Q feljebb
van, mint a gorbe igazi pontja, ami azért van, mert itt a gérbe érintdje a grafikon felett halad,
ami a gorbe jellegébdl vilagos is.

16. feladat. Tekintsik a 2(x* +y? )2 = 25(x* —y*) implicit gorbét. Ellendrizziik, hogy a
P(3,2) pont illeszkedik a gorbére, és ezt felhasznalva hatarozzuk meg a gérbe azon pontjanak
az els6 koordinatajat, amelynek a masodik koordinataja y =1.01 .

Megoldas: Az ellendrzés még most sem nagyon bonyolult:
2
2(3+17) =25(3*-1%) ,
2-10°=25-8 ,

200 =200 .
Meghatarozzuk az y' derivaltat.

4(x% +y?)(2x+2yy') =25(2x —2yy") ,
4(x2+y2)(x+yy’):25(x—yy’) :
AX3 +4xy° + 4x*yy' +4y°y = 25x — 25yy'
(4x2y+4y3 + 25y)y' = 25x —4x° —4xy’ ,
, 25X —4x® —4xy?

y = a2 3 :

Xy +4y° + 25y

Az y' értéke a P pontban
, 25-3-4.3°-4.3.1° 9

C4.3%.1+420+251 13
Igy tehat a P pontban huzott érint6 egyenlete

9 9 9 40
Y= X+1-3 — = |2 x4
13 13) 137 13




Ha ebben elvégezziik az y =1.01 helyettesitést, akkor az

1.01=—2x+@

13 13
egyenletb6l x =2.986 .

Tehat a Q(2.896, 1.01) pont j6 kozelitéssel a gorbére esik.
Ellenorzé kérdések

1. kérdés. Az x—y® =xy implicit alakban adott fliggvény derivaltja

y'= le:Zyy )
1
y’:x:2yy '
1_
y,:2x+yy '
1
V=—;i%n

2. kérdés. Az x* +3xy +y® =5 implicit alakban adott fiiggvény derivaltja

,_ 3X+2y
- 3(x4—y2)'
, 2X+3y
__3(x+—y2)'
,  2X+3y
__EZIISFE.
, 2X+3y
T

3. kérdés. Az 3y’ +x* =7 implicit alakban adott fiiggvény derivaltja a P (2,1) pontban

Y—ﬂ
5
Y——g
5
.4
y'=——.(X)
Y—z
5

4. kérdés. Az y* —4y =4x° + x implicit alakban adott fliiggvény derivaltja az x =1 helyen



8
12
4
y'=-1.
13
'=—— (X
y A )

5. kérdés. Az x* +y® =x+4 gorbe P(1,2) pontbeli érintdje

3x-11

(%)

6. kérdés. A g+ y = X gorbe m=—-1 meredekségii érintdinek egyenlete
y

y=—X+3¢é y=—x-3.
y=—X+4¢és y=—-x-3.
y=—X+3¢és y=—x—-4.
y=—X+4¢é y=—x—-4.(X)

7. kérdés. Az X+ ﬁ =y +1 gorbe y =2x-3 egyenessel parhuzamos érintdje

y=2x-1.(X)
y=2x-3.
y=2x+1.
y=2Xx+3.

8. kérdés. Az x+2=xy+1 gorbe y=x-3 egyenesre merdleges érintdinek egyenlete

y=—X—-3¢é y=—x-1.
y=-Xx+3¢és y=—x-1.(X)
y=—X+3¢és y=—x+1.
y=—X—-3¢s y=—x+1.

9. Kkérdés. Az x° +y? +xy =3 gorbének melyik pontjaiban vizszintes az érint6je?
y +Xy g Y1k ponij ]



A P(1,-2) ésa Q(-1,2) pontokban. (x)
A P(1,-2) ésa Q(-1,-2) pontokban.
A P(L,

A P(

1,2) ésa Q(-1,2) pontokban.
1,2) ésa Q(1,2) pontokban.

10. kérdés. Az x° +y*> —xy =3 gorbének melyik pontjaiban fiiggdleges az érintdje?

A P(2,-1) ésa Q(2,1) pontokban.

A P(21) ésa Q(-2,1) pontokban.

A P(2,-1) ésa Q(-2,1) pontokban.

A P(21) ésa Q(-2,—1) pontokban. (x)



