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dt
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o ¿ wg���Huev�u9��v���w6��q-��q-����¸-}e�eq-x���ze�*u ��q��
q�����¸�}�º ¾ ��}|}e�|¸�v���q�}e� ue��ze���Yw��L¼ ¿ w��g�Hu�v�u����Luev ¾ q����|q����Y¸��Vº
��¸�xeqeÑ

~v1 = ~v(t1)
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o ¿ wg���Huev�u9��v���w���q��
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º]wg��~ev���uYp)q�}|q-}e�eq-{�wgx"u ¿ ~e����ue}e�|����qÍ¸-��wgv���¼9��¸�vLq-x_wg��~�v1�|~��eu����

T � W��»Z�j9i9d�¡9³#£%m-\KÌ�`bÔ
c�i�ke¡>\ed�¡e\�keZ5¢�i9d�£
m�`-Ì�`bmbm�©�ke§e`bf9£¥i9¦�led�\9f�Z#¦�led�¡e\>^_`�k�`�ke¡�`�j-Zgf>\»¢�le¯°¡e\�k�¤9¦-Ì�`y©�¦�Z#d�´
£ÆÎÆ �©�d�`bfrZ#¦�led�¡ele§9\e¯�¶

� wg{�z|v������b~��-Ñ
~v(t) =
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dt
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= v(t)~t
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~a(t) = ~̇v(t) =
d2~r(t)

dt2
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o ¿ wg���HuevLu���v���wh}��|z|�����L�g~e���eq-x���z|�>u*}e�ez|�����L�H~e� ¾ �L}|}e�e¸-v�� q-}�� ue�Lz����Áwg��¼ ¿ wg���HuevLu�����u�v ¾ q����|q����Á¸��Vº
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~v = ~v(t)
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vx, vy, vz
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s = s(t)
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v = v(t)
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at = at(t)
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� ��p)q����-Ñ
s = s(t)

� ��p)q�����Ñ
at = at(t)

�
s0

�
v0

v(t) =
ds(t)

dt
, v(t) = v0 +

t∫

t0

at(t)dt
�

at(t) =
dv(t)

dt
=

d2s(t)

dt2
. s(t) = s0 +

t∫
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v(t)dt
�
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� q-��q��Y��q����6��q��
q�����¸�}�~e���Hu ¿ ze�buÍq�}e�Yue�Lz����]wg�L¼ ¿ wg���Huev�u9����uev@u�prq-��q��K��q-�V���|����{�q-� ¿ z|v�����~�tLz|{½�bue�Æº
��z|{�È)��q-��q-����¸-}��|q-x���z|��z|x¹t�ue��p_u�{�u��
� q-}|ue��~e��Ñ
º6uY��q-�V� ¿ wg�g�guev�u���v��5w ~ω ��{��|}|��q��
q�����¸-}|¸��|q-�I�
º6uY��q-�V��q�}e�Åue��ze���

A ¿ z|v�����~ev�u�x ¿ w��g�Hu�v�u���v���w ~vA
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q�����¸-}|¸��|q-�I�
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� z|{�}�~e��~��g�Hu ¿ ze�-ÑJq-}��"p)q���q��*��q����Àp)ze{-}�~e��~e�g�gu ¿ ze�b~���uK��q����»��q�����{�¼|�gq�}|q-� P ¿ z|v�����~�v�uex

º
~rP = ~rP (~%AP , t)

tLq�����{-q���q T t�q-���1�eq-x���z|��u W �
º
~vP = ~vP (~%AP , t)

��q��
q�����¸-}|q T ��q��
q�����¸-}e�eq-x���z|��u W ¸��
º
~aP = ~aP (~%AP , t)

}��|z|�����L�g~e��u T }e�ez|�����L�H~����|q�x���z|��u W t�u��b~���z|{�{�u�p)q�}L�

~%AP

º6uK��q-�V��q�v[uK��q�����{�¼|�gq�}|q-� � ¿ z|v��ÀtLq-���|¸���prq-}|ue�LÈYtLq-���1�|q-x���z|�-� �½º6ue{Áwg��¼L�
� �gq-prw�prz|{-}|~e�-Ñ
U �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑ,u�prq-��q��*��q-���À��wg{���}�~e���½wg��¼ ¿ wg���HuevLu�����u�v)�|q����Àprz|{-}�~���~e���Hu ¿ ze�bu5�� �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑ,u�prq-��q��*��q-���À�|¸�}e��q��gq�v����:������wg�¹wg�L¼Yue�gu������|¸-}e�
q�p)q�vL¼ T q-}e�"ue�Lze���»wg�L¼ ¿ wg�g�guev�u��Vº

��u�v¹��q-x����|q���xeq�{-¼ W prz|{�}�~e��u5�

TVU �|W ���� �\_^_`�kr^_`�¦b`�§@£Æ`bm�£»`�¯g`�^�ZJ^_i-jbk�l9m-\eZ#d�\9f)i�m�j-£�le¯°¡�i-j�l9m-le£«¶
� q-��q��"��q-����q-��q-prw�prz|{-}|~e��uew�v�uexrz|��{��b~e���|z|{-~e��urue{Áq-��q-�L¼Y�|q�x���z|��xeq�����¼|�yue�Hu ¿ ��~ev�Ñ
TÆU � W

~ω = ~0
T u W

~vA = ~0
º]q-�gq�p)w
v��5��}�ue�gzepD�

T � W
~vA 6= ~0

º]q-�gq�p)w
t�ue�gue�LÈ�prz|{-}�~��-�
TI� � W

~ω 6= ~0
T u W

~ω · ~vA = 0
º]q-�gq�p)w ¾ z|��}eÈrprz|{�}�~e�-�

T � W
~ω · ~vA 6= 0

º]q-�gq�p)w
s-��u���ue�»prz|{-}|~e�-�
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A

B

ABr
ω

Av

Bv
~vB = ~vA + ~ω × ~rAB

�

~ω
º6uK��q-�V� ¿ wg���Huev�u9��v���w���{��|}|��q-��q-����¸-}|q��

~vA, ~vB

º6u�{�o·¸�� � ¿ z|v���z|x ¿ wg���Huev�u9��v���w���q��
q�����¸-}|q��
~rAB

º6u�{�o ¿ z|v�����È|�
u � ¿ z|v�����u�pK���bu9��È
t�q-���1�eq-x���z|���

TVU 
�W��K`%±²d�Z�le¯  �\"^_`�¦b`�§r£¥`bm�£,¢�Z#¯#¯�\ed�\e£�d�¡9Z�¬�i9¦Ik�l9m�£¥`�d�k�`�¯°¡1©�£�¶K�À�� �\¹^_`�kB\Í¬�i9¦Ik�l9m�£Æ`�d�k�`�¯°¡*Z#¦�led�¡9§e`bf9£Æi9´
¦�le£y©bm�\"^_`�¦�`�§Y£Æ`bm�£²�·¢�i9d�£Ï �l�Ì µ ¯h\�¬�i9¦�k�l9m�£¥`�d�k�`�¯°¡��·¢�i9d�£%c�i-jK¯g`�k9f�¤-j9`�¯g`-Ì�Ì@¯g`�§eÎ �Ò¢�i9d�£Ï �led�\9f
c�`�¯°¡�§e`bf9£¥i9¦�le£«¶
o ¿ w��g�guev�u���v1��w ¾ ze��}�~e�V��q�vL}|q-���1��uÁ��¸-��ue{-zev X ¿ z|v�����uew�ue��xeze�%��~ex3��uep)q����eq-x1vLq-xY��q-��q-����¸-}|qÍ{�¸-���L�-Ñ
~vX = ~0

�
o ¾ z|��}�~�����q�vL}|q����*w���~ev��1�|q�x���z|��u�Ñ]uY��q-���

~ω
��{��|}|��q-��q-����¸-}e�eq-x���ze��u��

o ¾ z|��}�~�����q�vL}|q����*o ¿ z|v���tLze{���q-}|x��|{-q��gq��L�Å�gq��e¼ � ¿ z|v�����~ev�u�x_tLq����1�|q�x1��z|��u5Ñ ~rAD =
~ω × ~vA

ω2

�

T�� ��W��K`%±²d�Z�le¯  �\r^_`�¦�`�§K£¥`bm�£:¢�Z#¯#¯�\ed�\e£Id�¡9Z]abm-\e§9\e¦¨£¥`�d�k�`�¯°¡1©�£�¶��À�� �\_^_`�k_\¹abm-\e§9\e¦¨£Æ`�d�k�`�¯°¡�Z#¦�led�¡9§e`bf9£Æi9´
¦�le£À©bm@\_^_`�¦�`�§�£Æ`bm�£J�·¢�i9d�£  �l�Ì µ ¯
\¹abm-\e§9\e¦¨£Æ`�d�k�`�¯°¡@�·¢�i9d�£#c�i-j>¯g`�k9f�¤-j9`�¯g`-Ì�Ì>¯g`�§eÎ���¢�i9d�£Ï �led�\9f
c�`�¯°¡�§e`bf9£¥i9¦�le£«¶
o ¿ w��g�Hu�v�u���v���w:s-��u��eu�����q�vL}|q����1�Áur��¸-�Íu�{-z|v X ¿ z|v��%��uew'ue�gx�ze����~ex3��uep)q����eq-x1vLq-x¹��q��
q�����¸-}|q ¿ ~��Vº
t1�L{�ueprz|�ÀuK��q�������{-�e}|��q��
q�����¸�}|¸��eq-�IÑ

~ω × ~vX = ~0
�

oÒs-��u���ue�V��q-v�}|q-���"wg��~ev����eq-x���ze��u�Ñ]u���q-�V�
~ω
��{-�|}e��q-��q-����¸�}e�|q�x1��z|��u5�

oÒs-��u���ue�V��q-v�}|q-���"o ¿ z|v���tLz|{Á�gq�}|xe�|{�q-��q-�L�Å�gq��|¼ � ¿ z|v�����~�v�uex_t�q-���1�eq-x���z|��u�Ñ ~rAD =
~ω × ~vA

ω2

�

T��5U.W>���� �\_^_`�k_\rm�³gf9^_i-jbk�l9mÍ^�Z#d��9f�©�£6��`%±²d�³�a�Z µ  �le£«¶
U �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑ � �gx1p)ze{-}�~e�½q���q���¸-vBuK��q-�V� ¿ z|v��%��uew:q-}e�"ue�Hu ¿ ���gx1x9ue� T q-}�� ~ω

º«��u
⊥
����x�x9ue� W

¿ ~e��t1�L{�ueprz|�½���gxezex��LuevBprz|{-ze}|v�uex3�
� �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑ � �gx1p)ze{-}�~e�½q���q���¸-vBuK��q-�V�À��~e��prq-��� ¿ z|v�����~evLuex*��q��
q�����¸-}e�eq-x���z|��u ⊥

uK��q����
~ω
��{-�|}e��q-��q-����¸�}e�|q�x1��z|��~���u����eu�}e��wg�

‖
ue{

~ω
º¥��u

⊥
ue�Hu ¿ ���gx1x9ue�I�

T��|�|W>���� �\Å^_`�kD\*m�`-Ì�`bmbm�©�k�l�Ì-¦�\B©bmY\*m�`-Ì�`bmbm�©�k�¢ µ ¯°Ö�mr©�¦�£¥`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶�XBZ#¯°¡1`�d ^_i-jbk�l9m)`bm�`�£¥©�d ¦�\� �j9i9¯°´
c�\e£ µ m�`-Ì�`bmbm�©�k�l�Ì-¦�\�n���¦# �\)¯g`@\Ym�`-Ì�`bmbm�©�k�l�Ì-¦�\r£�Ö�¯�\� ���i9d�m-l�k�le£«¶
o ��q��
q�����¸-}�~e����~��ÁÐL}��Bx9u ¿ ����xDprq-}L�
t�u*q-}��[ue��ze���ywg�L¼ ¿ wg�g�guev�u�����uevÅxe�e{-�|��x�q-{��L¼ ¿ z|v�����È|� ¾ q-�Äº
p)¸��%���LxÅu���q����,��q-���gq-pr{-¼ ¿ z|v�����uew�v�uex*��q-��q-����¸-}��|q-x���z|��uew���� � q��
q�����¸-}�~e����u_s���uexÅ����x1p)z|{�}�~e�»q-��q�º
��¸�vD��u.��{-z|��t�u���ÈL�
o ��q-��q-����¸�} ¿ Èe�g�L��p)q���q��B��q���������x1p)z|{�}�~e��uÅq���q���¸-v7ue{Yue�gu ¿ ����x1v�uex[u�{)u � ¿ z|v��%��u��'uep)q�����vLq�x
��q��
q�����¸�}e�|q�x���z|��u*{-¸-���L�-Ñ

~vP = ~0
�

o ��q��
q�����¸�}�~e�L��u tLue��z|v��gÈ u[tLq�����{-q��b~e����~etLze{e�²�Lq"u[��q-��q-����¸-}�~��L��u u[tLq-����{-q���~e�L��~etLz|{"x�¸ ¿ q-���
90o

º¥x9ue��q����eu�v ¾ z|��}�u����eu�u�{
~ω
��{-�|}e��q-��q-����¸�}e�|q�x1��z|��w���~ev���~���uev��

���
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A

B

ABr
ω

Aa

Ba

ε

	 ¸-����q-��w�prz|{-}�~��-Ñ
~aB = ~aA + ~ε × ~rAB + ~ω × (~ω × ~rAB)

�
~ε

º6uK��q���� ¿ w��g�Hu�v�u���v���w���{-�|}e}e�|z|�����L�g~e��u5�
~ω

º6uK��q-��� ¿ w��g�guev�u���v1��w
��{-�e}|��q��
q�����¸�}|qe�
~aA,~aB

º6u�{�o·¸�� � ¿ z|v���z|x ¿ wg���Huev�u9��v���w�}e�ez|�����L�H~e��u��
~rAB

º6ue{Áo ¿ z|v�����È|�
u � ¿ z|v����LurpK�5�bu���È
tLq����1�|q�x1��z|�-�

� �gx1prz|{-}�~��-Ñ
~aB = ~aA + ε~n × ~RAB − ω2 ~RAB

�
~n

º6u�����x_vLz|��p_~��gwg�6q-}e����¸-}e�eq-x���z|��u��
~RAB

º6ue{
~rAB

tLq-�����eq-x���ze�À���gx1��uYq-��¼)�|����{�q���q��|¼9��q��

T���Ê1W>���� �\Á^_`�k>\Á^_`�¦�`�§�£¥`bm�£
ke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m-le¯#¯�\�¢�i9£«led�\9fÁ©�¦¨£Æ`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶6X[Z#¯°¡�`�d_^_`�d�d�¡9Zgm�©�k�`bf�f�`�¯5\��9c�\e£ µ
^_`�k¹`�ke¡1©�¦¨£¥`�¯°^��3`�dB^_`�¦b`�§@£Æ`bm�£Õke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m-le¯#¯�\�¢�i9£«\�n
� q-��q�� ��q-���)}e�ez|�����L�H~e��~e�g�gu ¿ ze�bu¹q-}e�Ru��Lze���Yw��L¼ ¿ w��g�guev�u�����uevPu prq-��q��P��q-���r�|����{�q-� ¿ z|v�����~�tLz|{
�bue�V��z|{�ÈY}e�|z|�����L�g~e���eq-x���ze��z|x"t�u��gp)ue{�u��
� q-}|ue��~e��Ñ
º6uY��q-�V�

~ε ¿ w��g�Hu�v�u���v���w���{-�|}e}e�|z|�����L�g~e��~���ue�I�º6uY��q-�V�
~ω ¿ w��g�guev�u���v1��w���{��|}|��q��
q�����¸-}|¸��|q-�I�

º6uY��q-�V��q�}e�Åue��ze���
A ¿ z|v�����~ev�u�x ~aA

¿ wg���HuevLu���v���w�}e�ez|�����L�H~���~���ue���

T��|Ó|W>���� �\Å^_`�kB\)ke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m-l�Ì-¦�\B©bmr\)ke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m¥¢ µ ¯°Ö1mr©�¦¨£Æ`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶YXBZ#¯°¡1`�dS^_i-jbk�l9mY`bm�`�£Æ©�dS¦�\� ¨´
j9i9¯ c�\e£ µ ke¡�i9¦�m�Ö5¯�l9m-l�Ì-¦�\�n���¦# �\_¯g`>\�ke¡�i9¦bm�Ö�¯�l9m-l�Ì-¦�\)£�Ö5¯�\� ���i9d�m-l�k�le£�¶
o·}e�|ze�������H~e��~e�L��~9�»ÐL}e�*x9u ¿ ���Lx*prq-}L�LtLuYq�}e�"u��Lze���»w��L¼ ¿ w��g�guev�u�����uevrxe�|{��|�»xeq-{��L¼ ¿ z|v�����È|� ¾ q-�Äº
p)¸��%���LxRu ��q����Í��q-���gq-pr{-¼ ¿ z|v�����uew�v�uexS}e�|z|�����L�g~e���eq-x���ze��uew��������|z|�����L�g~e��~��L��u s-��uex ����x�prz|{�}�~e�
q-��q���¸�v[��u���{-z|��t�u���È��
o }��|z|�����L�g~e� ¿ È|�g���Àprq-��q��*��q-�V�y���gx1p)ze{-}�~e��urq���q���¸-v[ue{�ue�Hu ¿ ���gx1v�u�x"ue{�u�� ¿ z|v��%��u���uep)q�����vLq�x
}e�|ze�������H~e�V�|q-x���z|��ur{-¸-���L�-Ñ

~aQ = ~0
�

o }��|z|�����L�g~e��~e����uYt�ue��zevL�gÈru)t�q-����{�q��b~��L��~et�z|{e�3�Lq>ur}��|z|�����L�g~e��~e����ururtLq�����{-q��b~e����~etLze{>x�¸ ¿ q-���T
180o − ϕ

W ��{-�|}|}eq-�:q-����uev ¾ z|��}�u�����u�ue{
~ε
��{��|}|}e�ez|�����L�H~e�V�|q�x1��z|�Àwg��~�v1�|~e��uev��

o
ϕ
��{-�|}Y�bu�vL}|q-v���qeÑ

tgϕ =
|ε|

ω2

�

T�� � WKË6¦�£¥`�¯°^_`�jbj9`½^_`�¦�`�§�£Æ`bm�£
§e©�k�`bm½^_i-jbk�l9m-le£�¶ �K`%±²d�Z�le¯  �\Á^_`�¦�`�§�£Æ`bm�£
§e©�k�`bm]c�\e¯�\�� µ Ô�¬�i�k µ ©bm�abm-\e§9\e¦
^_i-jbk�l9m-le£«¶
� q-��q��"��q-���À�|¸�}|q-�Àprz|{-}�~���~ev�u�x_�Lq 	�vL�gs�wgÈ|wIÑ
U �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑJoÒprq-��q��*��q-���ÀtLze����{-ue�L���

〈t1, t2〉
wg�L¼�w�v1��q-�V�eu��g�g��p ue�gu������|¸-}e�
q�p)q�vL¼)prz|{�}�~e��u5�

� �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑ � ��q-prw T ¿ w��g�guev�u���v1��w W prz|{-}|~e��z|x)��z|��z|{�u9�bu T q-}��5p)~e�����b~ev.��u W �
� ue�gue�LÈYprz|{-}�~��-ÑJo·��q����ÀprwgvL�Lq�v ¿ z|v��%��uru�{-z|vLze�À��q-��q-����¸-}e}|q-�'p)ze{-z|}L� ~ω(t) ≡ ~0
��z|��}|ÈYprz|{-}|~e�-Ñ

~ω(t) 6= ~0
¸-�

~ω(t) · ~vA(t) = 0
�

� ¿ q-s-wg~e�gw���q-��q���q-x3Ñ]º6~e���gÈ@��q-vL}eq-���_xe�|���L�gw ¾ ze��}�~e���
º]���gx1prz|{-}�~�� T u�p)ze{-}�~e�½��z|��~�vDu ¾ z|��}�~e�V��q-v�}|q-���Åu�tLq-���|¸��»��~e����z|{��bu��%��u W �
º]}e�|pK�Lprz|{-}|~e� T ~��g�gÈ ¿ z|v��»x��|���L��w ¾ z|��}|~e� W �

� ��u���ue�Àp)z|{�}�~e��Ñ
~ω(t) 6= ~0

¸��
~ω(t) · ~vA(t) 6= 0

�

�¨×
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£Æ`bm�£¥`bf�Ô]Z#¯#¯g`�£�§e`Íf��.¢�i�m,¬�`�¯°­�¯g`�£ �D£¥`bm�£Æ`bf@k�¤9¦��e­�¯g©bm�`K`bm�`�£¥©�d²n
�Í¸��»��q����Àq-}e��p)~e��t�z|{Áxe¸ ¿ q-�V����wg��{��bu�}|�e���L�L��¼Yp)z|{�}�~e�V���|¸�}|q-{��
t�u
º ¾ q-���L�gq���q-w�x_s���uex*q�}e�"q�}e�|q�vLq-�À�|z|v�u��:p)q�v1��¸-v¹¸-��wgv���x�q-{-v�q-xÅ¸-�
º6u ¿ wg�g�guev�u���v��5w ¾ z|��}�~e����q-vL}eq-���*ue{Á¸-��wgv���x�q-{-¼)q-}e�eq-vLq�����q@q-��wgx3�
� q�vL}|q-��q-� ¾ q��g�L��q���É¹��q�����q�xD��wg��{��bu_}e�|���L���g¸-��q@q���q���¸-v ����x1p)z|{�}�~e���
x1Ð ¿ z|� ¾ q��g�L��q���É¹��q�����q�xD��wg��{��bu
}|�|���L�L�g¸���qÁq-��q���¸-vB}e�|pK�Lprz|{-}|~e� T uK��q-��� ¿ z|v�����uew�}e�|pK� ¾ q��g�L��q���q�xeq�v¹prz|{�z|}|v�uex W ���|vÅ��¸�����qe�

T�� ��W>���� �\*^_`�kD`�ke¡_^_`�¦�`�§�£¥`bm�£,�Ò¢�i9d�£�ZgÔ�\�jr`�ke¡�^rl9mbc�i-j�f�©¥¢�`bm�£6^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´¥¦�`�d��9m�j9`�¦�`bfeÌ�`�d
§e`�£I£

~vA

©bm
~βA

m�`-Ì�`bmbm�©�ke§e`bf9£Æi9¦�led�\9f>fe\�¢�abm�i9¯�\e£«le£�¶

x y

z

Ar

1 2r

A

Aρ

1O

2O

ξ

η

ς

3

Av
Aβ

~vA = ~vAsz
+ ~βA

� ��ue}e� ~βA = ~βAsz
+ ~vA

�
~vA

º6u�{Ío ¿ z|v�� ¿ w��g�Hu�v�u���v���w���q-��q-����¸-}eqKue{ x, y, zx�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���
q�v��
~βA

º6ue{Ío ¿ zev1� ¿ wg�g�guev�u���v��5w
��q��
q�����¸�}|qKu�{ ξ, η, ζx�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���
q�v��
~vAsz

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���tLq�{�x��e�������
o ¿ zev1� ¿ w��g�guev�u���v1��w
��q-��q-����¸�}|qKue{ x, y, zx�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-���
q�v��

~βAsz

º6ue{
x, y, z

xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-��t�q-{�xe�e���e���
o ¿ zev1� ¿ w��g�guev�u���v1��w
��q-��q-����¸�}|qKu ξ, η, ζx�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-���
q�v��

T�� 
�W��>i�ke¡e\edPm�j�le^�³#£%c�\e£ µ f9Z�`�ke¡D^_`�¦�`�§"£¥`bm�£»� ¢�i9d�£�ZgÔÍ\�j¹`�ke¡�^rl9mbc�i-jrf�©¥¢�`bm�£À^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´
¦�`�d��9m�j9`�¦b`bfeÌ�`�d §e`�£�£

~vAsz

©bm
~βAsz

m�j�le¯#¯°³#£ µ m�`-Ì�`bmbm�©�k�`5nSXBZ#¯°¡�`�d fe\�¢�abm�i9¯�\e£½§9\edR\*m�j�le¯#¯°³#£ µ m�`-Ì�`bm�´
m�©�k�`bfKf�¤-j9¤9£�£-n

x y

z

Ar

12r

A

Aρ

1O

2O

ξ

η

ς

21ω

12ω

3

Av

Aβ

12v

21v

~vAsz
= ~v12 + ~ω12 × ~%A

�
~v12

º6u
ξ, η, ζ

x�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-�
O2

xeq-{��L¼ ¿ z|v�����~evLuexÅu���q-��q-����¸�}|q
ue{

x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω12

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���vLq�x��
prwgv��»p)q���q��_��q�����vLq-x¹u���{��|}|��q��
q�����¸-}|q
ue{

x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~βAsz
= ~v21 + ~ω21 × ~rA

�
~v21

º6u�{
x, y, z

x�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-�
O1

xeq-{��L¼ ¿ z|v�����~evLuexÅu���q-��q-����¸�}|q
u

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω21

º6ue{
x, y, z

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���vLq�x��
prwgv��»p)q���q��_��q�����vLq-x¹u���{��|}|��q��
q�����¸-}|q
u

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~vAsz
= −~βAsz

�
~vAsz

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���tLq�{>x��e���e���»o ¿ z|v��À��q��
q�����¸-}|q@ue{ x, y, z
xez�z|����wgv�~���u9º

��q�vL�L��{�q-���
q�v�Ñ
~βAsz

º6ue{
x, y, z

xez�z|����wgv�~���u9º¥��q-vL����{-q���tLq�{Áxe�e���e���Ào ¿ z|v�����q-��q-����¸-}eqKu ξ, η, ζ
x�z5z|���LwgvL~��bu9º

��q�vL�L��{�q-���
q�v��

TIÂ ��W>���� �\*^_`�kD`�ke¡_^_`�¦�`�§�£¥`bm�£,�Ò¢�i9d�£�ZgÔ�\�jr`�ke¡�^rl9mbc�i-j�f�©¥¢�`bm�£6^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´¥¦�`�d��9m�j9`�¦�`bfeÌ�`�d
§e`�£I£

~aA

©bm
~αA

ke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m�§e`bf9£Æi9¦�led�\9fKfe\�¢�abm�i9¯�\e£�le£«¶
� �



x y

z

Ar

12r

A

Aρ

1O

2O

ξ

η

ς

3

Aa
Aα

~aA = ~aAsz
+ ~aAc

+ ~αA

� ��ue}e�
~αA = ~αAsz

+ ~αAc
+ ~aA

�
~aA

º6ue{Ío ¿ z|v�� ¿ w��g�guev�u���v1��w
}e�|z|�����L�g~e��urue{ x, y, zx�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���
q�v��
~αA

º6u�{Ío ¿ z|v�� ¿ w��g�Hu�v�u���v���w�}��|z|�����L�g~e��uYue{ ξ, η, ζx�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���
q�v��
~aAsz

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|����wgv�~���u9º¥��q-vL����{-q���tLq�{Áxe�e���e���
o ¿ zev1�À}e�ez|�����L�H~���uYue{ x, y, z

xez�z|����wgv�~���u9º
��q�vL�L��{�q-���
q�v��

~αAsz

º6ue{
x, y, z

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���tLq�{>x��e���e���
o ¿ zev1�À}e�ez|�����L�H~���uYu ξ, η, ζ

xez�z|����wgv�~���u9º
��q�vL�L��{�q-���
q�v��

~aAc

º6ue{Ío ¿ z|v�� � z|��w�z|�gw���}e�ez|�����L�H~e��uYue{ x, y, zxez�z|����wgv�~���u9º¥��q-vL����{-q�����q-v��
~αAc

º6ue{Ío ¿ z|v�� � z|��w�z|�gw���}e�ez|�����L�H~e��u)u ξ, η, ζxez�z|����wgv�~���u9º¥��q-vL����{-q�����q-v��
TIÂ�U.W��>i�ke¡e\edPm�j�le^�³#£%c�\e£ µ f9Z�`�ke¡D^_`�¦�`�§"£¥`bm�£»� ¢�i9d�£�ZgÔÍ\�j¹`�ke¡�^rl9mbc�i-jrf�©¥¢�`bm�£À^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´

¦�`�d��9m�j9`�¦b`bfeÌ�`�dB§e`�£I£
~aAsz

©bm
~αAsz

m�j�le¯#¯°³#£ µ ke¡�i9¦�m�Ö5¯�l9m-\�n*X[Z#¯°¡�`�d[fe\�¢�abm�i9¯�\e£²§9\ed7\rm�j�le¯#¯°³#£ µ ke¡�i9¦�´
m�Ö5¯�l9m�i�f�f�¤-j9¤9£�£�n

x y

z

Ar

12r

A

Aρ

1O

2O

ξ

η

ς

21ω

12ω

3

Aa

Aα

12a

21a

12ε

21ε

~aAsz
= ~a12 + ~ε12 × ~%A + ~ω12 × (~ω12 × ~%A)

�
~a12

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q��
O2

xeq-{��L¼ ¿ z|v�����~evLuexÅu�}e�|z|�����L�g~e��u
ue{

x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ε12

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|����wgv�~���u9º¥��q-vL����{-q���vLq�x3�
prwgv��»p)q���q��_��q�����vLq-x¹u���{��|}|}e�ez|�����L�H~e��u
ue{

x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω12

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���vLq�x��
prwgv��»p)q���q��_��q�����vLq-x¹u���{��|}|��q��
q�����¸-}|q
ue{

x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~αAsz
= ~a21 + ~ε21 × ~rA + ~ω21 × (~ω21 × ~rA)

�
~a21

º6u�{
x, y, z

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q��
O1

xeq-{��L¼ ¿ z|v�����~evLuexÅu�}e�|z|�����L�g~e��u
u

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ε21

º6ue{
x, y, z

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���vLq�x��
prwgv��»p)q���q��_��q�����vLq-x¹u���{��|}|}e�ez|�����L�H~e��u
u

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω21

º6ue{
x, y, z

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���vLq�x��
prwgv��»p)q���q��_��q�����vLq-x¹u���{��|}|��q��
q�����¸-}|q
ue{

ξ, η, ζ
x�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-���
q�v��

~aAsz
+ ~aAc

= −~αAsz
− ~αAc

�
~aAsz

º6u
ξ, η, ζ

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���tLq�{�x��e�������Ào ¿ zev1�À��q-��q-����¸-}|q@ue{ x, y, z
xez�z|����wgv�~���u9º

��q�vL�L��{�q-���
q�v�Ñ
~αAsz

º6u�{
x, y, z

x�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-��tLq-{Áx��e���e���Ào ¿ z|v��À��q��
q�����¸-}|q@u ξ, η, ζ
xez�z|����wgv�~���u9º

��q�vL�L��{�q-���
q�v��

TIÂ��|W��>i�ke¡e\edPm�j�le^�³#£%c�\e£ µ f9Z�`�ke¡D^_`�¦�`�§"£¥`bm�£»� ¢�i9d�£�ZgÔÍ\�j¹`�ke¡�^rl9mbc�i-jrf�©¥¢�`bm�£À^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´
¦�`�d��9m�j9`�¦b`bfeÌ�`�d §e`�£�£

~aAc

©bm
~αAc

� i9¦¨Z�i9¯°Zgm"ke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m-\�n X[Z#¯°¡�`�d fe\�¢�abm�i9¯�\e£@§9\ed·\ � i9¦¨Z�i9¯°Zgm
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ke¡1i9¦�m�Ö�¯�l9m�i�f�f�¤-j9¤9£I£�n

~aAc
= 2~ω12 × ~βA

~βA

º6ue{Áo ¿ zev1� ¿ w��g�guev�u���v1��w���q��
q�����¸�}|qKu ξ, η, ζ
x�z5ze���Lw�v�~��bu.º¥��q�vL�L��{-q-���
q�v��

~ω12

º6u
ξ, η, ζ

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3�3p)w�v��½p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���HuevLu���v���w���{-�|}|��q-��q-����¸-}eq
u�{

x, y, z
xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v��

~αAc
= 2~ω21 × ~vA

�
~vA

º6u�{�o ¿ z|v�� ¿ wg���HuevLu���v���w���q-��q-����¸-}|q>ue{ x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω21

º6ue{
x, y, z

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3�3p)w�v��½p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���Huev�u9��v���w
��{-�|}|��q-��q-����¸-}eq
u�{

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~aAsz
+ ~aAc

= −~αAsz
− ~αAc

�
~aAc

º6ue{Áo ¿ z|v�� ¿ wg���Huev�u9��v���w � z|��wgz|��wg��}��|z|�����L�g~e��uYue{ x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~αAc

º6ue{Áo ¿ z|v�� ¿ wg�g�guev�u���v��5w � z|��wgz|��wg��}e�ez|�����L�H~���uYu ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

TIÂ|Â�WKX[Z#¯°¡�`�dN¤�mbm�j9`%¬¨­ek�k�©bm §9\ed `�ke¡ ª���®" �`�¯ � ^_`�¦b`�§7£Æ`bm�£"`�ke¡�^rl9mbc�i-j[f�©¥¢�`bm�£Y^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´
¦�`�d��9m�j9`�¦b`bfeÌ�`�dD§e`�£I£

~ω13

©bm
~ω23

¢�Z#¯#¯�\ed�\e£Id�¡9Zhm�j9¤�k9m�`-Ì�`bmbm�©�ke§e`bf9£¥i9¦�\Kf�¤-j9¤9£�£-n

~ω13 = ~ω12 + ~ω23

�
~ω13

º6uYp)q���q��*��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e��q-��q-����¸�}|q�ue{ x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω12

º6u
ξ, η, ζ

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3�3p)w�v��½p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���HuevLu���v���w���{-�|}|��q-��q-����¸-}eq
u�{

x, y, z
xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v��

~ω23

º6uYp)q���q��*��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e��q-��q-����¸�}|q�u ξ, η, ζ
x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���
q�v��

~ω23 = ~ω21 + ~ω13

�
~ω21

º6ue{
x, y, z

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3�3p)w�v��½p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���Huev�u9��v���w
��{-�|}|��q-��q-����¸-}eq
u�{

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

TIÂeÊ1WKX[Z#¯°¡�`�dN¤�mbm�j9`%¬¨­ek�k�©bm §9\ed `�ke¡ ª���®" �`�¯ � ^_`�¦b`�§7£Æ`bm�£"`�ke¡�^rl9mbc�i-j[f�©¥¢�`bm�£Y^_i-jbk µ f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´
¦�`�d��9m�j9`�¦b`bfeÌ�`�dD§e`�£I£

~ε13

©bm
~ε23

¢�Z#¯#¯�\ed�\e£Id�¡9Zhm�j9¤�k�ke¡�i9¦�m�Ö5¯�l9m�§e`bf9£¥i9¦�\�f�¤-j9¤9£�£-n

~ε13 = ~ε12 + ~ω12 × ~ω23 + ~ε23

�
~ε13

º6uYp)q���q��_��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e}e�|z|�����L�g~e��urue{ x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ε12

º6u
ξ, η, ζ

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3��prwgv��»p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���HuevLu���v���w���{-�|}|}��|z|�����L�g~e��u
u�{

x, y, z
xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v��

~ω12

º6u
ξ, η, ζ

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3�3p)w�v��½p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���HuevLu���v���w���{-�|}|��q-��q-����¸-}eq
u�{

x, y, z
xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v��

~ω23

º6uYp)q���q��*��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e��q-��q-����¸�}|q�u ξ, η, ζ
x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���
q�v��

~ε23

º6uYp)q���q��_��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e}e�|z|�����L�g~e��uru ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ε23 = ~ε21 + ~ω21 × ~ω13 + ~ε13

�
~ε23

º6uYp)q���q��_��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e}e�|z|�����L�g~e��uru ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ε21

º,ue{
x, y, z

xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q���vLq�x���prwgv��6p)q���q��)��q-����vLq-x*u ¿ wg���HuevLu���v���w3��{-�e}|}e�|ze�������H~e��u
u

ξ, η, ζ
xez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v��

~ω21

º6ue{
x, y, z

x�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-��vLq-x3�3p)w�v��½p)q���q��*��q�����v�q-xÅu ¿ wg���Huev�u9��v���w
��{-�|}|��q-��q-����¸-}eq
u�{

ξ, η, ζ
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ω13

º6uYp)q���q��*��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e��q-��q-����¸�}|q�ue{ x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��

~ε13

º6uYp)q���q��_��q���� ¿ wg���HuevLu���v���w
��{-�|}e}e�|z|�����L�g~e��urue{ x, y, z
xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v��
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� {�u���ue�*prz|{-}|~e�-Ñho ��q-vL�L��{-q����»ue��xeze��È���q-�V��q-xY��q-p q-}e��p)~e����ue�3��q�p x1�L����¼���q-�V��q�x�x�q-��v�wgvLs���q-v�q-x
x9u ¿ s-��z|�Hu�����uev�����{�u���ue�Lz|v¹prz|{-z|}ev�uex3�

�Í¸-v�����{-q��yprz|{-}|~e�-Ñ
U �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑJoÒ��q-vL�L��{-q����yue�gx�ze��È���q�����q-x"prz|{-}�~���~��»u���q-vL�L��{-q���tLq�{@�bue�V��z|{�È�p_~�����q-�V��q�x

¸����9��ue}e�*x����g��¼���q-����q-xÅuex9ue�L~e���ez|{-{-~ex T x�z|���g~���ze{-{�~�x W �
� �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑJoÒ��q-vL�L��{-q���tLq�{>�bu�����ze{-È���q�����q�x"tLq-����{-q���¸��Àq-}��|¸-�V��q��gpKÉLq�vBprq-}|tLu��b~e��z|{-È

xez�z|���Lwgv�~9�b~ex T xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«wg�L¼ ¾ �L}|}e�e¸-v��|q�x W vLq-p ��q�����{-¼e�gq-}eq-��q�x3�
t�uev�q-p x��|{-�e�����Lx"prq-}et�u��b~���z|{�ze���½�e����{�q ¾ �L}e}|¸-��q-x¹~e�g��v�uex ¾ q-vLv��

TIÂ � WKX[Z]\rf�©�d�¡�m�j9`�¦�Ô6\rf�©�d�¡�m�j9`�¦b`�¦�Î*©bm�\rf�©�d�¡.m�j9`�¦�fe\�¢�abm�i9¯�\e£�n
�Í¸-v�����{-q��-Ñ6oy{�uK��q-�V����ueprq-���*ue{�~e���bue���LvLxY��wg{-��}�~e������q����Àp)ze{-}�~e��~��»q-��¼|�g�V��}|q�z|prq�����wHuew

¾ q�����¸���q��gq-x1vLq�x*prq-} ¾ q��gq-��¼5q�v"xez|���H~���z|{-{-u��
�Í¸-v�����{-q���q���¼LÑÍo p)z|{�}�~e�V�Íuex9ue��~����|ze{-È T xez|���H~���z|{-È W ��q�������¼|�Ju_��w�{-��}|~e���À��q�������q�t�u���È*q-��¼ T q-��¼�º
��q�vL�L��{�q-� W �
�Í¸-v�����{-q���x9u ¿ s-��z|�Hu��-Ñ 	 q-�V��q�x"xe�|{��e����w'x9u ¿ s-��z|�Hu9���Lu�p)q����"u�prq-��q��*��q-����q-x�q-v[x1wHu��Huex1����ze���-�

~e���bue�g~e��uev_� ¿ q-s-wg~e�gw�� ¾ q-���L�gq���q�x_prq-v���¸�v¹���|����¸-vL¼r¸-��wgv���x�q-{-¸�����q-�L���|vÅ�g¸�����q��

TIÂ �|W��bm�^_`�¦¨£¥`bmbm�`>\ � i9Ö5¯gi9^rÌ-´ ¬�©�¯g`�m �5¦¨¯ µ ��l9m�ZJ£¥¤9¦¨§e©�d�¡�£]^_i-jbk�l9m-Ì�`�¯°Z'm ��¦¨¯ µ ��l9m�¦�\�¶
	 q�����q-x q-}e��p)~e��zev��
���gx ¾ q-�g���gq���q-xDp)q�v1��¸-v ���|�V��¸�vL¼Ds���ÐL��{�~e��uD��z|��~evSuÅxe¸-v�����{�q-��q-��¼[��uevL}|q�vLs-wÄº
~e�gw��Á�|����{-q���q��e¼9��¸-vLq�xPv�ue}��5��~e}�uDu¹vLze��p)~e�gq���¼

µ
º¥��{-�|���|��q��Õw���~ev���u ¿ q��Lwg}¹q-���gq�v1��¸���q-�Ku¹s-��ÐL��{-~e��w

��q��
q�����¸�}|}|q����

~Ft = −µFn

~v

|~v|

�LuetLz|�
µ
u�p)ze{-}�~e���
q��gw
��ÐL���gÈ���~e��w���¸-v��|q�{-¼)¸-�

~v
u�s-��ÐL��{-~e��w'��q��
q�����¸-}L�

TIÂ ��WKX[Z#¯°¡�`�dK¬�`�¯°£¥©�£Æ`�¯g`bfr^_`�¯#¯g`�£�£�©�¦�§e©�d�¡�`bm@\ � i9Ö�¯gi9^rÌ-´ ¬�©�¯g`ym ��¦¨¯ µ ��l9m�Z,£Æ¤9¦¨§e©�d�¡
n
º � q�p ¿ z|v���z|vLxe¸�v���ue�.��uYprq-}ruK�bu�vL}|q-v�s-wH~��gwg�6q-��¼e����t�u�vLq-p u�{�q�}|¸-��{>¸���w�v1��xeq�{-¼r���gx ¾ q-�g���gq�����q��
º]oÒxe¸-v�����{�q-��q���¼|��q-vL����{-q���q���q��L¼9��¸-v�q-xÅxeq�{-q-��¸-��¸-��q>ue��x�u��gp)ue�-�
º � �bu�s-wgzev�~e��w��L� T ~��g�Hu�vL�LÈ|���L��� W ~e���Hu ¿ ze��z|x)��q-����~e��~e��uKu��gx9ue�gp)ue���
º � {�~���ue{Á��Ð����gÈ���~e����u�¸-�V�|¸�v1�eq-� T ue{Á¸-��wgv���x�q-{-¼ ¾ q-���L�gq���q�x_xe�e{-�e����v�wgvLs��Àx�q-vL¼|uev���ue} W �

TIÂ 
�W>���� �\�^_`�k�\
k
f�¤9£¥¤9£I£#m�©�keZ�¬�i�f�©bm�\�j

s
m�j�\�Ìb\��9m-l�k�¬�i�fK©�¦¨£Æ`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶ ��i�ke¡|\ed*m�j�le^�³#£#c�\e£ µ f9ZJ`�ke¡

£Æ¤eÌ�Ì@^_`�¦�`�§K£¥`bm�£�Ì�Î9¯'le¯#¯ µ ¦�`�d��9m�j9`�¦ym�j�\�Ìb\��9m-l�k�¬�i�fe\�n
���e���e������¸�}|w ¾ z|x3Ñ,oy{Áq-}��5p)~e�V��È|� ¾ �L}e}|q����gq-vÅx�¸-v�����{-q�� ¾ q�����¸���q��gq-xÅ��{�~ep)u�� T o�{Áq-}e��p)~e����È|�

¾ �L}|}eq�����q-vÅ��x9ue�g~e��w���xe¸�v��5��{-q���q-}��|q-v��gq���q-x[��{�~ep)u�� W
� {�u���ue�L��~e} ¾ z|x3Ñ²oy{Á¸-��wgv���x�q-{�¼_prq-��q��*��q�����q-x"q-}��5p)~e��tLz|{Í��wg��{�z|v�������z���� T ��q-�gu������ W tLq-���5{�q���¸���ue{

w��L¼ ¾ �L}|}e�e¸-v��|¸��
q�vKq-}e�e¸-�V��q-��pKÉLq�v@�gq��g��È ¾ �L}|}|q����gq�v>��x9ue�H~e��wg� ¾ ��}|}e�|¸�v��|q-x���{-~ep)u��

� q�vL�L��{-q-�À��{-ue��ue����~e} ¾ zex�u5Ñ
s =

n∑

i=1

s0i
−

nk∑

j=1

kj

�

n
º6uY��q-vL����{-q�����ue�gx�ze��È�prq-��q��*��q-����q-x"��{�~ep)u��

nk

º6u���q�vL�L��{�q-�Àxe¸�v1����{-q-��q-w�vLq-x¹��{-~ep_u5�
s0 = 6

º²��¸-���
q��gw�q���q����
q�vB¸��
s0 = 3

º]���gx1��q-��w�q-��q�����q-v��
kj

º6u
j
��q-��É¹x�¸-v�����{�q-����wgvLq-~e��w���uev ¾ ��}|}|q����gq�v¹x�¸-v�����{�q-� ¾ q�����¸���q��gq�wgvLq�x¹��{�~ep)u��

���



T�Ê ��W>���� �\R^_`�k�\�j Z#^y¢�Ö5¯Ïj-Ö�m §e`bf9£¥i9¦¨¦�`�d��9m�j9`�¦ `�¦�`���ÎP§e`bf9£¥i9¦�f�`�£I£¥Î�m�©�d�`bf ©�¦�£¥`�¯°^_`�j9©bm�©�£K£¥¤9^_`�k�¢�i9d�£I´
¦�`�d��9m�j9`�¦@©bm�^_`�¦b`�§@£Æ`bm�£½`bm�`�£Æ©�d�¶

x

y

z

A

iv

r

I

AΠ

im

	 �|prq-} ¿ z|v���º«��q�vL�L��{�q-�»q-��q���¸-v�Ñ
oy{Áq���q-��¼)w�p ¿ ���g{-�����|q�x1��z|�-Ñ

~I =
∑

i

mi~vi

�
oy{Áq���q-��¼)w�p ¿ ���g{-���Vº¥v��ez|p_u9��¸-x T ¿ q-���L�L��q�� W �eq-x���z|��Ñ

~ΠA =
∑

i

~ri × mi~vi

x

y

z

A

V dV

dV = dmρ
v

r

I

AΠ

m
� q���q��"��q-�V�yq���q���¸-v�Ñ
o�{�q���q��L¼)w�p ¿ �L�g{��L���|q�x1��z|�-Ñ

~I =
∫

(m)

~vdm
�

o�{�q���q��L¼)w�p ¿ �L�g{��L�Vº«v1�ez|p)u���¸�x T ¿ q-���L�L��q�� W �eq-x���ze�-Ñ

~ΠA =
∫

(m)

~r × ~vdm
�

T�ÊLU.W��>i�ke¡e\edBm�j�le^�³#£#c�\e£ µ f9Z]\�j>Z#^y¢�Ö5¯Ïj-Ö�mÁ§e`bf9£¥i9¦¨¦b`�d��9m�j9`�¦��Bm �5¯°¡b¢�i9d�£�Z�`�¦b`���ÎK§e`bf9£Æi9¦�f�`�£�£ÆÎ�m�`Í^_`�¦b`�§
£Æ`bm�£»`bm�`�£Æ©�d�¶
oy{Áq-��q-�L¼rwgp ¿ �L��{-�L���eq-x���ze�Àx1w���{�~�p)���b~e��u�Ñ ~I = m~vS

�
oy{Áq-��q-�L¼rwgp ¿ �L��{-�L�Æº¥v��|zep_u���¸-x T ¿ q-�����L�gq�� W �|q�x���z|�Àx1wg��{-~epr���b~���u�Ñ ~ΠS = J

S
· ~ω
�

m
º6u���q����»���|prq-}eqe�

~vS

º6uY��q-��� � ��Ð���� ¿ zev1�%��~ev�uex_��q-��q-����¸�}e�|q�x1��z|��u5�
~ω
º6uY��q-���À��{-�|}|��q-��q-����¸-}��|q-x���z|��u��

J
S

º6uK��q-��� � ¿ zev1��w���q�tLq���q�����q-vL��¸-}|w���q-vL{�z|��u5�

T�Ê1�|W��>i�ke¡e\ed7m�j�le^�³#£#c�\e£ µ f9Z»\�j)Z#^y¢�Ö�¯Ïj-Ö1mY§e`bf9£¥i9¦¨¦�`�d��9m�j9`�¦�d�`bf"\D£¥`bm�£�£¥`�£#m�j9Î9¯g`�k�`bm��N¢�i9d�£Ï �le¦�\"m�j�le´
^�³#£Æi9£�£À`�¦�`���ÎY§e`bf9£¥i9¦�f�`�£I£¥Î�m�`-¶
oy{Áq-��q-�L¼rwgp ¿ �L��{-�L���eq-x���ze�Àx1w���{�~�p)���b~e��u�Ñ ~I = m~vS

�
oy{Áq-��q-�L¼Yw�p ¿ ���g{-���Vº¥v��ez|p_u9��¸-x T ¿ q-���L�L��q�� W �|q-x���z|�»x�w���{-~ep)���b~e��u�Ñ ~ΠA = J

A
· ~ω + ~rAS × m~vA

�

m
º6u���q����»���|prq-}eqe�

~vS

º6uY��q-��� � ¿ z|v�����~ev�u�x*��q��
q�����¸�}e�|q�x���z|��u��
~vA

º6uK��q-����o ¿ z|v�����~ev�u�x*��q��
q�����¸�}e�|q�x���z|��u��
~ω
º6uY��q-���À��{-�|}|��q-��q-����¸-}��|q-x���z|��u��

J
A

º6uK��q�����o ¿ zev1��w���q�tLq���q�����q-vL��¸-}|w:��q-vL{�z|��u��

T�Ê�Â�WKË6¦�£¥`�¯°^_`�jbj9`@^_`�¦b`�§r£¥`bm�£Õ¢�i9d�£I¦�\B©bmY\_f�i�i9¦��eZ#d�le£«\e´¥¦�`�d��9m�j9`�¦�£Æ`�d�k�`�¯°¡�`�Z#¦�`�m�j�le^�³#£¥i9£�£½£Æ`bc�`�£¥`�£I¯g`�d�´
m�©�keZ,d�¡1i9^r\e£¥©bfele£�¶À�À�� �\_^_`�k"\�¢�i9d�£�¦�\¹©bm@\_£¥`�d�k�`�¯°¡9¦b`Ím�j�le^�³#£¥i9£�£6£¥`bc�`�£Æ`�£�¯g`�d�m�©�keZ,d�¡�i9^r\e£Æ©bf�i�f

��Ø



¯g`�k�¬�i9d�£Æi�m-\�Ì�Ì�£IÖ�¯�\� ���i9d�m-l�k�le£«¶

x

y

z

A

r

m dm

xy

z

� zev1����uY��{-~ep)����ze����Ñ

JA =
∫

(m)

r2dm =
∫

(m)

(x2 + y2 + z2)dm
�

o·xez�z|���Lwgv�~9�buK��q�vL}|q-���|q�x���q>��{�~epr����ze����v1�ez|p)u���¸�xez|x3Ñ

Jx =
∫

(m)

(y2 + z2)dm
º
x
��q-v�}|q-���5��qÁ��{�~�p)����ze�����

Jy =
∫

(m)

(x2 + z2)dm
º
y
��q�vL}|q�������qÁ��{-~epr����z������

Jz =
∫

(m)

(x2 + y2)dm
º
z
��q-vL}eq-������q���{�~epr����ze���-�

	 �L�Hu.����z|vL��~�}LÑ
JA ≥ 0

�
Ja ≥ 0

�

T�Ê|Ê1WKË6¦�£¥`�¯°^_`�jbj9`�^_`�¦�`�§K£¥`bm�£²f�i�i9¦��eZ#d�le£�\e´�m�³gf�i�f9¦�\Km�j�le^�³#£Æi9£�£]£Æ`bc�`�£¥`�£I¯g`�d�m�©�keZÕd�¡1i9^r\e£¥©bfele£«¶

x

y

z

A

r

m dm

xy

z

o·xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«���gx�z|x1��uK��{�~epr����ze���½v��ez|p_u9��¸-x�z|x3Ñ

Jxy =
∫

(m)

(xy)dm
º6ue{�� ��{��Äº�� �5{��'����x ¿ ~e����u���{�~�p)����ze�����

Jyz =
∫

(m)

(yz)dm
º6u�{����5{��Äº�� �����h���gx ¿ ~e����u���{-~epr����z������

Jzx =
∫

(m)

(zx)dm
º6ue{�� ���	�Äº�� ��{��'����x ¿ ~e����u���{�~�p)����ze�����

T�Ê1Ó|W>���� �\B^_`�k \B^_`�¦�`�§*£¥`bm�£��Sm �5¯°¡b¢�i9d�£IZ
e
£¥`�d�k�`�¯°¡�¦�`�m�j�le^�³#£¥i9£I£À£¥`bc�`�£Æ`�£�¯g`�d�m�©�keZ�§e`bf9£¥i9¦�led�\9f�ÔÀ§9\e´

¯�\e^�Z#d�£6£¥`bc�`�£¥`�£I¯g`�d�m�©�keZ,£¥`�d�j9i9¦�led�\9f*©�¦¨£Æ`�¯°^_`�j9©bm�©�£½©bm�³#¦# �\�¬�`�¯'\"£¥`�d�j9i9¦Á^rle£I¦¨Z�
1le£�\�j �*¢�i9d�£%c�i-j
f�¤9£Æ¤9£�£

ξ, η, ζ
f�i�i9¦��eZ#d�le£�\e´¥¦�`�d��9m�j9`�¦-Ì�`�d�¶

S

m dm

ρ

ξ
ξ

η

η

ζ

ζ

e

	 q-tLq���q����gq�vL��¸�}|w:�|q�x1��z|�»¸-�V��q-��p)q�{-¸���qeÑ
~Je =

∫

(m)

~% × (~e × ~%)dm
�

	 q-vL{�z|�»¸-�V��q-��p)q�{-¸���qeÑ

J
S

=
∫

(m)

[%2E − ~% ◦ ~%]dm = ( ~Jξ ◦ ~eξ + ~Jη ◦ ~eη + ~Jζ ◦ ~eζ)
�

o ��q-vL{�z|�»p_~�����w��Lu5Ñ

[

J
S

]

=





Jξ −Jξη −Jξζ

−Jηξ Jη −Jηζ

−Jζξ −Jζη Jζ

.





T�Ê � W��>i�ke¡e\ed*m�j�le^�³#£%c�\e£ µ fÍf9Z'\
J

S

m ��¯°¡¨¢�i9d�£�Z
£Æ`bc�`�£¥`�£I¯g`�d�m�©�keZ:£¥`�d�j9i9¦�Ôh§9\e¯�\e^�Z#d�£J\�j
~n
©bmy\�j

~m
Z#¦�led�¡

`�ke¡.m�©�ke§e`bf9£¥i9¦�i�fÍZgm�^_`�¦�`�£¥©-Ì�`�d*\
Jn

£Æ`�d�k�`�¯°¡9¦�`y©bmÀ\
Jnm

m�³gfb¢�le¦¨¦�\Ím�j�le^�³#£¥i9£�£:£Æ`bc�`�£¥`�£I¯g`�d�m�©�keZ
d�¡1i9´
^r\e£Æ©bf
n

Jn = ~n · J
S
· ~n
�

Jnm = Jmn = −~n · J
S
· ~m = −~m · J

S
· ~n

� �



T�Ê �|W>���� �\�^_`�kK^_`�¦�`�§�£¥`bm�£ �"m �5¯°¡b¢�i9d�£�Zh£¥`bc�`�£Æ`�£�¯g`�d�m�©�keZ�¬�Î9£Æ`�d�k�`�¯°¡�©�d�`bfY©bm�£Æ`bc�`�£¥`�£I¯g`�d�m�©�keZ�¬�Î�m�³gfÆ �led�\9f
©�¦¨£Æ`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶
� q-��q��r��q�������q-tLq���q����gq�vL��¸�}|w ¾ ¼���q-v�}|q-���|¸-v�q-xYwg��~ev���~���ue{�u�{

~n
q-}e����¸-}e�eq-x���z|��ue�9��u>prq-}��5u�p)q�������q

¾ q-vLvL~e�g�:u�{>u��H~e�L��w��|����{-q ¾ �L}|}|¸��-Ñ ~Jn = J
S
· ~n = Jn~n

�
� �L�
q�v[ue{Íq���q�����q-v

Jmn = Jln = 0
wg����q�� ��q����L�I�Lt�u

~m · ~n = 0
¸�� ~l · ~n = 0.

� q-��q��"��q-��� � ��ÐL��� ¿ z|v���w���q-t�q���q�����q-vL��¸-}|w ¾ ¼|���gx-��uYue{ ~n
wg��~ev��5��u

⊥
� ��ÐL��� ¿ z|v���z|v¹~���p)q�vL¼Y���gx3�

T�Ê ��W��>i�ke¡e\ed[m�j�le^�³#£%c�\e£ µ f�f9Z]\_£¥`bc�`�£Æ`�£�¯g`�d�m�©�keZ,£Æ`�d�j9i9¦Ímbfe\e¯�le¦¨ZgmÁZ#d�§9\e¦¨Z�led�m-\eZ¨n_X[Z#§e`�¯�m�j9`�^rÌ�`�d[§9le¯°´
£Æi-j�\e£�¯�\ed�i�f"`�j9`bf)\)^_`�d�d�¡9Zgm�©�k�`bf
n

JI = Jξ + Jη + Jζ

�

JII =

∣
∣
∣
∣

Jη −Jηζ

−Jζη Jζ

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

Jξ −Jξζ

−Jζξ Jζ

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

Jξ −Jξη

−Jηξ Jη

∣
∣
∣
∣
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JIII =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Jξ −Jξη −Jξζ

−Jηξ Jη −Jηζ

−Jζξ −Jζη Jζ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
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��ÐL��� ¿ z|v���w�¸-�K��q�����{-¼�º
�gq�}|q-�

A ¿ z|v���w
��q-v�}|q-���|q-x1��q T ¸��y����x ¿ ~e��zex���u W ��{�~epr����ze���»��q-tLq���q����gq�p)��¸-}|w'v��|z|p)u���¸�xez|x¹xe�e{-�e�����
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ρ

ξ

η

ζ
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	 q�vL{-z|��wH~e��wg�½u��Huex3Ñ
J

A
= J

S
+ J

SA

�
� x9ue�H~e��wg��ue�Huex3Ñ
Jx = Jξ + m(y2

AS + z2
AS) = Jξ + m(η2

SA + ζ2
SA)

�
Jy = Jη + m(x2

AS + z2
AS) = Jξ + m(ξ2

SA + ζ2
SA)

�
Jz = Jζ + m(x2

AS + y2
AS) = Jζ + m(ξ2

SA + η2
SA)

�

Jxy = Jξη + mxASyAS = Jξη + mξSAηSA

�
Jyz = Jηζ + myASzAS = Jηζ + mηSAζSA

�
Jxz = Jξζ + mxASzAS = Jξζ + mξSAζSA

�
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ωSv

oy{Áq-��q-�L¼rwgp ¿ �L��{-�L���eq-x���ze��x1wg��{�~epr����~e��u5Ñ
~I = m~vS
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oy{Áq-��q-�L¼rwgp ¿ �L��{-�L�Æº¥v��|z|p)u���¸-x T ¿ q-�����L�gq�� W
�|q-x���z|�»x�w���{-~ep)���b~e��u�Ñ
~ΠP = J

P
· ~ω
�

m
º6u���q����»���|prq-}eqe�

~vS

º6u���q-�V� � ��Ð���� ¿ zev1�%��~ev�uex_��q-��q-����¸�}e�|q�x1��z|��u5�
~ω
º6uY��q-���À��{-�|}|��q-��q-����¸-}��|q-x���z|��u��

J
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º6uK��q-�V� � ¿ zev1��w���q�tLq���q�����q-vL��¸-}|w:��q-vL{�z|��u��
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z
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r
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im 	 �|prq-} ¿ z|v��Vº¥��q�vL�L��{-q-�»q���q���¸-v�Ñ
o�{Íq-��q��L¼_x1w�vLq���wgx9uew
�eq-x���ze�-Ñ

~K =
∑

i

mi~ai

�
o�{Íq-��q��L¼_x1w�vLq���wgx9uew�º«v��|z|p)u���¸�x��|q-x���z|�-Ñ

~DA =
∑

i

~ri × mi~ai

�

x

y

z

A

V dV

dV = dmρ
a

r

K

AD

m

� q���q��"��q-�V�yq���q���¸-v�Ñ
o�{�q���q��L¼)x1w�vLq���wgx9uew��eq-x���z|��Ñ

~K =
∫

(m)

~adm
�

o�{�q���q��L¼)x1w�vLq���wgx9uew�º«v��|z|p)u���¸�xr�eq-x���ze�-Ñ

~DA =
∫

(m)

~r × ~adm
�
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�
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S
· ~ε + ~ω × ~ΠS

�

m
º6u���q����»���|prq-}eqe�

~aS

º6uY��q-�V� � ¿ z|v�����~evLuex*}e�ez|�����L�H~e�V�|q�x1��z|��u5�
~ε
º6uK��q����À��{��|}|}e�ez|�����L�H~����|q�x���z|��u��

J
S

º6uK��q-��� � ¿ zev1��w���q�tLq���q�����q-vL��¸-}|w���q-vL{�z|��u5�

T�ÓeÂ�W��>i�ke¡e\edDm�j�le^�³#£#c�\e£ µ f9Z,\Kf9Z#d�`�£IZgfe\eZh§e`bf9£Æi9¦¨¦�`�d��9m�j9`�¦¨d�`bfY\Y£Æ`bm�£²£¥`�£%m�j9Î9¯g`�k�`bm»��¢�i9d�£  �le¦�\�m�j�le^�³#´
£Æi9£�£À`�¦�`���ÎY§e`bf9£¥i9¦�f�`�£I£¥Î�m�`-¶
oy{Áq-��q-�L¼rx1wgvLq���w�x�u�w��|q�x1��z|�Àx�w���{-~ep)���b~e��u�Ñ ~K = m~aS

�

� �



oy{�q-��q��L¼Kx1wgv�q���w�x9uew�º«v1�ez|p)u���¸�x@�|q�x1��z|��x1wg��{�~epr����~e��u5Ñ ~DA = J
A
· ~ε+ ~ω×J

A
· ~ω +m~rAS ×~aA
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m
º6u���q����»���|prq-}eqe�

~aS

º6uY��q-�V� � ��ÐL��� ¿ z|v�����~ev�u�x*}e�|ze�������H~e�V�|q-x���z|��u��
~aA

º6u���q-�V�yo ¿ z|v�����~evLuex*}e�ez|�����L�H~|u��eq-x���z|��u��
~ε
º6uK��q����À��{��|}|��q-��q-����¸-}e�eq-x���ze��u��

~ω
º6uK��q-�V�À��{-�e}|}e�|ze�������H~e�V�|q-x���z|��u��

J
A

º6uK��q�����o ¿ zev1��w���q�tLq���q�����q-vL��¸-}|w:��q-vL{�z|��u��
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~̇I = ~K
� ~̇ΠS = ~DS

�
oy{

A ¿ zev1��w:q-��q-�L¼Y�|q�x1��z|��x�q�����¼|��x�u ¿ s���z|�gu��bu�Ñ

~̇I = ~K
� ~̇ΠA = ~DA + m~vS × ~vA
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	 �|prq-} ¿ z|v���º«��q�vL�L��{�q-�Àq-��q���¸�v�Ñ

E =
∑

i

1

2
miv

2
i > 0

�

oÒp)ze{-}�~e��w�q-v�q-��}ewHu ¿ ze{-w������)��x9ue�g~e�½p)q�vLv���wg��¸�}L�
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 dm
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� q���q��"��q-�V�Àq-��q���¸�v�Ñ

E =
∫

(m)

v2dm > 0
�

oÒprz|{-}�~���w�q�vLq-��}|wHu ¿ z|{-w������)��x9ue�g~e�½prq-vLv���wg��¸-}L�
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A ¿ zev1��w��|q�x1��z|��x�q�����¼|����q-�IÑ

E =
1

2
(~vA · ~I + ~ω · ~ΠA)

�
oy{

S
��ÐL��� ¿ z|v���w��|q�x���z|��xeq�����¼|����q���Ñ

E =
1

2
(~vS · ~I + ~ω · ~ΠS)

� �eu�}e�

E =
1

2
mv2

S +
1

2
Jsω

2
� uet�z|�

Js =
1

ω2
(~ω · J

S
· ~ω)

u���q����
~ω
º��eu�� ¿ ~e��t���{�ueprz|� S ¿ z|v���w
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jiF
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ijF
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oy{
i
��q-��ÉÅ���|prq-} ¿ z|v�����uYtLu���ÈYq-��¼|x_��q-� ��q�������pr¸-v��|q�Ñ

Pi = ~Fi · ~vi +
∑

j

~Fji · ~vi

�

~Fi

º6ue{
i
���|prq-} ¿ z|v�����uKt�u���ÈYx����g��¼rq-��¼|x*q���q-��¼9��qe�

~Fji

º6u
j
���|prq-} ¿ z|v�����È|��ue{ i

���|p)q�} ¿ z|v�����uY~���ue�LÈ��LÈ���q-�g��¼
q���¼L�

o ���|prq-} ¿ z|v���º«��q�vL�L��{�q-����qÁt�u���È)q���¼|x_��q-� ��q-������pr¸-v��|q�Ñ

P =
∑

i

Pi =
∑

i

~Fi · ~vi +
∑

i

∑

j

~Fji · ~vi

�
uetLz|�

PK =
∑

i

~Fi · ~vi

º6uYx1�L�g��¼Yq-��¼ex_��q�� ��q-������p)¸�v1�eqe�

PB =
∑

i

∑

j

~Fji · ~vi

º6ur��q-����¼Yq-��¼|x_��q-� ��q�������pr¸-v��|q��

x
y

z

O

ivm iP

iF
iMω

A

� q-��q��"��q-������q�t�u���Èrq���¼|x)��q-� ��q-������pr¸-v��eqeÑ

P = PK =
∑

i

(~Fi · ~vi + ~Mi · ~ω)
� ��ue}e�

P = PK = ~F · ~vA + ~MA · ~ω
�

~F
º6uYx����g��¼Yq���¼|��q-vL�L��{-q��yq-��q-�L¼rq-��¼9��qe�

~vA

º6uK��q-���
A ¿ z|v�����~ev�u�x*��q��
q�����¸�}|qe�

~MA

º6u�x1�L�g��¼)q���¼|��q-vL�L��{-q���vLq�xDu�{
A ¿ z|v�����ur��{�~epr����ze���

v��|z|p)u���¸-x9u��
~ω
º6u���q-�V�y��{-�|}|��q-��q-����¸-}eqe�
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o·���|prq-} ¿ z|v�����uKt�u���Èrq���¼|��q-vL����{-q��ypK��vLx9~.��u�Ñ

W12 =
t2∫

t1

Pdt =
t2∫

t1

~F · ~vdt =
~r2∫

~r1

~F · d~r
�

~F
º6ue{Íq-��¼|��q�vL�L��{-q-��q-��q-�L¼9��q��

~v
º6uK���ep)q�} ¿ zev1�»��q-��q-����¸-}eqe�

oÒp)q���q��_��q-�V����q�tLu���ÈYq-��¼|��q�vL�L��{-q-��pK�LvLx9~.��u5Ñ

W12 =
t2∫

t1

Pdt =
t2∫

t1

(~F · ~vA + ~MA · ~ω)dt
�

~F
º6u�x����g��¼Yq���¼|��q-vL�L��{-q��yq-��q-�L¼rq-��¼9��qe�

~vA

º6u���q-�V�
A ¿ z|v��%��~ev�uex*��q-��q-����¸-}eqe�

~MA

º6uYx����g��¼Yq���¼|��q-vL�L��{-q��
A ¿ z|v�����u���{�~epr����ze���½v��ez|p_u9��¸-x9u��

~ω
º6uY��q-���À��{-�|}|��q-��q-����¸-}eqe�

T�Ó 
�W>���� �\K^_`�k�\>f�i9d�j9`�¦¨§9\e£I³#§@`�¦�Î9£¥©�¦@ªIf�i9d�j9`�¦¨§9\e£�³#§>`�¦�Î9¦�`�d��9m�j9`�¦¥®�©bmy\�¢�i9£¥`�d�a�Z�le¯°Zgm�`�d�`�¦IkeZ�\*ª�¢�i9£Æ`�d�´
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��z|v�{-q-�V��u������"q-��¼e��¸�� T xez|v�{-q-�V��u������"q-��¼|��q�vL�L��{�q-� W Ñ
U �²�Lq
	LvL�gs�wgÈLÑ � u)u�{Íq-��¼���¸-���
q�vD��¸���q-{-w�x*z|����uev

U = U(~r)
��x9ue�g~e� ¾ �L}|}e�e¸-v��|��ueprq-�����
¼|��ue{Áq-��¼

vLq�}�u������*}|��ue�Lw�q-vL�½x�¸ ¿ {�¸-����q-�h��{�~���p)ue{���u���t�u9��ÈLÑ

~F = −gradU = −
dU

d~r

�
� �J�Lq 	�vL��s-wgÈ�Ñ � u�u�{½q-��¼���¸-���
q�vruÁp@�LvLx9u��|¸-}e{-¸-� ¾ �L}|}eq�����q-vrue{½Ð�����È|�I�|s-��uex�uÍxeq�{-�Lq���w3¸-�]u��|¸�}|��¼

~e�g�gu ¿ z�����Èe� ¾ �L}e}LÑ
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WAB =
~rB∫

~rA

~F · d~r = U( ~rA) − U( ~rB)
�

� ze��q-vLs�wH~e��wg�½q�vLq-��}|wHu T ¿ ze��q-vLs�wH~e� W Ñ
oy{�ue{

U = U(~r)
��x9ue�H~e� ¾ �L}|}e�e¸-v��|��ueprq-���5��¼|�
xez|v�{-q-�V��u������Åq-��¼���¸-���
q�vBu�{Íq-��¼rq-��¼�~e���g����t�u���ÈL�
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~e�g�gu ¿ ze�b~e�Luev��5uep)��}�uY��~�t�u���Èrq���¼|x_q-vLvLq�xÅue{�~e�g�gu ¿ ze��v�u�x)u�prq-}e��~e����z|{��bu���~e��~���u@vLq�p
xe¸�v1����{-q-������wgx3�
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	 q����Àwgp ¿ �L��{-�L��~ev�uex)uKprq-}e��~e����z|{-~e��uKu���~ev��|ze�»u���q-�V��q��»prz|{�}�u���È@q-��¼��eq-�:¸-�Àu@��~e����z|{-~e��wg��~ev���u
p)q�}|q-}��|q-{�wgx"u�{�q���¼rwg��~ev���~���ue��Ñ
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dt
(m~v) = m~a = ~F
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~F12 = −~F21
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� vLq-��s-wgu9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v ��~e��p)q���� prq-��q�� ��q-���-� T ��ue}e� ���|prq-} ¿ z|v���º«��q-v��L��{�q-� W x1wgvLq���w�x�u�w��|q-x���z|�Vº
��q�vL�L��{�q-��qKq-}e�eq-vL¸�����¸-x1É urprq-��q��*��q-�V����q T ��ue}��"���|prq-} ¿ z|v���º«��q�vL�L��{�q-����q W t�u9��Èrx����g��¼rq-��¼|��q�vL�5º
��{�q-����q-�IÑ

(VK)
M
= (VF )

�

� p ¿ �L�g{��L����¸���q-�IÑ � q-���L�L�gq�����¸���q���Ñ

S ¿ z|v���Ñ ~K = m~aS = ~F
� ~DS = J

S
· ~ε + ~ω × ~ΠS = ~MS

�

A ¿ z|v��-Ñ ~K = m~aS = ~F
� ~DA = J

A
· ~ε + ~ω × J

A
· ~ω + m~rAS × ~aA = ~MA
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α
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12εβ KR1

º6u �Õ�|���LtL�|{Íx��e�������Àxez�z|����wgv�~���u9º¥��q-vL����{-q��-�
KR2

º6u�prz|{-}|ÈYx�z5z|���LwgvL~��bu9º«��q�vL�L��{�q-���

m~a − m~asz − m~ac = m~α
�

~F1 + ~Fsz + ~Fc = ~F2

�

~F1 = m~a
º6ue{

1
��q-��ÉÅxez�z|���Lw�v�~���u9º¥��q-vL�L��{-q�����q-v¹t�u���È

x����g��¼Yq���¼|x*q���q��L¼9��qe�
~F2 = m~α

º6u
2
��q��gÉÅxez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-v��L��{�q-����q-v¹t�u���È

x1�L����¼rq-��¼ex*q-��q-�L¼9��q��

� ~e�����g¸-x�z|�»q-��¼|x3Ñ]o � � º¥q-x)p)ze{-}�~e��~e��È|����{-~e��p)ue{�v�uex)º]vLq�p p)~e����q�����q�x"t�u���~e��uewI�
� {�~e���g����È@q���¼LÑ ~Fsz = −m~asz = −m[ ~a12 + ~ε12 × % + ~ω12 × (~ω12 × ~%)].
� z|��w�z|�gw���q-��¼LÑ ~Fc = −m~ac = −2m(~ω12 × ~β)
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� vLq-��}|wHu9º���¸���q-�IÑJoÒ��q�vL�L��{�q-�Àx1wgvLq���wgx9uew�q-vLq���}|wg~.��~ev�uex)wg�L¼Y��{-q-��wgv���w:��q-��w���~e���%��u T w��L¼Y��{-q���w�v1��w

prq-}��e~�����ze{�~e��u W q-}��|q-v��g¼)uY��q-vL����{-q�����q>t�u9��Èrx����g��¼Y¸��À��q-����¼Yq-��¼|x
��q-� ��q-������pr¸-v��|¸��|q����

Ė = PK + PB = P
� �LvLx9u9º���¸���q-�IÑ²o·��q-v��L��{�q-�Àx�w�vLq���wgx9uew�q�vLq-��}|wH~���~ev�uex��

t1, t2 �
w��L¼Ywgv���q�����ue�g���Lp ue�Hu�����w

prq-}e��~e����z|{-~e��u@q�}e�|q�vL�g¼YuK��q-vL����{-q�����q>t�u9��È�x1�L�g��¼�¸-�»��q-�g��¼�q-��¼|x1vLq-x"u��
t1, t2 �wg�L¼�w�v���q-�V��ue�g���Lp u��Hu������|¸�}|{-q�����pK�LvLx9~.��~���ue���

E2 − E1 = WK12
+ WB12

= W12
� q-}���q-}��5{�¸-��Ñ�prq-��q��_��q-����q-��q���¸-v�Ñ

PB = 0
¸-�

WB12
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��z|v�{-q-�V��u������"q-��¼e��¸�����q-vDuYx1w�vLq���wgx9uew�¸�� ¿ ze��q-vLs�wH~e��wg��q�vLq-��}|wHu��|����{-q�}|q>~e�g�guevL�LÈLÑ
E1 + U1 = E2 + U2
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m�©�keZL¬�i�f*©�¦¨£Æ`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶
���|{�q ¿ q-�À��q��
q�����¸�}LÑ ωköz =

ωmax + ωmin

2

�

� }e�|q�vL�g¼e���gq�vL��¸�}|w ¾ z|x3Ñ
δ =

ωmax − ωmin

ωköz
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t�uDu"��q����
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}|q-���Åu�p)q���q��*��q����

S
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º]oy{Á����xe�|{�¸-�yx����|q���xeq�{���¸��
q�v ¾ q-���g¸ ¿ ¼�q-��¼|x*prq-���gq����»uK���|���Lw�q-��¼)q��gt�u�v1�|ue}|z|��t�u���ÈL�
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� q-v�����wg�L�À����xe�|{�¸-�Àq-��q���¸�v[ue{Á����xe�|{�¸-��w
vLze��p)~e�gw���~���p)q�}e�*prwgvL��xe¸��»��q-���À��ÐL��� ¿ z|v�����~ev��
� ��s�q-v�����wgx1�L�6����x��|{-¸���q-��q���¸-v*u�{À�5��xe�e{-¸-��w3vLz|��p)~e��wg�Õv�q-p prq-}e�K~��]p)w�vL�Lxe¸��,��q����6��ÐL��� ¿ z|v�����~�v��
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j9©¥¢�¢�i9d�£Æi�f_©�¦�£¥`�¯°^_`�j9©bm�©�£�¶
oy{¹����x��|{-¸���wÀ�bue� ¿L¿ zev1��z|xPu�{D����xe�|{�¸-��w�vLze��p)~e�gw��K¸-�_u ��q-����q-x

S
��ÐL��� ¿ z|v�����~e��È|�»ue{¹����x��|{-¸���w

vLz|��p_~e��wg����u@��z5s���~���ze���»prq-��¼|�gq�}|q-�½q�}e�|q�vLq-��q-x¹p)q�����{-¸-� ¿ zev1�%��uew��
oy{*�5��xe�e{-¸-��w T ���|xe¸���w W xe�|{�¸ ¿L¿ z|v���zexPuD��q-����q-x7ue{-z|v ¿ z|v�����u�w��Ju�p)q����|q�x1vLq-x7ue{_����xe�|{�¸-�Y��ze��~ev
vLq-p ��~e����z|{�wgx)u���q-��q-����¸�}|qe�

T��eÂ�W ��¦# �\_¯g`K`�ke¡"` 
5ab`�d�£I¦¨Zgf9Ö�mÁ­�£%f�¤-j9©bm�ZL¬�`�¯�\���\e£²^_`�k�i9¯���l9m-led�\9f�k�i9d���i9¯�\e£�^_`�d�`�£¥©�£«¶
º]oÒ��q-���Lx9~e���½���|p)q�}|q-x)p)q�}|t�u���~e��ze{�~e��u��
º]oy{Á����xe�|{�¸-��w
�bu�� ¿L¿ z|v���z|x)����x��|{-¸���q��g¼e����w���q-��q-����¸-}e¸-vLq�x¹prq-}et�u��b~���z|{-~e��u��
º'o � u ���6q-�g�Äº ¾ ¸��gq��5��xe�e{-¸-��w3�LwHue}e��uepK��È|�5ue{½����xe�|{�¸-��wL��ue� ¿�¿ z|v���z|x@����xe�|{�¸-�²����~evLwL��q-��q-����¸-}|¸�vLq-x
p)q�}|t�u���~e��ze{�~e��u��

º]oy{Á����xe�|{�¸-��w'xe�e{-¸ ¿�¿ z|v���z|x"tLq-���|¸�vLq-x"prq-}|tLu��b~e��z|{�~���u��
º]oy{Á����xe�|{�¸-�y�5�b~evLw���{-�e}|��q��
q�����¸�}|q-x¹prq-}|t�u9�b~e��z|{�~e��u��
º]o·��q-�V��q�x"��~e��prq-��� ¿ z|v�����~evLuex_����xe�|{�¸-�À���b~�vLw:��q��
q�����¸�}|¸-v�q-x¹p)q�}|t�u���~e��z|{-~e��u5�
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� ���bue�g~evLz|�²xez�z|���Lwgv�~9�b~exYue{�z|xru

q = q(t)
��x9ue�H~e� ¾ �L}|}��|¸-v��eq-x T xez�z|����wgv�~���~ex W �5ueprq-���eq-xYu>��w�{-�Vº

}�~e���½��q�vL�L��{�q-��p)z|{�}�~e��~������eu�}e�"tLq�����{-q���¸��Àq�}e�|¸�����q��gpKÉ�q-vBprq-}et�u��b~���z|{�{�~ex3�
	 ���Hu.���LzevL��~e}ez|x3Ñ,º6u

q = q(t)
q-��p)z|{��L�L�g~e�-���eu�}e�*��{-�|}|q�� ¾ z|���L�L�g~e�½wg�½��q-tLq����

º6u
q = q(t)

u�{�w��L¼|vLq�x_��q-}�ue�g~e�L�"x�¸�����{-q��y�Lw���q���q-v�s-wH~��gt�u���È ¾ �L}|}��|¸-v��eqe�
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N
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le¯#¯ µ Ô

n
m�j�\�Ìb\��9m-l�k�¬�i�f��"¦�`�d��9m�j9`�¦¨¦b`�§ei9d�\e£#f�i-j µ \e¯�\9fÆ �le£#Ô�©bm@��`%±²d�Z�le¯  �\*\�jr`�ke¡�`�d�¯g`�£«Ì�`�dBm�j9`�¦�`¥¢�¯gÎ
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� ue}|��u�vL}|q�º ¾ ¸-��q�p_~���z�� ¾ u.��ÐÅp)ze{-}�~e��q-}e�eq-vL��q��-Ñ d

dt
(
∂E

∂q̇j

) −
∂E

∂qj

= Qj

�
(j = 1, 2, . . . n)

�

oÒ��q-v��L��{�q-�Àx�w�vLq���wgx9uew T p)ze{-}�~e��w W q�vLq-��}|wH~���u�Ñ
E =

N∑

i=1

(
1

2
miv

2
Si

+
1

2
Jsi

ω2
i )

oy{�~e���bue�g~evLz|��q���¼LÑ
Qj =

NF∑

k=1

~Fk · ~βkj +
NM∑

i=1

~Mi ·~bij

� u�tLz|�

º
NF

u���q-v��L��{�q-����q>tLu���Èrxez|v�s-q-v�����~e����q���¼|x_��{�~�p_u��
º
NM

u���q-v��L��{�q-����q@t�u9��ÈYv��|z|p)u���¸�xez|x"��{�~ep)u��
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º ~βkj =
∂~vk

∂q̇j

uKx|º«�Lwgxrq-��¼@�b~ep)ue��~�� ¿ z|v�����~ev�u�x)u�{�q-}e����¸-}|v���w:xez�z|����wgv�~���u9º¥��q-��q-����¸-}etLq-{���ue����z|{-È
��q��
q�����¸-}|q��

º ~bij =
∂~ωi

∂q̇j

uev�v�uex)u>��q�����v�q-x*u�{yq-}��5��¸-}|v���w:xez�z|���Lwgv�~9�bu9º«��q-��q-����¸�}|tLq-{���ue����z|{-È@��{-�e}|��q��
q�����¸�}|qe�
ueprq-������qÁue{Áw�º¥��wgxrv1�ez|p)u���¸�x*t�u��-�
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� q�{-}|¼ep)z|{�}�~e��Ñ � uruYprz|{�}�~e�½xe�e{-��q-v[u

q
~����bu��H~evLze��xez�z|���Lwgv�~9�bu���u

q̇
~����bu��H~evLze��xez�z|���Lwgv�~9�bu

º¥��q-��q-����¸-}L�9��ue}e�Íu
q̈
~e����ue�H~ev�z|��x�z5z|���LwgvL~��bu9º«}e�|ze�������H~e�����|�L�L��{-�|�
w���q-��¼9��q-��q��:��~e���-�

� q�{-}|¼e��q-v��L��{�q-��v�q-xDuY��q-{�}|¼|prz|{-}�~�����u�x�¸ ¿ q-�Àp)q�sbt�uevLw�x�u�w���q�vL�L��{�q-��q-xeq���vLq��|q�{-{-��x��
oÒ��q-{�}|¼|��q-vL�L��{-q���q-x¹ue��xeze��ÈYq-�gq�p)q�w�Ñ º]prq-��q��*��q�����q-x3���eu�}e�*���ep)q�} ¿ zev1��z|x3�

º]���L}|ue�gp)ue��q��gq�p)q�x T ���L}|È|x W �
º]s-��wg�g�gu ¿ ����È@q��gq�p)q�x T s���w��g�Hu ¿ ����~e��z|x W �

T�� �|W ��¦# �\À¬�`�¯h`�ke¡�m�j�\�Ìb\��9m-l�k�¬�i�f��"¦�`�jbk�Î9¦�`�d��9m�j9`�¦�^_i-jbk�l9m�`�ke¡1`�d�¯g`�£¥©�d�`bf�le¯°£«\e¯�led�i�m�ª«¦b`��eÖ�fele¯°£°®)\e¯�\9fÆ �le£%Ô
\��� �\*^_`�k¹\�j)`�ke¡�`�d�¯g`�£«Ì�`�dBm�j9`�¦�`¥¢�¯gÎr^_`�d�d�¡9Zgm�©�k�`bf» �`�¯g`�d�£Æ©bm�©�£»©bm>§9l�j9i9¯  �\"\_c�`�¯°¡�`�£�£Æ`bm�³#£¥Î)¦b`�jbk�Î9´
¦�`�d��9m�j9`�¦�£�¶
oÒp)z|{�}�~e��q-}e�eq-vL��q���Ñ

mqq̈ + rqq̇ +
1

cq

q = Qg(t) = Qg0
sin(ωt + ε)

�
º
mq

ue{�~e����ue�H~ev�z|� T ��q-���Lx9~e��� W ���|prq-}L� º
Qg0

ue{Á~e�����,}|q��%��q���{���¼5q���¼)uep ¿ �gw���ÐL�LÈ.��u��
º
rq

ue{�~e����ue�H~�vLz|� T ��q��L�Lx9~e��� W s-��wg�g�gu ¿ ���b~e��w���¸-v��|q�{-¼L� º ω
uY}|q-�#��q-��{���¸���x��|� ¾ ��q-x��|q�vLs-wg~.��u��

º
cq

ue{�~e���bue�g~evLz|� T ��q-�L�Lx9~e��� W ���L}|È�~e���Huev��LÈL� º
ε
u�}|q-�#��q-��{���¼�q-��¼ ¾ ~e{�wg����{-�e}|qe�

oÒtLq-���|q�����q�������¼ T ��q��L�Lx9~e��� W ��q�{-}|¼|��q-vL����{-q��-Ñ

qm

qr
qc

)(tq

)(tQg

T�� ��W ��¦# �\@¬�`�¯6\�jB`�ke¡�m�j�\�Ìb\��9m-l�k�¬�i�f��[m�j�\�Ìb\��B¦�`�jbk�Î9¦b`�d��9m�j9`�¦Y^_i-jbk�l9m�`�ke¡�`�d�¯g`�£Æ©�d�`bf_f�i9^y¢�¯g` 
 \e¯�\9fÆ �le£%Ô
§9\e¯�\e^�Z#d�£J\@^_i-jbk�l9m�`�ke¡�`�d�¯g`�£hle¯°£«\e¯�led�i�m½^_`�k�i9¯���l9m-le£Õ\K^_`�k�i9¯���l9m-Ìb\edYm�j9`�¦b`¥¢�¯gÎÍ^_`�d�d�¡�Zgm�©�k�`bf, �`�´
¯g`�d�£Æ©bm�©�d�`bf�^_`�k�\���l9m-le§9\e¯�¶
oÒp)z|{�}�~e��q-}e�eq-vL��q��Àxez|p ¿ ��q �Åu��Huex-��u�Ñ mqz̈ + rqż +

1

cq

z = 0
�

uetLz|�
z = x + iq

��ue{�u�{
q(t) = Im(z)

�
o T tLz|prz|}|¸�v W prz|{-}�~���q-}��|q-v��gq��À~����bu��H~evLze��p)q�}|z|����~e��u5Ñ

zh(t) = (a + ib)e−βteiνt
�

º
i
ue{Áwgp)ue}|wgvL~e��w��L�6q�}e����¸�}e�|q�x1��z|�-�

º
a
¸��

b
urx�q-{-��q���w ¾ q�����¸���q��gq-x1��¼|����{�~epr����t�u���ÈK��ue��È|�»~e���HuevL��È|x3�

º
β =

rq

2mq

u���q-vL�L��{-q���s���wg���Hu ¿ ���b~���~��
��q-�g��q-pr{-¼Kprq-v�v1��w���¸-}��
º
ν =

√

α2 − β2
u�s���wg���Hu ¿ ����z�������{�ue�Lue�D��q-vL����{-q���x��|� ¾ ��q-x��|q�vLs-wg~.��u��

º
α =

√
1

mqcq

u�s-��w��g�gu ¿ ����u����guevr��{�u���ue�B��q-vL����{-q���x��|� ¾ ��q-x��|q�vLs-wg~.��u��

� �
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*\e¯�\9f9´
 �le£%ÔÀ§9\e¯�\e^�Z#d�£À\¹^_i-jbk�l9m�`�ke¡1`�d�¯g`�£Õ¢�\e¦¨£�Zgf9Ö5¯�le¦¨Zgm�^_`�k�i9¯���l9m-le£À\�¢�\e¦�£�Zgf9Ö�¯�le¦�ZgmK^_`�k�i9¯���l9m-Ìb\ed m�j9`�´
¦�`¥¢�¯gÎr^_`�d�d�¡�Zgm�©�k�`bf� �`�¯g`�d�£Æ©bm�©�d�`bfK^_`�k�\���l9m-le§9\e¯�¶
oÒp)z|{�}�~e��q-}e�eq-vL��q��Àxez|p ¿ ��q �Åu��Huex-��u�Ñ mqz̈ + rqż +

1

cq

z = P0e
iωt
�

uetLz|�
z = x + iq

��ue{�u�{
q(t) = Im(z)

¸��
P0 = Qg0

eiε
u�}|q-�#��q-��{���¸���x�z|p ¿ �gq��Åuep ¿ �gw����L��È9��u��

oÒp)z|{�}�~e��q-}e�eq-vL��q�� ¿ ue�V��wgx1�L�g~e��w���prq-}|ze�g��~e��u�Ñ zp(t) =
P0

iωZ
eiωt

�
º
i
ue{Áwgp)ue}|wgvL~e��w��L�6q�}e����¸�}e�|q�x1��z|�-�

º
ω
uY}|q��%��q-��{���¸-�Àxe�|� ¾ ��q-x��eq-vLs�wH~.��u��

º
Z =

[

rq + i

(

ωmq −
1

ωcq

)] uY��q-vL����{-q���x�z|p ¿ �gq��Åq-���gq-vL~e�g�g~e��u��
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