Széchenyi Istvan Egyetem Altalanos Gépészeti

Ko6zlekedési és Gépészmérnoki Intézet Tanszék
MECHANIKA III./e. Elméleti kérdések és valaszok
MOZGASTAN egyetemi mérnokhallgaték szamara

(1) Mi a mechanikai mozgds?
A mechanikai mozgas testek egyméshoz viszonyitott helyvaltoztatasa. Azt a testet,
amelyhez a tobbi test mozgasat viszonyitjuk vonatkoztatasi rendszernek tekintjiik.

(2) Adja meg anyagi pont mozgdstorvényének (mozgdsfiggvényének) és pdlydjinak definici-
Gjdt!

P(t)
A mozgastorvény az az 7 = 7(t) helyvektor -

id6 (vektor - skalar) fiiggvény, amely az anyagi
pont pillanatnyi helyzetét meghatarozza.
Anyagi pont palyaja az a térgorbe, amelyen

a pont a mozgas soran végig halad.

(3) Adja meg az s=s(t) wkoordindta értelmezését!

Az s ivkoordinata egy adott O kezdGponttol, a palyagérbe mentén mért elGjeles téavolsag
(elgjeles ivhossz), amely a tomegpont helyét a palyagérbén egyértelmiien megadja.

(4) Ertelmezze anyagi pont pdlyagorbéjének eqy tetszéleges pontjdban a t, i, b kisérd triédert!

A Z
- Az érint§ irdnyu egységvektor:
- = dr |ﬂ —
P Ly ds’ N

palyagorbe
f dt 1
ds o
- A binormalis egységvektor:
b=1tx, |b=1.

s - ivkoordinata (eljeles ivhossz),
X k - a palyagdrbe gorbiilete,
o0 - a palyagorbe gorbiileti sugara.

(5) Adja meg anyagi pont v (t) sebességfiigguényének, valamint pillanatnyi sebességuektord-
nak értelmezését és irja le a pillanatnyi sebesséquektor tulajdonsdgait!
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A sebességfiiggvény a mozgastorvény (mozgasfiiggvény) id6 szerint vett elsé derivaltja:
AR

u(t) =7(t) = prt

A pillanatnyi sebességvektor a sebesség-fiiggvény egy adott idépillanatban felvett ér-
téke: ’171 = U(tl)

A pillanatnyi sebességvektor tulajdonsagai:

- vektor mennyiség,
- irAnya megegyezik a péalyagorbe érintGjének iranyéaval.

Bizonyitsa be, hogy anyagi pont sebességquektordnak irdnya megegyezik a pdlyagorbe érin-
tdjének iranydval!

dr dr ds -
Bi itas: v(t) = — = — — = v(i)t.
izonyitas: U(t) = dj pm v(t)
t

- a palyagorbe mentén mért ivkoordinata,
- a palyagorbe érinté egységvektora,
v(t) - a palyasebesség.

S
t

Ertelmezze anyagi pont elmozduldsvektordt és kizepes sebességét!

A Z

- Az elmozdulas-vektor:
tl A’F = 772 - 7?1.

palyagdrbe

- Az elmozduléasvektor az anyagi pont t;
id6pillanatban elfoglalt helyébdl a t,
id6pillanatbeli helyzetébe mutato helyvektor.

- A kozepes sebesség:
AN e

U = — = .
FTA T -4

X y - Az elmozdulasvektor és a kozepes sebességvektor
> . « 1. . .
" is egy adott id6-intervallumra vonatkozik.

Ertelmezze anyagi pont pdlya menti sebességét (pdlyasebességét) és irja le a tulajdonsd-
gait!

A palya menti sebesség a palyagérbe mentén mért ivkoordinata id§ szerint vett elsd
_ds(t)

Codt

derivaltja:  v(t)

Tulajdonsagai:

- (elgjeles) skalar mennyiség,

- elgjelét a s fvkoordinata iranyitasa donti el, elGjele a ¢ iranyara vonatkozik
(a palyasebesség akkor pozitiv, ha az ivkoordinéta ndg).

Adja meg anyagi pont gyorsuldsfiggvényének, valamint pillanatnyi gyorsuldsvektorinak
értelmezését és irja le a pillanatnyi gyorsuldsvektor tulajdonsdgait!

17



A gyorsulasfiiggvény a sebességfiiggvény id6 szerint vett elsé derivaltja, illetve a moz-
gasfiiggvény (mozgéstorvény) id6 szerint vett masodik derivaltja:
: d*7(t)
a(t)=uv(t) =
(t) = () =
A pillanatnyi gyorsulasvektor a gyorsulasfiiggvény egy adott idépillanatban felvett ér-
téke: CTl = G_:(tl)

A pillanatnyi gyorsulasvektor tulajdonsagai:

- vektormennyiség,

- a palyagorbe simulésikjaba esik és a palyagorbe t érintGje és 77 f6normalisa iranyiba
esO Osszetevokbol all.

(10) Mi a hodogrif? Adja meg a hodogrdf legfontosabb jellemzdjét!

AV
tl

hodograf

A hodograf az a gorbe, amelyet az anyagi pont
at,) U = U(t) sebességvektorainak végpontja a

9(t,) Uz, Uy, U, koordinata-rendszerben leir.

0 Yy Legfontosabb tulajdonsaga: a hodograf érintéi
a gyorsulasvektorok.

<

Vx

(11) Bizonyitsa be, hogy anyagi pont gyorsuldsvektora a pdlyagdrbe t, i simuldsikjdba esik!

L d ﬁ du(t) - dt ds dv- v
=a(t) = —=[v)t(t)] = —=t t) — — = —t+ —.
= d(t) dt[v()()] o ttut) - = o
T
0

(12) Adja meg az anyagi pont gyorsuldsvektora koordindtdinak elnevezését, kiszamitdsi mdd-
jdt és fizikai tartalmdt az palyagérbe t, ii, b természetes koordindta-rendszerében!

Elnevezés: Kiszamitéasi mod: Fizikai tartalom:

, . . do(t) , o
Palya menti gyorsulas ai(t) = ——= A sebességvektor nagysaganak
(Palyagyorsulas) dt valtozasat jellemzi.

A sebességvektor iranyanak
valtozasat jellemzi.

2
v
Normaélis gyorsulas a,(t) = —
0

(13) Milyen figgvényeket neveziink foronomiai gorbéknek (foromdomiai figgvényeknek) és mi-
lyen kapcsolatban dllnak eqgymdssal.

Foronomiai fiiggvényeknek az s = s(t), v = v(t), a; = a;(t) palyamenti mozgasjellemzdk
id6tol valo fliggését megado skalar fiiggvényeket nevezziik.

Osszefiiggés a foromomiai fiiggvények kozott:
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(14)

(15)

Ismert: s = s(t) Ismert:  a; = a;(t), So, vo

oty = 28, o(t) = v + tftat(t)dt,
ar(l) = dig) _d dst(j). s(t) = so+ t{tv(t)dt.

Adja meg a szabadsdgfok definicidjdat! Mennyi a merev test és anyagi pont szabad moz-
gdsdnak szabadsdgfoka térbeli és sikbeli mozgds esetén?

Szabadsagfok: A test helyzetét (mozgasat) egyértelmiien megado, egyméastol linearisan
fiiggetlen skalaris fiiggvények (skalaris koordinatak) szama.

Merev test szabadsagfoka: Anyagi pont szabadsagfoka:
Térbeli mozgas: n=>6 n=3
Sikmozgas: n=3 n=2

Adja meg a merev test sebességdllapotinak értelmezését! Milyen mennyiségekkel adhato
meq eqyértelmien merev test sebességdllapota?

Merev test sebességallapota egy adott idGpillanatban a merev test Osszes pontjahoz tar-
toz6 sebességvektorok halmaza.

Megadés:
- a test pillanatnyi & szogsebességével,
- a test egy adott A pontjanak pillanatnyi ¥4 sebességével.

Definidlja merev test mozgdsdllapotdt és elemi mozgdsdt!

Mozgéasallapot: egy merev test mozgasallapotéit a test tetszéleges P pontjanak
- 7p = p(0ap, t) helyzete (helyvektora),
- Up = Up(0ap,t) sebessége (sebességvektora) és
- dp = dp(gap,t) gyorsulasa (gyorsulasvektora) hatarozza meg.

oap - a testen a tetszéleges P pont helyét megado6 helyvektor, t - az idé.

Elemi mozgas:

1. definici6: a merev test vizsgélt id6pillanatban vett mozgésallapota.

2. definicio: a merev test végteleniil rovid id6 alatt végbemend (egy adott idGpillanat-
ban bekovetkezd) mozgésa.

(17) Adja meg merev test elemi mozgdsainak osztdlyozdsdt!

Merev test elemi mozgésainak osztalyozasa az eredd vektorkettGs alapjan:

(1) &=0 (a) Ta1=0 - elemi nyugalom,
(b) T4#0 - elemi halad6 mozgas,
(2) @#0 (a) @-U4=0 - elemi forgd mozgas,
(b) &-Us#0 - elemi csavar mozgés.

(18) Adja meg egy adott iddpillanatban a merev test két pontjinak sebességvektora kizotti

osszefliggést!
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(19)

(20)

Up = Ua + W X Tap,

W - a test pillanatnyi szogsebessége,

U4,Up - az A és B pontok pillanatnyi sebessége,

7ap - az A pontbol a B pontba mutato
helyvektor.

Definidlja merev test pillanatnyi forgdstengelyét! Adja meg a forgdstengely irdnyvekto-
rdt és a merev test A pontjibdl a forgdstengely A ponthoz legkézelebb levd D pontjinak
helyvektordt!

A pillanatnyi forgastengelyt a tér azon X pontjai alkotjak, amelyeknek sebessége zérus:
vx = 0.
A forgastengely irdnyvektora: a test & szogsebességvektora.
w XU
A forgastengely A ponthoz legkézelebb levé D pontjanak helyvektora: 7ap = 5 4.
w

Definidlja merev test pillanatnyi csavartengelyét! Adja meg a csavartengely irdnyvekto-
rdat és a merev test A pontjibdl a csavartengely A ponthoz legkézelebb levd D pontjinak
helyvektordt!

A pillanatnyi csavartengelyt a tér azon X pontjai alkotjak, amelyeknek sebessége péar-

huzamos a test szogsebességével: & x vy = 0.

A csavartengely irAnyvektora: a test & szogsebességvektora.

W XU A
w?

A csavartengely A ponthoz legkozelebb levé D pontjanak helyvektora: 74p =

(21) Adja meg a sitkmozgds mindkét definicidjat!

1. definici6: Sikmozgés esetén a test pontjai egy alapsikkal (egy &-ra L sikkal)
parhuzamos sikokban mozognak.

2. definicio: Sikmozgas esetén a test barmely pontjanak sebességvektora L a test
W szogsebességvektorara, vagyis || az J-ra L alapsikkal.

(22) Adja meg a sebességibra és a sebességpolus értelmezését! Milyen mozgds esetén rajzol-

hatd sebességdibra? Irja le a sebességdbra tulajdonsdgdt!

A sebességabrat ugy kapjuk meg, ha egy adott idépillanatban k6zos kezdGpontbol fel-
mérjiik a test jellemz6 pontjainak sebességvektorait. Sebességabra csak sikmozgas ese-
tén rajzolhato.

A sebességpolus merev test sikmozgasa esetén az alapsiknak az a P pontja, amelynek
sebességvektora zérus: vp = 0.

A sebességabra hasonlé a helyzetabrahoz, de a sebességabra a helyzetdbrahoz képest
90°-kal el van forgatva az & szogsebességvektor irdnyaban.
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(23) Adja meg egy adott iddpillanatban a merev test két pontjinak gyorsuldsvektora kézotti
osszefiiggést térbeli mozgds és sitkmozgds esetén!

Térbeli mozgas: dp = da + & X Fap + & X (J X Fap),

- a test pillanatnyi széggyorsulésa,

- a test pillanatnyi szogsebessége,

A,0p - az A és B pontok pillanatnyi gyorsulésa,

- az A pontbél a B pontba mutatd
helyvektor.

SIS

<
:;l
Sy

Sikmozgas: dp = @4 + €1l X Rap — w?Rap,
7 - a sik normélis egységvektora,

Rap - az 745 helyvektor sikba es§ Osszetevije.

(24) Adja meg a merev test gyorsuldsdllapotdnak értelmezését! Milyen mennyiségekkel adhato
meq eqyértelmien merev test gyorsuldsdllapota?

Merev test gyorsuldsallapota egy adott id6pillanatban a merev test Osszes pontjahoz
tartozo6 gyorsulasvektorok halmaza.

Megadés:

- a test £ pillanatnyi széggyorsulasaval,

- a test & pillanatnyi szogsebességével,

- a test egy adott A pontjanak a4 pillanatnyi gyorsulasaval.

(25) Adja meg a gyorsuldsdbra és a gyorsuldspdlus értelmezését! Milyen mozgds esetén raj-
zolhato gyorsuldsdbra? Irja le a gyorsuldsdbra tulajdonsdgdt!
A gyorsulasabrat gy kapjuk meg, ha egy adott idépillanatban kozos kezdGpontbol fel-
mérjiik a test jellemz& pontjainak gyorsulasvektorait. Gyorsuldsabra csak sikmozgas
esetén rajzolhato.

A gyorsulaspolus merev test sikmozgéisa esetén az alapsiknak az a Q pontja, amelynek
gyorsulasvektora zérus: dg = 0.
A gyorsulasabra hasonl6 a helyzetabrahoz, de a gyorsulasidbra a helyzetadbrahoz képest

(180° — ) szoggel el van forgatva az & szoggyorsulasvektor iranyaban.

]

A ¢ s70g tangense: tgp = — .
w

(26) Ertelmezze merev test véges mozgdsdt! Definidlja merev test véges haladd, fogd és csavar
mozgdsadt!
Merev test véges mozgasanak definicioi:
1. definici6: A merev test hosszabb, (t1,%s) id6 intervallum alatt végbemend mozgésa.
2. definicié: Elemi (pillanatnyi) mozgasok sorozata (egymasutanja).
Halad6 mozgas: A test minden pontja azonos sebességgel mozog. &(t) = 0
Forgd mozgas: @&(t) # 0 és @(t) - T(t) = 0.
Specialis esetek: - all6 tengely koriili forgas,
- stkmozgas (a mozgés soran a forgastengely a helyét valtoztatja),
- gobmbmozgas (all6 pont koriili forgas).
Csavar mozgés: &(t) # 0 és @(t) - Ta(t) # 0.
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(27) Irja le a tiszta gordilé mozgds értelmezését! Milyen mozgds jon létre hengeres feliiletd
testek, illetve kupos feliiletd testek gordilése esetén?
Két test egyméshoz képest tiszta gordiils mozgast végez, ha
- feliileteik csak egy egyenes vonal mentén érintkeznek és
- a pillanatnyi forgéstengely az érintkez6 egyenesre esik.

Hengeres feliiletd testek tiszta gordiilése esetén sikmozgas, kiupos feliiletii testek tiszta
gordiilése esetén gombmozgés (a test pontjai gdmbfeliileteken mozognak) jon létre.

(28) Adja meg egy merev test A ponti, az eqgymdshoz képest mozgd koordindta-rendszerekben
vett U4 €s B4 sebesséquektordanak kapcsolatdt!

Ba

Ua =Ua,, + B4, vagy [a=Pa, +Ua,
U4 - az A pont pillanatnyi sebessége az x, vy, 2
koordinata-rendszerben,

BA - az A pont pillanatnyi sebessége az £, 1, ¢
koordinata-rendszerben,
Ua,. - a &, 1, ( koordinata-rendszerhez kotott
A pont pillanatnyi sebessége az z,y, 2
koordinata-rendszerben,

ﬁ A.. - az T, Y, z koordinata-rendszerhez kotott
A pont pillanatnyi sebessége a &, 7, (
koordinata-rendszerben.

(29) Hogyan szamithato ki egy merev test A ponti, az egymdshoz képest mozgd koordindta-

rendszerekben vett Uy . €s EASZ szallitosebessége? Milyen kapcsolat van a szdllitdsebes-
ségek kozott?

Ua,, = V12 + Ji2 X 04,
U1 - a &, m, ¢ koordindta-rendszer
O, kezdGpontjanak a sebessége
az x,y, z koordinata-rendszerben,
wio - a &, 1, koordinata-rendszernek,
mint merev testnek a szogsebessége
» az x,y, z koordinata-rendszerben.

Va

W
7 A ’
AA
BA ﬁA
3

BA,. = Va1 + Wa1 X Ta,

U - az x, 9, z koordinata-rendszer
O, kezdGpontjanak a sebessége
a &, n, Ckoordinata-rendszerben,

Wy - az x,y, z koordinata-rendszernek,
mint merev testnek a szogsebessége
a &, n, Ckoordinata-rendszerben.

,171452 = _/BASZ’
va,. - a &, 1, koordinata-rendszerhez kotott A pont sebessége az x,y, 2 koordinata-
rendszerben:

—

Ba.. - az x,y, z koordinata-rendszerhez kotott A pont sebessége a &, 7, ( koordinata-
rendszerben.

(30) Adja meg egy merev test A ponti, az eqgymdshoz képest mozgd koordindta-rendszerekben
vett ay, és a4 gyorsuldsvektordnak kapcsolatdt!
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g =aa,, +ada, +aa, vagy
ap =g, +da, +da,
ds - az A pont pillanatnyi gyorsulasa az z,y, z
koordinita-rendszerben,
a4 - az A pont pillanatnyi gyorsulasa az &, 17, ¢
koordinata-rendszerben,
aa,, - a&,n,( koordinata-rendszerhez kotott
n A pont gyorsulasa az x,y, z koordinata-
rendszerben,
a4, - 8z T, Y, z koordinata-rendszerhez kotott
A pont gyorsulasa a &, 7, ¢ koordinéta-
rendszerben.
aa, - az A pont Coriolis gyorsulédsa az x,y, z
koordinata-rendszerben,
a4, - az A pont Coriolis gyorsuldsa a &, 7, (
koordinata-rendszerben.

(31) Hogyan szdamithato ki egy merev test A ponti, az eqgymdshoz képest mozgd koordindta-
rendszerekben vett da,, €s da,. szdllitogyorsuldsa? Milyen kapcsolat van a szdllitogyor-
suldsok kézott?

Aa,. = Gz + €12 X 04 + G1p X (J12 X 0a),
aio - a &, m, ¢ koordinata-rendszer
O, kezd6pontjanak a gyorsulasa
az x,y, z koordinata-rendszerben,
€19 - a &, n, ¢ koordinata-rendszernek,
mint merev testnek a szdggyorsulésa
az x,y, z koordinata-rendszerben.
Wio - a &, n, ¢ koordindta-rendszernek,
mint merev testnek a szogsebessége
az x,y, z koordinata-rendszerben.
Qp,, = Go1 + 91 X T4 + Jg1 X (o1 X Ta),
a9 - az x, 1, z koordinata-rendszer
O, kezdGpontjanak a gyorsulasa
a &, n, ¢ koordinata-rendszerben,
€91 - az T, Y, z koordinata-rendszernek,
mint merev testnek a szdggyorsulésa
a &, 1, ¢ koordinata-rendszerben,
Wo1 - az x,y, z koordinata-rendszernek,
mint merev testnek a szogsebessége
az &, 1, C koordinata-rendszerben.

C_,:Asz + 6_L)Ac = _&Asz - OjAc’
aa,. - a&,n,( koordinata-rendszerhez kétott A pont sebessége az x,y, z koordinéta-
rendszerben:

aa,, - az x,y, z koordinata-rendszerhez kotott A pont sebessége a &, 7, ¢ koordinata-
rendszerben.

(32) Hogyan szdamithato ki egy merev test A ponti, az eqgymdshoz képest mozgd koordindta-
rendszerekben vett aa, és as, Coriolis gyorsuldsa? Milyen kapcsolat van a Coriolis
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gyorsuldsok kézott?
ap, = 2012 X B4
ﬁ 4 - az A pont pillanatnyi sebessége a &, 7, ( koordinata-rendszerben,

Wig - a &, n, ¢ koordindta-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szogsebessége
az x,y, z koordinata-rendszerben.

ap, = 20y X Vg,
v4 - az A pont pillanatnyi sebessége az x,y, z koordinita-rendszerben,

W1 - az x,y, z koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szogsebessége
az &, n, C koordinata-rendszerben.

C_]:Asz + C_I:Ac = _O_ZASZ - O_ZAC’
da, - az A pont pillanatnyi Coriolis gyorsuldsa az x,y, z koordinita-rendszerben,
a4, - az A pont pillanatnyi Coriolis gyorsulésa a &, n, ¢ koordinata-rendszerben.

(33) Milyen osszefiiggés van egqy (3) jeld merev test eqgymdshoz képest mozgd koordindta-
rendszerekben vett (13 €s Wag pillanatnyi szigsebesséquektora kozott?

W13 = W2 + Was ,
W13 - a merev test pillanatnyi szogsebessége az x, vy, z koordindta-rendszerben,
Wie - a &, n, ¢ koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szogsebessége

az x,y, z koordinata-rendszerben,
Wo3 - a merev test pillanatnyi szogsebessége a &, 7, ( koordinata-rendszerben.

Wa3 = Woy + Wis,
Wo1 - az x,y, z koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szogsebessége
az &, 1, ¢ koordinata-rendszerben,

(34) Milyen osszefiiggés van egy (3) jeli merev test eqgymdshoz képest mozgd koordindta-
rendszerekben vett €13 €s €s3 pillanatnyi szoggyorsuldsvektora kézott?
€13 = €12 + W12 X Woz + €03,
€13 - a merev test pillanatnyi szoggyorsulasa az x,y, z koordinata-rendszerben,
€19 - a &, m, ¢ koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi sz6ggyorsuléasa

az x,y, z koordinata-rendszerben,

Wie - a &, n, ¢ koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szogsebessége
az x,y, z koordinata-rendszerben,

Wz - a merev test pillanatnyi szogsebessége a &, 7, ( koordinata-rendszerben,

€53 - a merev test pillanatnyi szoggyorsulasa a &, n, ¢ koordinata-rendszerben.

€93 = €91 + Woy X W13 + €13,

£33 - a merev test pillanatnyi széggyorsulasa a &, 7, ( koordinata-rendszerben,

€91 - az ¥, Yy, z koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szoggyorsulasa
a &, n, ¢ koordinata-rendszerben,

W1 - az x,y, z koordinata-rendszernek, mint merev testnek a pillanatnyi szogsebessége
az &, 1, koordinata-rendszerben,

W13 - a merev test pillanatnyi szogsebessége az x,y, z koordinata-rendszerben,

€13 - a merev test pillanatnyi szoggyorsulasa az x,y, z koordinata-rendszerben.

(35) Adja meg a szabad mozgds és a kényszer mozgds definicidjdt!
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(36)

(39)

Szabad mozgas: A rendszert alkot6 testek sem egymassal sem kiils6 testekkel nincsenek
kapcsolatban, szabadon mozognak.

Kényszer mozgés:

1. definicié: A rendszert alkoto6 testek mozgésat a rendszerhez tartozo mas testek
és/vagy kiils6 testek akadalyozzak (korlatozzak).

2. definici6: A rendszerhez tartozo testek helyzetét egyértelmiien meghatérozo

koordinaték (koordinata-idé fiiggvények) nem tetszélegesek,
hanem kozottiik meghatarozott Osszefiiggések allnak fenn.

Mi a kényszer, a kényszererd és a kényszerkapcsolat?

Kényszer: Az a test, amely az altalunk vizsgalt test mozgasét elGirt geometriai
feltételeknek megfelelgen korlatozza.

Kényszererd: A mozgést akadéalyozo (korlatozo) testrdl a vizsgalt testre hato erd (erd-
rendszer).

Kényszerkapcsolat: Testek kozotti kapcsolat, amely a merev testeken kialakitott,
altaldban specidlis feliiletek mentén torténd érintkezéssel jon létre.

Ismertesse a Coulomb-féle surloddsi torvényt mozgdsbeli surloddsra!

Testek egymaéson, sik feliiletek mentén torténd csiiszasa sorédn a kényszerer§ tangenci-
alis Osszetev§jének nagysaga a normalerd p-szorose, irdnya pedig ellentétes a cstszési
sebességgel.

—

=4 U L4 I z re ° 2 r7 2 v d ” z : 2
Fy = —uF,—:, ahol p a mozgasbeli surlodési tényez6 és U a csuszasi sebesség.

|7’

Milyen feltételek mellett érvényes a Coulomb-féle surloddsi torvény?

- Nem pontonként adja meg a tangencidlis erét, hanem az egész érintkez6 sik feliiletre.
- A kényszer erGrendszer eredGjének kezelésére alkalmas.

- Stacionarius (allandosult) allapotok leirasara alkalmas.

- Széaraz surlodasra érvényes (az érintkezd feliiletek kozott nincs kenGanyag).

Adja meg a k kotottségi fok és az s szabadsdgfok értelmezését! Hogyan szdmithato ki eqy
tobb merev testbdl dllo rendszer szabadsdgfoka?

Kotottségi fok: Az egymastol fiiggetlen kényszerfeltételek szama. (Az egymastol
fiiggetlen skalaris kényszeregyenletek szama.)

Szabadsagfok: Az érintkezd merev testek egymashoz viszonyitott (relativ) helyzetét az
id6 fiiggvényében egyértelmien leiro fiiggetlen skalaris fiiggvények szdma.

n ng
Rendszer szabadsagfoka: s = ) so, — > kj,
i=1 j=1
n - a rendszert alkoté merev testek szama,
ny - a rendszer kényszereinek szama,
so = 6 - térbeli esetben és sy = 3 - sikbeli esetben,
k; - a j jeld kényszer linearisan fiiggetlen kényszerfeltételeinek szdma.
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(40) Adja meg az impulzus vektorrendszer eredd vektorkettGsének értelmezését tomegpont-
rendszer és merev test esetén!
Z A

m

Tomegpont-rendszer esetén:

<i

Az ered6 impulzus vektor:

}

i Az ered6 impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor:

A y Ia=> 7 x mt;
:

Merev test esetén:
Az ered6 impulzus vektor:
[= | vdm.
(m)
Az ered6 impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor:

Y Ts= [ Fx ddm.
(m)

1 S

(41) Hogyan szdmithatd ki az impulzus vektorrendszer S silyponti eredd vektorkettése merev
test esetén!

Az eredd impulzus vektor kiszamitasa: I = muvs.

Az eredd impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor kiszamitasa: Ilg = S d.

m - a test tomege, Us - a test S stulypontjanak sebességvektora,
W - a test szogsebességvektora,
J 5 - a test S ponti tehetetlenségi tenzora.

(42) Hogyan szdmithatd ki az impulzus vektorrendszernek a test tetszdleges A pontjdra szd-
mitott eredd vektorkettdse!

Az eredd impulzus vektor kiszamitasa: I = muvs.
Az ered§ impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor kiszamitésa: 114 = J " “W+Tag X mUy.

m - a test tomege, Us - a test S pontjanak sebességvektora,
v - a test A pontjanak sebességvektora,
W - a test szogsebességvektora,

J , - atest A ponti tehetetlenségi tenzora.

(43) Ertelmezze merev test pontra és a koordindta-rendszer tengelyeire szamitott tehetetlen-
ségi nyomatékdt! Adja meg a pontra €s a tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok
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legfontosabb tulajdonsdgdt!

AL

Pontra szamitott:

Ja= [ r*dm = [ (2*+y*+ 2%)dm.
(m) (m)

A koordinata tengelyekre szamitott nyomatékok:

Jo = [ (y* + 2%)dm - = tengelyre szamitott,
(m)

Jy = [ (2% + 2%)dm - y tengelyre szamitott,
(m)

J. = [ (#* + y*)dm - z tengelyre szamitott.
(m)

Tulajdonsag: J4 >0, J, > 0.

A koordinata-sikokra szidmitott nyomatékok:

Juy = [ (zy)dm - az |yz]-|xz| sikparra szdmitott,
(m)

Jy. = f (yz)dm - az [xz]-[xy| sikparra szamitott,
(m)

Joo = [ (zx)dm - az [xy|-[yz] sikparra szamitott.
(m)

(45) Adja meg a merev test S sulyponti e tengelyre szdmitott tehetetlenségi vektordnak, va-
lamint tehetetlenségi tenzordnak értelmezését és irja fel a tenzor mdtrizdt az S ponthoz

katatt £, n, C koordindta-rendszerben!

Tehetetlenségi vektor értelmezése:

1 =

Tenzor értelmezése:

[ [°E — Gogldm = (Je 0 & + Jy 0 &, + Jc 0 ).
(m)

A tenzor méatrixa:

Je —Jey —Jec

} = _Jnf Jn _JnC .

—Jee —Jo e

(46) Hogyan szdmithatdk ki a J s stlyponti tehetetlenségi tenzor, valamint az 1 €s az m irdny
eqységuektorok ismeretében a J, tengelyre és a J,,, sikpdrra szdmitott tehetetlenségi nyo-

maték?

Jo=7- A =y = i L= i L



(47)

(48)

(49)

(50)

Adja meg merev test S sulyponti tehetetlenségi fotengelyének és tehetetlenségi fosikjinak
értelmezését!

Merev test tehetetlenségi f6tengelyének iranyat az az 7 egységvektor adja meg, amelyre
fennéll az alabbi Gsszefliggés: J,, = J ¢ n=J,n.
Ebben az esetben J,,,, = J;, = 0 is teljesiil, ha m -7 = 0 és [-7=0.

Merev test S stulyponti tehetetlenségi f6sikja az 77 irAnyra | S stlyponton atmeng sik.

Hogyan szamithatok ki a tehetetlenségi tenzor skaldris invaridnsai? Mivel szemben vdl-
tozatlanok ezek a mennyiségek?

Jr=Je+ Iy + Je,

J —J, J —J J, —J,
Jrr = n nC'Jr' 3 £C'+' £ £n’
" ‘ —Jey Je —Jee  Je —dne Iy

Je —Jey —Jec
Jrir = _Jn£ Jn _JnC

—Jee —Jo  Je

Az invaridnsok a koordinata transzformaci6é soran nem valtoznak.

Irja fel merev test tehetetlenségi tenzordra a Steiner tételt!

A Steiner tétel Osszefiiggést ad meg az egymaéssal parhuzamos S silyponti és tetsz6-
leges A ponti tengelyekre (és sikparokra) szamitott tehetetlemségi nyomatékok kozott.

Tenzorialis alak:
J, = I+ g,

Skalaris alak:

Jo = Je +m(yis + 24s) = Je - m(nga + (Ga),
Jy = Iy +m(ahs + 255) = Je +m(EG 4 + (Ga),
J. = Jo +m(hs + yis) = Jo +m(E& 4 +15a);
oy = Jen + MTasyas = Jen + mEsansa,

Jy. = Jpc + myaszas = Jyc + mnsaCsa,

Joz = Jec + mxaszas = Jee + mEsaCsa-

Hogyan szamithato ki merev test impulzus vektorrendszerének eredd vektorkettise a test
pillanatnyi forgdstengelyének P pontjdra?
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Az ered$ impulzus vektor kiszamitasa:

f: mﬁs.

Az ered§ impulzus-nyomaték (perdiilet)
vektor kiszdmitasa:

HP = iP - W,

m - a test tOmege,

Us - a test S stulypontjanak sebességvektora,
W - a test szogsebességvektora,

J,, - atest P ponti tehetetlenségi tenzora.

(51) Adja meg a kinetikai vektorrendszer eredd vektorkettdsének értelmezését tomegpont-rendszer

és merev test esetén!
Z A
Toémegpont-rendszer esetén:

Az eredd kinetikai vektor:
Az ered§ kinetikai-nyomaték vektor:

DA = E'f; X mzﬁz
7

Merev test esetén:
Az eredd kinetikai vektor:
K= [ adm.
(m)
Az ered§ kinetikai-nyomaték vektor:

Da= [ 7x ddm.
(m)

(52) Hogyan szdmithatd ki a kinetikai vektorrendszer S sulyponti eredd vektorkettdse merev
test esetén!

Az ered§ kinetikai vektor kiszamitasa: K = mdg.

Az eredd kinetikai-nyomaték vektor kiszamitasa: 55 =J ¢ 4+ W x f[s,

m - a test tomege, ds - a test S pontjanak gyorsulasvektora,
£ - a test szoggyorsulasvektora,
J 5 - a test S ponti tehetetlenségi tenzora.
(53) Hogyan szdmithatd ki a kinetikai vektorrendszernek a test tetszdleges A pontjdra szami-
tott eredd vektorkettise!

—

Az eredd kinetikai vektor kiszdmitasa: K = mag.
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(55)

(56)

(57)

Az eredd kinetikai-nyomaték vektor kiszamitasa: Dy = JA EH WX JA WA+ mras X dg,

m - a test tomege, dg - a test S sulypontjanak gyorsulasvektora,
a4 - a test A pontjanak gyorsulaavektora,
€ - a test szogsebességvektora, @ - a test szoggyorsulasvektora,

J , - atest A ponti tehetetlenségi tenzora.

Milyen dsszefiiggés dll fenn az impulzus és kinetikai vektorrendszer S silyponti és tet-
szdleges A ponti eredd vektorkettdse kéozott?

Az S ponti eredd vektorkettés kapcsolata:

[=R, Tig=Ds

Az A ponti ered§ vektorkettds kapcsolata:

I:K, HA:DA+m175X17A.

Adja meg a kinetikai (mozgdsi) energia értelmezését tomegpont-rendszer és merev test
esetén!
Z A N ,
Tomegpont-rendszer esetén:
M ™Sy 1
< E=3 émiviz > 0.
r_. 1
A mozgasi energia pozitiv skalar mennyiség.
X A y
A »
m Merev test esetén:

E= f v2dm > 0.
(m)

A mozgési energia pozitiv skalar mennyiség.
N
X >

Hogyan szdmithatd ki merev test kinetikai (mozgdsi) energidja a szogsebesség és az im-
pulzus vektorrendszer eredd vektorkettdsének felhaszndldsdval?

A tetsz6leges A ponti vektorkettdssel:
1. - _ =

Ezé( A'[_'_W'HA)a

Az S silyponti vektorkettéssel:

1 . .
E25(775]+07H5), vagy

1 1 1
E = émvg + §J8w2, ahol J, = — (& J - &) a test -val parhuzamos S ponti
o <
tengelyére szamitott tehetetlenségi nyomaték.

Hogyan szamithato tomegpont-rendszerre és merev testre hatd erdk teljesitménye?
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(58)

(59)

Az i jeld tomegpontra hat6 erdk teljesitmeénye:
Pz‘:Fz"UiﬂLZF}i'ﬁi,
J

—

F; - az i tOmegpontra hato kiils6 er6k ereddje,

—

Fj; - a j tomegpontrol az ¢ tomegpontra 4tadddo belsd
erd.

a = F i A tomegpont-rendszerre hato erék teljesitménye:
i P=YR=XF G+ LY Fi i,
i i i

ahol Px = S" F, - ¥ - a kiils6 erdk teljesitménye,

<

|
v <

K
Pp =375 Fj; - U; - a bels6 erck teljesitmeénye.
(]

Merev testre hato erdk teljesitménye:

P=Pgx=F 04+ My &,

F' - a kiils6 erérendszer eredd ergje,

U4 - a test A pontjanak sebessége,

M - a kiils6 erérendszernek az A pontra szamitott
nyomatéka,

W - a test szogsebessége.

Hogyan szamithato ki tomegpontra, illetve merev testre hato erdrendszer munkdja?

X

A témegpontra hato erérendszer munkaja:
to ta T2
Wi = [Pdt = [ F-vdt = [ F-dr,
t1 t1 1
F - az erérendszer ereddje, U - a tomegpont sebessége.

A merev testre hato erérendszer munkéja:

2 ta 5
W12 :fpdtzf<F?7A+MACU)dt,
t1 t1
F - a kiils§ erérendszer eredd erdje, U4 - a test A pontjanak sebessége,
M4 - a kiils6 er6rendszer A pontra szamitott nyomatéka,
W - a test szogsebessége.

Adja meg a konzervativ erétér (konzervativ erérendszer) és a potencidlis energia (poten-

cidl) definicidjdt!

Konzervativ er6tér (konzervativ erérendszer):

1. definici6: Ha az erdtérben létezik olyan U = U(7) skalar fiiggvény, amelybdl az erd
negativ gradiens képzéssel szarmaztathato:

dU

——

2. definici6: Ha az er6térben a munkavégzés fiiggetlen az uttol, csak a kezdeti és a végsé
allapottdl fiigg:

F= —gradlU =
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(63)

(65)

Potencialis energia (potencial):
Az az U = U(7) skalar fiiggvény, amelybdl konzervativ erétérben az erd elallithato.

Ismertesse Newton I. torvényét!

- Minden test megmarad a nyugalom, vagy az egyenes vonalu egyenletes mozgas
allapotaban, amig a ra hato er6k ennek az allapotnak a megvaltoztatdsira nem
kényszeritik.

- Zart rendszer impulzusa allandé. (Egy rendszer zart, ha nem éri kiils6 eréhatas.)

Ismertesse Newton II. térvényét!

Test impulzusanak a megvaltozasa aranyos a testet mozgaté erével és a valtozas irdnya
megegyezik az erd irdnyaval:

d, I
—(mv) =mad = F.
dt

Ismertesse Newton III. térvényét!

Két test kolcsonhatasa esetén a szobanforgo két test egymasra gyakorolt hatasa mege-
gyez6 nagysagi, kozos hatasvonala és ellentétes iranyu:

F12 = _F21-

Adja meg az inercia-rendszer értelmezését!

Olyan koordinata-rendszer, amelyben egy test mozgasa més testek hatasaval, azaz ki-
zarolag kiils6 erck figyelembevételével leirhato (meghatérozhato).

Ismertesse a dinamika alaptorvényét, valamint az ebbdl kovetkezd impulzus- és perdii-
lettétel differencidlis alakjdt merev test (vagy tomegpont-rendszer) S sulypotjdra, illetve
tetszdleges A pontjdra felirva!

Inercia-rendszerben barmely merev test, (vagy tomegpont-rendszer) kinetikai vektor-
rendszere egyenértékii a merev testre (vagy tomegpont-rendszerre) hato kiils§ erérend-

szerrel: (Vi) M (V).

Impulzus tétel: Perdiilettétel:
Spont: K:mﬁszﬁ, BS:iS'g+QXﬁS:MSa
ApOIltI K:mﬁszﬁ, ﬁA:iA'g+ﬁxiA'ﬁ+mFASXﬁA:MA-

Ismertesse Newton II. torvényének nem inercia-rendszerekre vonatkozo dltaldnositdsdt!
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(66)

(68)

(69)

KR, - a Foldhoz ko6tott koordinata-rendszer,
KR, - a mozgb koordinata-rendszer.

ma — mds, — ma, = ma,

ﬁ1+ﬁsz+ﬁc:ﬁ27

Fi=mi-azl jeld koordinata-rendszerben haté
kiils6 erék ereddje,

Fy=ma-a?2 jeld koordinata-rendszerben haté
kiils6 erck ereddje,

Jéarulékos er6k: A KR-ek mozgasabdl szarmaznak - nem mas testek hatasai.
Szallito erd: Fsz = —mc_isz = —m[afg + 512 X 0+ (4712 X (0312 X 19_)]

Coriolis er6: F. = —mi, = —2m(@12 x ).

Ismertesse a mechanikai energia-tételt és a mechanikai munka-tételt!

Energia-tétel: A rendszer kinetikai energiajanak id6 szerinti derivaltja (id6 szerinti
megvaltozasa) egyenld a rendszerre hato kiilsg és bels6 ersk
teljesitményével.

E=Pg+Pg=P

Munka-tétel: A rendszer kinetikai energidjanak <ti,t;> id6 intervallum alatti
megvaltozasa egyenlé a rendszerre hato kiils6 és bels6 erGknek a <tq, 15>
id6 intervallum alatt végzett munkajéaval.

Ey, —E = WK12 + WBI2 = Wi

Megjegyzés: merev test esetén: Pgp =0 és Wp,, = 0.
Ismertesse a mechanikai munka-tételt konzervativ erétérben!

Konzervativ erétérben a kinetikai és potenciélis energia 6sszege allando:
Ey+ U, = By + Us.

Adja meg a forgorészek egqyenldtlen jdrdsdra jellemzd kizepes sebesséq és az eqyenldtien-
séqi fok értelmezését!
Wmazx + Wmin

Kozepes sebesség: Whoz = = 5

EgyenlGtlenségi fok: § = Jmaz — Cmin,

Wkéz

Mikor van eqy régzitett tengely koril forgo merev test statikusan és dinamikusan kie-
gyensulyozva?

Statikusan kiegyenstulyozott egy allo tengely koriil forg6 merev test, ha a test S stly-
pontja a forgastengelyre esik.

Dinamikusan kiegyensilyozott egy allo tengely koriil forgé merev test, ha a forgasten-
gely a merev test S silyponti tehetetlenségi f6tengelye.
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(70)

(71)

(72)

(74)

(75)

Milyen feltételezések mellett vizsgdltuk testek itkozését?

- Az iitkoz6 testek valamilyen mértékben rugalmasak.

- Az iitkozés igen rovid id6 alatt jatszodik le.

- A rovid ideig tart6 érintkezés alatt a testek helyzetében nem kovetkezik be valtozas.
- Az iitkozés kovetkeztében felléps erék mellett a tobbi eré elhanyagolhato.

Milyen esetben beszéliink centrikus és excentrikus titkozésrdl?

Centrius iitkozés esetén az litkozési normalis &tmegy mindkét test stlypontjan.
Excentrikus iitkozés esetén az iitkdzési normalis nem megy at mindkét test stlypontjan.

Adja meg excentrikus ttkozés esetén az utkozési talppontok és az iitkiozési (1okési) ko-
zéppontok értelmezését!

Az iitkozési talppontok az iitkozési normalis és a testek S silypontjabél az iitkozési
normalisra bocsatott mersleges egyenesek metszéspontjai.

Az iitkozési (16kési) kozéppontok a testek azon pontjai, amelyeknek az iitkozés soran
nem valtozik a sebessége.

Irja le eqy excentrikus itkdzési feladat megolddsinak gondolatmenetét!

- A redukalt tomegek meghatarozasa.

- Az iitkozési talppontok iitkozés elGtti sebességének meghatarozasa.

- A Maxwell-féle iitkozési diagrambol az iitkdzési talppontok iitkozés utani sebességének
meghatarozasa.

- Az {itkozési kozéppontok helyének meghatarozasa.

- Az {itkozés utani szogsebességek meghatarozasa.

- A testek barmely pontjanak iitkozés utani sebességének meghatarozasa.

Adja meg az dltaldnos koordindtdk értelmezését és tulajdonsdgait!
Altalanos koordinatak azok a g = q(t) skalar fiiggvények (koordinatak), amelyek a vizs-
galt rendszer mozgéasat, vagy helyzetét egyértelmiien meghatarozzéak.

Tulajdonsagok: - a ¢ = ¢(t) elmozdulas, vagy szogelfordulas is lehet,
- a ¢ = ¢(t) az id6nek legalabb kétszer differencialhato fiiggvénye.

Irja fel a Lagrange-féle mdsodfaji mozgdsegyenlet N merev testbdl (vagy anyagi pontbdl)
allo, n szabadsdgfoku rendszerre vonatkozo alakjdt, és definidlja az egyenletben szerepld
mennyiségeket!

d O0F OF

@(8—%)_8—%:%’ (1=1,2,...n).

Lagrange-féle méasodfaju mozgasegyenlet:

N1 1
A rendszer kinetikai (mozgéasi) energidja: E = Z(émlvgl + §Jsiwl-2)
i=1
Ny

Ne _ o
Az &ltalanos er6:  Q; = > Fy- By + > M;-b;, ahol
k=1 i=1

- N a rendszerre hato koncentralt erék szama,
- Nj; a rendszerre haté6 nyomatékok szama,
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(76)

(77)

Uy,

- Bkj = 5. a k-dik er6 tdmadéaspontjanak az egységnyi koordinata-sebességhez tartozo
4;
sebessége,
. "}
- b = a—’ annak a testnek az egységnyi koordinata-sebességhez tartozo szogsebessége,
j

amelyre az i-dik nyomaték hat.

Adja meg a rezgémozgds (lengémozgds) és a rezgdrendszer értelmezését és sorolja fel a

rezgdrendszereket alkoto elemeket!

Rezgémozgas: Ha a mozgas kozben a g altalanos koordinata, a ¢ dltalanos koordinata
-sebesség, vagy a ¢ altalanos koordinata-gyorsulas tobbszor is elGjelet valt.

Rezgérendszernek a rezgémozgasra képes mechanikai rendszereket nevezziik.

A rezgGrendszerek alkot6 elemei: - merev testek, vagy tomegpontok,
- rugalmas elemek (rugok),
- csillapito elemek (csillapitasok).

Irja fel egyszabadsdgfoki rezgdrendszer mozgdsegyenletének dltaldnos (redukdlt) alakjdt,
adja meg az egyenletben szerepld mennyiségek jelentését és vdzolja a helyettesitd rezqd-
rendszert!

1
A mozgéasegyenlet:  m,G + g+ —q = Qq(t) = Qg sin(wt + ¢),
Cq

- m, az altalanos (redukalt) tomeg, - (g, az alt. gerjesztGerd amplitiudoja,
- r, az altalanos (redukalt) csillapitéasi tényezs,- w a gerjesztés korfrekvenciija,
- ¢, az altalanos (redukalt) rugéallando, - € a gerjesztderd fazisszoge.
A helyettesits (redukalt) rezgérendszer:
Qq (1)
< > rq

o

Tan)

Irja fel az eqyszabadsdgfoki szabad rezgérendszer mozgdsegyenletének komplex alakjdt,
valamint a mozgdsegyenlet dltaldnos megolddsdt a megolddsban szerepld mennyiségek je-
lentésének megaddsdval!

1
A mozgasegyenlet komplex alakja: myZ 412+ —2 =0,
Cq
ahol 2z =ux+1iq, azaz q(t) = Im(2).
A (homogén) mozgasegyenlet altalanos megoldasa:  z,(t) = (a + ib)e Ptett,
- ¢ az imaginarius egységvektor,
- a és b a kezdeti feltételekbsl szamithato valos allandok,

Tq g . .

- f = —— a rendszer csillapitasat jellemzé mennyiség,
m
q

- v = \/a? — (32 a csillapitott szabad rendszer korfrekvencidja,

-a = a csillapitatlan szabad rendszer korfrekvenciaja.

MgCq
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(79) Irja fel az eqyszabadsdgfoki gerjesztett rezgérendszer mozgdsegyenletének komplex alak-
jat, valamint a mozgdsegyenlet partikuldris megolddsdt a partikuldris megolddsban sze-
repld mennyiségek jelentésének megaddsdval!

1 A
A mozgéasegyenlet komplex alakja:  mgZ +r 2 + —z = Ppe”,
Cq
ahol 2z =ux+1iq, azaz q(t) = Im(z) és
Py = Qg€ a gerjesztés komplex amplitudoja.
A mozgésegyenlet partikuldris megoldasa:  2,(t) = — ™!
- ¢ az imaginarius egységvektor,
- w a gerjesztés korfrekvenciaja,

1
-7 = [rq +1 (wmq — —)] a rendszer komplex ellenall4sa.
wey
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