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0. BEVEZETES

Az Alkalmazott Mechanika targy a Széchenyi Istvan Egyetem Miiszaki Tudomanyi Karan a
Mechatronikai mérnoki, a Kozlekedésmérnoki és a Logisztikai mérnoki egyetemi mesterkép-
z€si (MSc) szak tantervében szerepl6 kotelezo tantargy.

A tantargy az egyetemi alapképzés mechanika oktatasat meghaladé szinvonalon, igényes ma-
tematikai apparatus felhasznalasaval, rendkiviil tdmoren, vazlatszerien foglalja dssze a mér-
noki munkahoz sziikséges statika, szilardsagtan, kinematika és kinetika leglényegesebb fo-
galmait és Osszefiiggéseit. Ezzel lehetOséget teremt az egyetemi alapképzést az adott szakon
folytato hallgatoknak mechanikai ismereteik bdvitett, magasabb szinvonali megerdsitésére, a
korabban kevesebb mechanikai ismeretet szerzett hallgatoknak pedig tudasuk egyetemi szintre
hozasara. A tananyag Osszeallitasanal a szerzok arra torekedtek, hogy a mérndki mechanika-
nak a fenti MSc szakok szamara fontos fejezeteire térjenek ki.

Az elméleti tananyagot kidolgozott gyakorld feladatok, valamint tovabbi ki nem dolgozott
gyakorld feladatok egészitik ki, amelyek 6nallé gyakorldsra is lehetdséget biztositanak. Az
0nallo feladatmegoldasnak az elméleti anyag megértése és megtanuldsa, valamint a kidolgo-
zott feladatok gondolatmenetének megértése utan célszerii neki kezdeni. A tananyag elsajati-
tasa a félév soran folyamatos munkat igényel. A vizsgara torténd eredményes felkésziiléshez
célszeri a tananyaggal heti 3-4 orat intenziven foglalkozni és a jegyzetbdl 15-20 oldalnyi
anyagot feldolgozni.

A jegyzet - az el6dadasokon, gyakorlatokon és konzultacidkon torténd részvételt feltételezve -
segitséget szandékoznak nyujtani a nappali tagozatos hallgatoknak a tantargy elsajatitasahoz
¢€s a vizsgara torténd eredményes felkésziiléshez. Hasznos segédeszkozok lehetnek azonban
a levelez6 tagozatos egyetemi mesterképzésben résztvevo hallgatok szamara is, akik na-
gyobb részt onalldan késziilnek fel a félévkozi hazi feladatok megoldasara és a vizsgara.

Az eredményes felkésziiléshez a hallgatok az Alkalmazott Mechanika Tanszék honlapjan a
http://www.sze.hu/am/ cimen tovabbi oktatasi segédanyagokat, kidolgozott elméleti kérdé-
seket talalnak.

Az Alkalmazott Mechanika tantargy anyaganak elsajatitasahoz a jegyzet szerzoi eredményes
munkat kivannak.

A szerzOk ezen a helyen mondanak koszonetet Dr. Szabé Tamas tanszékvezetd egyetemi
docensnek, a jegyzet lektoranak hasznos és érdemi szakmai észrevételeiért, amelyek a jegy-
zet végleges valtozataba beépiiltek.

Gyor, 2010. marcius.



1. MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO
1.1. Vektorok és vektormiiveletek

Skalaris mennyiség: olyan geometriai, vagy fizikai mennyiség, amelyet nagysag, (eldjel) és
mértékegység jellemez.
Vektor mennyiség: iranyitott geometriai, vagy fizikai mennyiség, amelyet nagysag (eldjel),
irany és mértékegység jellemez.

a) Vektor megadasa:

Ay ~ Egységvektorok: €, €, .

ea

Ayl Az egységvektorok hossza egységnyi:
! > — > —_—

) ; EASEASE
— |
1 i Egy tetszdleges vektor megadasa egységvekto-
a } X rokkal: a=aé +ae, .
0 é. a,

Ha ismert az a vektor hossza és az x tengellyel bezart szoge, akkor az e€l6z6 Osszefiiggés-
bol:
a=|a|cosaé +|d|sinae, =[d|(cosae, +sinae)=|dle,

Az d vektor hosszat a Pithagorasz-tétel segitségével szamithatjuk ki: | d |=/a + ai

Konnyen belathat6 az is, hogy €, vektor egységvektor:
|é, [=Vcos’a+sin*a =1,

A vektorok kozotti miiveletek a vektorok tamadasponthoz, vagy hatasvonalhoz kotottségétol
fiiggetleniil érvényesek.

b) Vektorok dsszeadasa:

Legyen adott két vektor: a=a é +a,e,, b=be +be,.

A két vektor 6sszegének kiszamitasa:

a+b=(a,e +ae)+(be +beé)=(a +b)e +(a,+b)e =c.
C. C

A két vektor dsszegének megszerkesztése:

-

b

QL
oL

Haromszog szabaly Paralelogramma szabaly



¢) Vektorok kivonasa:

Legyen adott ket vektor: a=a é +a,e,, b=be +be, .

A két vektor kiilonbségének kiszamitasa:
a-b=(a.é +ae)—(be +bé)=(a,—b)e +(a,—b)e =d

d d

X y

Két vektor kiilonbségének megszerkesztése:

QY

a+(-b)=d i-b=d

d) Vektorok skalaris szorzasa (az eredmény skalaris mennyiség):

A skalaris szorzas értelmezése: a-b =|d||b|cosc .
A skalaris szorzés kiszamitasa: d-b=ab, +ab +a.b..

Az G-b jeldlés kiejtése (kiolvasésa): 4 skalarisan szorozva bével.

Egységvektorok skalaris szorzata: ¢ -é =1, é e =1, é-é =1,
e.e,=0, e e =0, e e =0

Az eredmény altalanositasa: a-a=|al*> és a-b=0 = alb.
Azalb jelolés kiejtése (kiolvasasa): 4 merdleges bére.

e) Vektorok vektorialis szorzata (az eredmény vektor):

A vektoridlis szorzas értelmezése:
Az eredményvektor nagysaga: |dxb |=|d| |b| sina .
%/_/

a paralelo-
gramma
magassaga

Az eredményvektor irdnyat un. jobbkéz szabaly-
lyal kapjuk meg: ha jobb kézzel az a vektort a

b vektorba forgatjuk, akkor a jobb kéz hii-
~ = velykujja adja meg az eredményvektor iranyat.

Az eredményvektor merdleges a szorzasban szereplé mindkét vektorra.



A vektorialis szorzas kiszamitasa:

e e e
axb=la, a, a|=él(ab,-ba)-¢(ab —ba)+é(ab —ba,).
bx by bz
Egysegy;ktorok é.xé =0, é,xe =0, é.xée. =0,
vektorialis szorzata:
eAXy:z, ey)(z:x, ezxx:},
e‘X A:_e‘(’ exx Z:_e}’ ezxy:_ex

Szabaly: - Ha két egységvektort az abran lathatdé nyillal megegyez6 sorrendben szorzunk
Ossze vektorialisan, akkor pozitiv eldjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

- Ha két egységvektort az abran lathato nyillal ellentétes sorrendben szorzunk 8sz-
sze vektorialisan, akkor negativ el6jellel kapjuk a harmadik egységvektort.

Az eredmény altalanositasa: a x b=0 = a I b.

f) Vektorok kétszeres vektorialis szorzata (az eredmény vektor):
(Gxb)x¢,vagy ax(bx7).
Kiszamitas kétféle uton lehetséges:
- a két vektorialis szorzasnak a kijelolt sorrendben torténd elvégzésével,
- a kifejtési szaballyal:

(Gxb)xé=b(a-¢)—a(b-c¢),ill. ax(bxc)=b(a-¢)—c(a-b).

1.2. Gyakorlo feladatok vektormiiveletekre
1.2.1. feladat: Helyvektorok felirdasa, 6sszegzése, abszolut értékének meghatdarozasa
Adott: egy hasab, valamint a A pont helye:
AB=8m, BE=3m,
AD=6m, FH=0,5BF.

Feladat: a) A H pont 7, helyvektordnak meghataroza-

sa.
b) A H-bol a B pontba mutatd 7, helyvektor

meghatarozasa.

Kidolgozas:

a) A Hpont 7, helyvektoranak meghatérozasa:
Py =Top + Ty -

P =T, =(8e, +62.) m,



o=l o L (35 +62) m, £, =(-3 +62) m,

7 | 45
|FBF|=\/X§F+Z}2}F =\/32+62 =J9+36=+/45 m,
|7FH|:0>5\/_5 m,

L a4
oy =l F €= 2> Jas

= (82, +62.) + (~15¢, +32.) = (~1,5¢, +82, +92.) m.

(-3¢, +62)=(-15¢, +3¢) m,

b) A H-bdl a B pontba mutat6 7, helyvektor meghatarozasa.

%HB:_% Pl 3F (<32, +62.)m , 7y = (4,58, —92.) m.

7
T
1.2.2. feladat: Vektorok dsszege, kiilonbsége, egymdssal bezart szoge

Fy

" Adott: F| =(40e, +50¢,) N,
50 _ —F
-, 2:(—2Oex+4ey)N.
40 P Feladat:
. eladat:
30 | o a) A két erd 1:“0 = F, + F, 6sszegvektoranak
20 meghatéarozasa.
h b) A két erd F. =F —F, kiilsnbségvekto-
10 | ranak meghatarozasa.
F, © A ket erGvektor altal bezart «a,, szog

T T T meghatarozasa.
10 20 80 40 50 60

Kidolgozas:
a) A kéteré F, = F, + F, 6sszegvektoranak meghatarozasa:
Fy=F +F, = (408, +50¢,) + (-20¢, +4¢,) = (20¢, + 54¢,) N .

b) Akéterd F, = 1’5l - Fz kiilonbségvektoranak meghatarozasa:
F,=F —F, = (40¢, + 50¢,) —(-20¢e, +4¢,) = (60e, —46¢,) N .

c) A két erdvektor altal bezart ¢, sz6g meghatarozasa:

P-F

717

F F ‘FHF‘cosa = cosa=

F, - F, = 40(=20) + 50 -4 = —800 + 200 = —600 N,

ﬁl‘:\/pli +F2 =/40° +50° =6403 N,

|Fy| = JF2. + F2, =320° +4* = 2040 N , cosx _ 000 _ 45034,
’ 64032040

a =arccos(—0,45934)=11734°.

10



1.2.3. feladat: Vektor koordinatdi és Osszetevii
Adott: Feladat:

d=(10é,+5¢,)m. a)Az a vektorx és y irany skalaris koordinatainak meghatarozasa.

b) Az a vektor x és y irdnyu 0sszetevoinek meghatarozasa.
Kidolgozas:

a) A vektor koordinatatengely iranyu koordinatainak meghatarozasa (skalaris mennyiségek):
Ay A skalaris szorzas értelmezésébol:

a =d-e_=|d|é |cosa=|d|cosa,

% } a,=i-8,=|@||&,|cos p=|d|cos 3.
’ Y A skaldris koordindtak kiszamitasa:

‘ « a=d,=(106,+52,)-¢, =102, -6, +5¢,-,=10 m,

@ 7 4 =d-&=(106 +5¢,)-¢ =10¢ ¢ +5¢ ¢, =5m

b) A vektor koordinatatengely iranyu Osszetevoi (vektor mennyiségek):
a,=ae =(0e)m, a ,=ae, =(5)m.

1.2.4. feladat: Vektor koordindtdi és osszetevoi

Adott: Feladat:

b=(6¢ +66)m, A b vektor d iranyt b, és a iranyra mer6leges b skaldris ko-
x y >

7= (125 143 ) ordinatainak meghatarozasa.
a=(12¢_+4é )m. ~ e, Y ~
* 7 b) A b vektor a irdnyu b, €s a iranyra merSleges b, Osszetevoi-
nek meghatarozasa.

Kidolgozas:

a) Adott iranyt koordinatdk meghatarozasa:

A b vektor @ iranyu koordinataja (@ iranyra esé vetiilete):
a-b=|d|-|b|cosa = b, =|5|cosa=g.
3 ld|
b
G-b=12-6+4-6=96m’,

|d =122 + 4> =/160 =410 ~ 12,65 m,

v =

b = %6 =7,5 m.
12,65
A b vektor a iranyra mer6leges koordinataja (az a iranyra merdleges vetiilete):
@xB|=d||B|sina = b, =|b|sina=12E]
T l

1

11



I}

& & &

Gxb=[12 4 0|=8(72-24)=(488)m>, |axb|=48m?,|d|=12,65m.
6 6 0
ixb| 4

P AL B B
a| 12,65

b) Adott iranyu Osszetevok meghatarozasa:

A b vektor g irany0 Osszetevoje:
_ _a 1

a

|G| 12,65
i _’a

b €, =7,59(0,9486¢, +0,3162¢) = (7,2¢, +2,4¢,) m.

(12¢, +4&,) = (0,9486¢, +0,3162¢,)

b
A b vektor a iranyra merdleges 0sszetevoje:

- axb d |\ . axb a | -, . (Eix];)xc_i
b, =|——=x—|lblsina=| ————x—||b|sina=—7T—.
laxb| |al T |d||b|sina |d] |a|

%,—/

i

e
(5x5)x&'=(48§z)><(12é"v+4é'y)=(—192é'x+576éy)m3,

- -192¢ +576¢,
h = ¥

=(~1,2¢. +3,62 )m.
+ 160 ( ¥ 2

Ellendrzés: b=b, +b, =(7,26, +2,4¢ )+ (1,26, +3,6¢,) = (62, + 6¢,)m .

1.2.5. feladat: Vektorok skalaris szorzata
Adott: F; =(406, +182, —26¢ ) kN, Kerdes: -

F,=(-2¢ + 28, +38) kN, Mekkora legyen Fiv , ha azt akarjuk, hogy (F, +F})
F=(F,z2). meréleges legyen £, -re?

Kidolgozés:
Ha @ L b, akkor Ei-l;:O:|Zz||1;|cos a =0.

90°
Ezért teljesiilnie kell az (F, + F,)- F, =0 osszefliggésnek.

(F+F)-F,=[ 402, +(18+F, )¢, - 262. |-(-2¢, + 2, +3¢.) =0,
~40-2+(18+F,,)2-26-3=0, ~80+36+2F,, ~78=0,
2F, =122 = F, =6lkN.
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1.2.6. feladat: Vektor koordinatai és sszetevoi

Adott:

a=(3¢,+¢,)N, b=(4¢,+2¢ )N.

Feladat:

a) Az a vektor b iranya a, és a b irdanyra merdleges a, skalaris

koordinatainak meghatarozasa.

b) Az a vektor b irdnyl G, €sa b iranyra merbleges a, Osszetevo-
inek meghatarozasa.
Megoldas:

a) Az a vektor b iranyl a, ésa b iranyra merdleges a, skaldris koordinatai:
a,=2,235 N, a, =2,235 N.

b) Az a vektor b irdnya G, ésa b iranyra merdleges d, Osszetevéi:
a,~(e,+2¢,) N, a ~(2¢,-¢,) N.

1.3. Matrixalgebrai osszefoglalo

a) Matrix értelmezése, jeldlése:
Matrix: Skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba rendezett
halmaza.
a  ap G
a

a a

23

Matrix jelolése: [ é} = {

21 22

A matrixokat kétszer alahuzott betiivel, a matrixok elemeit (koordinatait) alsé indexes betii-
vel jeloljiik. Pl. 4,a és ay,, a, stb.

Az a, matrixelem az 4 matrix elsd soraban és harmadik oszlopaban van.

Matrix mérete: Példaul a fenti (2x3)-as méretii [A} matrixnak két sora és harom oszlopa

van.
Az a,; matrix elem jel6lés kiejtése (kiolvasasa): & egy harom.
a4
Oszlopmatrix: [d: a, |, sormatrix: [QTJ:[‘H a, a].
a,

Az oszlopmatrixnak egy oszlopa, a sormatrixnak egy sora van.
A sormatrix ugyanannak az oszlopmatrixnak a transzponaltja. A sormatrixot a matrix bet{i-
jelének fels6 indexébe irt 7 betii jeldli.

b) Matrixmuveletek:
A muveleteket (2x2)-es, (2x1)-es és (1x2)-es matrixokra mutatjuk be.

- Matrix transzponaltja (tiikrozés a foatlora):
A matrix f6atlojat az azonos indexii elemek alkotjak.

13



a, azl}

a, azz'
(2x2) (2x2)

A transzponalasi miivelet jele: 7 (a matrix fels6 indexében).

A transzponalas oszlopmatrixbol sormatrixot, sormatrixbol pedig oszlopmatrixot hoz 1ét-
re.

Az ér jelolés kiejtése (kiolvasasa): & transzponalt.

- Matrixok dsszeadasa, kivondsa:
Csak azonos méretii matrixok adhatok 6ssze, vonhatok ki egymasbol.

A+B=C,

a, 4, _'{bll blz}: (a,xb,) (a,tb,) :Tn G
a4, ay| |b, by, (a,£b,) (aytbh,)| |¢) ¢,
(2x2) (2x2) (2x2) (2x2)

- Matrix szorzas (sor-oszlop kombindcio):
Csak olyan matrixok szorozhatok Ossze, amelyek teljesitik azt a feltételt, hogy az els6
szorzotényezo oszlopainak szama megegyezik a masodik szorzotényezd sorainak szama-

val.
4B=C,
a, alz} b, blz] :{(all b, +a, by) (a4, b,+a, bzz)]
a, ay|\b, by (a, b +ay b))  (a, by+ay, by)
%,_J %/_J \ ;
(2x2) (2x2) (2x2)
db=c,
a, alZ} bl] _ (a, b +ay, by) _ G
a, ay| |b (ay b+ay, b)) G
— T - - ——
(2x2) (2x1) (2x1) 2x1)
a'B=d’.
b, b,

[al az] = [(al b, +a, by,) (ab,+a, bzz)] = [dl dz]
— bz] b22 —
(1x2) —— (1x2) (1x2)

(2x2)

¢) Kiilonleges matrixok:

[N

1 0
- Egységmatrix: E = {0 J. Tulajdonsaga: EA=AE=

Az egységmatrix a foatlojaban 1-es koordinatékat, a foatlojan kiviil 0 elemeket tartalmaz.

Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.
- Szimmetrikus matrix: éT =4

A matrix elemei megegyeznek a f6atlora vett tiikorképiikkel.
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I 2 ) . .
Példaul [A] = szimmetrikus matrix.
= 2 9

. . o, . T
- Ferdeszimmetrikus matrix: é =—4.

A matrix barmelyik eleme megegyezik a féatlora vett tiikkorképének minusz egyszeresé-
vel. Ebbdl az kovetkezik, hogy a foatloban csak zérus elemek lehetnek.

0 -3
Példaul [ 4= ferdeszimmetrikus métrix.
= 3 0
1.4. Vektorok skalaris, kétszeres vektorialis és diadikus szorzata

Egyes vektor szorzasok matrixok szorzataként is elvégezhetok.
a) Vektorok skalaris szorzata:

A skalaris szorzas értelmezése: d-b = |5”b‘cosa .

(a avektorok kozott bezart szog, a <7 .)
A skalaris szorzas kiszamitasa matrixszorzassal:

bY
6-5=[ax a, aZ] b,|=ab +ab, +ab..
b

z

Az els6 szorzo tényezd koordinatait sormatrixba, a masodik szorzd tényezé koordinatait
oszlopmatrixba rendezziik €s a szorzast a matrixszorzas szabalyai szerint (sor-oszlop kom-
binacio) végezziik el.

A szorzés eredménye egy skalaris mennyiség.
b) Vektorok diadikus szorzata:
Legyen adott az a, b és ¢ tetszoleges vektor.

Két vektor diadikus szorzatanak jelolése: d o b , elnevezése: diad.
Az Gob jelolés kiejtése (kiolvasasa): a diad bé.
Két vektor diadikus szorzatat a szorzas tulajdonsagainak megadasaval értelmezziik:

- a diadikus szorzas és a skalaris szorzas asszociativ (csoportosithatd, azaz szorzasok el-
végzésének sorrendje felcserélheto):
(@ob)-c=do(b-0),

- a diad a skalaris szorzas szempontjabol nem kommutativ (nem mindegy, hogy egy
diadot jobbrol, vagy balrdl szorzunk meg skalarisan egy vektorral, mert mas eredményt
kapunk):
¢-(Gob)#(dob)-C.

Ha a szorzas a fenti 0sszefiiggéseket kielégiti, akkor a szorzas diadikus.

Két vektor diadikus szorzatdnak kiszdmitasa jobbsodrasu, derékszogii koordinata-
rendszerben:

a, a b, ab ab
(@b ]|=|a,|[b, b, b|=|ab, ab, ab,|.
a, a.bab, ab
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Az els6 szorzd tényezd koordinatait oszlopmatrixba, a masodik szorzé tényez6 koordinatait
sormatrixba rendezziik és a szorzast a matrix szorzas szabalyai szerint (sor-oszlop kombina-
ci0) végezziik el. A szorzas eredménye egy kilenc skalaris mennyiséget tartalmazd matrix.

Egységvektorok diadikus szorzata:

100 0 00

[6,0¢,]=|0|[1 0 0]=[0 0 0|.[¢,0¢,]=|1]0 1 0]=]0 1 O],
0] 0 0 0 0 0 0 0
0] [ 0] 1] [0 1 0]

[e.oc.]=|0][0 0 1]=0 0 0].[¢,0¢ ]=[0|[0 1 0]=[0 0 O,
1| 0 0 1 0] 0 0 0
1] [0 0 1] [0] 0 0 0

[e.oe]=[0|[0 0 1]={0 0 0.[¢ e ]=[1][0 0 1]={0 0 1|,
0] 0 0 0 0] 00 0
0] [0 0 0] [0] [0 0 0

[6,0¢.]=[1|[1 0 0]=|1 0 0.[e.-&]=|0|1 0 0]=/0 0 0],
0 0 0 0] 1| 1.0 0
0] [0 0 0]

[e.0¢,]=|0|[0 1 0]=[0 0 O
1 01 0

A skalar szammal torténd szorzas mindig diadikus, vagy mas széhasznalattal altalanos
SZOrzas.

1.5. Matrix sajatértékei és sajatvektorai

a) A sajatérték feladat kitlizése:
Létezik-e olyan n oszlopmatrix, amellyel az 4 négyzetes matrixot megszorozva, az n

oszlopmatrix valahanyszorosat kapjuk:
An=An, ahola A skalaris mennyiseég?

Ha létezik ilyen n oszlopmatrix, akkor ezt az 4 négyzetes matrix sajatvektoranak, a A

skalaris mennyiséget pedig az 4 matrix sajatértékének nevezziik.

b) A sajatérték feladat megoldésa:

A sajatérték feladat megoldasat egy (2x2)-es matrixon mutatjuk be.
Az el6z6 egyenletet részletesen kiirva és bal oldalra rendezve:

a, a n, n a, a n n 0
11 12 B 11 12 A A
[ } )L ) ﬂ’ ( ’ : [ } ( B ﬂ’ ( B [ } ’
ay  an N, n, ay  an N, n, 0
¢s a szorzasokat elvégezve, az n,, n, ismeretlenre homogén linedris algebrai egyenletrend-

szert kapunk:
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(@, —A)n, +a,n, =0,
a, n,+(a, —/t)ny =0.

Az egyenletrendszer nem trividlis (nullatél kiilonbdz6) megoldasanak feltétele az, hogy a
rendszer matrixabol képezett determinansnak el kell tiinnie:

(a,—24) a,
ay (a, = 4)

|=0.

A determinanst kifejtve kapjuk a karakterisztikus egyenletet:
27— (@, + ay)A+(ay,a,, —a,a,)=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai a matrix sajatértékei:

2
_ (@, +ay)* \/(a“ +ay)” +4a,a,,
L2 ™ .
2
A homogén linedris algebrai egyenletrendszernek csak A=A4, és A=4, esetén van

A

nemtrivialis megoldasa.
A matrix sajatértékeit névekvo sorrendben szokas sorszamozni.

Ha az egyes A. (i=1,2) sajatértékeket behelyettesitjiik a homogén linearis algebrai egyen-
letrendszerbe, akkor az egyenletrendszer megoldhat6 az »
(a,—A)n,_ +a, n, = 0

ay, n, +(a, —A4)n, = 0}

n, ismeretlenre:

ix

n,=... .
, aholi=1,2.
n ..
Az A, (i=1,2) sajatértékek behelyettesitése esetén azonban az egyenletrendszer egyenletei
egymastdl nem linearisan fiiggetlenek, ezért az egyik egyenletet el kell hagyni €s a masik
egyenletbdl csak az n, / n,, vagy n, /n, (i=1,2) hanyados hatarozhat6 meg.
Az n, és n, értékét akkor kapjuk meg egyértelmiien, ha az ZI-T = [nl.x niy] sajatvektorok-
tol megkoveteljik, hogy egységvektorok legyenek:
Jri+nl =1, =12,
1.6. Tenzorok eldallitasa

a) Tenzor értelmezése és tulajdonsagai:

Tenzor: Homogén linearis vektor-vektor fliggvény altal megvalositott leképezés (hozza-
rendelés).

V.

w=f(v)=

I~

<l

hozzarendelés w

0 o

v w

A T tenzor a tetszdleges v vektorhoz a w képvektort rendeli hozza.
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A vektor-vektor fiiggvény olyan fliggvénykapcsolat, amelynek v értelmezési tartomanya
és w értékkészlete is vektor mennyiség.

A tenzor tulajdonsagai:
Homogén linearis: Ha egy vektort két masik vektor linearis kombinaciojaként allitunk elo,
akkor a vektor képvektora egyenld a linearis kombinacioban szereplé vektorok képvekto-

rainak linearis kombinaciojaval:

Ha v =4V, + .y, és w, = f(¥,), W, = f(V,), akkor
w=f)=f(AV +4LV,) =410+ 4Lf(V,)=4w + 4Lw,.

Az osszefiiggésekben A, és A, tetszOleges skalaris egyiitthatok.

Kovetkezmény: A zérus vektorhoz zérus vektort rendel hozza: 0= 7(0).

A tenzor koordinata-rendszertdl fiiggetlen fizikai (geometriai, mechanikai) mennyiség.

b) Tenzor eldallitdsa jobbsodratt, derékszogii descartesi koordinata-rendszerben:

- Tenzor megadasa: - a tenzor koordinataival (matixaval) és
- a koordinata-rendszerrel torténik.

- Tenzor koordinatainak jelolése matrixba rendezve:
Lo T, T.| |T, T, Ty
[r]=|7. T, T.|=|T T, T,
T, T, T, L, T Ty

- Tenzor eléallitasa derékszogii descartesi KR-ben:
1. Tétel: - Térbeli esetben minden tenzor egyértelmiien megadhatd harom egymasra me-
réleges egységvektor és ezek képvektorai (harom értékpar) ismeretében.
- Sikbeli esetben minden tenzor egyértelmiien megadhat6 két egymasra merdle-
ges egységvektor és ezek képvektorai (két értékpar) ismeretében.
2. Tétel: - Térbeli esetben minden tenzor eldallithatd harom diad 6sszegeként.
- Sikbeli esetben minden tenzor eléallithato két diad dsszegeként.

Legyen ismert harom értékpar:

|
|
|

e, — a=f(e), d=agé +ae t+ae.,
e, —> b=f(E), b=be +be, +be.,
e. —> c¢=f(e), ¢=cg@ +ce +c.é..

A tenzor diadikus el6allitasa: T =(doé, +b o €,+coe.).

ax
A tenzor matrixa: [Z ] =la, b, ¢

xyz
a b ¢

z z z

A tenzor matrixat a diadikus el6allitasban kijelolt diadikus szorzasok €s az dsszeadasok
elvégzésével kapjuk.
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A tenzor matrixanak oszlopai az a, b, ¢ képvektorok koordinatait tartalmazzak. A
matrix elsé sordban a képvektorok x koordinati, a masodik sorban a képvektorok y ko-
ordinatai, a harmadik sorban a képvektorok z koordinatai allnak.

1.7. Gyakorlo feladatok matrixokra, tenzorokra
1.7.1. feladat: Matrix miiveletek

i1 4] g [ ],

Feladat:

a) Az ér es B " transzponalt matrixok meghatérozésa.

b) Az A+ B Gsszegmatrix ¢s az 4 — B kiilonbségmatrix meghatarozasa.
¢) Az AB szorzatmatrix meghatdrozasa.

Kidolgozas:

a) Az ér és QT transzponalt matrixok meghatarozasa:

r (207 g [12 -e]
4 3"= | 4 3

[N

3

Az 4+ 2 Osszegmatrix és az 4 — B kiilonbsegmatrix meghatarozasa:
-12 4 -10 0
A+B= >
-12 4 14 -8
A-B= .
Az 4 2 szorzatmatrix meghatarozasa.
12 4 2(=12)+ (-4)(-6) 2-4+(-4)3
45{ M H( )+ (~4)(=6) ()}:

7(-12)+3(=6)  7-4+3-3

—48 -4
~102 37

1.7.2. feladat: Skalaris, diadikus és matrix szorzas gyakorldsa

Adott: a=(4e, +6¢,-¢.) m, Feladat:
a) Az a-b ésaz daob szorzatok meghatarozasa.

S

=(—3ex+ey—ez) m,

b) Az (Gob)-¢ ésa ¢-(dob) szorzat meghatirozasa.
¢=(-26,-62)m

Kidolgozas:

a)Az d-b ésaz dob szorzatok meghatarozasa:
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-3
i-b=[4 6 -1] 1|=4(3)+6-1+(-D)(-)=-5m’,
-1

Gob=(42,+62,-2,)o(-3¢,+¢,-¢.)=

[(-126, 182, +3¢.) o6, +(4¢, +68,-2. )¢, +
+(~4e,-68,+¢.)oe. | m”

A szdgletes zarojelben 1évo diadok elsd szorzo tényezdinek koordinatai a tenzor matrixanak
oszlopaiban jelennek meg:

4 ~12 4 -4
l@ob]=| 6 |[-3 1 -1]=|-18 6 —6|m
-1 30411

b) Az (Gob)-¢ ésa ¢-(dob) szorzat meghatirozasa:
- Az értelmezés alapjan:
(Gob)-C=do(b-&)=
=(4¢,+62,-2.)o[ (-3¢, +¢,-e.)-(-2¢,-5¢.) | =

X y
=(42,+68,-¢.)o[-2+5]=(128,+18¢,-3¢,) m’,
- Matrixszorzassal:
-12 4 4]0 [-8+207 [12
[@ob)|[¢]=|-18 6 —6|/-2|=|-12+30|=|18| m’".
3 -1 1][-5 2-5 -3

A kétféleképp eloallitott eredmény természetesen megegyezik.
- Az értelmezés alapjan:

¢-(Gob)=(¢-d)ob =

=[(-2¢,-5¢.)-(4¢, +66,-¢.)[o(-3¢,+¢,-¢.)=

=[-12+5]e(-3¢, +¢, é) (218, -7¢,+7¢.) .
- Matrixszorzassal:
-12 4 -4
[¢][@eb)|=[0 -2 -5] 18 6 —6|=
30-1 1

=[36-15) (-12+5 (12-5)]=[21 -7 7]m’
A kétféleképp eldallitott eredmény természetesen megegyezik.
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1.7.3. feladat: Vektor adott iranyra merdleges dsszetevijenek meghatarozasa

Adott:
b =(208, +40¢, —302,)m,

¢,=(0,82,-0,62.),

Feladat:
a) A b vektor e, egységvektorral parhuzamos l;“ OsszetevOjének meghatarozasa.

b) A b vektor e, egységvektorra merdleges b, OsszetevOjének meghatirozasa kétszeres
vektoridlis szorzassal.

¢) A b vektor €, egységvektorra merdleges b  Osszetev@jének meghatarozasa a kifejtési
szaballyal.
Kidolgozas:
a) A l;” parhuzamos Osszetevd meghatarozasa:
20
b=, b)e,=[0 0,8 -0,6]| 40 ||¢,=(32+18)¢,=50¢,
-30
l;” =50¢, =50(0,8¢,-0,6¢.) = (4¢, —30¢e,) m.
b)A b , merdleges Osszetevd meghatarozasa kétszeres vektorialis szorzassal:

b, =(é,xb)xe,.

e e, e,
(,xb)=|0 0,8 —0,6/=¢ (-24+24)-¢ (12)+&.(-16),
20 40 -30
&, ¢ &
(,xb)xé,=|0 12 —16|=¢.(7,2+12,8)-¢,(0)+&.(0).
0 0,8 —0,6
b, =(&,xb)xé =(20&,)m.
c)A 1 Osszetevé meghatarozasa a kifejtési szaballyal:
b, =, xb)xe,=b(e, ¢,)-¢,b&)=b-b.
b, =b—b =(20&, +408, —306.)— (40¢, —30& ) =(20&,) m.
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1.7.4. feladat: Tenzor eléallitisa

Adott: 7, =(4¢€ +2¢,)m.

Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely az xy sik helyvektoraibol a helyvekto-

roknak a koordinata-rendszer O kezdépontjara tiikrozott vektorait allitja elo.
b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amely az 7, vektor origora vett tiikorképe.

Kidolgozas:
a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:

& > a=-¢é, & — b=-¢ .

x y b
A két értékparbdl a tenzor: T =(doé, +boé)).
o -1 0
A tenzor matrixa: [T J = .
= 0 -1

b) Az origora tiikrozott 7, képvektor meghatarozasa:
. ~ =1 0 || xp -1 0|4 —4
}"A = Z . }/'P = = = .
= 0 -1y 0 —-1}2 -2
r,=(-4¢,-2¢) m.
1.7.5. feladat: Tenzor eléallitasa

Adott: 7, = (42, +3&,)m,

~
v =

Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az eléallitasa, amely az xy sik helyvektoraibol a helyvekto-

roknak a koordinata-rendszer x tengelyére tiikkrozott vektorait allitja elo.
b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amely az 7, vektor x tengelyre vett tiikorképe.

Kidolgozas:
a) A tenzor eldallitasa:
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Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
e — a=e,, & — b=-¢ .

X ¥y y

A két értékparbdl a tenzor: T =(do&, +boé,)

» 10
A tenzor matrixa: [Z J = 0 i

b) Az x tengelyre tiikr6zo6tt 7, képvektor meghatarozasa:

2 P MR P N

F,=(42,-32,) m.

1.7.6. feladat: Tenzor eléallitasa
Adott: ¢=30°, 7, =(4¢, +¢,)m.
A Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az eldallitasa, amely az xy

Ay

Y

sik helyvektoraibol a helyvektorok z tengely koriil ¢
szoggel elforgatott vektorait allitja eld.
x b) Meghatérozni azt az 7, vektort, amelyet az 7, vektor ¢
> szoggel torténo elforgatasaval kapunk.

Kidolgozas:

a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
e, —> a=(cospe, +singe,),

€, — b=(-singe, +cosge,).

A két értékparbdl a tenzor:

T=(doé +boé)

v =

A diadok kiszamitasa:

[aoéx]{Zj[l O]{Z ﬂ{fjj (ﬂ
[;;ogy]{lbj[o 1]{3 ﬁjHS liifﬂ'

cosp —sing| |0,866 —0,5
singp  cos@ 1 0,5 0866]|

A tenzor matrixa: [T J = {

b) Az elforgatott 7, vektor meghatarozésa:
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: 7.7 cos@ —sing || x, 0,866 —0,5 || 4 2,964
y, = L A— = =

4 =" l|sing cose ||y, 0,5 0,866|1| |2,866
£, =(2,964¢ +2,866¢,) m.

1.7.7. feladat: Tenzor eléallitasa

Adott: Ay 4
p=45", 1, =(5¢ +2¢,)m. ~ i,
r
P
Y ~
7, x
Feladat:

a) Annak a 7 tenzor matrixanak az eldallitdsa, amely az xy sik helyvektoraihoz a helyvekto-

rok z tengely koriil ¢ szdggel torténd elforgatasakor a helyvektorok végpontjainak elmoz-

dulas vektorait rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektor végpontjanak i, elmozdulas vektorata ¢ szdggel torténd elfor-

gatasnal.

Kidolgozas:

a) A T tenzor eldallitasa:

_AY Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
wbﬁﬁ e, > a=—(l-cosp)e, +singe,,
L. e, - I;z—singoéx—(l—cosq))éy.
o & \ 5 A két értékparbdl a tenzor:
2, N X T=(aGes +bos,).
é

A tenzor matrixa:

(cosp—1) —sinp | [-0,293 —0,707
7]- -
=171 sing  (cosp-1)| | 0,707 -0,293]

b) Az i, elmozduldsvektor meghatirozasa:
_ _ [-0,293 —0,707[ 5] [-2,879
uP :Z VP = =
= 0,707 —-0,293 | 2 2,949

ii, = (2,879, +2,9498,) m.
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1.7.8. feladat: Tenzor eldallitasa
1 1
Adott: ni=(——F=é, +—=¢e.), 7, =(5¢ +2¢é +10é )m.
NEAND) ’ ’

Feladat:
a) Annak a 7 tenzor matrixanak az eldallitsa, amely

a tér minden helyvektordhoz a helyvektoroknak
az n normalisu S sikba esé vetiiletvektorat rende-
11 hozza.

b) Meghatarozni 7, vektornak az adott 7i normalist
S sikba es6 7, vetiiletvektorat.

A vetiiletvektort tigy kapjuk, hogy az 7, vektor végpontjat merélegesen vetitjiik az S sikra.

Kidolgozas:
a) A T tenzor el6allitasa:

A tetszbleges v vektor S sikba es6 w vetiiletvektora:
w=nx(Vxn)=v(n-n)—n(n-v)=v—-n(n-v).
N/
=1
Térbeli esetben a tenzort harom értékparja hatarozza meg:
e > a=e —n(n-e)=e_,
— :

=0
6, > b=8,—7i(i-3,)=8, ~—==3,— <3, + <3 =| +5, +2
y y y y \/E y 2y 22 2} 22 2
__ 1
2
R A NN U A U
ez —> = z_n(n z):ez+_: z+_61 5 z: _61 +_ z
— 2 27 2 27 2

A héarom értékparbol a tenzor: T =(doé, +b o €,+coé.).

1 0 0
A tenzor matrixa: [Z ] =0 0,5 0,5].
0 0,5 0,5

b) Az 7, vektornak az adott 77 normalist sikba es6 7, vetiiletvektordnak meghatarozésa:
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10 o|s] [s
F=T-7%=[0 0,5 0,52 |=|6|m.
0 05 05|10] |6

F,=(5¢,+6¢,+6¢) m.

1.7.9. feladat: Tenzor eldallitasa

Adott: 7, =(3¢,+4¢, +6¢€.) m.

Feladat:

a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely a tér

minden helyvektorahoz a helyvektoroknak az xy sikra
vett tilkorkép-vektorat rendeli hozza.
b) Meghatarozni 7, vektornak az xy sikra vett 7, tiikorkép-

vektorat.

A tiikorkép-vektort a kovetkezOképpen kapjuk: Az 7, vektor végpontjat merdlegesen vetitjiik
az xy sikra. A D pont a vetitd egyenes doféspontja az xy sikon.

Megoldas:
a) A hozzarendelést megvalositd tenzor matrixa:

1 00
[T]=[0 1 0]
0 0-1
b) Az 7, tikorkép-vektor: 7, =3¢, +4¢, —6¢.) m.

1.7.10. feladat: Tenzor eldallitisa
Adott: 7, =(4e, +4¢, +8e.)m.
Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az eldallitasa, amely a tér

minden helyvektordhoz a helyvektoroknak az xy sikba es6
vetiiletvektorat rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektornak az xy sikba es¢ 7, vetiiletvek-
torat.

A vetiiletvektort gy kapjuk, hogy az 7, vektor végpontjat merdlegesen vetitjiik az xy sikra. A
D pont a vetitd egyenes doféspontja az xy sikon. A vetiiletvektor a D pontba mutato vektor.

Megoldas:
a) A hozzarendelést megvaldsito tenzor matrixa:

100
[T]=[0 1 0.
000

b) Az 7, vetiiletvektor: 7, =(4e, +4¢,) m.
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