2. ALAPFOGALMAK

A mechanika a fizika egyik (klasszikus) részteriilete.

A mechanika targya: testek (anyagi pontok, anyagi pontrendszerek) helyzetvaltoztaté mozga-
sainak ¢és az ezeket létrehoz6 hatasoknak (er6knek) a vizsgalata.

A vizsgalt testek halmazallapota szerint beszélhetiink:
- szilard halmazallapoti testek mechanikajarol és
- folyadékok és gazok mechanikajarol.

Az alkalmazott (mérnoki/miiszaki) mechanika targvya:

A mechanika altalanos torvényeinek és eljarasainak alkalmazasa szilard halmazallapoti tes-
tekbol allo szerkezetek mérnoki feladatainak megoldasara.

Test/szerkezet: az az objektum, amit vizsgalunk.

Az alkalmazott mechanika részteriiletei:

- Statika: a nyugalomban levd anyagi pontok és merev testek mechanikaja.
- Szilardsagtan: a nyugalomban lev szilard testek mechanikaja.
- Kinematika: feladata az anyagi pontok és merev testek mozgasanak leirasa.

- Dinamika:  feladata az anyagi pontok és merev testek mozgasat 1étrehozo hatasok (erdk /
nyomatékok) leirasa.

- Rezgéstan:  feladata az anyagi pontok, a merev és szilard testek idében periodikusan valto-
76 er6k / nyomatékok hatasara 1étrejové mozgasainak leirasa.

Alapveté mérnoki mechanikai feladatok:

- Tartos nyugalom biztositasa
PL.: épiiletek, hidak, csévezetékek, tartalyok, tartoszerkezetek, stb.

- Eldirt mozgasok biztositasa
PL. jarmtvek, daruk, robotok, liftek, megmunkald-gépek, stb.

- Szerkezetek integritasanak biztositasa (a gép, szerkezet biztonsagosan iizemeljen)
P1.. a hid ne omoljon Gssze, a gépkocsi kereke menet kzben ne szakadjon le, stb.

A mémdki mechanikdban nem valdsagos testeket (anyagi rendszereket), hanem modelleket
vizsgalunk. A modellezés mindig a valosagos viszonyok leegyszeriisitését jelenti.
Test modellek:

A test modell olyan idealizalt test, vagy testekbdl allo rendszer, amelynek a vizsgalat szem-

pontjabol l1ényeges tulajdonsagait megtartjuk, a vizsgalat szempontjabol 1ényegtelennek itélt

tulajdonsagait pedig elhanyagoljuk.

- Merev test: olyan test modell, amelyben a barmely két pont tavolsaga allando (a pontok ta-
volsaga erd hatasara sem valtozik meg).

- Szilard test: olyan test modell, amely alakvaltozasra képes (a test pontjainak tavolsaga erd
hatasara megvaltozhat).

- Rud: olyan test modell, amelynek egyik mérete lényegesen nagyobb, mint a masik kettd; a

rud mechanikai modellje egy vonal, a rad kézépvonala.
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- Anyagi pont: olyan merev test, amelynek mozgasa egyetlen pontjainak mozgasaval jellemez-
hetd.

- Anyagi pontrendszer: anyagi pontok halmaza/dsszessége.

3. ERORENDSZEREK

3.1. Koncentralt er6 megadasa
Eré: egy testnek egy masik testre gyakorolt hatasa.
Koncentralt erd: ha egy test pontszerii érintkezéssel gyakorol hatdst a masik testre.

A koncentralt er6 vektor mennyiség: nagysag, irany, (eldjel és mértékegység), tamadaspont,
hatasvonal jellemzi.

Meértékegysége: N=kgm/s* - Newton.
1 N az az er6, amely 1 kg tomegii testre hatva 1 m/s> gyorsulast hoz létre.

Kotott erdvektor: az F koncentralt erét a P ponthoz kéiitjiik.

z1 F - a koncentralt, kotott erdvektor,

P - az er6vektor tamadaspontja,
a - az er6vektor hatasvonala,

€, - a hatdsvonal irany egységvektora.

/ N A kotott koncentralt er6vektor megadasa tamadaspont-

janak 7, helyvektoraval és az F erévektorral torténik.

Koncentralt er6 megadasa:

a) megadasi lehetdség:

F=Fe,
e - az er6 irany egységvektora,
F —azer6 é iranyt koordinataja (eldjeles skalar szam),

€=cosa e +cosa e, +cosa.e,,

- 2 2 2
|e|=1:c0s a,+cos” o, +cos” a..

b) megadasi lehetdség:

X ¥ z7z
F.F F
F=F +F +F.

€,.,e. — a koordinata-rendszer x, y, z iranyu egység-

vektorai,

28



F.,F,F, —az er0 0sszetevoi, F.F.F —az er0 skalaris koordinatai.

Az er6 nagysaga (abszolut értéke): ‘ F ‘ =[F’+ Fy2 +F?.

Egyenes egyenlete:

A N P, - az egyenes egy rogzitett pontja,
P P - az egyenes futopontja,
d - azegyenes iranyvektora (|Zz | #1).

N

Az egyenes egyenlete: ax (7 —r7)) = 0,

axF—-axi, =0.
N f
b

Az egyenes egyenletének Pliicker vektoros alakja: ax7 + b=0.

a, b Pliicker vektorok és a L l;, azaz a-b=0.
baza iranyvektor nyomatéka a koordinata-rendszer O kezd6pontjara.
3.2. Eré nyomatéka

Nyomaték: az erd forgatd hatasa.

a) Erd pontra szamitott nyomatéka:

21 M,=7,xF - A pontra szamitott nyomaték vektor
mennyiség.
A nyomaték nagysaga: ‘MA =|FAP| F‘singp.

A nyomatékvektor merdleges az 7, és az F vektorok

ic/ N altal meghatarozott sikra ugy, hogy az 7,,, F,és M Y

jobbsodrati vektorharmast alkotnak (jobbkéz szabaly).

A pontra szamitott nyomaték az eré egy adott pont kériili forgato hatasa.

b) Erd tengelyre szdmitott nyomatéka:

Tengely: iranyitott egyenes = egy egyenesen két tengely veheto fel.
Tengely egyenlete: dx7 + b =0, ahol
a atengely iranyvektora és
b az a iranyvektor nyomatéka a koordinata-rendszer O pontjara.

A tengelyre szamitott nyomaték az erd egy adott tengely koriili forgato hatdsa.
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M, =M 4 €, - A tengelyre szamitott nyomaték (eldje-
les) skalar mennyiség.

¢ =— -atengely irany egységvektora.

A tengelyre szamitott nyomaték a tengely barmely A
pontjara szamitott nyomatéknak a tengelyre es6 (eldje-
les) vetiilete.

A KR tengelyeire szamitott nyomatékok: M, =M, -é,, M =M,-é,, M.=M,-é..

c) Osszefiiggés két pontra szamitott nyomaték kozott:

A

o

p = Tga T Tup

M,

A nyomaték értelmezésébol:
M, =F,xF=F,xF+F, xF.
B

M

A

My=M,+7,xF, vagy M,=M , +FxF,.

3.3. Er6é nyomatéki vektortere

Vektortér / vektormezd: a geometriai tér, vagy a vizsgalt test minden pontjahoz hozzarende-
liink egy vektort.

Nyomatéki vektortér:

AZ - C . , .
- Az F er6 nyomatékat kiszamitjuk a tér minden egyes

pontjara.

- A tér minden egyes pontjahoz hozzakétjik az adott
pontra szamitott nyomatékvektort.

- Ezek a nyomatékvektorok alkotjak az F erd nyomatéki
vektorterét.

3.4. Koncentralt erérendszerek

a) Erdpar / koncentralt nyomaték:

Erbpar: két azonos nagysagu ellentétes iranyu, parhuzamos hatasvonalu erd.

Specialis erérendszer: F, = F, F, =—F
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Tap =Tup + 1y

Erépar nyomatéka a tér barmely pontjara ugyanannyi.
Erépar homogén nyomatéki vektorteret hoz 1étre.
Az erdpar a tér barmely pontjahoz kothetd, az erdpar vektor nem valtozik.

b) Altalanos (szétszort) erérendszer:

Az er6rendszer megadasa: 13, (i=12,..n), 1\7I,. (i=12,..n).

A

Az erbrendszer altalanos esetben erdkbdl és
eroparokbdl  (koncentralt nyomatékokbol)

allhat.
o)
/
— n —
Az erdrendszer eredd erdvektora: F=)F.
i=1
. n - n =
Az erdrendszer eredd nyomatékvektora: M, = ZFA P XE+ > M,

c¢) Erdrendszer eredé/redukalt vektorkettdse:

Az eredo vektorkettos: - eredo erd,
- megadott pontra szamitott eredé nyomaték.

Az eredd jeldlése: [F(A),M(A)] )
F(A)=F=3F, ¥,=3(0,+7,xF).

i=1 i=1

Az eredd vektorkettés a nyomatéki tér vonatkozasaban egyértelmiien jellemzi az erdrend-
szert.

A redukalt vektorkettds bevezetésével az altalanos erérendszer problémajat egy erd felada-
tara vezettiik vissza:
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- Az erdrendszer ered6 erdvektora a tér barmely pontjaba redukalva ugyanannyi:
F(A)=F(B)=F
- Az erérendszer B pontra szamitott nyomatéka
M,=M,+FxF7,
Az A pontbeli redukalt vektorkettds ismeretében az erérendszernek a tér barmely B pontja-
ba szamitott nyomaték meghatarozhato.
3.5. Erorendszerek egyenértékiisége

a) Az egyenértékiiség értelmezése:
Két erérendszer egymassal egyenértékii, ha azonos nyomatéki vektorteret hoznak 1étre.

M M
Jelolés: (E") = (E") = - az erbrendszerek kozotti egyenlfség a
eg}?l:‘ ER  masik ER nyomatéki tér vonatkozasaban 4ll fenn.

A két erérendszernek a tér minden egyes pontjara szamitott nyomatéka ugyanaz a vektor.

b) Az egyenértékiiség feltételei (kritériumai):

Két erérendszer egyenértékiisége harom, egymastdl fiiggetlen feltétel (rendszer) teljesiilése
esetén all fenn. Ezek koziil barmelyik feltétel teljesiilése elegendd az egyenértékiiség fenn-
allasahoz.

1. F'=F", Az A pont a tér egy tetszbleges, rogzitett pontja.
M=

2. M,=M",
S, =, Az A,B,Ca tér harom, nem egy egyenesre esd (nem
My =My, kolinearis) pontja
My =M.

6) Hat tetszoleges, de linearisan fiiggetlen tengelyre szamitott

3. M'=M',@=12, ...
nyomaték egyenld

crcr

Linearisan fiiggetlen példaul: - tetraéder oldalélei,
- haromszdg alapt hasab oldalélei.

A kritériumokat szokas a statika egyenleteinek is nevezni.

¢) A kritériumok bizonyitésa:

1. kritérium: F'=F", M' =M.

Kérdés: ebbdl kovetkezben fennall-e a tér barmely B pontjara M » = M 27

Bizonyitas: M, =M, +F'x7,
. - . s . n
MB":MA"+F"X"AB = M, =M,
oA =
M, F
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Az 1. kritériumbol: F'=F" és M' =M" .

Mivel B a tér barmely pontja lehet, ezért az 1. kritérium egyenleteinek teljesiilése elegendd
az egyenértékiiség biztositasahoz.

C
2. kritérium: M’ =M, Fie
i, =33,
M. =M. A
7 s
B
Kérdés: ennek a harom vektoregyenletnek a teljesiilése elegendé-e az egyenértékiiséghez?
Bizonyitas: v A - = =,
21ZonyIias. M, =M/ +F'xF, M. =M, +F'xF,
M, =N+ ETxF, W=+ FxF,

Az egyenleteket egymasbdl kivonva €s a 2. kritérium egyenleteit figyelembe véve:

()=6+(ﬁ"—ﬁ‘")xFAB, 6=6+(ﬁ"—1~:‘")><FAC.
U U
(F'=F") 1 7y (F'=F")I 7.

Mivel 7,, nem || 7, (mertaz 4, B, C pontok nem esnek egy egyenesre) ezért az (17“ ' F ”)
csak akkor lehet parhuzamos mindkettével, ha zérus vektor.
F'-F'=0 =  F'=F".

Ezzel a problémat visszavezettiik az 1. kritériumra:  F'=F", M' =M" .

3. kritérium: M/=M/, (i=1,2, ...,6).

Kérdés: a fenti hat skalar egyenlet teljesiilése biztositja-e az erérendszerek egyenértékiisé-
gét.

Bizonyitas:

El6szor atalakitjuk a tengelyre szamitott nyomaték osszefiiggését:

Z A

A tengely egyenlete: dx7 + b=0

A tengelyre szamitott nyomaték:

LN = (W + Py,

A4

a
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A skalaris szorzast elvégezve:

M, =ﬁ[a-M0+a-(ﬁxfm)] = =

i|(a-1\20+ﬁ-13).

a

e S

F-(rp, xa)

f
b
A hat tengely egyenlete:
G,x7+b =0, a,#0, d,-b,=0, (i=1,2,3,4,5,6).
A tengelyre szamitott nyomatékok:
M;izﬁ(ﬁi-M'o—i-[;i-F'), M;;:ﬁ(ﬁi-Mgui-F”)
a a

3. kritérium: M, =M.

A tengelyre szamitott nyomatékokat behelyettesitve €s egy oldalra rendezve:
G (M} —My)+b,-(F'=F")=0,
A zardjelben 4ll6 mennyiségek koordinatainak jeldlése:
My-Mo=Me +Mpe, +Me,,
F'-F"=F@ +Fé, +Fe..
A jeldlést behelyettesitve a kritériumba, az
a M, +a M, +a M, +b F +b F +b.F, =0,
a, M, + azyMy +a, M, +b, F .+ bzyFy +b, F. =0,
a, M+ a3yMy +a, M, +b, F .+ b3yFy +b, F, =0,
ap M, +a, M, +a, M, _+b, F +b, F,+b, F =0,
as, M + aSyMy +as, M, +b; F,+ bSyFy +bs,F, =0,
ag, M, +ag M, +ag M, +bs F +b F,+b F, =0
homogén linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk az M M ,M_,F_F, F, ismeretle-
nekre. Keressik az M, =M =M _=F =F, =F, =0 megoldast (trivialis megoldast).
A trividlis megoldas feltétele az, hogy a rendszer determinansanak zérusnak kell lennie:

alx

aly alz blx bly blz
)y a2y a, b2x b2y bZz
a3x a3y a3z b3x b3y b32

det #0.

a4x a4y a4z b4x b4y b4z

an aSy aSz be bSy sz

aéx a6y aﬁz b6x béy béz



Ezzel a feltétellel értelmezziik hat tengely linearis fliggetlenségét is.

Definici6é: Hat tengely linedrisan fliggetlen, ha Pliicker vektorainak koordinatait tartalmazé
determindns nem zérus.

A homogén linearis algebrai egyenletrendszer zérus (trivialis) megoldasa esetén:
T T _ 0 ! "
My-M},=0 = M,=M,.
FoF=0 = F=F
Ezzel 3.kritériumot is visszavezettiik az 1. kritériumra, amit mar bebizonyitottunk.

d) A statikai egyenletek jellege:

1. kritérium: F!=F! M, =M, 6 db. fiiggetlen skalar egyenlet.
F=F] M, =M},
FZ’ = F” M;lz = M:;Z
vetiileti nyomatéki
egyenletek  egyenletek
2. kritérium: M, =M", 9 db. skalar egyenlet, de ebbdl
Mz’a _ M; , csak 6 db. linearisan figgetlen.
ML=M!.

3. kritérium: M =M

i i?

(i =1,2,3,4,5, 6) . 6 db. fliggetlen skalar egyenlet.

3.6. Erdrendszer egyensulya

a) Az egyensuly értelmezése:

Egy erérendszer egyensulyi, ha zérus nyomatéki vektorteret hoz 1étre.

M
(£)=(0)
Az erérendszernek a tér minden egyes pontjara szamitott nyomatékvektora zérus.

b) Az egyensuly feltételei (kritériumai):

Erdrendszer egyensulya harom, egymastol fiiggetlen feltétel (rendszer) teljesiilése esetén all
fenn. Ezek koziil barmelyik feltétel teljesiilése elegendd az egyenértékiiség fennallasahoz.

1. F=0, Az A pont a tér egy tetszdleges, rogzitett pontja.
M, =0,
2. M,=0,
- - Az A,B,Ca tér harom, nem egy egyenesre esé (nem
A{B - (3 ’ kolinearis) pontja
M.=0
3. M, =0,(3i=12,...6) Hat tetszoleges, de linearisan fiiggetlen tengelyre szamitott

nyomaték egyenld
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