9. RUGALMASSAGTANI EGYENLETEK

a) A rugalmassagtani peremérték feladat megfogalmazasa:

Adott: - a test/alkatrész alakja és méretei,
- a test/alkatrész anyaga,
- test/alkatrész terhelései és megtamasztasai.

Keresett: u , i , é , u, atest szilardsagtani allapotait jellemz6 mennyiségek.
i(x,y,z) atest tetszéleges P(x,y,z) pontjanak elmozdulas vektora,
F(x,y,z) atest tetszbleges P(x,y,z) pontjaban a fesziiltségi tenzor,
A(x,y,z) atest tetszbleges P(x,y,z) pontjaban az alakvaltozasi tenzor,

u(x,y,z) atest tetszéleges P(x,y,z) pontjaban a fajlagos alakvaltozasi energia.

Kérdés: Milyen altalanos Osszefliggések allnak fent ezek kozott az allapotjellemz6 mennyi-
ségek kozott?

Valasz: A rugalmassagtani egyenletek.

b) Az egyensulyi egyenletek:

A testbol kiragadunk egy
olyan (V) térfogatot, amelyet
az (A) zart feliilet hatarol és
amely teljes egészében a test
belsejében helyezkedik el.

A (V) kornyezetének mechanikai hatasait erékkel vessziik figyelembe:
- az elemi térfogaton megoszlo eré: dF =G dV ,
- az elemi feliileten megoszlo eré: dEF =pdA=FiidA .
i
A (V) testrész egyensulyban van:

F=0= j cjdV+j AdA.
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Matematikai emlékeztetd:
- a Gauss (kiejtése: gausz) -Osztrogradszkij-féle integral atalakitasi tétel:
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- a Hamilton-téle (kiejtése: hemilton), vagy nabla (nabla) differencial operator derékszogii
e + iéy +—e,,

descartesi (kiejtése: dékarti) koordinata-rendszerben: V=—
ox © Oy oz

Az integral atalakitasi tételt alkalmazva: F=0= j (F -V+g ) av.
)

Az integralnak barmely (V) valasztas esetén el kell tinnie = az integrandusz zérus.
Az egyensulyi egyenlet: F-V +g=0. (1 vektor egyenlet =3 db skalaris egyenlet).

A skalaris egyenletek derékszogii descartesi koordinata-rendszerben:
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A matrixszorzast elvégezve, harom skalaris egyenletet kapunk.
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Egyensulyi egyenletek: kapcsolat a térfogati terhelés ¢s a belsé erdrendszer/fesziiltségi al-
lapot kozott.

¢) Kinematikai (geometriai/ kompatibilitasi) egyenletek:

0 ﬁQ — i A test egy tgtszéleges P pontjanak elemi
kdrnyezetét vizsgaljuk meg.

A Q pont a P pont elemi kdrnyezetében
helyezkedik el.

dF=dxé, +dyé, +dz&,.



Az elmozdulas-mez6: i =ii(x,y,z)=u(x,y,z)é, +v(x,y,z)é, + w(x,y,z)e, .

A P ponthoz képest a O pont elmozdulasa: Au =i, —iip=ii —iip.

Sorfejtés:
i(x,y,z)= lp +8_u dx+a—u dy+a—u dz+(( ............... ))
— . Ox|p |p Z | p
merevtestszeru magasabbrendi
eltolas linearis rész tagok
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Linearis kozelités esetén: Au = dii = > dx + > dx + > dx
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Minden tagbdl d7 -t kiemelve: du = a—uoéx+a—uoé +a—uoéz -dr =D-dr.
Ox op 7 oz =

Az elmozduldsmez6 derivalt tenzora: D=iioV (Nem szimmetrikus tenzor).

A derivalt tenzor felbontdsa (minden tenzor felbonthaté egy szimmetrikus és egy ferde-
szimmetrikus részre):

D-(p+D") + S(D-D) -4+

szimmetrikus  ferdeszimmetrikus
rész rész

A forgato tenzor: a P pont elemi kornyezetének merevtestszerii szogelfordulasat jellemzi.

i:%(D—DT)zé(ﬁoV -V oﬁ) (ferdeszimmetrikus).
Az alakvaltozasi tenzor: a P pont elemi kornyezetének alakvaltozasat jellemzi.

1 1 . .
£=5(2+2T)=5(120V+V012) (szimmetrikus).
Kis alakvaltozasok esetén ez a tenzoregyenlet kinematikai/geometriai egyenlet.

A tenzorok matrixa részletesen kiirva:
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Az alakvaltozasi tenzor koordinatai (elemei):

r 1 1 ou l(ﬁu 5\/] 1(&1 ﬁwj
—| =+ — =+

&y nyy 57&2 o 2 5 o) 2\az ax
1 1 1{ov oOu ov I{ov ow
b o I HYZ] 2 )
=112 2 2{ox oy oy 20z oy
1 1
Eyzx Eyzy €, l(a_w_i_a_uj l 6_w+@ 6_W
- - |2\ax 0z) 2 oy o0z Oz ]
Skalaris egyenletek:
g =01 _, Ou v
Yo Ty =V oy Ox
ov ov  ow . . .
&, =—, Ve =Vy =" t+— a szimmetria miatt hat skalaris egyenlet.
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Kinematikai egyenletek: kapcsolat az alakvaltozasi tenzor és az elmozdulas vektor koordi-
natai kozott. (Az alakvaltozasi tenzor elemei nem fliggetlenek
egymastol — a harom elmozdulasmez6bol szarmaztathatok.)

d) Anyagegyenletek — altalanos Hooke torvény

OA Az éltalanos Hooke (kiejtése: huk) térvény alinearisan rugalmas,
izotrop anyagi viselkedést irja le.
Linearisan rugalmas: az alakvaltozasok ¢€s a fesziiltségek kozott
linearis fliggvénykapcsolat van.
Izotrép: az anyagi viselkedés iranytol fiiggetlen. (Példaul a fé-
mek esetében.)

Linedrisan rugalmas alakvaltozas esetén a szakit6 diagram lineé-
ris szakaszan vagyunk.

&

Az altalanos Hooke torvény két, egymassal egyenértékii alakja:

1

a) é=—[F - v

vE _
E} B) g_zG(é+1_2V£j.
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Az egyenletekben szereplé mennyiségek jelentése:

G — csusztato rugalmassagi modolus . .
) , . anyagjellemzok,
v — Poisson tényezo

F, —afesziiltségi tenzor ; o .
elso skalar invariansa ,

A, —az alakvaltozasi tenzor
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Az «) alak skalaris egyenletei:
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A f) alak skalaris egyenletei:
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Anyagegyenletek: kapcsolat az alakvaltozasok ¢€s a fesziiltségek kozott.

e) Peremfeltételek:

Dinamikai peremfeltétel: F -1 = p.
A p, eldirt (ismert)feliileti terheles az 4, -n.
Kinematikai peremfeltétel: u =1, .

Az u, el6irt (ismert) elmozdulas az 4, -n.

f) A rugalmassagtani peremérték feladat megoldasa:

Egzisztencia és unicitas: Bebizonyithato, hogy a rugalmassagtani egyenleteknek adott pe-
remfeltételek mellett egy és csak egy megoldasa létezik.

Egzakt megoldas: A keresett mezok (fiiggvények) minden rugalmassagtani egyenletet és pe-
remfeltételt kielégitenek.

Kozelité megoldas: A keresett mezok (fiiggvények) a rugalmassagtani egyenletetek és pe-
remfeltételek nem minden egyenletét elégitik ki.



o) A kompatibilitasi (0sszeférhetOségi) egyenlet mas alakjai:

- A Saint-Venant (kiejtése: szan-venan) — féle kompatibilitasi egyenlet

Tenzorialis alak: V x é xV = (=) .

Skalaris egyenletek a derékszogi descartesi koordinata-rendszerben (DDKR-ben):
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Fizikai tartalom: az alakvaltozasi tenzor koordinatai nem fiiggetlenek egymastol.
- A Beltrami-Michell (kiejtése: beltami-micsel) féle kompatibilitasi egyenlet:
A Saint-Venant — féle kompatibilitasi egyenletbe behelyettesitjiik Hooke-torvényt és

Gg=0.
Tenzoridlis alak: ~ (1+V)AF+VoVF, =0.

A Laplace (kiejtése: laplasz) — féle differencial operator DDKR-ben:

2 2 2
A:V-V:a—2+a—2+a—2.
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Skalaris egyenletek a DDKR-ben:
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Fizikai tartalom: Az alakvaltozasi jellemzOk kozotti Osszefiiggések kovetkeztében a fe-
sziiltségi tenzor elemei kozott a fenti 6sszefliggések allnak fenn



