12. KINEMATIKA, KINETIKA

Kinematika: anyagi pontok és merev testek mozgasanak leirasa
Kinetika: anyagi pontokra és merev testekre hat6 erdk, nyomatékok és a mozgas kapcsolata-
nak tisztdzasa. A mozgas okainak leirasa.

12.1) Anyagi pont mozgasa

a) A mozgasfiiggvény, a palyagorbe
Mozgasfiiggvény: az anyagi pont helyzetét meghatarozo helyvektor-id6 fiiggvény

1 P palyagorbe F=r(t)[m].

P Palyagdrbe:
0 F it 1. Definicio: Az a térgérbe melyen az anyagi pont a moz-
Ft) P gas soran végighalad.
F(ty) F) 2. Definicié: Az F:F(t) mozgasfiiggvény altal meghata-
0 rozott térgorbe.

y Az F=F(t) mozgasfiiggvény megadasa:
- Vektorialis alak — DDKR: F(t) = x(t)T + y(t) ] + z(t) k,

HKR: F(t) = R(t)&, + z(t)E,, ahol &, =cosei +sing].
- Skalaris alak — DDKR: x=x(t), @ HKR: R=R(t),

y=y®, p=9(1),
z=1(1), z=12(1).
A mozgasfiiggvény természetes KR-ben
Ivkoordinata: a palyagérbén egy O kezdSponttdl mért eld-
e @ P & C e >y 2 RezA0pe
P < jeles ivhossz ( el6jeles tavolsag).
\O*W Kisérd triéder: €,f,b. A gorbe természetes KR-nek egy-
n ségvektorai.
e Erinté iranyu egységvektor
g=dr . |g[=1.
ds
e Fénormalis egységvektor
3—6 =Kﬁ=lﬁ , |ﬁ| =1. ( k... atérgorbe gorbiilete, p térgdrbe gorbiileti sugara )
S P

¢ Binormalis egységvektor

b=exni , [o]=1

Simulésik: az €, vektorok altal kifeszitett sik.
Az anyagi pont helyének megadasi lehetdségei:

e I =T (t) helyvektor —ido fliggvény,

e I =1(S) helyvektor — ivkoordinata fiiggvény,



e s=35(t) ivkoordinata (tit) —id0 fiiggvény ( ehhez ismerni kell agorbe alakjat).
b) Sebességfiiggvény, sebességvektor
Sebességfiiggvény: a mozgasfliggvény id6 szerinti elsé derivaltja.

d r(t)

V() =r(t)=—02> [m/s].

Pillanatnyi sebességvektor: a sebessegﬁiggvény egy adott t, id6-pillanatban felvett értéke:

v =(t,).

Tulajdonsagai: - vektor mennyiség,

- iranya azonos a palyagorbe érintdjével.
Bizonyitas: V(t) =d—r dr ds =€ ds(®
dt  ds dt dt

=6v(t)=Vv(t)E.

ds(t)
dt -

Tulajdonsagai: - a sebességvektor érintd iranyl koordinatéja,

Pélya menti sebesség (palyasebesség): Vv(t) =

- eldjeles skalar mennyiség,
- eléjelét az s ivkoordinata iranyitasa hatarozza meg.

Kozepes sebesség: mindig egy megadott idGintervallumra vonatkozik.

A <t t,> iddintervallumra vonatkoz6 kozepes sebes-
ség:
i o— f:(tz)_f:(h) _ n _ﬁ _ Ar,

‘ -t L-t A,

¢) Gyorsulasfiiggvény, gyorsuldsvektor
Gyorsulasfiiggvény: a sebességfliggvény ido szerinti elsé derivaltja
dv() _d d’r () )
A==~ = [m/s”].
Pillanatnyi gyorsulasvektor: a =af(t,).

A gyorsulasfiiggvény egy adott t; idopillanatban vett értéke:
Tulajdonsagai: - vektor mennyiség,

- a palyagorbe simulosikjaba esik,

- érint6 és fonormalis iranyu 6sszetevokbal all.

Bizonyitas: a(t) = d\égt) d [v(t)e(t)] dV(t)éJrVdZEt) ,
we_sews 1S
dt dsdt p

_dv v _ _
at)y=—€+—n=a,(t)e€+a,(t)n.
dt Vo



Palya menti gyorsulds (palyagyorsulds):

dv(t
a,(t)= ( ) , asebesség nagysaganak valtozasaval aranyos.
Normalis gvorsulés:
Vo) .
a,(t)= , a sebesség iranyanak megvaltozasaval aranyos.
P

d) A mozgésjellemzdék kozotti kapcesolat:
- Ismert: T =7(t).

Meghatarozando: V(t)=———=

dva)

at)= =a,()e+a, ().
- Ismert: d=a(t) ésa V(t=t))=V,, r(t=t,)=r kezdeti feltételek.

t
Meghatarozandé: V(t) =V, I (Hdt,
t

F(t j (tdt .

- Ismert: V=V(t) ésaz T(t,)=r, kezdeti feltétel.

d v(t)

Meghatarozando: a(t) = =a,(t)€+a, ()N,

t
F(t)=T, + j (t)dt .
fo
2) Merev test mozgasa

a) Alapfogalmak

-Merev test sebességallapota: A testet alkotd pontok egy adott pillanatbeli sebességeinek

Osszessége.

-Merev test gyorsulasallapota: A testet alkotd pontok egy adott pillanatbeli

gyorsuldsainak Osszessége.

-Merev test sikmozgasa: A test pontjai egy adott alapsikkal parhuzamos sikokban

mozognak.

-Merev test haladé mozgasa: A test onmagaval parhuzamosan mozdul el. A test minden

pontjanak azonos az elmozdulésa.

-Merev test forgomozgasa: A test pontjai a test két nyugalomban 1évo pontjat 6sszekotd
tengely, a forgastengely koriil koncentrikus

mozdulnak el.

-Merev test elemi mozgasa: A test végteleniil rovid id6 alatt bekovetkezd (egy

id6pillanatban torténd) mozgasa.



Tétel: Merev test barmely mozgasa eléallithatd egy haladd és egy forgd mozgas

Osszegeként.

b) Merev test sebességallapota

Osszefiiggés a merev test két pontjanak sebessége kozott.
A merev test végteleniil kis elmozdulasat vizsgal-

dpxT,
i A8 juk: - parhuzamos eltolas dr, ,
- szogelfordulas d¢ .

B pont elmozdulasa: eltolas + szogelfordulas =
ahol d¢@ az egész merev

dry =dr, +d@x Ty,
testre jellemz6 mennyiség.

Vegyiik az 6sszefliggés id6 szerinti elso derivaltjat:

dr, dr, d¢ _dr . \
d_'f:d_tAer_(th Mg -.---Vg =—2 - amerev test B pontjanak sebessége
— dFA .7 4
V, = ot a merev test A pontjanak sebessége
_ dg ) . ~ .
a):—t - a merev test szogsebessége. Az @ az egész

merev testre jellemz6 mennyiség [rad / sec] .

Vg =V, + O xTyy

Analogia: M, = Mg +F xT,g.

Tétel: merev test sebeségallapota egyértelmiien
megadhato V,,® redukalt vektorkettdssel.

Az V,,o ismeretében a merev test barmely pont-

janak sebessége meghatarozhato.

Tétel: merev test két kiilonbdz6 pontjanak sebesége altalaban nem egyenld.
Kivétel : - @=0
- O||Fg -

¢) Elemi sikmozgas
Ha a test barmely pontjanak sebessége mer6leges @ -ra, azaz parhuzamos az @ -ra mer6-

leges sikokkal.
Sebességpolus: a siknak az a P pontja, amelynek zérus a sebessége V;

Sebességabra: egy adott idopillanatban, egy k6zos kezdopontbdl felmérjiik a test jellemz6
pontjainak sebességvektorait.

d) Merev test gyorsuldsallapota
Osszefiiggés a merev test két pontjanak gyorsuldsa kdzott.




do . , -
.... merev test szOggyorsulasa. Az £ az

egész testre jellemz0 mennyiség [rad / secz] .
dg A merev test tetsz6leges B pontjanak gyorsulasa:
8y =8, +ExT +Ox(DxT,g).

Tétel: a merev test gyorsulasallapota az @, ,®és az & mennyiségekkel adhatd meg egy-

értelmtien.
Sikmozgas esetén: 8, =d, +& Xl —@ Ty .
Ha xy a mozgas sikja: @=w§, ]
Gyorsulaspolus: a siknak az a Q pontja melynek zérus a gyorsulasa 4, =0.

Gyorsulasabra: egy adott idOpillanatban, egy k6zos kezddpontbdl felmérjiik a test jel-
lemzo pontjainak gyorsulasvektorait.

3) Merev test kinetikdja

a) Merev test tomegeloszlasanak jellemzdi
-Témeg: a merev test haladé mozgéssal szembeni tehetetlenségét (ellenallasat) jellemzi.

m= I dm= IpdV , P -tomegsliriség [kg/m3].
(m) V)
-Statikai nyomaték:

Pontra szamitott statikai nyomaték:
S, = I Fdm= f rpdV [kgm].

(m) V)
Pontra szamitott statikai nyomaték atszamitasa:

S, =S, —mf,.

-Témegkozéppont, sulypont: a testnek az a T pontja, amelyre szamitott statikai
nyomaték zérus. §T =0.

A tomegko6zéppont helyének kiszamitasa:
. I r pdV

=S, -mf,, = F,=2=9

A AT AT m m

Tétel: A tomegkdzéppont és sulypont egybeesik, haa § allando.

-Tehetetlenségi (masodrendil) nyomatékok:
A tehetetlenségi (masodrendil) nyomaték a merev test forgd mozgassal szembeni




tehetetlenségét fejezi ki.
Az S ponti tehetlenségi tenzor.

Diadikus eloallitasa:

3= [[PE~(pop)]am.

o

J X -J Xy -J Xz
Matrixos eldallitasa : [i J =|-J,, J, I, |- szimmetrikus tenzor.
-J x -J 7y J z

A tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok:

Jy= I (y* +2*)dm J, atestnek az X tengelyre szamitott

m)
J r 2

3, = J- (x> +2%)dm b 0. tehetetlenségi nyomatéka [kgm ]
(m)

J, = f (x> + y*)dm
(m)

Sikparra szamitott (centrifugalis) tehetetlenségi nyomatékok:

J

(m) > v - .
szamitott tehetetlenségi nyomatéka

JyzzJZyz(.r[)yzdm =:0. [kgmz].
szz_[xzdm

J
(m)
Tétel: a J_-bol az Gsszes S ponti tengelyre és S ponti sikparra szamitott tehetetlenségi

w =dp = _f xydm J. a testnek az yx-zx sikparra

A

Xz

nyomaték meghatarozhato.

anﬁ-is -fi, tovabba _Jnm:_Jnm:ﬁ‘is -m:m-is ‘0.
e Steiner-tétel:

z
rsA =Xeal + ¥Ysal + ZSAk >

A két koordinata-rendszer tengelyei parhuzamosak:
p\ XIg ylin, zll¢.
ﬁ 17 Atétel tenzor alakja: J =J_+J_ .
=A =S =SA
y

X

A Steiner— tétel skalar alakjai:



2 2

J§ =J, +M(Ys +Z5), Jé,] =ny+mxSAySA,
2 2

J, =J, +M(X5 +Zgy), J,r =, T MYsuZen,
2 2

J¢=J2+m(XSA+ySA), Jfg =J, +MX,\Zg,.

Tétel: parhuzamos tengelyek koziil az S ponton atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomaték a legkisebb.
b) Merev test impulzusa, impulzus nyomatéka:
-Impulzus
Ertelmezés: | = j\7dm = _[VpdV ,
(m) )

mértékegysége: [kgg} ={kgﬂzs} =[Ns].
s s

Kiszamitasa: | =mv;.

- Impulzus nyomaték/perdiilet

2 2
, - — s I3 r I3 m m
Ertelmezés: 7, = J FxVdm, mértékegysége: | kg— |=| kg—-s |=| Nsm |.
() ] ] -
Kiszamitasa:
* specialis esetek: 75 =J @ ,
Tp=d 0 .
S — a mereyv test sulypontja,
P — a pillanatnyi forgéastengely egy pontja (V; =0 ).
- Altalanos eset: 7, =J @+ xV,m.
- Osszefiiggés test két pontjara szamitott perdiilet kozott: 7, = 7, + Ix Mg -
Analégia a Statikabol: My, =M, + F x T,
¢) Merev test kinetikai energidja:
Ertelmezés:

2
E-1 I vidm, mértékegysége:[kgm—}—[Nm]—[J].
s

2
(m)

Kiszamitas:
1 . - . - -
EZE(VS | +&-7)=—mMVs+—~0-J &

Kiszamitas specialis esetekben:
e oflald q egyik fotengelyével.

Ekkor @-J_-@=Js@" , ahol Jg az S ponti, az @-val pirhuzamos fétengelyre
=S
szamitott tehetetlenségi nyomaték —=

E =lmv§ +1Jsa)2.
2 2



es wllad . egyik fotengelyével.

J.@" , ahol J, az A ponton atmend, az @ -val parhuzamos f8tengelyre szami-

tott tehetetlenségi nyomaték.
d) Merev testre hat erérendszer teljesitménye:

- Az ER redukalt vektorkettését felhasznalva: P =F -V + M
n m
- Az ER-t alkoto erékkel és nyomatékokkal: P = Z -V + z M:-

V, az F er6 tamadaspontjanak sebessége, @; annak a merev testnek szogsebessége,

amelyre az M ; nyomaték hat.

e) Merev testre hat erérendszer munkaja:

l2
W, = [Pdt
t1
A merev testre hato erérendszer < t;,t, > id6tartam alatt végzett munkdja egyenlé az
erérendszer P teljesitményének t,, t, hatarok kozott vett id6 szerinti integraljaval.

f) Impulzus tétel:

| =m&, =F
A merev test impulzusanak id6 szerinti derivaltja egyenld a testre hato kiils6 erék
ereddjével.
g) Perdiilet tétel:

- specidlis eset, az S pontra: 7, =My ,

J -E+dxi, =M.
=S

A merev test S pontjara szamitott perdiiletvektor id6 szerinti derivaltja egyenld a testre
hat6 ER-nek a S stlypontra szamitott nyomatékaval.

- altalanos eset, az A pontra: J -§+03x(iA-&))+FAS xméd,=M,,

I E+0x(1, @)+ T xma; =M.

h) Energia tétel, munka tétel:

- Differencialis alak = energiatétel
E=P.
Merev test kinetikai energidjanak idé szerinti derivaltja egyenld a testre hato kiilsd
erdrendszer teljesitményével.
- Integral alak = munkatétel
E,-E =W,.



Merev test kinetikai energiajanak megvaltozéasa a test véges ( < t;,t, > iddotartam alatt
bekdvetkezd) mozgasa sordn egyenld a testre hatd kiils6 ER ugyanazon mozgas soran
végzett munkajaval.

j) Merev test kényszermozgasa

Kényszermozgds: a merev test mozgasat mas testek egy eldirt geometriai feltételeknek
megfeleléen korlatozzak.

Kényszer: az a test, amelyek az altalunk vizsgalt test mozgasat eldirt geometriai
feltételeknek megfelel6en korlatozza.

Tétel: a kényszererd (tamasztderd) a kényszer hatasat teljes mértékben helyettesiti.
A kényszererd a testek érintkezésnél 1ép fel.
Sima kényszer: a kényszereré merdleges az érintkez6 feliiletekre.

Erdes kényszer: a kényszerer$ normalis és tangencidlis koordinataja kozotti a Coulomb-
féle sarlddasi torvény adja meg a kapcsolatot.

F =uF, , u mozgasbeli sirlodasi tényezd.

Ez az Osszefliggés akkor all fent, ha az érintkezé feliiletek (pontok)
kozott relativ tangencialis elmozdulas 1ép fel.

A kényszererd F, tangencialis koordinatdja olyan irdnyu, hogy igyekszik
megakadalyozni az érintkezé feliiletek kozott 1étrejovo  relativ
tangencialis elmozdulast.

4) Forgo tdmegek kiegyensulyozasa

74 Adott:
T w A forgorész geometridja és a kiilsé ER: G, MO .
T & A OQ@O® a szerkezet S ponti tehetetlenségi
1 ‘M @ fétengelyei.
Fe Al ° Feladat:
A ’ r 17 ) .
B A tamasztoerok meghatarozasa:
— IEA = (FAxéx + FAyéy + I:Azéz) b
R = ~ .
| 48 Fo = (Fg,6, + Fy,E)) .
Zg kil / l < Csapagyazas:
I's Az A helyen: radax csapagy (pl. golyds csapagy)
@ @ A B helyen: radialis csapagy (pl. hengergdrgds cs.)
v Al 'EA
x
y

A tomegkiegyensulyozas célkitlizése:
Annak biztositasa, hogy a forgas kovetkeztében ne 1épjenek fel jarulékos tdmasztoerdk a
csapagyakban.

Az S pont mozgasjellemzdi: T, =T = ﬁs + €



Megoldas:
a) Impulzus tétel:

ma, =G +F, + F, /-§,
0=-G+F,,
F.,=G.

b) Perdiilet tétel az A pontra:
J E+@dx] -@=M,+Tg xG+ Ty x
=A =A

|
(72

€ x/

x/ J 66 +w'€,xJ €=M +R,xG+lg,xF;,
=A =A
ézxiA-éngra)zézx(ézxiA-éZ)=()+§zx(I§Sxé)+éz><(léz><|33),
-RG ~F;I (€, -6,)
=1

o1 -
E :I_[—GRS ~§,x] 8,8 x(E,xJ -éz)wz].

c) Perdiilet tétel a B pontra:
i85+5)xi8 =M, + T xG + Ty, xFy.
Az elézével megegyezd gondolatmenetbdl:

IfAzll[Gﬁs+ézxi8.é’zg+é’zx(ézxi8.éz)a)2]+Gé

7

Kérdés: Mi a feltétele, hogy a

timasztoerék ne fiiggjenek az jellemz6 @, &
mennyiségektol?

a) 0= F,+F, + G akkor teljesiil, ha:

d,=0.
Ez akkor teljesiil, ha az S pont a forgastengelyre esik:
R, =0.

Statikusan kiegyensulyozott egy allo tengely koriil forgd merev test, ha a test S pontja a
forgastengelyre esik.

I . o ~ -
b) FB:I— —th—ezxiA-ezg—ez><(ez><iA-ez)a)2 =0,
=0
~ I | ~ . -
c) FA_Gez:T GH%+ X € E+E x(€,x ] o’ |=0
=0

A b), c) feltétel akkor teljesiilha J & || € és J -6, || €

10



Ezek a feltételek csak akkor teljesiilhetnek, ha a z forgastengely a test tehetelenségi f6-
tengelye: J -€,=J € =J -€ =J§,.

Dinamikusan kiegyensulyozott egy all6 tengely koriil forgd merev test, ha a
forgastengely a merev test tehetetlenségi fotengelye.
Megjegyzés: Ha a z tengely S ponti tehetetlenségi fotengely, akkor a z tengely A és B
ponti tehetetlenségi fotengely.
A tdmegkiegyensulyozas megvalodsitasa
a) Teljesitendd feltételek:

- A forgorész S pontja legyen rajta a forgastengelyen.

- A forgastengely legyen a forgorész tehetetlenségi fétengelye.

A feltételek mas alakja:

- Az Ry =0 feltétel mR, =0is irhato.
( A forgorész z tengelyre szamitott statikai nyomatéka legyen zérus)

-AJ -€=J -€=J -€=J,¢ feltctel helyett

J=3,,=0,vagy € x (J,x€)=J_8 + J.€ =0 alakban is irhato.
A feltételek biztositasa/teljesitése:
A kiegyensulyozatlan fotgdrészhez tomegeket adunk hozza, vagy vesziink el.
Tomegek = tdmegpontok.
A tomegpontokkal kiegészitett forgorész:
1=7'=7" Az m, tdmegpont az X Y,z, ponthoz rogzitett.

M, Az m, tdmegpont az X,Y,Z, ponthoz rogzitett.
£B

- A kiegészitett/modositott forgorész z tengelyre szami-
tott statikai nyomatéka legyen zérus.

- A kiegészitett/mddositott forgdrésznek a z tengely le-
gyen a tehetetlenségi fotengelye.

b) mR, +mR, +m,R, =0
skalar egyenletek:
mXs +mMx +mx, =0,
mys +my, +my, =0.

c) & x(J,x€,)=0,

2
3.8+ 3,8+ (Mxz8 +my,zE,)=0 .
i=1

mi Zi I_éi
skalar egyenletek:
J, +mXxz, +mx,z, =0,
J,+myz,+m,y,z, =0.
A b) és c) vektorialis feltétel négy (nemlinearis) algebrai skalaris egyenletet jelent.
mI ’ Xl 4 yl ZI
m

Ismeretlenek: } nyolc skalar mennyiség.
20 X2 s y2 Z2
Megoldas: négy skalar ismeretlen 6nkényesen felveheto.

Atalakitas:

11



A b) egyenletet z,-vel , majd z, -el beszorozva és kivonva beldle a c) egyenletet —

J., & +J,,8€

X'2"¥x y'z'vy

Megoldasi lehetOségek:

- Gnkényes felvétel: m,, m,, z,, z, , majd az egyenletekbél R =...., R, =......
- egy masik 6nkényes felvétel ( pl. autokerék kiegyenstlyozasa):
uj valtozok: x,,y, - R, @,

XY, = Ry, 0,.
R =x€& +V€ =R (cosq)léX +sin (pléy) ,
R, = X8 + Y,€, =R, (cos .6 + sin¢2éy) .

felvétel: R, R,, z,, z,,

egyenletekbol:
1
1 [ 2 2:|§ -
m=———+|(J, —mxz,) +(J,—my.z =0,
1 R1|Zz_21| ( * ° 2) ( v Ys 2)
1
1 [ 2 2]5 -
m,=——+|(J, —MXz,) +(J,, —my,z =0 .
’ R2|22—Zl| (3 ) ( v Ys 1)
J,—mysz J —my.z
Tovabba: tge, __ e TMYsZ , tgp, =——2 YsZi '
‘]xz_mxszz \]XZ—mXSZ1

5) Forgdrészek meghajtasa és Uizemeltetése
a) A meghajtas jellege

forgorész M, - meghajté nyomaték,
M, - az ellendllds nyomatéka ,
pl. csapagysurlddas, tomitések

t_/‘ _/‘ 2] surlodasa.

» M

19 A e

N— ; A forgorészre felirt perdiilet-tétel
R 7o =M, /€,

J,0=3,6=M,(0)=M, -M

v, L]
LN
S

+
A 4

e

Ha M, > 0, akkor a forgas gyorsul — &> 0.
Ha M, <0, akkor a forgas lassul — ¢<0.

12



Az M, =Mz(a)) fliggvény a meghajtd motor (bels6égésti motor,villanymotor,stb..)
jellemzgje.
A meghajtas jellemzdje:

A
Mz

v

~N

~ Mzg))

A forgorendszer beall a munkapontra. A rendszer ,,megszalad” vagy, leall.

b) Forgérészek egyenlétlen jarasa:
Egyenlétlen jaras (szogsebesség ingadozas) : dw+0 .
Ez akkor fordul elé, ha M, (@) =M, —M,#0.
- M, =M, (t) ismert

A Periodusido:
M
. T=t,—t,.
Feltételezés:
Ao [ M, (t)dt=0,
| L L o™
t, A'23 t (atengely nem gyorsul).
T
« T/

o, Kozepes szogsebesség:
a)max a)k('jz — a)min + a)max ,
a)kdz_-___ T TR T T T E 1,,1 2, .fk
i gyenlotlensegi fok:
o 5 — a)max + a)min
t, L T Lt 2

Perdiilet-tétel:

nz(ts)—nz(tl);jlvlz(t)dt:Az+A23=0,
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7 (6) -, (6)= [M, (O)dt= A, = 3, (00 —0p) = A

§a)kbz

o= % . A forgas (jaras) egyenletessé tétele a o csokkentésével érhetd el.
z-7koz
Az egyenletes jaras biztositasahoz az adott A, és eldirt m,,, esetén J, -ét kell novelni.
Megoldas — lenditokereket kell alkalmazni.
- M, =M, (p) ismert
Periodus: egy korbefordulas — =27 .
Feltételezés: a forgorész nem gyorsul.

2z
[ M, (p)dp=W, +W,, =0.
=0
Munkatétel:

(2}
E,-E =W,= I MZ((p)dq),

P

MA

z

1. 5, 1.,
E‘Jza)z __‘]za)l _le >
, + o
‘Jz 2 5 2( p) _wl)zwlza
Cl) %/—/
@, . 5a)kijz
a)max kdz
2
a)kt')z ‘] za)k625 =W12
) w ., ,
©rmin 6 =—="— A forgas/jaras egyenletessé
» z“%koéz
t t, T Gt tétele a 0 csokkentésével érhetd el.

Az egyenletes jarés biztositdsahoz az adott W, és eldirt o, esetén J, -ét kell novelni.

Megoldas — lenditOkereket kell alkalmazni.

6) Utkozés

Két testb6l allo és sikmozgast végzo

rendszer litkdzését vizsgaljuk.

A, A - az érintkezd pontok ,

N - az litk6zési normalis.

Az itkdzés 1étrejottének feltétele:

V, N>V, 0.

V,V,,0,,0,- 1itkozés eldtti sebességek ¢és
sz0gsebességek,

V,V,,Q,,Q, - iitkdzés utani jellemzok.

(1)

14



Feltételezések:

- Az 1itk6z0 testek valamilyen mértékben rugalmasak

- Az iitk6zés igen rovid ido alatt jatdzodik le

- A rovid ideig tart6 érintkezés alatt a testek helyzetében nem kovetkezik be valtozas
- Az iitkozés kovetkeztében fellépd erdk mellett a tobbi erd elhanyagolhatd

1]

>
]
=)

Az litkozes lefolyasa.

(2) (2) (2

Erintkezés Defor macid Elvalas

Kozeledés Tavolodas

Az iitk6zés osztalyozasa:
1) Az n iitk6zési normélisnak az iitkdzo testek S, sulypontjaihoz viszonyitott helyzete

alapjan — a) Centrikus {itkdzés: az i mindkét test S, pontjan atmegy
b) Excentrikus iitkdzés: az i nem megy at mindkét test S; pontjan
2) Az anyagvaltozas jellege (az anyagi viselkedés) alapjan
Figyelembevétel: 0 <k <1 ahol Kk - iitk6zési tényezd.

“ gy
c gy

sz

6.1.) Centrikus Utkdzés
V,V,,q,,0, - litkozés elotti sebességek és
szOgsebességek.

a) Centrikus ferde iitkozés:
Az S ponti sebességek nem a normalis
iranyaba mutatnak.

b) Centrikus egyenes litk6zés:
Az S ponti sebességek a normalis ira-
nyéaba mutatnak.
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(1+2) K=1=F =0,
mert | =4ll. ,
Vs - arendszer (1+2) S
pontjanak sebessége.
my, +m, v, =mV, +m,V, =
=(m, +m, )V =all.

If1 itkdzési normalis iranyaba mutat, At az iitkozés idotartama, A skalar egyiitthato.
Al = I Fdt= —Jxldtﬁ , C skalar szam.
At At

(a1)
C

mAV, =m, (V, -V, ) =-Ci,
AV, - az (1) test sebességének megvaltozasa az iitkdzés soran parhuzamos az 1 {itko-

zési normalissal.

m,AV, =m, (V, -V, )=CH,
Az (1) és (2) jeli testre kapott eredményeket dsszegezve:
(a) mMAV, =-m,AvV,,
(b) Dy =7, =My =0 — 7, =aéllands, & =0,
(©) 75, =0 - 7 =dllands, @, =0,.
Maxwel-féle iitk6zési diadram
v,

. mV, +mV
V:11 252

S D
m, +m,

m, (V,-v,)=-CH,

m, (V, =¥, )=Cii.

—>  Utkozési tényez6:

f _ [Vln _VSn| =|V2n _VSn|
Vin =Veal  [Van = Ven|

Vv, = V) = szamithato.
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6.2.) Excentrikus Utkozes

Legalabb az egyik test S pontja nem esik az N titkzési normalisra.

Impulzus tétel az (1) jeld testre:
m (Vv )= [ Fdt=a,
At

Perdiilet tétel az (1) jelii testre:
(Q a)l) J. I, xFdt=F x®.

Az (1) jelti test tetszoleges D pontjanak sebessége:

mJ, Ny =V, +Q, xT,

_ _ __ egymasbol kivonni
mJd, /Vp =V, + @ xT,

—~
5
o
-+
[}
-
o
—
SN—
—_~
=
o
=
Q..
=+
o~
—+
o
—_—

Feltételezés:
- a testek sikmozgast végeznek
-a ¢,,¢, atestek S ponti tehetet-
lenségi fotengelyei
U
Az N titkdzési normalis a testek
S ponti tehetetlenségi fOsikjaba
esnek.
A feladatot vissza akarjuk vezetni
a centralis iitkdzés esetére.
Jelolések:
0,,0, - iitk6zési talppontok
(az S pontokbol merdle-
gest bocsatunk az {itk6zési
normalisra).
K., K, - {itkdzési kozéppontok (16-
kési kozéppont).
Ertelmezés: A testek azon pontjai,
amelyeknek az iitk6zés
soran nem valtozik a se-



Keressiik az (1) jelti testnek azokat a D pontjait, amelyeknek a sebességvaltozasa
parhuzamos az N {itkdzési normalissal.
Ennek a feltételnek az 7, tengely pontjai tesznek eleget: T, =7, €, , T, =—1 €.
Az el6z0 osszefliggésbe behelyettesitve
md, (Vo =5 )=[ 3, +(y 1) ]®-m,(F, - ®)F,

— —_—

~lm, 0

Az 1, tengelyen levd pontokra: (0,771)

mJ. (Vo5 )=[ 3, —mlz, |®.
A K, iitk6zési kdzéppont meghatarozasa:
J
4

Vi =% =0 = J, -mlp=0 = P =

1'1
Az O, fitkdzési talppont sebességvaltozasa ( az 7 tengelyen levd pont sebesség
valtozasara kapott 6sszefiiggést felhasznalva)
mJ, (Vo =5 )=(J, +m7 ).
J

0,

Jelolés: _ } az iitkdzési talppontok sebességei.

- - J
m, \]—Q(VI -V, )=CD > Uy = \]_Q - redukalt tomeg. Ez az dsszefliggés formalisan
0, 0,

olyan, mint a centralis titkdzésnél kapott.
A redukalt tomeg képletének atalakitasa

4 =m I -m I _ mlp,
I — ' — 0 2 2 1°
Jp, Jo+mlt - mlp +ml
, Jg ,
mivel p =—-—>J. =pml,igy

11

2
m,p; - mp (o +1) _ mpl +mpl, Mo+, g

lml(pl"_ll)_ 1 ml(pl+|1)2 (p1+|1)2 (/OI'HI)2 (pl+|1)2'

H =

Ugyanezzel a gondolatmenettel a (2) jeli testre is megkapjuk a

K, titkozési kozéppontot = p, = >

M, redukalt tomeget és az

0O, iitkozési talppont sebességvaltozasat (- eldjellel).

A két testre kapott eredményeket dsszevetve ugyanazt az Osszefiiggést kapjuk, mint a
centrikus iitk6zésnél:

(Vi =9, J=0==p, (V, -, ).
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V, .V, ésV, .V, -aziitkozési talppontok sebességei,
M, , 4, - redukalt tomegek.
Az exentrikus litk6zés megoldasanak gondolatmenete:

Jelolés:
Jsl ZJQ ’
Jsz :JQ

a mozgas sikja-
ra merdleges S
ponti  tehetet-
lenségi fotenge-
lyekre szamitott
tehetetlenségi

nyomatékok.

Y
a) A redukalt tomegek meghatarozasa:

S

S,
M =M — , My =m
| 1 \]01 1 1 \]07

b) Az iitk6zési talppontok iitkdzés elotti sebességeinek meghatarozasa:

V, =V, + @ x(-1§,) ,

V=V, + @, x(-,§,).
¢) A Maxwll-féle iitkdzési diagrambol az iitkozési talppontok iitkdzés utani sebességei

nek meghatarozasa:

Vo= >
Vi :
d) Az itkodzési kozéppontok meghatarozasa:
s J,
P = s P = :
mlll m2|2

e) Az iitk6zési utani szogsebességek meghatarozasa:
utkozes eldtt: Vi =V, + @, x p,
Vi, =V, + @, x p, .

ttkozes utan: Y, =\7Kl =V, +Q, x(l+p)E, = Q =

Vi, :\7K2 =\7|| +Qz X(lz +,02)§,, = Qz S

f) Az S pontok itkdzési utani sebességeinek meghatarozasa:
V =V +0 x|

n>

V, =V, +Q, x €, -
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Kiindulds: @, ,V, , @,

s Voo
Megoldas: V., Q, ,V, , Q,.
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