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4.  TÉRBELI STATIKAI FELADATOK 
 
4.1. Közös ponton támadó erőrendszerek 

Feladat:  Helyettesítsünk vagy egyensúlyozzunk egy adott F
G

erőt három, adott hatásvonalú, 
közös ponton támadó erővel. 
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Adott: F
G

, 1aG , 2aG , 3aG , 1 2 3 1a a a= = ≠
G G G  
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A három erővektor meghatározását három skalár 
ismeretlen meghatározására vezetjük vissza: 

A feladat megoldása: 
Az egyenértékűség/egyensúly feltétele: 

1 2 3F F F F+ + = ±
G G G G

 (+ egyenértékűség, − egyensúly) 

1 1 2 2 3 3a a a Fλ λ λ+ + = ±
GG G G  / / /x y ze e e⋅ ⋅ ⋅

G G G  
Skalár egyenletek: 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

x x x x

y y y y

z z z z

a a a F
a a a F

a a a F

λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ

⎫+ + = ±
⎪

+ + = ± ⎬
⎪+ + = ± ⎭

 

 
Inhomogén, lineáris, algebrai egyenletrendszer a 1 2 3, ,λ λ λ  
ismeretlenekre.  

Az egyenletrendszer mátrix alakban: 
11 2 3

1 2 3 2

1 2 3 3

xx x x

y y y y

z z z z

Fa a a
a a a F
a a a F

λ
λ
λ

⎡ ⎤±⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ = ±⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ±⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

A lineáris algebrai egyenletrendszer egyértelmű megoldásának feltétele: 

( )1 2 3 det 0

vegyes szorzat

a a a A= ≠
G G G
��	�
 . 

Ez a feltétel minden esetben teljesül, ha az 1 2 3, ,a a aG G G  vektorok nem esnek egy síkba. 
 
4.2. Szétszórt erőrendszerek 

Feladat: Helyettesítsünk, vagy egyensúlyozzunk egy , OF M
G G

 redukált vektorkettősével adott 
erőrendszert hat, adott hatásvonalú erővel. 

Adott: Az erőrendszer , OF M
G G

 redukált vektorkettőse és a hat hatásvonal (egyenes) egyenlete: 
0i ia r b× + =

G GG G ,    ( 1,2, ,6i = … ). 
Keresett: 1 2 3 4 5 6, , , , ,F F F F F F

G G G G G G
. 
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A hat erővektor meghatározását hat 
skalár ismeretlen meghatározására ve-
zetjük vissza: 

1 1 1 1

22 2 2

66 6 6

F a

F a

F a

λ λ
λλ

λλ

⎫= =⎧
⎪ ⎪ == ⎪ ⎪⇒⎬ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪ == ⎩⎭

G G
…

G G …
##

G G …

 

i i i i ix x i iy y i iz zF a a e a e a eλ λ λ λ= = + +
G G G G G , 

Oi Oi i i i Oi i i i i ix x i iy y i iz zM r a r a b b e b e b eλ λ λ λ λ λ= × = × = = + +
GG G G G G G G G . 

Egyenértékűség, egyensúlyozás: 
6 6

1 1
6 6

1 1

i i i
i i

Oi i i i O
i i

F a F

r F b M

λ

λ

= =

= =

⎫
= = ± ⎪

⎪
⎬
⎪× = = ± ⎪⎭

∑ ∑

∑ ∑

G GG

GG GG
 

 
 
+    egyenértékűség, 
−    egyensúlyozás. 

Skalár egyenletek: 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1

x x x x x x x

y y y y y y y

z z z z z z z

x x x x x x Ox

y y y y y y Oy

z

a a a a a a F
a a a a a a F

a a a a a a F
b b b b b b M
b b b b b b M

b

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

+ + + + + = ±

+ + + + + = ±

+ + + + + = ±

+ + + + + = ±

+ + + + + = ±

1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6z z z z z Ozb b b b b Mλ λ λ λ λ λ

⎫
⎪
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪

+ + + + + = ± ⎪⎭

 

Inhomogén, lineáris algebrai egyenletrendszer a iλ  ( )1, 2, ,6i = …  ismeretlenekre. 
Mátrix alakban: 

1 2 3 4 5 6 1

1 2 3 4 5 6 2

31 2 3 4 5 6

41 2 3 4 5 6

51 2 3 4 5 6

61 2 3 4 5 6

x x x x x x x

y y y y y y y

z z z z z z z

Oxx x x x x x

Oyy y y y y y

Ozz z z z z z

a a a a a a F
a a a a a a F

a a a a a a F
Mb b b b b b
Mb b b b b b

Mb b b b b b

λ
λ
λ
λ
λ
λ

±⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ±⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ±
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥

±⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ±⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ±⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎥
⎥

 

Tömör jelöléssel:      A Fλ = . 

Az egyenletrendszernek akkor van egyértelmű megoldása, ha det 0A ≠ . 

A hat hatásvonal nem vehető fel tetszőlegesen, lineárisan függetlennek kell lenniük. 
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4.3. Gyakorló feladatok térbeli és síkbeli statikai feladatokra 
 
4.3.1. feladat: Térbeli tartó támasztóerői 

x

y

z

F
M

A
B

C

D

O

 

Adott: 
( )4 mA y zr e e= +

G G G , ( )4 mB xr e= −
G G , 

( )4 mC zr e=
G G , ( )2 mD xr e=

G G , 

( )12 kNzF e=
G G . 

Feladat: 
A B , C  és D  pontokban fellépő támasztó-
erők meghatározása. 

Kidolgozás: 

Az egyensúlyi egyenlet: 0B C DF F F F+ + + =
GG G G G

, ⇒  B C DF F F F+ + = −
G G G G

. 
A támasztóerők rúd irányúak: 

B B B B BAF a rλ λ= =
G G G ,  C C C C CAF a rλ λ= =

G G G ,  D D D D DAF a rλ λ= =
G G G . 

A támasztóerők irányvektorai: 
( ) ( ) ( )4 4 4 4 mB BA A B y z x x y za r r r e e e e e e= = − = + − − = + +

G G G G G G G G G G , 

( ) ( ) ( )4 4 4 3 mC CA A C y z z y za r r r e e e e e= = − = + − = −
G G G G G G G G G , 

( ) ( ) ( )4 2 2 4 mD DA A D y z x x y za r r r e e e e e e= = − = + − = − + +
G G G G G G G G G G . 

Az egyensúlyi egyenlet az új jelölésekkel: 

B B C C D Da a a Fλ λ λ+ + = −
GG G G

. 

Az egyensúlyi egyenlet mátrix alakban: 

B x C x D x xB

B y C y D y C y

D zB z C z D z

a a a F
a a a F

Fa a a

λ
λ
λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 ⇒  
04 0 2

4 4 4 0
1 3 1 12

B

C

D

λ
λ
λ

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

A lineáris algebrai egyenletrendszer megoldása: 

1Bλ = − ,  3Cλ = ,  2Dλ = − . 

A támasztóerő vektorok: 
( 4 4 ) kNB B B x y zF a e e eλ= = − − −

G G G G G , 

(12 9 ) kNC C C y zF a e eλ= = −
G G G G , 

(4 8 2 ) kND D D x y zF a e e eλ= = − −
G G G G G . 
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4.3.2. feladat: Térbeli rúdszerkezet támasztóerői 
 

1

2

3

4

5

6

a

b

c

h

0F
G

x

y

z

Adott: 

0 1F =
G

kNm, 4a = m,  2b = m,  
1c = m,  5h = m. 

 
Feladat: 

A szerkezet támasztóerőinek meg-
határozása számítással. 
 
Kidolgozás: 

A szerkezet terhelésének redukciója 
a koordináta-rendszer kezdőpontjá-
ba: 

( )0 xF e= −
G G kN, 

(2 6 ) ( )O y z xM e e e= + × − =
G G G G  

(2 6 ) kNmz ye e= −
G G . 

A szerkezet támasztóerői: i i iF aλ=
G G

,  ( 1 2 ,6)i …= , , . 

A támasztóerők irányvektorai: 
1 za e=
G G , 

2 ( 4 5 )x za ee= − +
G GG , 

3 (4 2 5 )x y za e e e= + +
G G G G , 

4 ( )za e=
G G , 

5 ( 2 5 )y za e e= − +
G G G

, 

6 ( )za e=
G G

. 

Az irányvektorok nyomatéka a KR kezdőpontjára: 

1 0b =
G G

, 

2 (4 ) ( 4 5 ) ( 20 )x x z yb e e e e= × − + = −
G G G G G , 

3 0b =
G G

, 

4 (4 ) ( ) ( 4 )x z yb e e e= × = −
G G G G , 

5 (4 2 ) ( 2 5 )x y y zb e e e e= + × − + =
G G G G G (10 20 8 )x y ze e e− −

G G G , 

6 (4 2 ) ( ) ( 4 2 )zx y y xb e e e ee= + × = − +
G G G G GG . 

Az egyensúlyi egyenletek mátrix alakban: 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

x x x x x x

y y y y y y

z z z z z z

x x x x x x

y y y y y y

z z z z z z

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2

3

4

5

6

λ
λ

λ

λ

λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

+

x

y

z

x

y

z

F
F
F
M
M
M

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

0
0
0
0
0
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Ez a iλ  ismeretlenekre inhomogén, lineáris algebrai egyenletrendszer: 

0 4 4 0 0 0
0 0 2 0 2 0
1 5 5 1 5 1
0 0 0 0 10 2
0 20 0 4 20 4
0 0 0 0 8 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

1

2

3

4

5

6

λ
λ
λ
λ
λ
λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

1
0
0
0
6
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

  

Az egyenletrendszer megoldása: 
A 6. egyenletből:          58 2λ− = − , ⇒  5

1
4λ = . 

A 4. egyenletből:           6
110 2 04 λ⋅ + = ,  ⇒  6

5
4λ = − . 

A 2. egyenletből:           3
12 2 04 λ− ⋅ + = ,  ⇒  3

1
4λ = . 

Az 1. egyenletből:             2
14 4 14 λ⋅ − = ,  ⇒  2 0λ = . 

Az 5. egyenletből: 4
5 14 ( ) 20 4 64 4 λ− ⋅ − − ⋅ − = ,  ⇒  4 1 5λ = − , , 

A 3. egyenletből: 1
5 31 1( ) 5 ( ) 5 14 4 2 4 λ− + ⋅ + − + ⋅ + = , ⇒  1

5
4λ = . 

A szerkezet támasztóerői: i i iF aλ=
G G , ( 1 2 ,6)i …= , , .  

1 (1 25 ) kNzF e= ,
G G , 

2 0F =
GG

, 

3 ( 0 5 1 25 ) kNx y zF e e e= + , + ,
G G G G , 

4 ( 1 5 ) kNzF e= − ,
G G , 

5 ( 0 5 1 25 ) kNy zF e e= − , + ,
G G G , 

6 ( 1 25 )zF e= − ,
G G . 

 
4.3.3. feladat: Síkbeli Rúdszerkezet támasztóerői 

1m

1m

2m

3m

x

y

A

B
C

1F
G Adott: ( )1 30 xF e=

G G N és a szerkezet méretei. 

Feladat: 
a) A szerkezet támasztó erőinek meghatáro-

zása szerkesztéssel. 
b) A szerkezet támasztó erőinek meghatáro-

zása számítással. 
 

Megoldás: 

a) A szerkezet támasztó erőinek meghatározása szerkesztéssel: 



 

 46 

A szerkezet egyensúlyát leíró vektoregyenlet: 1 ( ) 0B A C

AC

F F F F

F

+ + + =
GG G G G

��	�
G
. 

Helyzetábra: 

1 m 3 m

A

CB

y

x

2 m

1 m

1F
G

Ae

Ce

1e

Be ACe

QP

R

 
 

ACe  a Culmann egyenes. 

Erőábra 

1F
G

AF
G

BF
G

CF
G ACF

G

 
 
b) A szerkezet támasztó erőinek meghatározása számítással: 

A támasztóerők iránya ismert: A Ax xF F e=
G G ,  B By yF F e=

G G ,  C Cy yF F e=
G G . 

Statikai egyensúlyi egyenletek: 
0 2 30 1p CyM F= = − ⋅ + ⋅  ⇒  60CyF = N ( )↑ , 

0 2 30 1q ByM F= = − ⋅ − ⋅  ⇒  60ByF = − N ( )↓ , 

0 2x AxF F= = +   ⇒  30AxF = − N ( )← . 

A támasztóerő vektorok: 

( )30 NA xF e= −
G G , ( 60 ) NB yF e= −

G G , (60 ) NC yF e=
G G . 


