5. RUDAK IGENYBEVETELEI, IGENYBEVETELI ABRAI
5.1. Rudak igénybevételei

a) Alapfogalmak:

Rud: olyan test, amelynek egyik mérete Iényegesen nagyobb, mint a masik ketto.

Rud modell: a rudat egy vonallal helyettesitjiik és mechanikai viselkedésére jellemz6 meny-
nyiségeket ehhez a vonalhoz kotjiik.

Keresztmetszet:a rud legnagyobb méretére merdleges metszet.

Kozépvonal / sulyponti szal: a keresztmetszetek S pontjai altal alkotott vonal.

Egyenes rud: a rid kozépvonala egyenes.
Gorbe rud: a rad kozépvonala gorbe.

Prizmatikus rid: keresztmetszetei azonos alakuak és térbeli elhelyezkedéstiek (leegyszeri-
sitve: allandé keresztmetszetli rud).

Fesziiltség: a feliileten megoszl6 belsé erérendszer stirliségvektora: p [N/rn2 = Pa} .

b) Az igénybevételek értelmezése:

Ertelmezés: a rud keresztmetszetén megoszlo belsd erdrendszer S pontba redukélt vektor-
kettosének skalaris koordinatai.

A fogalomalkotds gondolatmenete:

- arud atmetszése => keresztmetszet,

- a keresztmetszeten (felilleten) meg-
oszl6 belsé erérendszer ébred —
fesziiltség,

- a felilleten megoszlo belsé erérend-
szer redukalasa a km. S pontjaba =

F.Mq.

Megjegyzések:
- A fesziiltségek (a feliileten megoszlo belsé erérendszer = fesziiltségek) statikai modsze-
rekkel nem hatarozhatok meg.

- Az igénybevételek (a fesziiltségek ered6i) azonban statikai modszerekkel meghatarozha-
tok.

- Jellés:az Fg,Mg a rad +& normalisi keresztmetszetének igénybevételei, a —€,

normalist keresztmetszeten —F¢,—M 1ép fel.

- Az Fy,M; vektorkettésnek altalinos esetben 6 skalaris koordinataja van.



c¢) Az ered6 vektorkettds dsszetevoi:

ﬁszf+ﬂ MS:Mh+MC'
T - nyiroerd vektor, M, - hajlité nyomaték,
N - rader vektor. M . - Csavaré nyomaték.

d) Az eredd vektorkettds skaldris koordinatai:

Igénybevétel: a feliileten (a keresztmetszeten) megoszlo belsd erérendszer eredé vektorket-
t6sének skalaris koordinatai.

Az igénybevételek (a skalaris koordinatak) eldjelének értelmezése:

AY
X
S
N >0 ;

vI1,>0
Fo =(-T& -T,6, )+ NE,. Mg = (M8 ~M,& )+ ME,.
N - raderd, M, - csavaré nyomaték,
T,. T, - nyiroerok. M, My, - hajlité nyomatékok.

Az elojelek szemléltetése elemi radszakaszon:
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Az igénybevételek eldjelét elemi rudszakaszhoz kotdtten értelmezziik és nem koordinata-
rendszerhez kototten.
Igénybevételek sikbeli terhelés esetén: (yz) sik: T,, My, (N’ Mc),

(XZ) sik: T, M (N, Mc).

X hy »

5.2. Rudak igénybevételeinek meghatarozasa

Atmetszés: a rudat a K keresztmetszettel (sikmetszettel) két részre, az I. és II. részre bontjuk.

\ A

(E, ) - egyensulyi kiils6 erérendszer.

Ezt az egyensulyi kiils6 erérendszert is két részre bontjuk: (Ek )l , (Ek )” :

A kiils6 erérendszer egyensulyi:
M M M
(Ek):(Ek)|+(Ek)|| :(O) = (Ek)|:_(Ek)||'
Az egyenlOségjel folotti M betii arra utal, hogy az egyenldség a nyomatéki tér vonatkozasaban
all fenn.



Jel6lés: (E,) - abelsé erérendszer,

F,=F., Mg =M{,abels erérendszer redukalt vektorkettdse.

M
(Ex), +(E), =(0),
(Ek )|| + ( E, )II (O)

A két radrész kiilon - kiilon is egyensulyban van:

<

Az igénybevételek meghatarozasanak modszerei

a) A megtartott (vizsgalt) rész egyensulyabol:
L LM M
(Fs=Ms):(Eb)| :_(Ek)l ’
M

(B2 N)E(E,), =-(E,), -

b) Az elhagyott részre mitkddo kiilsé erérendszer redukciojaval
. M M M
(FS’MS ):(Eb)| :_(Ek)| :(Ek)u ’
M

('ESH’M;I) (Eb)u Z_(Ek)u Z(Ek)r

Pl az els6 egyenletbdl kdvetkezden az 1. radrész +z normalist keresztmetszetén fellépd re-
dukalt vektorkettds egyenértékii a I1. radrészre hato kiils6 erérendszerrel.

5.3.) Igénybevételi abrak, igénybevételi fliggvények

Az N(2),T,(2),T,(2),M(2), M, (2), M, (z) fiiggvényeket igénybevételi fiiggvényeknek

1y
nevezzik.

a) Megoszl6 terhelés hatasa az igénybevételi dbrakra:

Az fy = fy (Z) a tartora (radra) haté ismert vonal mentén megoszl6 terhelés.

Az f =1, (Z) mértékegysége: N/m.



A B z
A tarté AB elemi ridszakaszanak egyensulyat vizsgaljuk:
N // f, -az f (z) figgvény Az szakaszra vo-
natkoz6 kozépértéke.
f f, Gondolatmenet:
T, T, +AT, - egyensulyi egyenlet felirasa,
! ” T | X\ Z} -a Az — 0 hataratmenet képzése.
T Iy
M, = > M, +AM,,

Az y iranyu vetiileti egyenlet:
F,=0=T,+f,Az—(T, +AT,)

AT dT.
— Y= f Az —0, —L=A (z).

Az dz "’ (2)
A B ponton atmend, rajz sikjabol kifelé mutato tengelyre felirt nyomatéki egyenlet:

a megoszlo
terhelés ereddje

/_/%
M,=0=M, -T Az fo Az (2Az)—(My, +AM,, ), ahol 0<A<1.
AM dm
Thxz—-ry—fyk(ﬂAZ), AZ—)O, Thxz—-ry(Z).
Ez a két differencidlegyenlet a rud két egyensulyi egyenlete.

b) Koncentralt erd hatdsa az igénybevételi dbrakra:

A koncentralt er6t a AZ — 0 szakaszon megoszl6 terhelésnek is tekintjiik.

A koncentralt er6 hatasat a megoszl6 terhelés hatasanak ismeretére vezetjiik vissza.
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Az F, koncentralt er6 a T, (Z) nyiroerd abraban (balrol jobbra haladva) F, nagysagu és
iranyt ugrast (szakadast) okoz.

¢) Koncentralt nyomaték hatdsa az igénybevételi abrakra:

A koncentralt nyomaték két, Az — 0 tavolsagl, parhuzamos és ellentétes iranyu erd.
A koncentralt nyomaték hatasat a koncentralt er hatasanak ismeretére vezetjiik vissza.
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- Az M, koncentralt nyomaték a nyirderd dbraban egy M, teriiletvektort eredményez.



A teriiletvektor nagysaga megegyezik a koncentralt nyomaték nagysagaval, a teriiletvek-
tor iranyat pedig a koncentralt nyomatékot helyettesito (fliggdleges er6kbol allo) erépar
bal oldali er6vektoranak iranya adja meg.

- A koncentralt nyomaték az M, (Z) nyomatéki abraban (balrol jobbra haladva) M, nagy-
sagu, a terliletvektorral ellentétes iranyu ugrast (szakadast) okoz.

d) Az egyensulyi egyenletek integral alakja:

- Els6 egyensulyi egyenlet:

dT
differencialis alak: éz(Z) =f, (z).
integrél alak: T,(2)-T,(0)= | 1,(£)ds.

=0
A nyiroer6 abra <0,z > szakaszon torténd megvaltozasa egyenld az fy (é’ ) terhelésabra
integraljaval.

- Miésodik egyensulyi egyenlet:

M (2) =-T,(2).

dz

differencialis alak:
z
integrél alak: Mi(2) =My (0)== [ T, (¢)d¢ .
£=0
A nyomateki abra <0,z > szakaszon tortén6 megvaltozasa egyenl6 a T, (Q’ ) nyiréerd ab-
ra negativ integraljaval.

e) Az eredmények altalanositasa térbeli esetre:

Az el6z6 gondolatmenet az XZ sikba eso terhelésre is elvégezheto.
A térbeli terhelés mindig felbonthato egy Yz sikba és egy XZ sikba esd részre.

Az Yz sikba es6 erérendszer esetén:

T,(2)-T,(0)= [ f,(¢)de, My, (2)=My, (0)==| T,({)dS
¢=0 ¢=0

Az Xz sikba es6 er6rendszer esetén:

T(2)-T,(0)= [ 1(¢)d¢, My (2) =My, (0)== [ T,(¢)d¢ .
¢=0 =0

f) Igénybevételi 4bradk megrajzolasdnak gondolatmenete:
- A tamasztd er6rendszer meghatarozasa.
- Minden terhelés redukalésa a tarté kozépvonalaba.
- A kozépvonalba redukalt erérendszer felbontasa Xz és Yz sikba esd részekre

-Az N (Z) és M, (Z) abrak megrajzolasa (ezek fliggetlenek az erérendszer felbontasatol).
- Az Yz sikbeli terheléshez tartozo T, (Z), M., (Z) igénybevételi abrak megrajzolasa.

- Az Xz sikbeli terheléshez tartozo T, (Z), My, (Z) igénybevételi abrak megrajzolasa.



5.4. Gyakorl6 feladatok rudszerkezetek igénybevételeinek meghatarozasara és
igénybevételi abrainak megrajzolasara

5.4.1. feladat: Befalazott tartd6 megadott keresztmetszetei igénybevételei

y
A
5 kN
2 kN 4 kNm
K Y C
A B &j D
2m 2m 2m 2m

Kidolgozas:

a) A K keresztmetszet igénybevételei:

2 kN l

Adott: A tartdszerkezet méretei és terhelése.
Feladat:

-AK, B, B, C, C" és D keresztmet-
szetek igénybevételeinek meghatarozasa.
- A tamaszt6 erérendszer meghatarozasa.

N, =0,
T =2kN
M, =—4kN C:D

b) A B (a B mellett kdzvetleniil balra lev)) keresztmetszet igénybevételei:

2 kNl
8 kNm e Yﬁ\
@ B-

N, =0,
T =2kN 7
M, =-8kN =

¢) A B" (a B mellett kozvetleniil jobbra levd) keresztmetszet igénybevételei:

8kNm@ IB+ @

3 kN

N, =0,
T, =-3kN
M. =-8kN o)

d) A C (a C mellett kdzvetleniil balra levo) keresztmetszet igénybevételei:

2 kNm @ CCN

3 kN

_ _ =t
N, =0, T =-3kN* 1,
M _ =—2.6+5-2=

hC
=-12+10=-2kN C:D.



e) A C" (a C mellett kozvetleniil jobbra levd) keresztmetszet igénybevételei:
_ _ =1
. N.. =0, T..=-3kN ,
+ _ _
6kNm@ L+ | M, =-2-6+5-2-4=
=-12+10-4=-6kN =
3 kN
f) A D keresztmetszet igénybevételei:
N =0, T,=-3kN 1
Dl Mp=-2-8+5-4-4=
=-16+20-4=0.
3 kN

g) A tdmaszto erdrendszer:

MD FDx = 0 ’
FDJ:
D Foy =3kN T,
M,, =0.
3kN " | FDy
5.4.2. feladat: Tart6 megadott keresztmetszetei igénybevételei
| 3kN/m K, K,|K, s
—a K
—S) A --K
3
4kN E S
> 4/ R=3m
A
2kN S
P 2m ol 2m 60
l 6kN

Kidolgozas:
a) A K, keresztmetszet igénybevételei:

N,, =4 kN

l 3kN/m K, Ny,
— la—» T, =6-2+3
S

Adott: Az abran lathaté rud-
szerkezet méretei és ter-
helései.

Feladat:
A K,K,, K;,K,, K, kereszt-

metszetek igénybevételeinek
meghatarozasa.

=1
b

.2=10kN =l

b

T., M., My, =—2-44+5-6+1-6=

=-8+30+6=28 kNm C:D.



b) A K, keresztmetszet igénybevételei:

Ne, =4kN <=

J 3kN/m K, K, N —|
: Te, =6-2=4kN ,

S My,=-2-4+2-2+3-6=
TK2 MhK2 hK2 = -

__g+4+18=14kNm T

c) A K, keresztmetszet igénybevételei:

l 3kN/m

—>
S

K4

} 3kN/m K, K,
A

IR K,
& T

4kN s/
K
2kN

e) A K, keresztmetszet igénybevételei:

} 3kN/m K, K, K,
> A +
S K
(gl 3
4kN i/
7Y
2kN

10

T, =6kN =
M, =3-6=18kNm =,

AN
s K 0 W
75 N, s =6c0s60° =3 kN ,
¢9\ /s
Ns T, —6sin60° =33 kN ¥,

T.. M
© M, =6R(1-c0s60°) =

(

=6-3(1—%j=9kNm \‘J



5.4.3. feladat: Térbeli tartd megadott keresztmetszetei igénybevételei

Adott: A tarté méretei és terhelései. If1 =(4€,) kN, IE2 =(-2€,)kN.
Feladat: A K, és K, keresztmetszet igénybevételeinek meghatarozésa.

Kidolgozas:

a) A K, keresztmetszetek igénybevételeinek meghatarozasa:

N, =4kN,

TxKl ZTnm =0,

T =T§K1 =2kN,

My, =4 kNm,

M = Mhr;Kl =0,
M., = thm =2KkNm.

b) A K, keresztmetszetek igénybevételeinek meghatarozasa:
z

Ny, =0, Too = Ta =2 kN, T
M., =6 kNm My =M

:TI]K2 :0’
=2 kNm, M s =Mz =0.

yK2

hnK2

11



5.4.4. feladat: Térbeli tartd6 megadott keresztmetszetei igénybevételei
Adott: R=03m, F =(-2¢6,) kN,
F, =(&,)kN.

Feladat: Az A és B keresztmetszetek igény-
bevételeinek meghatarozasa.

Kidolgozas:
a) Az A keresztmetszet igénybevételeinek meghatarozasa:

N,=F,=1kN,
T, =0,
T,a=F =2kN,

M, (A) = RF, =06 kNm,
M,, (A)=RF, =06 kNm,
M, (A) = -RF, =-03 kNm.

b) A B keresztmetszet igénybevételeinek meghatarozasa:

3

Ny =F, cos30° =7kN,

T.; =F,sin30"=05kN,

To=Tg=F =2kN,

M, (B)=R(1-sin30")F, =03 kNm,

M, (B)=Rcos30°F, =033 kNm,

M, (B)=M,, (B)=Rcos30°F, = 0,153 kNm.

5.4.5. feladat: Kéttdmaszu konzolos tart6 igénybevételi abrai

Adott: a tartoszerkezet méretei és terhelé-

Ya !

1m I8kN se.
<>
’ 12 kN Feladat: az igénybevételi abrak megrajzo-
v4 kN/m | Y B Z lasa.
2m |, 2m | 2m

12



Kidolgozas:
A tdmasztoer6k meghatarozasa:
M,=0=1-8-2-12+4F,, = F, =4kN T,

M,=0=5-8—4F, +2-12 = F, =16kN T.

Az igénybevételi abrak megrajzolasa:

Ya
12 kN
v4 kN/m l z
A >
16 kN T4 kN
T, A[kN]
8 8
G
O
-8
M, A [kNm] g
z
-8

5.4.6. feladat: KéttamaszU konzolos tartd igénybevételi abrai

Adott: a tartdészerkezet méretei és terhe-

YA !
¢24kN 1ése.
Feladat: az igénybevételi abrak megraj-
z
Al 6KN <>10kNm B N ol
2m 2m 2m 8kN

Kidolgozas:

A tamasztoerdk meghatarozasa:
M,=0=-2-24+10+4F,, +6-8 = F, =-25kN |,

M, =0=-4F, +2-24+2-8+10 = F, =185kN T.

Az igénybevételi abrak megrajzolasa:

13



Itt az M, (z) hajlité nyomatéki dbra megrajzolasanal két parabolat kell rajzolni azért, mert
a koncentralt nyomaték (és az ennek megfelel teriiletvektor) az abraban szakadast okoz.

y A
YvOKNm ?\1 OkNm z
18,5kN 4 ) T ]
’ 2,5kN SkN
Ty A kN] v 4 v
18,5 y llOkNm
I 6.5
Z&
-5,5 s g
M, A [kNm]
z
-15
\ % -16
—18,5 21,5
=25 ’
5.4.7. feladat: Tortvonald tart6 igénybevételi abrai
‘?‘ Adott: A tartd méretei és terhelése.
Y : Feladat: Az igénybevételi abrak megrajzolasa,
A ‘B X ¢s a maximalis hajlité nyomaték meg-
> J’ﬁﬁ ’ ,
— N hatérozasa.
s sy
S
M F s
( \ 4 ‘J‘JQZF
D C

Kidolgozas:

A tamasztoerok meghatarozasa:

F.=0=F, +2F = F,,=—2F=-2:10=-20kN «,
M,=0=2aF; +a2F-aF-M =
_2aF+aF+M  -2-1-10+1-10+20

By 2a 21

F =0=F,+F,-F = F, =-F, +F=-5+10=5kN T.

F =5kN T,

14



A tamasztoerdk szemléltetése a tarton:

5kN SkN
20 kN|A B
- —>
s sV
20 kNm 10 kN
l < J20kN

Az igénybevételi abrak megrajzolasa:

A B ¢ D s
NA [KN]
20 20)
i
[T s
T A [kN] W 20 kNm
5 5
AT s,
10
10
20 20
M 4[kNm] 2 20
hz
10,
SL
-10

A tartot egyenesbe teritjiik €s az egyes keresztmetszeteket az s ivkoordinataval azonositjuk. A
ruderd €s a nyirderd abrat az igénybevételek értelmezése alapjan rajzoljuk meg.

A tart6d kdzépvonalanak toréspontjai eldtt és utan az N(S) és T(S) abrakon az igénybevételek
értelmezésébdl kdvetkezden kiilonbozo iranyu terheld erdket kell figyelembe venni és ennek
kovetkeztében még az eldjel is megvaltozhat. Ezért az N(S) és T(S) abrakban a kdzépvonal
toréspontjaiban akkor is bekovetkezhet szakadas (ugras), ha ott nem miikddik koncentralt
kiils6 terhelés.

=20kNm.

A maximalis hajlité nyomaték (az abrabol): |M, |..=

5.4.3.feladat: Kéttamasz(i konzolos tartd igénybevételi abrai

15



y A |

Vogpc Adott:
1 24kN A szerkezet méretei és terhelése.
v Feladat:
A |A 6kN/m RlOkNm B X Akéttamaszi tart6 timasztoerGinek meg-
Z) ”  hatarozésa ¢és az igénybevételi abrak meg-
KN rajzolésa.
2m 2m 2m
) L) L) 'I

Kidolgozas:
A tamasztoer6k meghatarozasa:

M,=0=-2-24+10+4F, +6-8 = F, =-25kN ({),
M, =0=-4F, +2-24+2.8+10 = F, =185kN (T).
Itt az M, (X) hajlité nyomatéki dbra megrajzolasanal két parabolat kell rajzolni azért, mert a

koncentralt nyomaték (és az ennek megfeleld teriiletvektor) a nyomatéki dbraban szakadast
okoz.
Az igénybevételi dbrak:
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