6. SZILARDSAGTANI ALLAPOTOK
6.1. Alapfogalmak

Szilardsagtan: a terhelés eldtt és utan is tartdos nyugalomban levé alakvaltozasra képes testek
kinematikéja, dinamikaja és anyagszerkezeti viselkedése.

Terhelés: ismert kiils6 erdrendszer.

Tart6s nyugalom: - a testre hato erérendszer egyensulyi,
- a test megtamasztasa nem enged meg merevtestszeri elmozdulasokat.

Alakvaltozas: terhelés hatasara
- a test pontjai egymashoz képest elmozdulnak,
- a test anyagi geometriai alakzatai (hossz, szog, feliilet, térfogat) megval-
toznak.

Kinematika: leirja a terhelés hatasara bekovetkez6 elmozdulasokat és alakvaltozasokat
Dinamika: : leirja a terhelés hatasara a testben fellép6 er6rendszert

Anyagszerkezeti viselkedés: megadja az alakvaltozast jellemz0 mennyiségek és a belsd erd-
rendszer kdzotti kapcsolatot.

Rugalmas alakvaltozas: A terhelés hatasara alakvaltozott test a terhelés megsziintetése (levéte-
le) utan visszanyeri eredeti alakjat.

Képlékeny alakvaltozas: A test tehermentesités utan nem nyeri vissza eredeti alakjat.

Kis elmozdulés: a test pontjainak elmozduldsa nagysagrendekkel kisebb a test jellemzd geo-
metriai méreteinél.

Kis alakvaltozas: a test alakvaltozasat jellemzo mennyiségek 1ényegesen kisebbek, mint 1.

exl, yxl.

Csak kis elmozdulasokkal, kis alakvaltozasokkal foglalkozunk.
Elemi kornyezet / elemi tomeg / tdmegpont:

Tomegpontokhoz, vagy elemi tdémegekhez ugy jutunk, hogy a testet gondolatban oo sok kis
részre bontjuk.

Tomegpont a szilardsagtanban egy olyan kis testrész, amelynek méretei a test méreteihez ké-
pest elhanyagolhatoan kicsik.

Elemi kornyezet: egy pontot magaban foglalo elemi tomeg.

6.2. Az elmozdulasi allapot

A terhelés utani allapotot vesszdvel kiilonboztet-
jik meg.

A tetszOleges P pont elmozdulasa:

Up =Up€, +Vp€, + W,E, .

Test elmozdulésa (a test 6sszes pontjanak elmoz-

dulasa) — elmozdulas-mezo:
U(X,Y,2) =U(X,Y,2)€ +V(X,Y,2)€, + W(X,Y,2)E,.




u(F) =u(x,y,z)
Az elmozdulas-mez0 skalaris koordinatai: v(r)=V(X,Y,2)
wW(F) =w(X,y,2)

6.3. Az alakvaltozasi allapot

Elemi triéder: A P pontban felvett, a terhelés elott egymasra kolesondsen merdleges €,, €, €,
egységvektor-harmas.
Feltételezziik, hogy az €

beliil helyezkednek el.
Az elemi triéder egységvektorainak végpontjait A, B, C jeloli.

€,,€, egységvektorok a P pont elemi kdrnyezetén

X2 Cyo

Elemi kornyezet alakvaltozasa:

Az A, B, C pontok elmozduldsa harom részbdl all: parhuzamos eltolas + merevtestszerti forgas
+ alakvaltozas.

Péarhuzamos eltolas: mindharom pont elmozdulasa azonos.

Merevtestszerti forgds: a harom pont elmozdulasa kiilonb6z0, de a hosszak és szogek nem
valtoznak.

Alakvéltozas: a hosszak és a szogek megvaltozasa.

A megvaltozott hosszak:

PA =1+,
PB =1+¢,,
PC*'=1+¢,.

A megvaltozott szogek:

Gy (5n)

A szogvaltozasok az értelmezésbol ko-
vetkezden:

yxy:yyxa yyzzyzyﬁ Ve =Vax+

Alakvaltozasi jellemzék

- fajlagos nytlasok: ¢,,¢,,¢,,

- fajlagos szogtorzulasok: v, ,7,,,7,, -

Az alakvaltozasi jellemzdk eldiele:

- £ >0 megnytlas, & < 0rovidilés,

- ¥>0:azeredeti 7 /2-es szog csokken, y <0: az eredeti 7 /2-es szog novekszik.

Az alakvaltozasi jellemzok mértékegysége: @, rad, 1
mm
Kis alakvaltozasok esetén: £=10"~10", y=10" ~10".




Az alakvaltozasi jellemz6k altalanositasa:

M ( L4 5m) (1 i gn) Az i, M egymasra merOleges egységvektorok:

a &, -az niranyu fajlagos nyulas,

Von = Vam - Z N,M terhelés el6tt egymasra mero-
leges iranyokhoz tartoz6 szogvaltozas.

A P pont elemi kdrnyezetének alakvaltozasi allapotat az alakvalzozési tenzor jellemzi egyér-
telmiien.

Alakvaltozasi tenzor:

1 1
Ex 57/ Xy 57/ Xz
- Py 1 1 . .
- Matrixos eldallitas: [ ép] =3 Yy &y Eyyz - szimmetrikus tenzor.
1 1
i b Vx 57/ 7y &; |

Az alakvaltozasi tenzor oszlopai az a,, @, , a, alakvaltozasi vektorok koordinatait tartal-
mazzak.

- _ 1 1
ay = &,8, +57/yxey +57zxez=
e P B U
Az alakvaltozasi vektorok koordinatai: @, = 5 VxBx t&,8) +5 V€25
- 11 .
a, :nyzex +5yyzey +&,€,.

Az alakvaltozasi allapot szemléltetése: az elemi triéder végpontjaiba felmérjiik az alakvaltoza-
si vektorok koordinatait.




Adott iranyokhoz tartozé alakvaltozasi jellemzOk meghatarozasa az alakvaltozasi tenzorbol:

=A-n,

&y

1 1 - L
Eymnzaynm:m'é'n:n'

& =nN-a,=n- -m

||Z!>1
]
I >

6.4. A feszultségi allapot

Fesziiltségvektor: a test egy metszetfeliiletén megoszld belsd erdrendszer striiségvektora (in-
tenzitasvektora).
Jelolése: p = p(T,N)
I' - annak P pontnak helyvektora, amely a metszetfeliileten van,
i - aP ponton atmend metszetfeliilet testbdl kifelé mutatdé normalis egységvektora.

Pontbeli fesziiltségi allapot (elemi kornyezet fesziltségi allapota):

Az adott P pontra illeszkedd Osszes elemi feliileten fellépd fesziiltségvektorok Osszessége
(halmaza).

p=5(1)= 5,

Ha P rogzitett: — R
Py = "Pn-

A fesziiltségvektor dsszetevOi, koordinatai:

i — azelemi feliilet normalis egységvektora,

m, | — az elemi feliilet sikjaba es®, egymasra

2

merdleges egységvektorok.

A fesziiltségvektor dsszetevoi (vektorok):

- a normal fesziiltségvektor: o, = (ﬁ : ﬁn)ﬁ .
—
Gn
- a csusztato fesziiltségvektor: Tn=p,—0,N= (ﬁ X0, ) X1

A fesziiltségvektor koordinatai (skalarok):

- a normal fesziiltségi koordinata: o, = n Pn = n- G, .
- a csusztato fesziiltségi koordinatak: T =M-p,=M-7,.
Tin =1 'ﬁn =1 27n

Mértékegység: SI alap mértékegység: N/m” = Pa . (Pascal, kiejtés paszkal)
A mérnoki gyakorlatban szokasos: N/mm’® = MN/m* = MPa .



A P pont elemi kornyezetének fesziiltségi allapotat a fesziiltségi tenzor jellemzi egyértelmiien.

Fesziiltségi tenzor:

A p, fesziiltségvektor az 1 homogén, linedris fliggvénye — tenzor.

- Diadikus eléallitas: F = Py o€ +p, o€ +p,0E,.

- Matrixos eldallitas: [EPJ =|7, O, T, | - szimmetrikus tenzor.

T sz o,

A fesziiltségi tenzor oszlopai az p,, p,, p, fesziiltségi vektorok koordinatait tartalmazzak.

Pl. p, - az € normalist elemi feliileten ébredd fesziiltségvektor.

o, - az € normalisu sikon fellépd normal- fesziiltség,

7,, - az € normalisu sikon fellépd y iranyu csusztato fesziiltseg.

Szimmetria: 7, =7, 7, =7,,7,, =7

T hyxo fyz T tzyotxe X

Az F fesziiltségi tenzor hat egymastol fliggetlen skalaris mennyiséggel adhato meg.

Az €,,€ ,€, normalist feliileten fellépd fesziiltségvektorok koordinatai:

X2y
o3 =£- € =08, + ryxéy +7,E,,
py=F-€ =106 +08 +7,6,
P, =£-éz =7,6 + ryzéy +0,8, .

A fesziiltségi allapot szemléltetése:

A p.,p,,p, fesziltségvektorok koordinatait

abrazoljuk a P pontbeli harom egymasra mero-
leges sikon (a P pont kdérnyezetébdl kiragadott
elemi kocka lathat6 oldallapjain).

Mais iranyokhoz tartozo fesziiltségkoordinatak eléallitidsa a fesziiltségi tenzorbdl:

ﬁnzF'ﬁ,
O,

A-p,=f-F-f, Ty =M-p,=M-F-fi=f-F.m.

Fesziiltségi fotengelyek, fofesziltségek:

Definicié: Ha az & egységvektorra meréleges elemi feliileten 7, =0, azaz p, = 0,€ ,akkor az
€ fesziiltségi fOirany (fétengely), o, fofesziiltség, az € -re merdleges elemi feliilet
fofesziiltségi sik.



Megjegyzés:- Minden pontban 1étezik legaldbb harom féirdny, amelyek egymasra kdlcsono-
sen merdlegesek.

- o, lehet zérus is: p, =0.

Fesziiltségi tenzor a féiranyok koordindta-rendszerében

o 0 0
{ F } =0 o, 0
0 0 o

Megallapodas a jelolésre €és sorszamozasra:
0,L0,20;,.

Fotengelyprobléma (sajatérték feladat):

Feladat: azoknak az € fOirdnyoknak és o, fofesziiltségeknek a meghatarozasa, amelyek ele-
get tesznek a definicioban megadott feltételeknek.

A fotengelyprobléma (sajatérték feladat) azonos modon irhato fel a fesziiltségi és az alakval-
tozasi allapotra.

!
Il
q
o
Ql
Il
)
@,

e e e
F-€=0,l-€, A-€=¢l-€,
(E-0.1)-8=0 (A-&1)-€=0
A fenti egyenletekben:
1 00 &, - fényulas,
[ﬂ =10 1 0] -egységtenzor (idemtenzor). o, - fofesziiltség,
0 0 1 € - fesziiltségi / alakvaltozasi foirany.

Mindkét esetben homogén, linearis algebrai egyenletrendszert kapunk az € (foirany) egység-
vektor koordinataira:

(o,-0) 7y e [0] |(a-e) s, L,
Ty (O'y —O'e) 7y, e, =0/, 2 2 e, 0
T sz (Gz_o-e) e, 0 27/yx (gy_ge) 2J/yz ey =10
1 1 e,| L0
Eyzx Eyzy (‘92 _ge)
Megjegyzés:

- Mindig van legalabb harom f6irany, amelyek kolcsondsen merdlegesek egymasra
- A fofesziiltség / fonyulas is lehet nulla.



A linearis algebrai egyenletrendszer nemtrivialis (nem nulla) megoldasanak feltétele az, hogy
a linearis algebrai egyenletrendszer egyiitthatd matrixanak elemeibdl alld determinansnak
nullanak kell lennie:

det|F -0, 1|=0, det|A-z,1|=0.
Részletesen kiirva:
(gx_ge) l7/xy lyxz
(O-x — 0, ) 7'-xy % 2 2
1 1
det T (oy - ae) 7, =0, det 5 Y (5y - ge) E Ve |= 0
T sz (O-z — 0O, ) 1 1
Eyzx Eyzy (gz_ge)

A megoldas tovabbi 1épéseit csak a fesziiltségi allapotra mutatjuk be.
A determinanst kifejtve kapjuk a karakterisztikus egyenletet:

o, —0,0; +0,0,—0, =0.
A karakterisztikus egyenlet egy harmadfoku algebrai egyenlet.

A fOfesziiltségek meghatarozasa:

Karakterisztikus egyenlet megoldasai: a o, =2 o, > o, fofesziiltség.
A karakterisztikus egyenlet egyiitthatoi a fesziiltségi tenzor skalar invariansai:

0, =0,+0,+0,=0,+0, +0; -afesziltségi tenzor elsd skalar invariansa,

ay Tyz Oy Ty Ox 2—><)’ A 7 AT 1 14
o, = + + =0,0, + 0,0, + 0,0, - a masodik skalér invaridns,
sz O-Z z-ZX O-Z Tyx y
Oy Txy Xz
oy =Ty O, T,|=0,0,0, -afesziiltségi tenzor harmadik skalar invaridnsa.
Ty Ty O

X 7y

Invarians: koordinata transzformacidval szemben allando (koordinata-rendszer valasztasatol
fiiggetleniil ugyanaz az érték).

A fesziiltségi foiranyok meghatarozasa:

Visszahelyettesités a linearis algebrai egyenletrendszerbe:

o > €,.8,,8,, O, o €,86,.6, 0 — €,6,.¢é

ly> ~lz 3x> ¥3y> ¥3z *
1. féirany 2. f6irany 3. f6irany

A o,,0,,0, fofesziiltségeket a linedris algebrai egyenletrendszerbe kiilon-kiilon behelyette-

sitve, azt tapasztaljuk, hogy az egyenletek nem fiiggetlenek egymastdl (a harom koziil egy
egyenlet a masik kettd valamelyikének konstans-szorosa lesz).

Ezért a megoldast ugy kapjuk, hogy az ismeretlen €,,,¢€,,€, (i=1, 2, 3) koordinatik koziil

egyet ismertnek tekintiink és a masik kettét pedig a két fliggetlen egyenletbdl az ismertnek
tekintett koordinata fiiggvényében meghatarozzuk. Az ismertnek tekintett koordinata végiil

abbdl a feltételbdl szamithato, hogy az € egységvektor: |§ | =1=/e] + e§ +e



