10. KINEMATIKA, KINETIKA

Kinematika: Az anyagi pontok és a merev testek mozgasanak leirasa

Kinetika: Az anyagi pontokra és a merev testekre hato erék, nyomatékok €s a mozgas kapcso-
latanak tisztazasa. A mozgas okainak leirasa.

10.1. Anyagi pont mozgasa

a) A mozgasfiiggvény, a palyagdrbe:

Mozgasfiiggvény: az anyagi pont helyzetét meghatarozo 7 =7 (t) helyvektor-idd fiiggveny.
Mértékegysége: m.

P ) ) Palyagérbe:

palyagdrbe 1. definicid: Az a térgérbe melyen az anyagi pont a mozgas
soran végighalad.

2. definicio: Az ¥ =7 (t) mozgasfiiggvény altal meghataro-

zott térgdrbe.

Az ¥=¥ (t) mozgasfiiggvény megadasa:
- Vektorialis alak — DDKR: 7(¢) = x(t)e, + y(¢)e, +z(P)e.,

HKR: 7(¢) = R(?) €, + z(¢)e., ahol e, =cosge, +sinpe .

- Skalaris alak - DDKR: x = x(¢), HKR: R=R(?),
y=x(1), p=9(1),
z=1z(1), z=1z(1).

A mozgasfiiggvény az é,n,b természetes koordindata-rendszerben:

@ - Ivkoordinata: a palyagérbén egy O kezdSponttol mért
e P G , , .
P eldjeles s ivhossz (eljeles tavolsag).

oS 5 Kiséro triéder: e,n ,I; - a gorbe természetes koordinata-

n rendszerének egységvektorai.
PR . . dr ~
- Erint6 iranyt egységvektor: e = d_ , |e| =1.
s
p 1 . de _ 1. _
- Fonormalis egységvektor: —=xn=—n , |n| =1
ds Yo,

(x atérgérbe gorbiilete, o a térgdrbe gorbiileti sugara)
- Binormalis egységvektor: b=éxi |, ‘E‘ =1.

Simulosik: az e ,n vektorok altal kifeszitett sik.
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Az anyagi pont helyének megadasi lehetiségei:

=7(t) helyvektor —ido fiiggvény,
=7(s) helyvektor — ivkoordinata fliggvény,

r
-F

s =s(¢) ivkoordinata (it) — id6 fiiggvény (ehhez ismerni kell agorbe alakjat).
b) A sebességfiiggvény, a sebességvektor:

Sebességfiiggvény: a mozgasfiiggvény ido szerinti elsé derivaltja.

d 7 (t)

V() =F(t) = o Meértékegysége: my/s .

Pillanatnyi sebességvektor: a sebességfiiggvény egy adott ¢, iddpillanatban felvett értéke
v, =v(t).
Tulajdonsagai: - vektor mennyiség,
- irdnya azonos a palyagorbe érintdjével.
. e dv drds _ds(t) . ~
Bizonyitds: v({)=—=———=¢——=¢v(t) =v(t)e.
s Y= = a0

ds(t
Padlya menti sebesség (palyasebesség): v(t) = ;ﬁ )
Tulajdonsagai: - a sebességvektor érintd iranyu koordinataja,

- eldjeles skalar mennyiség,

- el6jelét az s ivkoordinata iranyitasa hatarozza meg.
Koézepes sebesseg: mindig egy megadott idéintervallumra

z
i P,
vonatkozik. P " 2
A <t t,> id6intervallumra vonatkozo6 kozepes sebesség:
7 = r(t) =7 () — n—h — Ar,
‘ L= L-t At

Hodograf: Az a gorbe, amit a V() sebességvektorok végpontja ir le a v_,v ,v. koordinata-
rendszerben

c¢) A gyorsulésfiiggvény, a gyorsulasvektor:

Gyorsulasfiiggvény: a sebességfiiggvény 1d6 szerinti els6 derivaltja.

~ dv(t) d°F(1) -y . 2
at) = = , Mértékegysége: m/s-.
(1) & " gyseg

Pillanatnyi gyorsulasvektor: a gyorsulasfiiggvény egy adott ¢, iddpillanatban felvett értéke.
a =a()
Tulajdonsagai: - vektor mennyiség,
- a palyagorbe simulodsikjaba esik,
- érint6 €s fonormalis iranyu 6sszetevokbol all.
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Bizonyitds: a(z)—M SANGL (‘)]‘djl(tt)é”d;t)’

de_deds 1

- v
—=——=—nv({t)=—n,
dt ds dt p Yo,
2
i) =L+ Gi—a (e +a, ()i
dt Yol
. . o , dv(?) . s .

Palya menti gyorsulas (palyagyorsulas): a,(t) =7. A sebesség nagysaganak megvalto-

zasabol adodik.
a,(t)= [ ()] . A sebesség irdnyanak megvaltozasabol adodik.

Normalis gyorsulds:

d) A mozgéasjellemzo6k kdzotti kapcesolat:

- Ismert: ¥ =¥ (t).

Meghatarozando: v(t) = =v(t)e,
d v(t)

a(t) = —a,(t)é+a ()i

-Ismert: a=a(t) ésa v(t=t,)=v,, r(t=t,))=r, kezdeti feltételek.
t
Meghatdrozands: v(t) =7, + Id(t)dt ,
)
t

F(t) =7, + J' B(t)dt .

V=1(r) ésaz 7(t,) =7, kezdeti feltétel.

Meghatarozando: a(t) = d V(t) =a,(t)e+a,(t)n,

- Ismert:

F(t) =7, + j B(e)dt .

10.2. Merev test mozgasa

a) Alapfogalmak:
- Merev test sebességallapota: A testet alkotd pontok egy adott iddpillanatbeli sebessé-
geinek Osszessége (halmaza).

- Merev test gyorsulasallapota: A testet alkotd pontok egy adott iddpillanatbeli gyorsula-
sainak dsszessége (halmaza).

- Merev test sikmozgasa: A test pontjai egy adott alapsikkal parhuzamos sikokban
mozognak.
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- Merev test halado mozgasa: A test onmagaval parhuzamosan mozdul el. A test minden
pontjanak azonos az elmozdulasa.

- Merev test forgomozgdsa: A test pontjai a test két nyugalomban 1évé pontjat 6sszekotd
tengely, a forgastengely koriil koncentrikus koriveken mozdul-
nak el.

- Merev test elemi mozgasa: A test végtelenlll rovid id0 alatt bekovetkezé (egy i1d6-

pillanatban torténd) mozgésa.

Tétel: Merev test barmely mozgésa eldallithatd egy haladd és egy forgd mozgas
Osszegeként.

b) Merev test sebességallapota:

Osszefiiggés a merev test két pontjanak sebessége kozott.

A merev test végteleniil kis elmozdulésat vizsgaljuk:
- parhuzamos eltolas: dr,,
- szogelfordulas: d¢ (az elmozdulasoktol kettds
nyillal kiilonboztetjiik meg).
A B pont elmozdulasa: eltolas + szogelfordulas.
dry=dr,+doxr,,.

d@ az egész merev testre jellemz6 mennyiség.

. , ey e, dFy dF, A
Vegyiik az 6sszefliggés id6 szerinti elso derivaltjat: Wy G 9P Fp -
dt dt dt

Elnevezések: dr, . ., )

It =V, - amerev test B pontjanak sebessége,

dar, . . .

o =V, - amerev test 4 pontjanak sebessége

dp . , .

7 =@ -amerev test szogsebessége.

t

Az @ az egész merev testre jellemz6é mennyiség. Meértékegysége: rad/s .

Az 1j jelolés figyelembevételével: v, =v, + @Ox7,,.
Analogia (Statikabol): M, =M, +F x7,,.

Az v,,® ismeretében a merev test barmely pontjanak

sebessége meghatarozhato.

Tétel: merev test sebeségallapota egyértelmiien megadhato v,,@ redukalt vektorkettdssel.
Tétel: merev test két kiilonb6z6 pontjanak sebesége altaldban nem egyenlo.

Kivétel : - =0,

- DIy

c) Elemi sikmozgas:

Ertelmezés: Ha a test barmely pontjanak sebessége meréleges @ -ra, azaz parhuzamos az
o -ra merdleges sikokkal.
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Sebességpolus: a siknak az a P pontja, amelynek zérus a sebessége - v, = 0.
Sebességabra: egy adott iddpillanatban, egy k6zos kezd6pontbol felmérjiik a test jellemzo
pontjainak sebességvektorait.
d) Merev test gyorsulasallapota:
Osszefiiggés a merev test két pontjanak gyorsulasa kozott:

. do i .
£= o a merev test szoggyorsulasa.
t

Az & az egész merev testre jellemzd mennyiség.

Mértékegysége: rad/s’ .

A merev test tetszOleges B pontjanak gyorsuldsa: d, =d, +& X7, + @x (DX 7y ).
Tétel: a merev test gyorsulasallapota az a,,@és az € mennyiségekkel adhaté meg egyér-
telmtien.
, , o= = = = 2-
Sikmozgas esetén: d, =a, +EXF,, —@OT,,.

Ha xy a mozgas sikja: o=we_ , =ce..
Gyorsulaspdlus. a siknak az a O pontja melynek zérus a gyorsulasa a,, =0.

Gyorsulasabra: egy adott idépillanatban, egy k6zds kezdépontbdl felmérjiik a test jellemzo
pontjainak gyorsulasvektorait.

10.3. Merev test Kinetikaja

a) Merev test tomegeloszlasanak jellemzdi:

- Témeg: a merev test haladdo mozgassal szembeni tehetetlenségét (ellenallasat) jellemzi.

m= I dm= J pdV , Meértékegysége: kg.
(m) )

p - tomegsiiriiség,  Mértékegysége: kg/m’.
- Statikai nyomaték:
Pontra szamitott statikai nyomaték:
S,=[Fdm=[7par.

(m) )

Mértékegysége: kgm.
Pontra szamitott statikai nyomaték atszamitasa:

S,=8,-mr,.

- Témegkozéppont, sulypont: a testnek az a 7, illetve S pontja, amelyre szdmitott statikai
nyomaték zérus.

S, =8,=0.

182



1

[ 7pav
Pa_
m jpdV '
)

A tomegkozéppont helyének kiszamitasa: S, =S, —mi,, = F,=
-
=0

Tétel: A T tomegkozéppont és az S stlypont egybeesik, haa g allando.

- Tehetetlenségi (masodrendii) nyomaték:

A tehetetlenségi (masodrendli) nyomaték a merev test forgd mozgassal szembeni
tehetetlenségét fejezi ki.

Az S ponti tehetlenségi tenzor:

Diadikus eléallitisa: J; = [ [ (5 E~(pop)]dm.
= N
E - egységtenzor.

Mértékegysége: kgm®.

J,o I, —J.
Matrixos eldallitasa : [i S] =|-J, J, —J,.|-szimmetrikus tenzor.
_sz _Jzy Jz

A tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok:
J,. - a testnek az x tengelyre szamitott tehetetlenségi
2 2
J = J (" +z")dm nyomatéka,
" J, - a testnek az y tengelyre szamitott tehetetlenségi
J,= [ (@ +2%)dm} >0 ’
y—J.(x +z7)dm ; >0.
(m)
J. = I (x* + y*)dm
(m)

nyomatéka,
J. - a testnek az z tengelyre szdmitott tehetetlenségi
nyomatéka.

Sikparra szamitott (centrifugalis) tehetetlenségi nyomatékok:

J,, =J, -atestnek az yz - zx sikparra szamitott tehetet-
J =J = I xydm

xy »
(m)

lenségi nyomatéka,
J,.=J, -atestnek az zx - xy sikparra szamitott tehetet-

Jy'z:‘]zy:ijdm = L. ,
(m) lenségi nyomatéka,
< r 4 r ,
J_=J = J’ xzdm J =J_ -a testn?k az xy - yz sikparra szamitott tehetet-
(m) lenségi nyomatéka.

Tétel: a J_-bdl az Osszes S ponti tengelyre és az Osszes S ponti sikparra szamitott
tehetetlenségi nyomaték meghatarozhato.
J,=n-J -n, -J =-J =n-J -m=m-J_-n.
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Steiner-tétel:
Tog = Xge€, + Y€, tZg€

A két koordindta-rendszer tengelyei parhuzamosak:

xS, ylln, zIl¢.

A tétel tenzor alakja: J =J +J_ .
=4 =S =84

A tétel skalar alakja:  J, =J, +m(yg, +z3,),  J., =J,, +mxg Vg

2 2

J,=J, +m(xg, +zg,), oy =J, tmygzg,,
2 2

Jg =J_ +m(xg, +y5,), J§§=sz+mxSAZSA.

Tétel: parhuzamos tengelyek koziil az S ponton atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomaték a legkisebb.

b) Merev test impulzusa, impulzus nyomatéka:

- Impulzus:

Ertelmezés: [ = jﬁdm: jﬁpdV.
(m) )

Meértékegysége: kgE =Ns.
S

Kiszamitas: I = m¥v,.
- Impulzus nyomaték (perdiilet):

2

Ertelmezés: T, = .[ Fxvdm. Meértekegység: kgm_ =Nsm.
s

(m)
Kiszamitas:

- Specialis esetek: 7, =J Sc?) , S — a merev test sulypontja,

Tp

I
I~

R P —apillanatnyi forgastengely egy pontja (v, =0).
- Altalanos eset: 7, =J
=4

QA

+ T XV, m.
- Osszefiiggés test két pontjara szamitott perdiilet kozétt: 7, =7, + Ix T -
Analogia a Statikabol: M, =M , + F x7,, .

c) Merev test kinetikai energiaja:

Ertelmezés: E =l j vidm .

(m)
2

Meértékegysége: kgm—2 =Nm=]J.
S

Kiszamitas: E =%(vs T +@-7) =lmv§ +%E)'is @,
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Kiszamitas specialis esetekben:
-ol|lJ s egyik tehetetlenségi fétengelyével.

Ekkor @-J -o=J.o° = Ezlmv§+lJSa)2.
=S 2 2

J, - az S ponti, @-val parhuzamos fétengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték.
-V, =0 és @ J, egyik tehetetlenségifotengelyével.
Ekkor E =%Jga)2.

J_ -az A ponti, @-val parhuzamos fétengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték.
d) Merev testre hat erérendszer teljesitménye:

- Az erérendszer redukalt vektorkettdsét felhasznalva: P=F -¥
- Az erdrendszert alkoto erékkel és nyomatékokkal:
V. az 13: eré tamadaspontjanak sebessége,

@; annak a merev testnek szogsebessége, amelyre az M ; nyomat€k hat.

¢) Merev testre hatd erérendszer munkaja:

W, =Tsz.

|

A merev testre haté erdrendszer <t,#,> idétartam alatt végzett munkdja egyenld az
erérendszer P teljesitményének ¢ ,¢, hatarok kozott vett id6 szerinti integraljaval.

A munka nem egy idopillanathoz, hanem egy id6tartamhoz kotott mennyiség.
) Impulzus tétel:

I =mag=F
A merev test impulzusdnak id0 szerinti derivaltja egyenl0 a testre hatd kiils6 erdk
ereddjével.
g) Perdiilet tétel:
- Specidlis eset: az pontra: fr.s =M,

J o E+OXT =M.

A merev test S pontjara szamitott perdiiletvektor id6 szerinti derivaltja egyenld a testre
hato6 er6rendszernek a S sulypontra szamitott nyomatékaval.
- Altalanos eset: az 4 pontra: J -+ c?)x(J c?)) +7rgxma, =M,,
=4 =4

is'5+a)x(is'a))+msxmas =M,.

185



h) Energia tétel, munka tétel:

- Differencialis alak = energiatétel:
E=P.
Merev test kinetikai energidjanak ido szerinti derivéltja egyenld a testre hatd kiilsé
erérendszer teljesitményével.

- Integral alak = munkatétel:
E,—E =W,.

Merev test kinetikai energidjanak megvaltozasa a test véges <t;,t,> id6tartam alatt
bekovetkezd) mozgasa sordan egyenld a testre hato kiilsd erérendszer ugyanazon mozgas
soran végzett munkajaval.

j) Merev test kényszermozgasa:

Kényszermozgds: a merev test mozgasat mas testek eldirt geometriai feltételeknek
megfelelden korlatozzak.

Kényszer: az a test, amelyek az altalunk vizsgalt test mozgasat eldirt geometriai
feltételeknek megfelel6en korlatozza.

Tétel: a kényszererd (tamasztoerd) a kényszer hatasat teljes mértékben helyettesiti.
A kényszererd a testek érintkezésnél 1ép fel.
Sima kényszer: a kényszererd merdleges az érintkezé feliiletekre.

Erdes kényszer: a kényszereré normalis és tangencialis koordinataja kozotti a Coulomb-
féle surlodasi torvény adja meg a kapcsolatot.

Coulomb torvény: F, =uF, , 4 - a mozgasbeli surlodasi tényezo.
Ez az Osszefiiggés akkor all fent, ha az érintkezd feliiletek (pontok) kozott relativ
tangencialis elmozdulas 1ép fel.
A kényszererd F, tangencialis koordinatdja olyan irdnyu, hogy igyekszik megakadalyozni
az érintkez6 feliiletek kozott 1étrejovo relativ tangencialis elmozdulast.

10.4. Példak tdomegpontok és merev testek mozgasara

10.4.1. feladat: Tomegpont sikmozgasa
Adott: Az 7=7(t)= Z;O +51 (c—t*) mozgasfiiggvény a <t,,t,> idSintervallumban és
by=(-8,+28,)m, b=(4¢ —-46)m/s’, t,=0, ,=15s, c=2 5"
Feladat: a) A palyagorbe alakjanak meghatarozasa.
b) Az 1, =r(t,), 1, =r(t,) helyvektorok meghatarozasa.
c) A vV (t) sebességfliiggvény meghatarozasa.
d) A <t,,t,> iddintervallumra vonatkozo6 v, kozepes sebesség meghatarozasa.
e) Az a(t) gyorsulasfiiggvény meghatarozasa.
Kidolgozas:
a) A palyagorbe alakjanak meghatarozasa:
A palyagorbe 7(¢) =7, +¢ f(¢) alaka egyenes (7, = 130 és ¢ = 1;1 ).
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b) A tdmegpont helyének meghatarozasa a ¢, és ¢, idopillanatban:

A mozgasfiiggvény: 7 =7(t)= b, +b, (c—1*),

7y =F(t))=b, +b (c—t; )=(—&,+2& )+(4¢,-48,)(2-0)= (7¢,-6¢,) m,

R =F(t,)=b,+h (c—1) )=(~&,+28,)+(48,—4¢,)(2-1,5" ) =(-2¢,+3¢ ) m.
c) A sebességfiiggvény meghatarozasa:

vzv(t):‘i,—::—z b t=(~82,+88, )1,

,=9(4,)=0, ¥ =v(4)=(-12¢ +12¢,) ms.
d) A kozepes sebesség meghatarozasa:
. 7-F (2e,+3e)-(7¢,—-6e)) (-9¢, +9¢)

V, = = =(—6e +6e€ ) m/s.
Yot 1,5 1,5 (-6e,+62,)

e) A gyorsulasfiiggvény meghatarozasa:

- dv - L o=

a=a(t)=E:—2 b=—2(4¢,—4¢,)=(-8¢,+8¢,) m/s’.

10.4.2. feladat: Tomegpont stkmozgadsa

Adott: Az F=F(f)=bi+ct’ mozgasfliggvény a <t ,¢,> id6 intervallumban és

b=(-3¢,—4&,)m/s, ¢=(2¢ +1,5¢,)m/s, 1,=0, 1,=2s.

Feladat: a) A <t,,#,> 1d0 intervallumra vonatkoz6 v, kozepes sebesség meghatarozasa.
b) A v(¢) sebességfliggvény és az a(t) gyorsulasfiiggvény meghatarozasa.

c) A palyagorbe és a hodograf megrajzolasa <¢,,¢,> 1d6 intervallumra.
Kidolgozas:
a) A kozepes sebesség meghatarozasa:
1, =r(t,)=0,
F=F(t)=bt,+C 1] =2(—-36,-4&,)+4(2¢,+1,5¢,) =(2¢, -2¢,) m,
AR, PR 28728,

= =t = (¢,-¢,) ms.

t—t, 2

01

b) A sebesség- €s a gyorsulasfiiggvény meghatarozasa:

A sebességfiiggvény: ﬁzﬁ(t)z%z b+2¢t =(-3e,—4¢ )+2(2¢.+1,5¢,)1,

B, =7(t,)= (~3¢,-4&,) ms,

B =0(t)=b+4¢=(~3¢,~4¢,)+ (8¢, +6¢,)=(5¢,+2¢,) mis.

A gyorsulasfiiggvény: a=a(t) =%= 2¢=(4¢,+3e)) m/s*, d=4allando.
t
¢) A hodograf és a palyagdrbe megrajzolasa:

Hodograf: A v =v(¢) fliggvény abrazolasa a v, v, koordinata-rendszerben.
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Hodograf Palyagorbe

4 v, [ms] *y [m]
2 : 2
Vi L7
bh |0, /;', // PR [m/i] ) B 2 4 x [ml
& g v,
LV A 5 A hodograf ||—os a p 12 )V/1/
/ // gyorsulasvektorral )LQ = ] P,
v
=4 —4

A palyagorbe szerkesztése:

- A F, és P, pontokban a sebességvektorok a parabola érintdi.

- A PP szeld felezéspontjat az érintdk metszéspontjaval 0sszekotd egyenes szakasz fele-
zéspontja a parabola harmadik, P, pontja.

- A P, parabola pontban a parabola érintdje parhuzamos a F)F, szeldvel.

10.4.3. feladat: Tomegpont ferde hajitasa

Adott: A tomegpont kezdeti helyzete és kezddsebessége: 7, = (50¢€, +10¢€,) m, v,=10m/s,
a=30°, g=10 m/s’.
Ay [m] Feladat: ' | |
A a) Az t,=0 inditasi helyzet mozgasjellem-
Y ¥ z6inek meghatarozasa.
7
Yofe b b) A palya A ponti helyvektora és az A ponti

Yol N sebességvektor meghatérozasa.
3 ¢) A hajitas idejének és hosszdnak meghata-

X [m] rozasa.
VB 7 ‘ ’/'/7/' > d) A palya gorbiileti sugaranak meghataroza-
0 Y4 '8 sa a B becsapodasi pontban.

Kidolgozas:

a) Az inditasi helyzet (7, = 0 ) mozgasjellemzdinek meghatarozasa:
d, =a = g = allando,
- - - - 1
Vy =V cosae + v sinae, = 10?@)r + 105

I =x.€ +y,€ = (50¢ +10¢,) m.

&, =(8,66¢, +5¢,) ms,

b) A palya A4 ponti helyvektora €s az 4 ponti sebességvektor meghatarozasa:
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V,=V,+ 8gt,, a=@+%g+gé:

Az A ponti sebesség vizszintes iranyu koordinataja:

v, =vycosa =5J3=8,66m/s =  ¥,=(8,66¢) m/s.

Az A ponti sebesség fliggdleges iranyu koordinataja zérus:

vosina  10-0,5
g 10

Az A pont helyvektora: x, = x, + v,cosat,=50+8,66-0,5= 154,33 m,

2

Y, =y, + vysinat, - g%’: 10 +5-0,5-5-0,25=11,25 m,

0,5 s

v,ce,=v, =0=vysina—-gt, = t,=

7, = (54,338, +11,25¢) m.

¢) A hajitas idejének és hosszanak meghatarozasa:
2

V=V + 81y, @=%+%%+§%<
A becsapodasi hely fiiggdleges koordinatdja ismert: y, =0
2

v, =0=y, +vosinat8—g§,

0=10+5¢t, —5¢, .

tp =—1s
_ —5+25+200 -5+15 o
v ~10 10 moS
lp =258
mert a ¢, =—1s megoldas fizikailag nem eértelmezhetd.

A hajitas hossza: x,; = x, + v,cosat, =50+ 8,66-2 = 67,32 m,

Vg = 0,
Iy =xgz€, +y,e, =(67,32¢ +0¢,) m.
Sebesség a B pontban: A mozgas hodografja:
S o o= = = = NA_ = = A v, [mss]
Vg =Vt g1, =(8,88¢,+5¢,) + (—10¢,)2=(8,66¢, —15¢,) my/s. y
‘70
vy =[Vs| = Ve, + v, =/8,667 + 157 =17,32 mis. v, [ms]
B
v 8,66
A becsapodas szoge: cos f= —~=——=0,5 = S=60" Y-
P s 4 v, 17,32 g &1y
GB

d) A palya gorbiileti sugaranak meghatarozasa a becsapodasi pontban:
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2 v 17,32

= 59,996 m.

a :v—B:gcosﬂ = Py = =
" ' ' gcosp  10-0,5

10.4.4. feladat: Merev test sikmozgdsa, sebességabra

ty o Adott:
v
CT)A ) = BAL Az A, B, C, D pont helye az xy sikon.
* A mozgas sikja: xy.
A v, =(4é )m/s, @=(-1¢&, )radls .
D C \ X
< lm »le 1m >

Feladat: a) A v, sebesség meghatarozasa.
b) A sebességpolus megszerkesztése .
c) A sebességabra megszerkesztése.
Kidolgozas:

a) A B pont sebességének meghatarozasa:
Vg =V, + OxT,, = (4e,) + (—1€.)x(2¢,)=(4¢e,—2¢,) m/s,

7, =(4,-28,) ms.

b) A sebességpolus megszerkesztése:

A sebességpolus a sebességvektorokra me-
réleges egyenesek metszéspontja.

A P sebességpolust a helyzetdbraba (abba
az abraba, amely a pontok helyzetét adja
me) szerkesztjiik meg.

P (sebességpolus)
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c) A sebességabra megszerkesztése:

v, A [ms]

Ve =V, + DX Ty Vp =V, +OXF,,
—

17 17

DC AD
. = () L
Vo =Vp + O X Ty V), =V, + O XFy,
—

17 17,

10.4.5. feladat: Merev test sikmozgdsa, sebességabra

VA Adott:

C

A helyzetabra és a sebességabra
hasonlo.

A sebességabra a helyzetabrahoz
képest 90° -kal el van forgatva @

iranyéban.

A B a A merev test 4, B, C, D pontja, a v, sebesség-

2 m
+ @ vektor « hatasvonala, a v, sebességvektor f
3m s hatasvonala és @=(3¢é.) rad/s.
v 45° x

Feladat: a) A sebességpolus helyének meghatarozasa szerkesztéssel.

b) A v, v, sebességvektorok meghatarozasa.

Kidolgozas:

a) A P sebességpolus helyének meghatarozasa szerkesztéssel:

VA
2m
A B a
k . A
3m @ P
P
A
'm ~1 450 .X;
C »

b) A v, v, sebességvektorok meghatarozasa:
V, =V, + &xip,=(36,)x(2€,)=(-6¢,) m/s,
=0

Az A pontbdl L az o hatasvonalra
A B pontbol L a £ hatasvonalra

U
P sebességpolus

A P sebesség polus helyvektora:

7, =(1¢,) m.
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+ DX Foy =(3€,) % (26, +2€,)=(—6¢, +6€,) m/s.

10.4.6. feladat: Merev test sikmozgasa, gyorsulasabra

YA Adott:
C ¢ Az xy sikban sikmozgast végz0 test 4, B,C pontja, a test a test
szOgsebessége, szoggyorsulasa ¢s az 4 pont gyorsulasa.
*é) &=(-32,) radls, §=(32.) radls’, d,=(6¢,) m/s’.
i Feladat: a) A B és C pontjanak gyorsulasanak kiszamitasa.
Ard, b) A Q gyorsulaspolus helyvektoranak meghataroza-
X sa.
A 7"m B > c) A test gyorsulasabrajanak megrajzolasa.

Kidolgozas:
a) A B és C ponti gyorsulasvektorok kiszamitasa:

Gy= i, + E Xy — 0T,y =(62,)+(38)x (28,)~9(28,) = (18, +12¢,) m/s’,
o=+ EXFye — 0 Foe =(62,)+(38,)% (32,) ~9(3¢,) = (-9, —21¢,) m/s’.

b) A Q gyorsulaspolus helyvektoranak meghatarozasa:

!

0=0=d,+ExF,—0’F,,
0 =(6€,)+(3e.)x(x p e, +1,0€,)—9(x,0€, +¥,€,)
0=68, +3x,,8, —31,08, 9%, &, -9V ,,8,, /€ [,
0:_3yAQ_9xAQ’ 0=6+3XAQ—9)/AQ,
Yap==3%40> = 0=6+3x,,-9(-3x,,)=6+30x,,,
Va0 =—3(=0,2)=0,6 m. X4 =-0,2 m.
Fio=(x40 € +1,0€,)=(-0,2¢ +0,6¢ ) m.
c) A gyorsulasabra megrajzolasa:
t —E—E—O 5 = =26,56°
gp o 16 ® 20"
A gyorsulasdbra a helyzetdbrahoz képest (7 —¢)
szoggel (180°-26,56°)=153,44°-kal van elforgatva &
iranyban.

d) A QO gyorsuldspolus a gyorsulas és a helyzetdbra hasonlosaga alapjan szerkesztéssel hata-

rozhat6 meg.
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10.4.7. feladat: Merev test sikmozgdsa

VA

S

Adott:

Az xy sikban sikmozgast végz6, allandé @ szogsebes-

séggel gordiild R sugarii merev test szogsebessége.

@=(-le )=alland6, R=1 m.

Feladat:

a) A P sebességpolus helyének, valamint az 4, B, C és D
pontok sebességvektorainak meghatarozasa.

\ A

Kidolgozas:

D

b) A Q gyorsulaspolus, valamint az 4, B, C €s D pontok
gyorsulasanak meghatarozasa.

a) A P sebességpolus helyének, valamint az 4, B, C és D pontok sebességvektorainak megha-

tarozasa:

Tiszta gordiilés: v, =0 = P=D.

Vg =vg€, =V, + Ox T =(we.)x(Re,)=(-1€.)xe, =(e,) m/s,
—

=0

Vp=Vp +OXTpy

-~

=0
V=V, to

-

=0

=(VS X
V.=V, +@

~

=0

=(we)x(2Re,)=(-¢.)x(2¢,)=(2¢,) m/s,

xFpy =(w&)x(~Ré + Ré,)=-Rweé, —Rwé, =
=l

[E—'

:VS :VS

+vsé,)=(1¢, +18,) m/s,

x7pe =(we.)x(Re, + Re,)=(vse, —vse )=(€, —¢€,) m/s.

b) A Q gyorsulaspolus, valamint az 4, B, C és D pontok gyorsulasanak meghatarozasa:

Vg=allando = 4;=0 =

ag, =0

S=0

ag, =0 .

Az S pont a test Q gyorsulaspolusa.

w=éalland6 =

a,=dg
o
=0
a,=dg +
o
=0
ag=dg
ot
=0
d.=dg +
e
=0

=0’ (-RE)=(1¢,) m/s’,

xFop =@ Fy=—@" (-RE,)=(¢,) m/s’,
= 2o dip=_ = 2
XFgp —0 Ty =—0"(Ré)=(-¢,) m/s",

XI_’:SC _a)z ?:S'C:_a)z(Réx):(_léx) m/sz'
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10.4.8. feladat: Hasab halado mozgasa
Ay F, Adott: A halad6 mozgast Véﬁgzéﬁm tomegii
hasab, tovabba u, S, F,, G, V.
Feladat: A hasdb ad, gyorsuldsinak és a
hasdbra hatd tamaszté erérendszer

F . ereddjének meghatarozasa.

a) A feladat megoldasa szerkesztéssel:

Impulzus tétel: madg = Fy + G+ F .

F

Helyzetdbra Vektorabra

b) A feladat megoldasa szamitassal:
dg = ag @, , F =—puF,@, +Fye,,

F,=F, @ +F, &, =F,(cos fé, +sinfBe,).
Impulzus tétel : mdg =F,+G+F,, /-8 /&,

0=F,-G+F,, > Fy=G-Fsinp.
man :E)x_IUFN’

4 =y~ u(G-F,)].

10.4.9. feladat: Tomegpont mozgdsa kényszerpalyan

_ Adott: Az érdes, o hajlasszogii feliileten v, pillanat-
Fp nyi sebességgel lefelé mozgod m tomegi hasab.
u=0,25; vo =(-10¢é,) m/s, m =40 kg,
g=10 m/s’,a=30°, c=1m,b=2m,
F,=(2008, -100¢, N.
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Feladat: A haséab sulyponti gyorsuldsanak és a hasabra hat6 kényszereré vektordnak és hatés-

vonalanak meghatarozasa
a) szamitassal és
b) szerkesztéssel.

Kidolgozas:

a) A hasab sulyponti gyorsulasdnak és a hasabra haté kényszererd vektoranak és hatdsvonala-

nak meghatarozasa szamitassal:

Oxx

majd e_-el:

O=-mgcosa+F, +F, = F,=346,4+100=446,4N.
1 .
mag=—mgsina+F,_ +ufF, = ag=—(mgsina+F, +ukF,)
m
1
aS=4—0(—40-1O-0,5+2OO+O,25-446,4)=2,91 m/s’ .

A sulyponti gyorsulds: dg =(2,918,) m/s’.
A kényszereré: F, =(uF, €, +F) e,)=(l111,6¢e, +446,4¢ ) N.

A kényszererd hatasvonala a perdiilet- tételbdl: 7. =M , = 0=-

F
_Chu Dl 5200 L 100 aug m,

b

2F, 2F,  446,4 4464

b) A feladat megoldasa szerkesztéssel: ma, = (G + 130 +F )
ﬁ{_/

er

Helyzetabra Vektorabra

Impulzus tétel: ma; = (G + F, + F,.).
(mage )=(—-mgsinae, —mgcosae,)+
t(Fe +Fe)+(ul e +Fé).

Az egyenletet skalarisan beszorozva eldszor €, -al,

c b

_E)x _EE)y +hFN’

2
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10.4.10. feladat: Henger gordiilése kényszerpalyan
Adott: A sik kényszerpdlyan tiszta gordiild mozgast végzé korhenger. d,=(8¢,) m/s’,
g~10 m/s’, l,;=2 m, R=0,1 m, m=30 kg.
yA - C _ Feladat:
a) Az adott gyorsulds fenntartasdhoz sziikséges
FO = [, e_ er6 meghatarozasa.

b) Az ﬁK kényszereré meghatarozasa.

c) A csuszasmentes gordiild mozgas megvalosita-

Lo sahoz sziikséges 1., nyugvasbeli surlodasi té-

V=

nyez6é meghatarozasa.
d) A hengerre hat6 erérendszernek az /,, hosszon

végzett W, munkajanak meghatarozasa.

Kidolgozas:
A hengerre hat6 kényszererd (timasztoerd): F, =F, é, +F, e,.

A henger szoggyorsuldsa: £=—¢e. =—%éz :_iléz =(-80¢.) 1/s°.
a) Az 17“0 eré meghatarozasa:
Perdiilet tétel az 4 pontra:
yA m C - PR
F T =M,
J E+ @oxi, =M,
- _.%/_/
=0, (ol 7,)
J E=M ,, mert a tehetetlenségi fétengely.
Ho x  —(Jg8)=(-F-2Re) /&
—mR" & 2
K _JE_2 _1,5-30-0,1 80:180 N,
2R 2R 2-0,1

Impulzus tétel: ma; =F. = mi,=F,+G+F,.
(Fhe,—mgeé, +Fe +Fé )=mage, /e /e

Fy+F.=mag, -mg +F,=0,

F,=mag —F,=30-8-180=60 N,  F, =mg =30-10=300 N.
Fy =F, & +F,&, =(60¢,+300¢,) N.
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Ellendrzés: perdiilet tétel a henger S ponti tengelyére:
/ ~J €. =(-FRE)+(FRE) I

Je=M,, =
|
—mR" ¢ 2
J m .30-0.12 -
F,=F,— ;:zFo_z ZISO_WZQ) N.

c) A csuszasmentes gordiiléshez sziikséges minimalis nyugvasbeli surlodasi tényezo:

_IEl_60
Homn S1E 7300 7

d) Az /,, szakaszon végzett munka:

Ig

ydt = [ F,-2vgdt =2F,1,,=2-180-2=720 .

g
W =| Pdt=[(F, -5 + G- +F ¥,
Iy Iy =0 :%") 4

10.4.11. feladat: Merev testre hato erdrendszer teljesitménye
Adott: Az R sugaru, G sulyt homogén henger £ haj-
lasszogh lejton gordiil. A henger sulypontjanak

pillanatnyi sebessége V.
G=100N, ¥, =(2¢,) m/s, M, =(20&,) Nm,

B =30°,R=0,5m,F, =(60¢ +20¢,) N.
Feladat: A G sulyer$ P,, az F, erd P, az M, nyo-
maték nyomaték £, ¢és az F, tamasztoerd

P teljesitményenek kiszamitasa.

Kidolgozas:
P, =G ¥ =(~Gsin &, — Geos &, ) (vs&,) =—G sin B vy =—100-0,5-2=—-100 W,

¥, =F, - 27 = (602, + 208, )-(42,) =240 W,

Ys ézj:(2052)-(—152}—20-4:—80 W,
R 0.5
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10.4.12. feladat: Rogzitett tengely koriili forgomozgas

Adott: ®, =3 rad/s, m=40 kg, gz10m/52,
[=1m, $=60°.
Feladat:

a) A sulypont a, gyor-suldsanak és az F |, ta-

masztoeronek a  meghatarozasa az (1) jeli
helyzet-ben.

b) A (2) helyzetbeli @, szogsebesség meghataro-
z4sa.

c) A sulypont ag, gyorsulasinak és az F ', tamasztéerének a meghatdrozdsa a (2) jeldl
helyzetben.

Kidolgozas:

a) A sulypont a,, gyorsuldsinak és az F, tamasztoerfnek a meghatdrozasa az (1) jeld
helyzetben:

- A sulyponti gyorsulas meghatarozasa:

Perdiilet tétel az 4 pontra: J € +ox(J, o) +7r, xma, =M, /-é..
=L — I
| & Il =0
A z tengely (a tengely) tehetetlenségi fotengely, ezért:
2 2 2
Jagleaz—icos&mg, Ja=J3+ml—=ﬂ, JS:ml ,
2 4 3 12
I I
& =——C0S3- ,
3 ) }%g
g =288 55 e
2 1
aSle z_glé=3a75 m/527 aSln Zéa)f :4a5 m/sza
Gy, = a8 +ag, i = +%g°§’s‘9 G +éwffi = (3,756 +4,57) m/s>.

- A tamasztoerd meghatarozasa:
Impulzus tétel: ma, =mg+F, /-é/-ii
mag,, =mgcos$+F, = F, =-50N,
mag,, =mgsin$+F, = F, =-16,64 N.
F, =(-50¢ -16,64ii)) N.
b) A (2) helyzetbeli @, szdgsebesség meghatarozasa:
Munkatétel: E, —E, =W,, = F -AF =G - AF, + F,-AF, ,
Kl
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%Ja(a)z2 —a),z):mg-ésin19+0, J, =

@} =, 4—2Jﬂésinl9=a)1 +

a

ml?

, 3gsind

b

®,=5911/s, o,=(-5,91¢é,) rad/s.

c) A stulypont a,, gyorsuldsdnak és az F ', tamasztoerének a meg-hatdrozasa a (2) jelll

helyzetben:

)
Perdiilet tétel az a tengelyre: J ¢, = > mg,

3 1

“TRE Ty

3—g=—15 1/s*.

ds, = (~¢, éé + éﬁ) = (7,56 +17,467i) m/s’.

Impulzus tétel: ma,, =mg + F, /-él-n,
3¢ 3¢
—Ezmg+FA26, F, = T—gjm:—IOO N
Z 2 I 2
mez :O+FA2n7 FAZn :I’}’ZEQ)2 :699,6 N

F,, =(-100¢ +699,6/i) N.
10.4.13. feladat: Fizikai inga

Adott: Az m tdmegl, / hosszusagu prizmatikus rad, amely
az A pont koriil a fiigg6éleges sikban végez forgo-
mozgast. Az a szdggel meghatarozott (1) jeli
helyzetben a rad S pontjanak sebessége zérus.
a=30°, g=10 m/s’,m=2 kg , [=2 m.

VA

(1)helyzet

}/Pﬁ
=

-+

(2) helyzet

pommmmmmm e QS

g g g g Sy

Kidolgozas:

b)

Feladat: a) A rud S pontja a, gyorsuldsanak és az F "

tamasztoerének a meghatarozasa az (1) jeli
helyzetben.

A rud S pontja a,, gyorsulds at és az F,
tdmasztoerének , valamint az @, szdgsebes-

ségének a meghatarozasa a (2) jelli helyzet-
ben.

a) A sulyponti gyorsulas €s a timasztéeré meghatarozasa az inditasi, (1) jeli helyzetben:

Az A ponti kényszererd: F, = (F,

le

e +F, n),azSpont gyorsulasa a,, =(ag,, €+ag, n),

A rad szoggyorsulasa & =(¢g k), rad szdgsebessége o, =(o, k)=0.

Az A pontra felirt perdiilet tétel: 77 a=M,.

J &+ O, X T,
=4
H_J

=0, mert@d, || 7,

=M.
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A J, =M,
(Dhelyzet — ° 1 /7 &1 =M
Aln X - . l_. -
Jagle:mgsmazez /-e,
Fae J, e =mgsina— .
glzmgsmal: mgsinal :mgsmal:igsina.
2Ja l : 1 2 2l
2 JSer(j 2 gml
2
3 10 ) . R ,
\* . £ ==-—0,5=3,75 rad/s> = & =(3,75¢&,) rad/s’.
g 2 2

A sulyponti gyorsulas: dg, =(ag, € +ag, ).
a31e:é51:1‘3a75:3575 ms® = d,,=(3,75¢) m/s’,

2v; .
Sl = =0,
12

ag,, =
dg,=(3,75¢) m/s’.
Impulzus tétel: mag =(F, +G),
(mag, e+mag n)= (F, e+F, n)+(mgsinae—-mgcosan) /-é /-n
mag,=F,, +mgsinga,,
F,, =m(ag,—gsina)=2-(3,75-10-0,5)=-2,5 N,
mag,=F, —mgcosa,
F,, =m(gcosa+ag,)=2-10-0,866=17,3 N.
=0
F,=(-2,5¢+17,3ii) N.
b) A stlyponti gyorsulas és a tamasztoerd meghatarozasa a fiiggdleges, (2) jelii helyzetben:
Munkatétel: E, —E, =W,,.
L)L

—J w: —

l
J, o =mg—(1—
2 a2 2 a a)l mgz( COSQ),

=0

1
~J @ =mgé(l—cosa),

2
wzz:mglil—cosa):3Tg(l_cosa):3-10(1;0,866) 2,01,
—ml’

3
®,=+/2,01=1,417 rad/s.

Az A pontra felirt perdiilet tétel: 77, =M ,,.
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J &+ Oy X T, =M,, = ¢&=0.
%{_/ H,:J
=0,merta,||7,, =0

A sulyponti gyorsulds: dg, =(as,,€+as,,n).
2vi, 1, 2 . .
dg,, =T=Ea)2:1'1,417 =2,01 = a,,,=(2,01n),

d =(2,017i) m/s’

Impulzus tétel: mag,=(F,, +G),

(mag,,€e+mag, n)=(F,é+F, n)+(-mgin), /-é /-n

mag,, =F,,,, mag,, =F, —-mg,
F,, =mag,, =0. F, =m(g+a,,,)=2(10+2,01)=24,02 N.

—_—
=0

F,, =(24,027i) N.
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