3. TERBELI STATIKAI FELADATOK

3.1. Kozos ponton tAmado erdrendszerek

Feladat: Helyettesitsiink vagy egyensulyozzunk egy adott F er6t harom, adott a,a,,a,
hatasvonalu, k6zos ponton timado erével.

Adott: F,d,,d,,dy, |G| =|a,|=|a|#1
Keresett:

F =G, R

Fy=Ai,; = <A,=-

F, = A4, Ay=---

A harom erévektor meghatarozasat harom skalar
ismeretlen meghatarozasara vezetjiik vissza:

A feladat megoldasa:

Az egyenértékiiség/egyensuly feltétele:

17“1 + 17“2 + 1’53 =+F (+ egyenértékiiség, —egyensuly)

AG, + Aoy + Ay =1 F /-8, /€, |e

Skalar egyenletek:

a A +ay Ay +ay Ay =F, o ]

a2y + y, By + a3, 1y = £F, .Inhomogen, linearis, algebrai egyenletrendszer a A, 4,, 4,
ismeretlenekre.

azlﬂ"l + aZZlZ + a3zﬂ’3 = iF;

as, ﬂ’l in
y @Gy || A |=|EF, |
a22 aSZ ﬂ’j +F

Az egyenletrendszer matrix alakban: | g,

A linearis algebrai egyenletrendszer egyértelmi megoldasanak feltétele:
(Gdpdy)  =det|d|#0.
=
vegyes szorzat

Ez a feltétel minden esetben teljesiil, ha az a,, a,, a, vektorok nem esnek egy sikba.

3.2. Szétszort erorendszerek

Feladat: Helyettesitsiink, vagy egyensulyozzunk egy F, M o redukalt vektorkettdsével adott
erérendszert hat, adott ¢, &, ;, -+ , o, hatdsvonall erdvel.

Adott: Az erérendszer F, M, o redukalt vektorkettdse és a hat hatdsvonal (egyenes) egyenlete:
a,xF+b =0, (i=12, ...,6).
Keresett: }7“1, 17“2, 133, E, 17“5, 136.
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zetjlik vissza:
= A4,
A,

|

—_

|

i8]

—+
=7y X A, = 4Ty, xa, = 4b, = Ab. e + Ab e +Ab.ée

ix“x <y iYiz%z "

+ egyenértékiliség,
Zﬁ‘,ﬂ W F = 26:/1 .y — egyensulyozas.
Oi i (et A o

Skalaris egyenletek:

a A +ay A +ay A+ a, Ay +as As +ag Ag =L F,
aly/i1 + azyﬂ,z + a3yﬂ,3 + a4yﬂ4 + asy/l5 + aéyxié = iFy
a, A +ay y+ay Ay +a, Ay +as As +ag Ag =1 F,
blxﬂ1 + b2x2’2 + b3xﬂ3 + b4xﬂ’4 + be/lS + béx;té = iMO)c
blyﬁ1 +bzy/12 +b3y/13 + b4y/l4 Jrl)syﬂ,5 +b6y/16 = J_rMOy

by +by. 2y + by A+ by Ay + b As + b Ag =M,

Inhomogén, linearis algebrai egyenletrendszer a A, (i =12, ...
Matrix alakban:

‘a, a, a, a, a a | A, ] [+ F Tomér jeloléssel:
dyy dyy A3 Ay sy, A, /12 iFy

a,, ay, as, a,, as, ag, || A +F,

by by by, by by b, || Ay | | M,

b, b, by, b, b b || 4| |£M,,

_blz bZz b3z b4z b52 b6z B _ﬂ“é_ _iMOZ_

4
Z

s

, 6) ismeretlenekre.

A hat er6vektor meghatirozasat hat
skalar ismeretlen meghatarozasara

ve-

Az egyenletrendszernek akkor van egyértelmii megoldasa, ha det ‘ é‘ #0.

A hat hatasvonal nem vehetd fel tetszdlegesen, linearisan fiiggetlennek kell lennitiik.
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3.3. Gyakorlé feladatok térbeli és sikbeli statikai feladatokra
3.3.1. feladat: Térbeli tarto tamasztoerdi

Adott:

P =(4¢,+2 )m, 7, =(—4¢,)m,
I =(4éz)m, 7, =(2§x)m,
F=(12¢,)kN.

Feladat:

A B, C és D pontokban fellépd tamaszto-
er6k meghatarozasa.

Kidolgozas:

Az egyensulyi egyenlet: F,+F.+F,+F=0, = F,+F.+F,=-F.

A tamasztoerdk rad iranyuak:

Fy=Apay =57, Fo=Acdc = Acty, Fpy = Apdp =ApFp,.

A tamasztoerdk iranyvektorai:

Gy =Ty, =T, — Ty = (48, +&.) - (-48,) = (4, + 46, +&.)m,

Gp =7, =7, —7.=(48,+¢.)-(42.)=(4¢, -3¢, ) m,

Gy =7, =T, — Ty = (46, +&.)—(26,)=(-2¢, +4¢, +&.)m.

Az egyensulyi egyenlet az 0j jelolésekkel:

Apliy + Aol + Apd, = —F .

Az egyensulyi egyenlet matrix alakban:
an aCx an //{’B _Fx 4 0o -2 /13 0
ag, ac, ap, || A |=|-F, = 4 4 4||A.|=| O
dg, dc, Aap, /ID _Fz -3 1 //iD -12

A linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa:
Ag=—1, 4. =3, A,=-2.

A tamasztoerd vektorok:

Fy =Ayd, =(-48 —4¢ —&) kN,

F.=Acd.=(128,-92) kN,
F, = Apd, =(4¢,— 8¢, —2¢ ) kN.
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3.3.2. feladat: Térbeli rudszerkezet tamasztoerdi

A szerkezet tamasztoeroi: FZ =Aad,, (i=1,2, ..

A tamasztoerdk iranyvektorai:

a=e,, b =0,

d,=(—4¢.+5¢,), b, =(42,)x (—4¢, +56.)=(-202),

d, = (46, +28, +5¢.), b =0,

i, =), b, = (48,)x(8.)=(-4¢,),

ds =(-2¢,+5e), b, = (42, +28,)x(-2¢, +5¢,) = (10, - 20¢, — 8¢.),
a, =(e.). by = (48, +28,)x (5.) = (48, +2¢,).

Az egyensulyi egyenletek matrix alakban:

a4, Gy, 4 4y ds,
a y a, ¥ a4 » a4y ds y
a, &, G, 4. a4
b, b, b, b, b
b, , b, ’ b, , b, ) b, y
\b. b, b, b, b,

,6).

N

1]
=N
<

S
X
0

=

<

Adott:
Fy=1kNm, a=4 m, h=2 m,

c=1m, h=5m.

Feladat:

A szerkezet tAmasztoerdinek meghata-
rozasa szdmitassal.

Kidolgozas:

A szerkezet terhelésének redukcidja a
koordinata-rendszer kezd6pontjaba:

8]

w

[

N

=
L

=

<

=TT &M

Fy=(-¢,) kN,
M, =(28,+68)x(-2,)=
= (28, - 6¢,) kNm.

Az iranyvektorok nyomatéka a KR kezddpontjara:

S O O O O O

Eza A ismeretlenekre inhomogén, linearis algebrai egyenletrendszer.

Az egyenletrendszer a feladat adataival:
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0 4 4 0 0 oOof[A4l 1
0 0 2 0 -2 0]4 0
1 5 1 5 1|4 |0
0 0 0 10 2|4 0
0 20 0 4 20 —4||A 6
0 0 0 0 -8 0]4| [—2]
Az egyenletrendszer megoldasa:
A 6. egyenletbdl: -8, =-2, = As =% .
A 4. egyenletbdl: 10-3+24,=0, = =7
A 2. egyenletbdl: —2~%+2/13 =0, = A, z%.
Az 1. egyenletbdl: 4.%_4,12 =1, = A, =0.
Az 5. egyenletbdl: —4- (—%) ~20 -%— 42, =6, =  1,=-15,
51: (=2y+5.-Ly(=3y45.140 4 = =3
A 3. egyenletbdl: ( 4)+5 4+( 2)+5 4+/1l 1, = A T
A szerkezet tamasztoerdi: Fl =Aa., (i=1,2, .. ,60).
F, =(1,256.) kN, F, =(-1,5¢.) kN,
E, =0, F, =(-0,5¢, +1,25¢) kN ,
F, =(é,+0,5¢, +1,25¢ ) kN , F, =(~1,256.).

3.3.3. feladat: Nyomaték helyettesitése adott hatasvonalu erckkel
Adott:

Az M, koncentralt nyomatékbol allo
erfrendszer ¢és az aq, (f =1,2,...,6)
linearisan fiiggetlen egyenes, a helyet-

tesitd erOrendszert alkotd erék hatés-
vonalai:

M, = (&, -2¢,+4¢. ) kNm.

4(0,0,0)m,  D(0,3,4)m,
B(4,0,0)m,  E£(0,0,5)m,
C(0,3,0)m,  F(4,0,5m.

Feladat: Az M , nyomaték helyettesitése az adott hat hatdsvonalon.

Kidolgozas:
Helyettesités = egyenértékiiség:

(E)=(£).  (E): W,  (E): F (i=12....6).

E=F=0,

=M,=M,.

Vi

figsT!

6 6
Az egyenértékiiség feltétele (1. kritérium): x
i=1 =1

i i
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A helyettesité erék: F =Ad.  (i=12,..,6)

A hatasvonalak Pliicker vektorai:

G =é, a=(-4¢,+3¢,), a=¢, a-=:¢, a;=(3¢,+42.), a =é,.

b=0, b =(12¢), b,=0, b,=(4é), b =0, b =(52,)

A linearis algebrai egyenletrendszer altalanosan: A példa adataival:

7“1,, @ Gy ay a5 dg [ 5] F. 1 =4 0 0 0 1][4] [0]
@ a4 a4 a a5 4|, F, 0 3 1 0 3 0|4 0
Q. 4 a4 a4 dg 4 _ F, 0.0 0 1 4 0)4 = 0
b b b b b b |4 M, 0 0 0 3 0 0f[4 1
b, b, b3y b, bs), b@, Al M, 0 0 0 0 0 5|4 -2
ho b, b b b b e M, 10 12 0 0 0 O 4| [ 4]

Elvégezve a kijelolt matrixszorzast: Az els6 harom egyenletbdl:
A-d4h+4 = 0 A1

44434 = 0 o4 12°

A, +44 = 0 %2_3(;«2+,15)=_3(1_LJ=_§,
3 12 4
34, = 1 = A,=1/3
52 = 2 = A=-2/5 &:412—/16=§+§=2(i;6=§z1,73‘
124, = 4 = A,=1/3.

A helyettesito erorendszer:

= ~ - = _o 1 - - -

F =44, =(1,73¢,) kN, F, = d, =§(—4ex +38,)=(-1,33¢,+¢,) kN,

= - - = U O -

F, = 4,a, =(-0,75¢,) kN, F,=Ad, =3¢ = (0,336, ) kN,

- - L - - - R 2. -

F, = A, =——(3¢, +4¢.)=(-0,25¢, - 0,332, )kN,  F, =44, = rC (-0,4é,)kN .

3.3.4. feladat: Sikbeli rudszerkezet tamasztoerdi

Ay
F
A
2m
AKX
c Im
— X
B 40 \ 4 >
Im [ 3m R
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Adott: F; =(30¢,) kN, valamint a szerkezet

méretei €s megtamasztasa.

Feladat:

a) A szerkezet tAmasztoerdinek meghataroza-
sa szerkesztéssel.

b) A szerkezet tamasztoerdinek meghataro-
zéasa szamitassal.



Kidolgozas:

a) A szerkezet tamaszto erdinek meghatarozasa szerkesztéssel:
A szerkezet egyensulyat leird vektoregyenlet: }71 +F, L (F, + ﬁc) =0.
ﬁ,—/

FAC
Helyzetabra: Erdabra
\

AV ' >

~ \ -

R €1 E \\ E

\\
\
\\
e, €4c 2m \oE
- N Fie \
P \0Q €, A Y FoaA \k F,
€c lim \
;;\ c 4 v ) \
(0] \\
<lm}\< 3m > FA \\
\
f+\\
e, a Culmann egyenes. ‘
b) A szerkezet tAmaszto erdinek meghatarozasa szamitassal:
3 3
Az egyensuly feltétele (1. kritérium): Z F, =-F, Z FoxF==-M,.
i=1 i=1
A terhelés O pontba redukalt vektorkettdse: F =F = (30¢,) kN , M, =(-90¢.) kNm

A tamasztderdk irdnya és hatdsvonala ismert: F, =1, a
A hatasvonalak Pliicker vektorai:

a,=ée, dg=ée,, dc=é¢,,

b,=(-¢€), by=(—4e), b.=(-3¢).

A linearis algebrai egyenletrendszer altaldnosan: A példa adataival:

a, a, a. ||, F. 1 0 014, 30
Ay ag A || A5 |=—| F, |- 0 1 1|4 |=—| O
bAz sz bCz ]VC MOz _1 - 4 - 3 AC _90

Az egyenletrendszer megoldasa: A,=30kN, A,=-60kN, A.=60kN.

A tamasztderd vektorok:

F,=(-30¢,)kN,  F, =(-60¢)kN, F. =(602,)kN.
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3.3.5. feladat: Sikbeli szerkezet tamasztoeroi

al2 2a Adott; m=100 kg, g~10 m/s>, a=1 m.
j C 4 Feladat:
S a A szerkezet tdmasztoerdinek meghatarozasa
y = - I — szamitassal.
G=mg
X

m al?

B /45° 4] >
7 X

Kidolgozas:
A szerkezet tamaszto erdinek meghatarozasa szamitassal:

A timasztoerdk iranya és hatasvonala ismert: F, =1, d,, F,=A,d,, F.=1.é..
A hatasvonalak Pliicker vektorai:
i,=é, i, =, +¢,), d.=é., b,=(2,58.), b,=0, b.=(-1,52).

3
Az egyensuly feltétele (1. kritérium): Z F =-F, FoxF =—M,.

i= i=1

A terhelés B pontba redukalt vektorkettdse: F =G = (- 1000¢,) N =(—¢,) kN,
M, =(-1,5¢.) kNm.

A linearis algebrai egyenletrendszer altalanosan: A példa adataival:
a, ag a. || 4, F 0 1 1|4, 0
Ay Ay g || Ay |=—| F, | 11 0|4, |=—| -1
b, by b | A M, 2,5 0 -15| A -1,5
Az egyenletrendszer megoldasa: A,=0kN, Az =1kN, A-=—1kN.
A tamasztoerd vektorok: F = 0, F,=(, + é,) kN, F‘C =(~¢,)kN.

3.3.6. feladat: Kéttamaszu tarto tamasztoeroi

F, D Adott:
r F =2kN, F,=1kN, a=1m, b=2m.
Feladat:
b Az F, és F, timasztéer6k meghatarozasa.
NV
A Cy B ud
9 e a ’i’ a

Kidolgozas:
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A szerkezet tAmaszto erdinek meghatarozédsa szamitassal:

Az F ", erének az irdnyat nem ismerjiik, azonban ha két ismert irdnyu Osszetevd Osszegeként
irjuk fel, akkor két ismeretlen nagysagli, de ismert iranya erdként tudjuk kezelni:
F,=F, +F,=48 + ¢, .

Az ismeretlen timasztéerk: F, = Aa,, F,,=Ald,, F,=Ad,.

A hatasvonalak Pliicker vektorai:

i=¢., d,=é,, i,=é b=0, b,=0, b =(28&).
A terhelés 4 pontba redukalt vektorkettdse: F = F + F, = (€, — 2¢,)kN,

M, =(-42.)kNm.

A linearis algebrai egyenletrendszer altalanosan: A példa adataival:
Ay, Qg e || A4 F, 10 0]4 1
a, Adp, Qg A== F, | 0 1 1|4, |=—|-2].
b, by b. |4 M, 0 0 2|4 —4
Az egyenletrendszer megoldasa: A, =—1kN, 4, =0, A, =2kN.
A tamasztéerd vektorok: F, =(-& ) kN, F,=(22,)kN.

3.3.7. feladat: Térbeli tarto tamasztoerdi

Adott:

F= (4¢,+2¢.)kN, 4 (3,0,0)m, B (0,9, 0) m,
C(-3,0,0)m, D (-3,3,5) m.

Feladat: A térbeli rudszerkezet tamasztoerdinek
meghatarozasa.

Megoldas:
A térbeli radszerkezet tamasztoerdi:

F,=(0,93¢,—0,46¢ —0,77¢) kN, F, =(-0,93¢, —1,86¢, +1,55¢,) kN,
F.=(-1,66¢,-2,77¢ ) kN.

Ellenérzés:

F+F, +F,+F.=0,

(42, +22.)+ (0,932, — 0,468, —0,77¢.) + (0,938, — 1,868, +1,55¢) + (~1,66¢, —2,77¢.)=0.
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3.3.8. feladat: Térbeli szerkezet tamasztoeroi

Adott:

Az axa méretii merev lap
¢s megtamasztdé rudak geo-
metridja és a szerkezet terhe-
lése, F=(&.) kN, a=1m.
Feladat:

A rudakban ébred6 tamasz-
toer6k meghatarozasa.

Megoldas:

F,=(0,5¢,)kN, F, =0, F,=0, F,=0, F, =(0,5¢,)kN, F, =0.

3.3.9. feladat: Térbeli erorendszer helyettesitése

Adott: F, =(1,5¢, +5¢, +2¢.) kN,
M, =(—4&, +6¢, +6¢.) kNm,
B(3,0,0)m, C (0, 4, 0)m.

Feladat:

Az F,,M, erérendszer helyettesitése az

a,,a,, - o hatdsvonalon hat6 koncent-

ralt er6vel.

Megoldas:
F=(38,)kN, F, =(-1,5¢, +2¢) kN, Fy=(3¢,) kN,

Fy=(=28)kN, F;=(=2.) kN, F, =(5¢.)kN.
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3.3.10. feladat: Sikbeli szerkezet tamasztoerdi

y

Adott: Szerkezet méretei és terhelése.
Feladat: A tamasztoer6k meghatarozasa.

Megoldés: F, =(—4&,) kN, F, =(9¢,-9¢,) kN, F, =(-¢,—&,)kN.

3.3.11. feladat: Sikbeli szerkezet tamasztoerdi

Adott:

Az R sugarG merev henger, F = (-=10e,) kN,
R=2m.

Feladat:
X A rudakban ébred6 tdmasztoer6k meghatarozasa.

Megoldas:
F,=(106,) kN, F, =(-5¢,)kN, F. =(5¢,) kN

B
i
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