7. RUDSZERKEZETEK ALAKVALTOZASA,
STATIKAILAG HATAROZATLAN RUDSZERKEZETEK

7.1. Alapfogalmak

a) Szerkezetek statikai hatdrozottsaga:

Statikailag hatarozott szerkezet:

- A szerkezet tamasztoerdi egyértelmiien meghatarozhatok statikai egyensulyi egyenletek

segitségével.

- Az ismeretlen tdmasztoerd koordinatak szama megegyezik a rendelkezésre allo statikai

egyensulyi egyenletek szamaval.

Statikailag hatarozatlan szerkezet:

- A szerkezet tamasztoerdi nem hatarozhatok meg kizarélag statikai egyensulyi egyenletek

felhasznalasaval.

- Ismeretlen tamasztéerd koordinatdk szama nagyobb, mint a rendelkezésre allo statikai

egyenletek szama.

b) Rudszerkezet alakvaltozasi energidja:

Az egész radszerkezet alakvaltozasi energiaja:

v= U, + U, + U. + U,
huzés-  hajlitas csavards nyiras
nyomas
Rudszerkezeteknél legtobb esetben: U, =0.

2

. . . (N M, M, M
Az alakvaltozasi energia részletesen kiirva: U =—I S T e
2o0\4E LE ILE 1,G

Feltetelezés: x,y akeresztmetszet tehetetlenségi fotengelyei.

[ - aradszerkezet kozépvonalanak hossza.

(8)
/= j ds
(1)

7.2. Statikailag hatarozott rudszerkezetek elmozdulasai, szogelfordulasai

A Castigliano tétel: (kiejtése: kasztiliano)

A tétel sikbeli rudszerkezetekre torténd alkalmazasaval foglalkozunk.
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A sikbeli szerkezetet F;,Ml., (i=l,2,...,n) koncentralt

erérendszer terheli.

Sikbeli terhelés: Fl =F.e +F.e, M =M.4.é
A tamaszt6 erdk:
F,=F(F.01,), F,=F,(F.i1).

Az alakvaltozasi energia: U =U (Fn.,Fyl.,M Zl.) .

ou ou ou
=—, Vi =, lr//i = —
aF;x aF;y aM[z

- A szerkezetet terheld F, erd timadaspontjanak F, irdnyéaba esd elmozdulasa egyenld a szer-

A Castigliano tétel sikbeli esetben: u,

kezet belsd energidjanak az F; erd szerinti derivaltjaval.

- A szerkezetet terhel6 M, nyomaték keresztmetszetének az M, nyomaték irdnya (tengelye)
koriili szogelfordulasa egyenld a szerkezet belsd energidjanak az M, nyomaték szerinti de-
rivaltjaval.

7.3. Statikailag hatarozatlan rudszerkezetek tamasztoeroi

a) A Castigliano tétel alkalmazasa statikailag hatarozatlan szerkezetekre:

A tétel alkalmazasat egy példan mutatjuk be.

AY Adott: a sikbeli terhelésti rud-
F szerkezet méretei, meg-
F.(F A4 / B z tamasztasai €s terhelése.
7 % w Feladat: a tamasztd erérendszer
M, A ; 1 g meghatarozésa.
FAy FBy

3 statikai egyenlet, 4 ismeretlen tamaszt6 erd (nyomaték) koordinata. = A tarto statikai-
lag egyszeresen hatarozatlan.

A megoldas gondolatmenete:

1. lépés: A szerkezetet a megtamasztas modositasaval statikailag hatdrozotta tessziik.
A statikailag hatarozotta tétel tobbféle modon torténhet.
- ) lehetOség:

y A gOrgbs tamaszt elhagy-
juk.
F, A B

ZI erére, amely biztositja, hogy
M, F, L
r / a B pont y irdnyban ne
Ay mozduljon el.

A\

Sziikség van egy olyan F
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Az F, -bol szarmazo igénybevételeket kiilon kezeljik:
T (2)=T,,(2)+ F1(2), M, (z) =M (2) + F,m(z).
- f) lehetOség:

A befalazas helyett csuklos

tamaszt alkalmazunk.

F Siiksé

B - ziikség van egy olyan
» M, nyomatékra, amely
biztositja, hogy az A ke-
resztmetszet az x tengely

koril ne forduljon el.

F,

By

Az M , -bol szarmazé igénybevételeket kiilon kezeljiik:
T (2)=T,,(2)+ M ,,1,(z), M, (2) =M, (2) + M ;,m,(2).
M¢ég tovabbi lehetdségek is vannak.

A statikailag hatdrozotta tett tartora tovabbra is hat a megfeleld tdmasztd erd / tdmasztd
nyomaték koordinata, de ezt a terheléshez tartozonak tekintjiik.

fgy a statikailag hatarozotta tett tarto terhelése két részbdl fog allni:

- az eredeti tarto terhelése,
- az ismeretlen tamasztoerd / tdmasztd nyomaték.

2. lépés: Eloirjuk azt a kinematikai korlatozast, amely egyenértékil az elhagyott kényszerrel.
a) v, =0,

B w,=0.

3. lépés: Alkalmazzuk a Castigliano tételt:

2
ou 0 (M(n + FByml) s

a)v,=0= = )
oFy,  OFy ) 21 E
1 1
0=E[I(M01+F3ym1)ml dz}, Ozﬁ{[Mmm1 dz+FByjmf dz],
L0 L0 )
_[M01m1 dz
")
Fy =———
» Imf dz
)
oU _ 0 (My+M,m)
B)y,=0= = _[ ’

oM, oM, 21 E

x (1)

1 1
OZE[I(Moz +M ,m,)m, dz}, Ozﬁ{[

M02m2d2+MAxJ.m22dz]
LO Lo U]
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JMozmz dz

)
M, =—"—FF——.
“ szz dz
0

4. lépes: Ezutan a tobbi tdmasztderd koordinata mar statikai egyensulyi egyenletekbdl meg-
hatarozhato.

b) Integralok kiszamitasa:

Lehetoségek:
- Integralas zart alakban: M, (z),m(z) fiiggvények felirasa és integralasa a Matematikaban
tanultak szerint, probléma — térések, szakaddsok

- Numerikus integralas - Simpson (kiejtése: szimpszon) formula:

AY
j;/i f(x) :E;f(x)dx;%(ﬁ]+4ﬁ(+fj)
A4y )
XXX g
«
Megjegyzés:

- Ha az integrandusz harmadfokunal nem magasabb fokszami polinom, akkor a formula az
integral pontos értékét szolgaltatja.

- Ha az integrandusz nem polinom, vagy harmadfokinal magasabb fokszamu polinom, ak-
kor az integral kozelito értékét kapjuk.

- Ha az integralando fiiggvényben torés, vagy szakadas van, akkor az integralast szakaszon-
ként, a formula tobbszori alkalmazasaval kell elvégezni, mert a Simpson-formula csak
folytonosan derivalhat6 fliggvények integraldsara alkalmas.
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7.4. Gyakorlé feladatok elmozdulasok, szogelfordulasok szamitasara

7.4.1 feladat: Rudszerkezet elmozduldsa és szégelforduldsa
Adott: [, ¢, E A, I..
Feladat:

a) A rad B jelu keresztmetszeténél az S pont y
iranyu, v, elmozdulasanak kiszdmitasa.

A\ A

b) A rad B jeli keresztmetszetének x tengely
koriili, ¢, szdgelfordulasanak kiszamitasa.

Kidolgozas:
a) A rad B jeli keresztmetszeténél az S pont (a kozépvonal B pontja) y iranyu, v,
elmozdulasanak kiszamitasa:

Castigliano tétel alkalmazéasa: U =U,, .
Azigénybevételek: T, =T, + Fyt, és M, =M, ,+ Fy,m,,

ahol 7, és m, az egységnyi Fy -hoz tartozo nyiroerd, illetve hajlitonyomatek.

U

2
; (M, + Fym,) .
' oF,

_ 8 J‘ y "y —
F,—0 Ow|n 2LE . o

By

1
:—J.thomvdz.
F, =0 LEG
By —

= IXLEl;'!.)(MhXO + FB},mv)mv dz}

Az eredeti terhelés igénybevételi abrai: Az F,, =1N -hoz tartoz6 igénybevételi

y abrak:
q12 ql
M= 7T ’
A A Y B Z IN _
> [ y FBy—lN B
F,, =ql
T L,
y? _____________ l z
MA m,a
My > >
2 9
5 _
z

Az elmozdulas kiszamitasa:

2 2
Vs :thxomv P ﬂ(—1)+4i(—£j+0-0 -
o LE I.E 6| 2 8\ 2
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_ L 1) gl g If 3qP
IE6| 2 4| IE6 4 )
ql’ ! Negativ eldjel: a B pont lefelé, az Fy -nal ellentétesen
8EI, mozdul el.

Vg

b) A rad B jelii keresztmetszetének z tengely koriili, ¢, szogelforduldsanak kiszamitésa:
Castigliano tétel alkalmazasa: U =U,
Azigénybevetelek: T, =T, + Myt és M, =M, ,+M,m,,

ahol ¢, és m, az egységnyi M, -hoz tartoz6 nyirderd, illetve hajlitonyomaték.

8 |: (thO + Mme(p )2 ]
= j dz
Bx

oM, g 2LE

U
5= on,

M =0 M, =0

=LJ.th0m¢,dz.

1
_]x_El:J‘(MMO_’_Mme(p)mde]MB o 1 0

)

Az eredeti terhelés igénybevételi abrai: Az M, =1Nm-hoz tartozd igénybeveételi
abrak:

. EI 6\ 2 2 6EI,
ql’ Negativ eldjel: a B keresztmetszet a felvett nyomatékkal
Pp =" 6E] ) ellentétesen fordul el.
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7.4.2. feladat: Rudszerkezet elmozdulasa és szogelfordulasa
Adott: F, a, E, A, I, .

B c z Feladat: a) A rad C jeli kereszt-
> metszeténél az S pont y
Fé irdnyd, v, elmozduldsanak
a a iBya L
< > > kiszdmitasa.

b) A rad C jelli keresztmetszeténél a z tengely koriili ¢ szogelfordulas kiszamitésa.

Kidolgozas:

a) A rad C jelli keresztmetszeténél az S pont y iranyu, v, elmozduldsanak kiszdmitésa:

Castigliano tétel alkalmazasa: U = U, .
Azigénybevetelek: T, =T, + Ft, ¢s M, =M, ,+ F.m,

ahol 7, és m, az egységnyi Fy, -hoz tartoz nyirderd, illetve hajlitonyomatek.

L _ou o | (Mg +Fym,) . B
= - _
Folg —o ol  2LE L

Cy

:LJ.thomv dz .

I
F,=0 O

= [LEl:('!.)(MhXO + Fcymv)mv dz]

Az eredeti terhelés igénybevételi abrai: Az F., =1N -hoz tartozo igénybevételi

Tamasztoerdk: F, =F, =F/2. abrak:
y Téamasztoerdk:
Ty - F,=05N, F,=-15N.
A A B 9 i ¥
7/% W% T F,=1N4
FAy e @ « @ Jima A B C i
1 SN f
Mt _F/zHHH‘_F/2 0,5 T 5
: . ]
> mA -1 1
~Fa/2 | Z
—0,5a > —0,5a

AC ponti elmozdulas kiszamitasa:

_J- hx() vd_
(O]
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1 |a Fa)\a Fa\a a|( Fa\a Fa 3a
=——q— O+4(—j—+(—}— +— (—)—+4——+0 =
IXE{6{ 4 )4 2 )2 6(\ 2 )2 4 4

1 |af Fa* Fa* al Fa* 3Fd* Fa’
I E|6\ 4 4 6 4 4 4] E

X

Porzitiv eldjel: a C pont felfelé mozdul el.
b) A rad C jelli keresztmetszeténél a z tengely koriili ¢ szogelforduldsanak kiszamitésa:
Castigliano tétel alkalmazéasa: U = U,
Azigénybevételek: T, =T+ M 1, és M, =M, ,+M_ m,,

ahol 7, és m, az egysegnyi Fy -hoz tartozo nyirderd, illetve hajlitonyomatek.

2
Y B I(MM +Mm,) . )
C GMCX M _0 aMCX 0 2IrE
Cx T Mc( -0
1 1
=I~_ED>(M’“‘°+MC‘"’“)M¢’ dz} ~TE | Mo
) MCx = O o
Az eredeti terhelés igénybevételi abrai: Az M, =1Nm-hoz tartozo igény-bevételi
Tamasztoerok: F, =F, =F /2. abrak:
v Tamasztoerdk: F, =-F, =1/(2a).
- :
4 y B c z T M. =1Nm
& %% A
F'Ay’4 a e a >‘fgy a 7
T()A FAy a
v
F/2
T st
A _F/zHHH‘_F/z 1/(2a)\H\Huuuul/(za) Z
thO
Z> m,A
e
_Fa/2 »
ST

A szogelfordulas kiszamitasa:

M
o= [ Mo 4 1{3{(”4&l+&l}+z[@l+4ﬂi+o}}:
(,)IXE I1E[6 4 4 2 2| 6| 2 2 4 4

1 |af Fa Fa a( Fa 3Fa Fa*
=— | —+— |+=| —+— |} = D
I E |6\ 4 4 6\ 4 4 41 E ]

Porzitiv eldjel: a C keresztmetszet a felvett nyomatékkal megegyez6 iranyban fordul el.
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A feladat megoldasanak menetébol latszik, hogy a BC rudszakaszon minden
keresztmetszetnek ugyanakkora a szogelfordulasa.

7.4.3. feladat: Tort kézépvonalu tarté elmozduldsa

Adott:
i D B Az ADB tortvonalu tartd méretei: [ és F, E, A4, [,
1 % P I E =4lland6, AE = dllando.
N o ! Feladat:

A tartd B keresztmetszetében az S pont x iranyu,
1 w, elmozdulasanak meghatarozasa.

\ A

Kidolgozés:
A Castigliano tétel alkalmazéasa: U U, +U,, .

T =T, +Ft,,es M, =M, ,+F,m,,

Bz w> Ty Bz"w >

Az igénybevételek: N =N, + F,
ahol n, ¢, és m, az egységnyi Fj -hoz tartoz6 raderd, nyirderd, illetve hajlitonyomaték.

oU P { (N, + Fyn, ) i ] (M, + Fym, )’ dZ]
® F,. =0

OF, | -

We =

0 " oF, 2AE 4 2LE

Z{AIEJ.(N + F,n )nwdz+LE.[ th0+F m )mwdz}

Bz"w Bz w
0] SO -
F, =0
1
jN n, dz+—thx0mwdz.
T AE o LEG
A tamasztoerok meghatarozasa:
Az eredeti terhelés tdmaszto erdi: M,=0 = F, =F T,

M,=0 = F,=-F{,
F=0 = F, =-F «.
Az F, =1kN terhelés tdmaszto er6i: M, =0 = Fy =2kN T,
M,=0 = F, =-2kN {,
F =0 = F,_=-1kN «.
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A A »
™ W%/ ™ W%
L P / . F, By L / F By
F_ g
>t L A E
1 1
) VI e ) VR
TR 7
F Ay F Ay

Az eredeti terhelés igénybevételi dbrai; A% Fh =1kN-hoz tartozo igénybeve-teli

abrak:
4 L D B 3 A4 E D B s
T , g
F F S WIA 1
[T rArrarme 5
-F -F
M, s m A -2 -2
Ly i
B 117
No A
F F S 2 2
— Mt $
Az integralok kiszamitésa:
J‘ thOmw dS —
@31 EIx

=L ! 0+4ﬂ£+Fl-l +£ Fl-l+4Fl§l+Fl'2l +i Fl-2l+4ﬂl+0
I.E (6 22 6 2 6 2

3 3 3 3
1 {ZFI L OFP  4FI } 1 (EFPJZSFI

“IE| 6 6 6 | LE\6 20 E
IMdSZL{z_Z[F.2+4.F.2+F.2]}=4_Fl
o AE AE | 6 AE
SFI°  4FI
w, = +—
21 E  AE
7.4.4. feladat: Rudszerkezet elmozdulasa és szégelforduldsa
T Y M, Adott:
A4 ¢ B [=1,2 m, [, =50000mm®,
. l N M, =31 kNm, E =2,1-10° MPa.
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Feladat:
a) A C keresztmetszet S pontja y irdnyl v elmozduldsanak meghatarozasa.
b) A B keresztmetszet x tengely koriili ¢, szogelforduldsanak meghatarozasa.
A nyirasbol szarmazoé alakvaltozasi energia elhanyagolhato.
Kidolgozas:
a) A Ckeresztmetszet y irdnyl v, elmozduldsanak meghatérozasa:
Castigliano tétel alkalmazéasa: U = U, .
Azigénybevételek: T, =T, + Fi 1, és M, =M, ,+ F m,,

ahol 7, és m, az egységnyi Fy, -hoz tartoz6 nyiroerd, illetve hajlitonyomatek.

2

. ou 0 J‘(th0+FCymv) 2 _

- = = =

OF, oF, 21 E
“lF, =0 oo F, =0
1 1
=ﬁ J.(M’“‘O +F@m‘,)mv dz =ﬁ M, m, dz.
x ) FCy =0 x= ()

Az eredeti terhelés igénybevételi abrai: Az F,, =1 N -hoz tartoz6 igénybeveteli
Tamasztoerék: F, =-F, =-M abrak:
Téamasztoerdk: F, =F, =-0,5kN.

0
le !
4 C B =M, Ty TFCy =1kN
' C

<«

v

/1.

I\ 5 Z A | B =z
M, / M, 4 { W%i//'
;] 'T 0,5kN‘ ,2m 0,5kN
A -
& ]

zZ
> th [_] 0’5 0’5 -
_M, M, AR >
i 7 —0, UL o, 5
‘k —
M, M, m.A [m]
z 1/4=0,3
> z

Az integral kiszamitasa:
[um =t ona Mol Mo ), LM 30, 1

s 48 24| 26| 24 4
_ LMl M LML 3M, :MOZZ‘
121 8 8 12| 8 8 16
2 6 2
Az elmozdulés: v, = L Ml __31:10 1200 =26,57 mm T.

I.E 16 16-5-10*-2,1-10°

X

A Cpont F, irdnyaban, vagyis felfel¢ mozdul el.
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b) A B keresztmetszet z tengely koriili ¢, szogelfordulasdnak meghatarozasa:
Castigliano tétel alkalmazasa: U = U,
Azigénybevételek: T, =M 1, és M, =M, m,,

ahol 7, ¢s m, az egységnyi M, -hoz tartozo nyirderd, illetve hajlitonyomatek.

2
0. = 8U _ a J‘ (Mmeq)) dZ _
. = = =
oM, |, _ oM, 21 E
B MBx_ Mo Bl ® MBx:_MO
_ 1 _ 1 2 _ 0 2
=— J‘(Mmew)m(/,dz =— —Mojm(ﬂdz =— Jm(pdz
LE| g M. =M LE o) )
Bx 0
Az egységnyi M, -hez tartozé igénybevételi abrak:
Ty M, =1kNm
A Bl
% .z
1 7
7 e ! M
t,s [1/m ]
1 1
[ I

3
»
||_|
[ —
—_
A
<—

\A

1

: . I 1Y [ 1
Az integral kiszamitasa: J.m; dz=—|0+4 (——J +(=1)? |==2=—.
0 6 2 6 3
M .10° -

o L__ 31 1(3 12005:_0,118 rad. )
I.E3 3.5-10"-2,1-10

A B keresztmetszet oramutato jardsaval megegyez6 irdnyban (M, irdnyaban) fordul el.

A szogelfordulas: ¢, =—

7.4.5. feladat: Kéttamaszu konzolos tarto elmozduldsa
Adott:

A)Y
[=2m, I.=5-10" mm*,
4t4 B C J  4=3kN/m, E=2,1-10° MPa.
7 A nyirasbol szadrmazéd alakvaltozasi

energia elhanyagolhato.

Feladat: A C keresztmetszet y iranyl elmozduldsanak meghatarozasa.

Megoldas:

120



Azigénybevételek: T =T, + F.t, és M, =M, ,+F.m

Cy" v

ahol 7, és m, az egységnyi F, -hoz tartozo nyiroerd, illetve hajlitonyomatek.

2
. oU 0 J‘(th0+FCymv)
o= =
oF, OF, 21 E
@lF, =0 & KO F, =0
1 1
=ﬁ I(tho +Fcymv)mv dz =ﬁthx0mv dz .
) F.o—0 <~
Cy

Az eredeti terhelés igénybevételi abrai: Az F, =1kN-hoz tartozé igeénybeveteli
Tamasztoerok: F, =F, =ql/2. abrak:
Témasztoer6k: F, =1kN, Fy =-2kN.

AY
AN B ¢ Ty F., =1kN4
al @ 4 5 a3
2 / / 7 W%
TA 42 1kN . / =?iﬂN / R
%l tv ’ [_]
> 1 1
AR
M, A o o ey,
2 ]
z
q 8
v -
l4
Az integral kiszamitésa: I M, ,m, dx= LA
o 24
, 1 [q 14]
Az elmozdulas: v, =——| =— [=190,5 mm T.
I E\ 24
A Cponty irdnyaba ( F,, iranyaba), vagyis felfelé mozdul el.
7.4.6. feladat: Tortvonalu tarto szégelforduldsa
Adott: A tartd6 méretei, tovabba I =8- 10° mm* Ay
E=2-10° MPa. ¢ §B
Feladat: A C keresztmetszet szogelfordulasanak a meghataro- = 8
z4sa. z 2m
Megoldas: AN v x
A C keresztmetszet szogelfordulasa: ¢, =-1,67-107 rad ¢ . ” 2m

121



7.5. Gyakorlo feladatok statikailag hatarozatlan ridszerkezetek tamasztoerdinek
meghatarozasara

7.5.1. feladat: Statikailag hatdrozatlan tarto tamasztoerdi és igénybevételi abrai

Adott:

. [=2m, F=32kN, I, =50000 mm*,

> E=21-10° MPa .
A nyirasbol szarmazo alakvaltozasi energiat
elhanyagoljuk.

Feladat:

a) A tarto statikai ismeretleneinek €s a statikai egyenletek szamanak meghatarozasa.

b) A tartd statikailag hatarozotta tétele.

c¢) Kinematikai el6iras a b) pontban kijelolt feladathoz €s az ismeretlen tAmasztéeré meghata-
rozésa a Castigliano tétel segitségével.

d) A tobbi tamasztderd koordindta meghatarozasa.

e) A statikailag hatarozatlan tarto igénybevételi abrainak megrajzolasa.

f) A tarto veszélyes keresztmetszetének meghatarozasa.

Kidolgozas:
a) A tart6 statikai ismeretleneinek €s a statikai egyenletek szamanak meghatarozasa:

Az ismeretlen tamasztoerd koordinatak sza-
ma: F,, F,, Fp, F,, = n=4.

Az> Ay By»

Statikai egyenletek szdma: n, =3.
A tarto statikailag egyszeresen hatarozatlan.

b) A tarto statikailag hatarozotta tétele:

A tartot haromféleképpen lehet hatarozotta tenni:
- Elhagyjuk az 4 pontban az y irdnyu tamasztast.

- Elhagyjuk a B pontban az y iranyu tamasztast.
- Elhagyjuk a C pontban az y irdnyl tamasztast.

Ha a harmadik esetet valasztjuk, akkor a tartd igénybevételei:
T,=T,+Ft., M, =M,+F m..

A C ponti megtamasztas elhagyasaval statikailag hatarozotta tett tartd igénybevételi abrai:
A statikailag hatrozott tart6 eredeti terhelé- Az Fp, =1kN terheléshez tartozo tamaszto-

sének tamasztoerdi ¢s igénybevételi abrai:  ergk igénybevételi abrai:

oy F Ty F,, =1kN4
. 4 B D C 2 i 4 B D C z

21 [ [ P 21/ Vi R N

F ! Ll
Ay r T l;y rFs " TF B’;

Ay

A
N
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Az eredeti terheléshez tartozd tAmasztoerd- Az F,, =1kN terheléshez tartozo tamaszto-
rendszer meghatarozasa:

eré-rendszer meghatarozasa:
M,=0=21F; -31F = F,=15F, M,=0=21F; +4lF, = F;=-2F,,
M,=0=-21F; -IF = F; =-05F, M,=0=-21F+2IF, = F;=F,,
F. =0=F, = F,_=0. F.=0=F, = F,=0.
Az eredeti terheléshez tartozo igénybevételi Az egységnyi Fy, terheléshez tartozo igeny-

abrak: bevételi abrak:

nalN] . et [1]
T S z
~LF LF Ay,
M, A [kNm] Fl m. A [m]
- >
g 21

¢) Kinematikai eldiras a b) pontban kijelolt feladathoz és az ismeretlen tdmasztéeré meghata-
rozasa a Castigliano tétel segitségével:

Kinematikai el6irds: a C pont y irdnyl elmozduldsa zérus (v. =0).

Castigliano tétel: v, = ou =0.
Cy
e (M, +F, m.)|

U= | —t—dz, M,=M,+Fym., = U=|[—""=""d.

a2l E ’ an 21 F

. i 1
A kinematikai el6iras: v, =8—U =0=— j (MO +F, mcj m, dz

FC) I)c E (40 ’
j M, m.dz
1 a1

O=——| | Mym.dz+F,, | mdz = F =-%

1, E((i[) ’ (Z‘;) ’ J. m;. dz

Az integralok kiszamitasa:

21 Fl

[ My me dz =g{0+4(7j(—1)+(F 1)(—21)}

L (£ 2]t

21 2 2, 21 2 2 327
m;. dz ="~ 0+4(-1 =21 —I(-27)+4(-/) +0|= .
(J])Cz6[+()+( )}+6[( )+()+J .
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3
_BFF 13 Az F,, pozitiv, tehat a felvett F, irdnyéba, vagyis

6
F=——=—F=13kN. :
Cy 30 ) felfelé mutat.

6

d) A tobbi tdmasztderd koordinata meghatarozasa:
F.=F_+F.=0, F, =F +F;=-0,5F+F,=-3kN,
Fy, =Fy +F; =1,5F-2F, =22kN,

F,, =13kN.

e) A statikailag hatarozatlan szerkezet igénybevételi abrainak a megrajzolasa:

Ty 32kN
4 B _yD C 3
BN oo k]
THeN] 19

zZ
3 uHHHH“‘””””W—3_13 ‘HHHHHHH -13
M, A[kNm)] 12

z

~26

f) A veszélyes keresztmetszet meghatarozasa:

Veszélyes keresztmetszet: D™ .

A veszélyes keresztmetszet igénybevételei:
T,=19kN, M, =-26kNm.

Az igénybevételeket az abra szemlélteti.

7.5.2. feladat: Statikailag hatdrozatlan tarto tamasztoerdi és igénybevételi abrai

y Adott:
% A tortvonalu tarté méretei, terhelése és
T A]s I, = alland6, E =2,1-10° MPa .
2m| A nyirasbol szarmazé alakvaltozasi energiat
o7 t_f c z elhanyagoljuk.
3kNmE 4m 7
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Feladat:

a) A tartd ismeretlen tdmasztoéerd koordinatai szamanak és a statikai egyenletek szamanak
meghatarozasa.

b) A tarto statikailag hatarozotta tétele.

¢) Kinematikai eldiras a b) pontban kijeldlt feladathoz és az ismeretlen tAmasztoerd koordinata
meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével.

d) A tobbi tamasztoerd koordinata meghatarozasa €s az igénybevételi abrak megrajzolasa.

Kidolgozas:

a) A tartd ismeretlen tdmasztoerd koordinatai szamanak és a statikai egyenletek szamanak
meghatarozasa:

Az ismeretlen tdmasztoerd koordinatak szama:

Fo . Fo,Fo, b, = n=4.

A statikai egyenletek szama: n, =3.

A tarto statikailag egyszeresen hatarozatlan.

4m

b) A tart6 statikailag hatarozotta tétele:

A tartot négyféleképpen lehet statikailag hatarozotta tenni:
- Elhagyjuk az 4 pontban az y iranyl megtamasztast.

- Elhagyjuk a C pontban az y irdnyu megtamasztast.

- Elhagyjuk az 4 pontban az z iranyl megtamasztast.
- Elhagyjuk a C pontban az z irdnyl megtdmasztast.

Ha a negyedik esetet valasztjuk, akkor a tarto igénybevételei:

T=T,+F.t.,M, =M,+F._m,.

A C pontbeli z iranyl megtamasztas elhagyasaval statikailag hatarozotta tett tortvonalu tartd
igénybevételi abrai:

Eredeti terheléshez tartozd igénybevételi A Fp, =1kN terheléshez tartozo igénybe-

abrak: vételi abrak:
y
"
Fy
% F
44 Ls D
2m y
s o
z vy L> C FCZ z
> A
B
4m 7
A tdmasztderd-rendszer meghatarozasa: A tdmasztderd-rendszer meghatarozasa:

z

M,=0=-4F, +3 = F,=075kN, M,=0=—4F)-2F, = F!=-05F,
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M,=0=4F, +3 = F, =-0,75kN,

=0=—-4F +2F, = F;=05F.,
F;ZOZF/;z = F/;zzo F;=0:F1<1'2+FCZ = FAz:_FCz'
Az eredeti terheléshez tartozé nyomatéki abra:

Az egységnyi [, terheléshez tartozé nyo-

matéki abra:
A B C i A B C i
M, A [kNm] mc4 [m] o)
) S
-3

¢) Kinematikai eldiras a b) pontban kijeldlt feladathoz és az ismeretlen tAmasztoerd koordinata
meghatdrozasa a Castigliano tétel segitségével:

Kinematikai el6iras az, hogy a C pont z irdnyu elmozdulasa zérus (w, =0)

Castigliano tétel: We = v _ 0.
oOF,

Cz

2
U—jM ds, M, =M,+F.m., = U:fM
21 E

) ds .
(6m) 2’ [x E
A kinematikai el6iras:

1 1
WC:@U =0=—J(M + I, mc)mcdS——ijcder FCZI m;. ds =
a}TCZ IXE (6m) E (6m) x (6m)
J M,m.dz+F, .[ m; dzJ
] E {(6;71) (6m)
Az integralok kiszamitasa:
[ My mc dz_—[ ~3:2+4(-15)1+0]=-8 kNm’,
(6m)
J- ) 2 2 2] 4 2 2 3
m’ dz=—[0+4(1) +(2) }+—[(2) +4(1) +0J=8m .
(6m) 6 6
A F, tamasztderd koordinata meghatdrozésa:
I M, m. dz
F.= —(6”’)—2 - 1kN. Az F,, pozitiv, tehat z irdnyaba mutat.
I m¢. dz 8
(6m)

d) A tobbi tdmasztderd koordinata meghatarozasa €s az igénybevételi abrak megrajzolasa
F,=F, +F;=-075+0,5=-0,25kN,

F, =F, +F! =0,75-0,5=0,25kN,

F, =F_+F!=0-1=—1kN.
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s .
4 B ¢ > Veszélyes keresztmetszetek:
1 Hajlitasra és nyirasra: B,

S

> Huzasra: B".

S

+0,25
s

7.5.3. feladat: Statikailag hatdrozatlan tarto tamasztoerdi és igénybeveteli abrai

Ty Adott:
4 l g=4kN/m g C z A tarté méretei, terhelése és / E = allando.
> A nyirasbol szdrmazé alakvaltozasi energiat elhanya-
" 2m 7 2m 7 goljuk.
Feladat:

a) A tarto statikai ismeretleneinek és a rendelkezésre allo statikai egyenletek szamanak meg-
hatarozasa.

b) A tarto statikailag hatarozotta tétele.

¢) Az ismeretlen tamasztoerd koordinata meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével.

d) A tamasztoerok meghatarozasa egyensulyi egyenletekbdl és az igénybevételi abrak megraj-
zolasa.

Kidolgozas:
a) A tarto statikai ismeretleneinek és a rendelkezésre allo statikai egyenletek szaméanak meg-
hatarozasa:

¥ Ismeretlenek: F, ,F, ,Fy ,Fe, .
A statikai egyenletek szama 3.
%q =4kN/m p c 2 A tartd statikailag egyszeresen hatdrozatlan.
i "2 i
m m
F, < F.

By
b) A tarté statikailag hatarozotta tétele: elhagyjuk a B gorgot.
T Y Y

FAzAlq:4kN/m B C z Y \ 23] C

2m ” 2m ’ 2m 2m
F, F F—»4—4
& Fy Fe, » Fe

2y

\A
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¢) Az ismeretlen £ tamasztoeré meghatdrozasa a Castigliano tétel segitségével:
Eredeti terheléshez tartozo tamasztoeré- Az F, terheléshez tartozd tamasztderd-
rendszer meghatarozasa:

rendszer meghatdrozasa:
F,=(2+2)-4=16kN, F,_=0,

FAz:O’
M,=0=-2F, +4F, M, =0=-2F, +4F,
16 F
=9 _""_ __ B _
o= =5 =8N, Foy =—-=0,5kN,
F,=0=F -F+F,, F,=0=F, —F, +F,,
FAyqu—FCy=16—8=8kN. FAy=F3y—Fcy=1—0a5=0:5kN-

A statikailag hatarozotta tett tarto igénybevételi abrai:

Eredeti terheléshez tartozo igénybevételi Az F, =1kN terheléshez tartozo igénybe-
dbrak: vételi abrak:

y
A 4
1 kN
AlY g=4KN/m c z AI by ot
B 2 »
kN kN 0,5kN e
T, A [kN] s [l]
8
Z} 0’5HHHH\HHHHHH\ Z>
-0,5
-8
M $[kNm] mpl]
z £
S I
-8

Az ismeretlen tamasztoerd koordinata meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével:

A kinematikai el6iréas az, hogy a B pont y iranyu elmozdulésa zérus (w, =0).

. ou
Castigliano tétel: Wy = =0.
OFy,
(M, +F,, m j
—j dz, M, =M,+F,m,, = Us= j dz .
(21)21 an 21 F
A kinematikai eldiras:
ou 1 1 1
Wy = =0=—I(M0+F mB)dez——jMOmBa’Z+—FByJ~ m, dz =
aFBy IxE 2 1 E 20 IxE e)
1
:E{j M, my dz+ F, I m, dzJ.
=\ an Q@
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Az integralok kiszamitésa:

[ Mymy dz=2[ M, m, dz=23{0-0+4-(—6)-(—0,5)+(—8)-(—1)}=3(12+8)=ﬂ,
@n %) 6 3 3
2 2 2) 2 4

s dz=2|mydz=2=00"+4-(=0,5)" +(-1) {==(1+1)==.
(i[)mBz J)mgz O 4 (-0.5) + (1) | =5 (1+1) =3
A F,, tamasztoerd koordinata meghatarozasa:

f Mym,dz 40

Fy, = 3 __jokN. Az F,, negativ, tehat y irdnyaba mutat.

Imz dz

2hH

[SSHINN

d) A tamasztoéerok meghatarozasa egyensulyi egyenletekbdl és az igénybevételi abrak megraj-
zolésa:
A tobbi tamasztoéerd koordinatat az eredeti tartora

felirhat6 egyensulyi egyenletekbdl hatdrozzuk meg: A tart6 igénybeveteli dbrai:

M,=0==2F +2F, +4F,, Ay
1 1 g =4kN/m C
FCy:E(F;_FBy)ZE(16_10)=3kN’ ii 2 ‘
A
F,=0=F, —F +F, +F,, 2m 2m A
F,=F ~F, —F,=16-10-3=3kN. 3N llokn 3N

7.5.4. feladat: Statikailag hatdrozatlan tarto tamasztoerdi és igénybevételi abrai

AY Adott:
A tortvonali tartd méretei, terhelése és
c ;B I E = 4llando.
7 A nyirasbol és a huizads-nyomasbol szarmazo

g 'm alakvaltozasi energiat elhanyagoljuk.

@

IS
—14 A i

" 2m
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Feladat:

a) A tarto statikai ismeretleneinek és a rendelkezésre allo statikai egyenletek szamanak meg-

hatarozasa.
b) A tarto statikailag hatarozotta tétele.

c¢) Az ismeretlen tamasztéerd meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével.
d) A tamasztoerok meghatarozasa egyensulyi egyenletekbdl €s az igénybevételi abrak megraj-

zolasa.
Kidolgozas:

a) A tarto statikai ismeretleneinek és a rendelkezésre allo statikai egyenletek szamanak meg-

hatarozasa:
A)

a
S°
o

b) A tart6 statikailag hatarozotta tétele.

Ay
C B
§ 2m | Fp,
i,
ILAZ_S’ 4 3
Z
F, 2m

Ismeretlenek: F, ,F, ,Fy F, .

Ay>
A statikai egyenletek szama 3.

A tartd statikailag egyszeresen hatdrozatlan.

Ay
C B FBZ‘
2
271’1'1 F By
FAZ A {

c¢) Az ismeretlen tamasztéerd meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével.

Az eredeti terheléshez tartozo tdmasztoerd-
rendszer meghatdrozasa:

F,=2-2=4kN,

F.=0=F,_+2-2,= F_=-F =-4kN,
M,=0=-F, -142F,, = FB},=%=2kN,
F;r:():FA}'+FB}” = FAy:_FBy:_sz'

Az F, =1kN terheléshez tartoz6 tdmaszto-
er6-rendszer meghatarozasa:

F;:OZFAZ+FBZ7 = FAz:_FBz:_lkN7
M,=0=2F, -2F,, = F, =F, =1kN,

Bz >

Fy=O=FAy+F

By >

= FAyz—FByz—lkN.

A tamaszto erOrendszerek szemléltetése a tarton:
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Ay Ay

a
(o]
a
>
3?1
Il
=
Z

4N z 4] IKN

A statikailag hatarozotta tett tart6 igénybevételi abrai:
N(s)=N,(s)+Fyny(s), T(s)=T,(s)+Fyty(s), M, (s)=M,(s)+F,m,(s).

Eredeti terheléshez tartozo igénybevé- Az F, =1kN terheléshez tartozo igénybe-

teli abrak: vételi abrak:

4 L C 3 4 ;] :C >
N, AL[kN] n, A [kN]
2 [T 2 B LSS e LR
T, A |kN
°4 [kN] t, A [kN]
m S> 1\\\\\\\\\\\‘1””””” S>
o VLTI 5 1 1
M, A[kNm] mya (1]
s s
F% —4 —2
Az ismeretlen tamasztoeré meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével:
A kinematikai el6iras az, hogy a B pont z irdnyu elmozdulasa zérus (w, =0).
Castigliano tétel: Wy = v _ 0.
OF,,
M;, M,+F, m,)
U=[ 2t dz, M,=M,+Fm, = U= (M, + By ma)
(21)21xE an 21 F
A kinematikai el6iras:
ou 1 2
Wy = =0=— (M0+FBmB)deZ——J.MOdez+ FBZJ my dz =
aFBz IxE @n = @2n x 0
L J. M,my, dz+Fy, I m, dz |.
[xE (21) (20
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Az integralok kiszamitasa:

jMOdez= I M, my dz+ I M, my dz=

(20 (4C) (CB)
= 10044 () () (4)- (D) ({(4)-(-2)+4:(2) (1) +0-0} -
1 1 1 36
=—(12+8)+—=(8+8)==(20+16)=—=12
H(12+8)+5(8+8) = (20+16)= 2212,
2 2 2y 2 16
medz=2|m,dz=2=10"+4-(-1) +(=2) | ==(4+4)=—.
J o de=2] i dz =200+ 4 () + (2) ) =S (4+4) =3
IMOdeZ
A tamasztderd koordinata meghatarozasa: F, = B —— —2 = —2 =-2,25kN.
’ jmgdz 16
@ 3

Az F, negativ, tehat (—z) iranyaba mutat.

d) A tamasztoerck meghatarozasa egyensulyi egyenletekbdl és az igénybevételi abrak megraj-
zolasa:

A tobbi tamasztoerdt az eredeti tartora felirhato egyensulyi egyenletekbdl hatarozzuk meg.

F,=0=F, +F, ~2,25, Ay
F,=225-F, =225-4=-175kN, c B 0.25kN
M,=0=-1F, +2F, —2F,, R .
1 1 . E m 2,25kN
FByZE(F;+FBZ)=E[4+2~[—ZJJZ ‘E
O v DALLI z
- ——jz——=—0,25kN, > g
2l 2)7 4 2m
0,25 kN
F, =—F, =0,25kN.
A tart6 igénybevételi abrai:
e ls
A B c 3 A4 B c 3
\ \ \ ” \ \ \ -
VAN . TAL]
RN >
_0’25 _0’25 1’75 0’25 I I 0’25 S;
2,25 2,25 N
-2,25
]/ 175
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7.5.5. feladat: Statikailag hatarozatlan rudszerkezet tamaszto erdrendszere és igénybevételi
abrai

Adott:

[=1m, q,=2kN/m, I E = allando.

A nyirasbol szarmazd alakvaltozasi energiat elha-
nyagoljuk.

\ A

Feladat:

a) A tarto statikai ismeretleneinek és a rendelkezésre allo statikai egyenletek szamanak meg-
hatarozasa.

b) A tartd statikailag hatarozotta tétele.

¢) Az ismeretlen tamasztoerd koordinata meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével.

d) A tobbi tamasztoerd koordinata meghatarozasa egyensulyi egyenletekbdl és az igénybevé-
teli abrak megrajzolésa.

Megoldas:
a) A tarto statikai ismeretlenei €s a rendelkezésre alld statikai egyenletek szama:
% Ismeretlenek: F,_,F, ,F.,M, -4 db. skalar.
M, . A statikai egyenletek szama: 3.
fy A B l q=2kNm |p z A tart6 statikailag egyszeresen hatarozatlan.

A E
IR A R N

FAy|< >ie TF

Cy

b) A tart6 statikailag hatarozotta tétele.
y y

M, M, AF. =1kN
Pla Bl a=2m |, = Va THE:  p=
s ! zc s ! ZC

Eredeti terheléshez tartozd tamasztoeré- Az F, =1 kN terheléshez tartozo tamaszto-
rendszer meghatdrozasa:

eré-rendszer meghatarozasa:
F, =21q,=2-1-2=4kN,

F,.=0,
F,_=0, F},:O:FAerFCy,
F,=0=F,~F,, F. =—F, =—1kN,
F,=F, =4kN, M,=0=M, +2IF,,
M,=0=M, -2IF ,

“ M, =-2IF, =-2-1-1=-2kNm.
M, =2IF, =2-1-4=8kNm.

¢) Az ismeretlen tdmasztoerd:
Eredeti terheléshez tartozd igénybevételi Az F,, =1 kN terheléshez tartozé igénybe-

abrak: vételi abrak:
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8 kNm,, 2 kNm_ AF., =1kN
4B} 4=2kN/m | = 4 B C D Z
7N A1l
4
z 2kNm
i » z
LTI = >
A [m]
z
> - Z
IS
25
Castigliano tétel: Ve = v _ 0
OF,
J. M, m. dz
1 2 G
Voe=—ro | Mym.dz+F, | m.dz|=0 = Fo=——F.
IxE((J/) }é[) ’ I m;. dz
(3
. 4 1
Az integrélok: I M, m. dz= I M, m. dz+ J M, m, dzz—g, I m; d-=18
3D (4B) (BC) &
J. M, m.dz
. 4
A tdmasztoerd koordinata: F, = - Gh - _645 4,0325kN ~4kN .
I m. dz

)
d) A tobbi tamasztéeré koordinata és az

y
igénybevételi abrak:
7
—_0— g =2kN/m
F =0=F, -F, +F, = A Bl
- l »
“ >

D 3
F, =F, ~F,=4-4=0. ZC% z
M,=0=M, -2IF, +2IF, = Tarn
’ N [kN]
M, =2IF, -2IF,, =2I(F, - F,)=0. 2
z
\ .
th [kNm] 1
A Z
| | >
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7.5.6. feladat: Statikailag hatarozatlan rudszerkezet tamaszto erdrendszere és igénybevételi

abrai
Ay Adott:
[=1m, a=0,1m, b=0,2m, F, =2kN,
.4 B
S y M,=4kNm.
L A huzas-nyomasbdl szarmaz6 alakvaltozasi energiat
M beszamitjuk, a nyirasbol szarmazo alakvaltozasi energi-
Py it pedig elh ljuk
C’%x at pedig elhanyagoljuk.
!

Feladat: a) A tarto statikai ismeretleneinek és a rendelkezésre allo statikai egyenletek szama-
nak meghatarozasa.
b) A tart6 statikailag hatarozotta tétele.
¢) Az ismeretlen tamasztéeré meghatarozasa a Castigliano tétellel.
d) A tobbi tamasztoerd koordinata meghatarozésa €s az igénybevételi abrak megraj-

zolasa.
Megoldas:
a) A tart6 statikai ismeretlenei €s a rendelkezésre allo statikai egyenletek szama:
y
F, 4 B Ismeretlenek: F, ,F, ,F, ,M, -4 db.
% h A statikai egyenletek szama: 3.
F, i A tarto statikailag egyszeresen hatdrozatlan.
y
dM,
cP—x
|
| F Dz A D v z
S T
F,

Dy

b) A tarto statikailag hatarozotta tétele:

Ay VA
& A B F a4y = 1kN
= A A B A
L L
aM,
C ) A C A
! i
F Dz A D v z F Dz A D v z
i > i >
Z @Dx l MDX
F,, ‘ :IFD

135



Az eredeti terheléshez tartozo tamasztoero-

rendszer meghatarozasa:

F,, =0,

F, =—F,=-2kN,

M,=0=M,-M,-2I

F

M, =M, +2IF,=4+2-1.2=8kNm.

Az F ay = 1kN terheléshez tartozo tamaszto-

er6-rendszer meghatarozasa:
F, =0,

Fp,, =-F, =-1kN,
M,=0=M,-IF,,,

M, =IF, =1-1=1kNm.

c¢) Az ismeretlen tamasztéerd meghatarozasa a Castigliano tétel segitségével.

2kN

Ay

e

= Ad

NA [kN] s
N "
) 4 kKNm )
mAN] TR
MoT[kNm] 8 kKNm
S
-2 .
_6 _8

VA
1kN
A= B A

1 kNm

llkN 1 kNm
A B |
leN TN D &N

—_—

[—

\ B¢

1A [1]

—_—

S

lkNmJ[
m A [m]
Ml i

Az ismeretlen tdmasztoeré meghatarozasa a Castigliano tétellel
Kinematikai el6iras: az 4 pont y irdnya elmozdulasa zérus (v, =0).

Castigliano tétel: v, = v _ 0
oF,,
1 N 1
U=U,+U, == | ——=ds
v AE 2

136

(30

@n tx

M2
+= .[ —h’]}ds, N=N,+Fyn,, M, =M,+F m,.



2 2
=0= v =i(UN+UM)= 0 {lj‘ My ds+lJ. N dst

%
4 oF, OF, OF, 25, I E 23, AE
o [1 ¢ (N +F,n, (M, +F,m )2
— Z J 5+ — J. ds |=
aFAy 2 31) AE (31)
1

AE (N +F, nA)nAds+I—(j) (M, +Fm, ) ds =

1 1 1
=—— | Nyn,ds+——F,, | n’ds+—— | Mym,ds+——F, | m ds
<3Il> 4E '<£> IXE(JI) I E y(sjn

L Nyn,ds+—— IMmds LINOnAdswLJMOmAds
AE ) L E g 4 &) &)
FAv: = — I
. 2 2
—InAds+—_[mAds ‘J. ds+J‘mAds
AE ) I E ) 4 @) &)

Az Osszefiiggésben szereplé mennyiségek kiszamitasa:
I, ab® _b* 200° 40000 10000

X

b

A 12a¢b 12 12 12 3

jNOnAdS=O, jMOmAds= J M m ds + _[ M m ds =8
(31) (31) (BC) (cp)

InAzds=j nlds =2, ImAzds= I m }ds + I mAzds=z.
G (D) G (p) (i0) 3

A F,, tdmasztoerd koordinata meghatarozésa:

I
Zx I Nyn ds+ j M m ds
F, =-— ) 2 .001199%0 KN,
v I, I ) ) 20007
| nSds+ ImA ds
4 &) (1)

d) A tobbi tamasztoerd koordinata meghatarozasa egyensulyi egyenletekbol és az igénybevé-
teli abrak:
F,=0 = F, =0,

F, =—F,=-2kN,

M,=0=M,-M,-2IF,, M,=M,+2IF,=4+2.1.2=8kNm

A tart6 igénybevételi abrai:
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