8. RUGALMASSAGTANI EGYENLETEK

8.1. A rugalmassagtani peremérték feladat

Adott: - a test/alkatrész alakja és méretei,
- a test/alkatrész anyaga,
- test/alkatrész terhelései és megtamasztasai.

Keresett: u , F , 4, u, atest szilardsagtani allapotait jellemz8 mennyiségek.
u(x,y,z) atest tetsz6leges P(x,y,z) pontjanak elmozdulas vektora,
F(x,y,z) atesttetsz6leges P(x,y,z) pontjaban a fesziltségi tenzor,
A(x,y,z) atest tetszbleges P(x,y,z) pontjaban az alakvaltozasi tenzor,

u(x,y,z) atesttetszéleges P(x,y,z) pontjaban a fajlagos alakvaltozasi energia.

Kerdés: Milyen altalanos 0sszefiiggések allnak fent ezek kozott az allapotjellemzé mennyisé-
gek kozott?

Valasz: A rugalmassagtani egyenletek.

8.2. Az egyensulyi egyenletek

A vizsgalt test tetsz6leges alaku.

A testbdl kiragadunk egy olyan V tér-
fogatot, amelyet az A zart feliilet hata-
rol és amely teljes egészében a vizsgalt
test belsejében helyezkedik el.

A (V) kornyezetének mechanikai hatasait erdkkel vessziik figyelembe:
- az elemi térfogaton megoszl6 erd: dF =gGdV
- az elemi feliileten megoszl6 eré: dEF =pdA=F-7idA.

— Y=

dA
A (V) testrész egyensiilyban van: F=0= I Ggav + Cﬁ F-iidA.
) (4)
Matematikai emlékeztetd: a Gauss (kiejtése: gausz) - Osztrogradszkij-téle integral atalakitasi
tétel:

$ Fida= [ F-var
4 v

4) )
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A Hamilton-féle (kiejtése: hemilton), vagy nabla (kiejtése: nabla) differencial operator derék-

sz0gll descartesi (kiejtése: dékarti) koordinata-rendszerben: V= EEX + ié + iéz ,
Ox oy’ oz

Az integral atalakitasi tételt alkalmazva: F=0= I ( F-V+gq ) ar.
)
Az integralnak barmely (V) valasztas esetén el kell tinnie = az integrandusz zérus.
Az egyensulyi egyenlet:
F-V+§ =0. (vektor egyenlet =3 db skalaris egyenlet).

A skalaris egyenletek derékszogli descartesi (dékarti) koordinata-rendszerben:

- .. . 0. 0. 0. . =
(pxoex+pyoey+pzoez)- —eé +—¢,+—¢ |+g=0.

ox * oy oz
_i_
o, T, T a(3x q, 0
Matrix alakban felirva: |7, o, 7, ||—|+ ¢, |=| 0]
oy g
sz sz O-z E qz
L0z |
A matrixszorzast elvégezve, harom skalaris egyenletet kapunk:
0 or,, 0
Ix T Ol +q, =0,
ox oy Oz ’
or do, Ot
S —2 4+ —"+4¢q, =0,
ox oy 0z g
0 or,
sz + 24 + aGz +qz :O
ox oy Oz

Egyensulyi egyenletek: kapcsolat a térfogati terhelés €s a bels6 erdrendszer/fesziiltségi allapot
kozott.

Az M o =0 egyensulyi egyenletbé] az F fesziiltségi tenzor szimmetridja vezethetd le.

8.3. Kinematikai (geometriai/ kompatibilitasi) egyenletek

0 I’_[Q =u A test egy tetszdleges P pontjanak elemi kornye-
zetét vizsgaljuk meg.

A Q pont a P pont elemi komyezetében helyez-
kedik el.

dr=dxe +dye, +dze, .
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Az elmozdulasmezd: ﬁzﬁ(x, y,z) = u(x,y,Z)E)r + v(x,y,z)éy + w(x,y,z)éz .

A P ponthoz képest a Q pont elmozdulasa: Au=ui, —up,=u —iip.

Sorfejtés:
i(x,y,z)= Up +6_u dx+a—u dy+a—u dz+(( ............... ))
—— . Ox|p W |p Z |p
mertheS’tSZCm magasabbrendﬁ
eltolas linearis rész tagok
Linearis kozelités esetén: Au = du = ou dx + oL dy + oL dz .
Ox|p > |, 7. 0z]p 7,
e -dr dr -dr
Minden tagbdl d7 -t kiemelve: du = o, e, +a—uoé + o, e, |-dr=D-dr
ox o 7 oz =
Az elmozdulasmez§ derivalt tenzora:  D=uoV (Nem szimmetrikus tenzor).

A derivalt tenzor felbontdsa (minden tenzor felbonthatd egy szimmetrikus és egy ferdeszim-
metrikus részre):

D= l(D+DT) + l(D—DT) - A+V.
szimmetrikus ferdeszimmetrikus
rész 1ész

A forgato tenzor: a P pont elemi kornyezetének merevtestszerii szogelfordulasat jellemzi.

1
Z=§(

1 . .
D- QT )=E(ﬁ oV —Voii) (ferdeszimmetrikus).

Az alakvaltozasi tenzor: a P pont elemi kornyezetének alakvaltozasat jellemzi.

£:%(2+2T):%(gov+voﬁ) (szimmetrikus).

Kis alakvaltozasok esetén ez a tenzoregyenlet a kinematikai/geometriai egyenlet.

A tenzorok matrixa részletesen kiirva:

PRI ou ou ou ou v ow]

& 27xy 2]/” ox 0y Oz Ox Ox Ox
[A]=l7x e Ly |, [D]zﬂ v [Dr]za_” v ow
=1 12" yoo2 = ox oy oz = oy oy oy

1 1

Ve =7, & ow ow ow ou Ov Oow

1277 2 | ox oy oz | Loz &z oz ]
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Az alakvaltozasi tenzor koordinatai (elemei):

I 1] ou 1fou, ov 1(5_%@)
&y 57/ Xy 57/ Xz Ox 2 6_)/ ox 2\ 0z Oox
1 1 I{ov ou ov I{ov ow
|:A:|: _}/vx gy _72 il ol i s A Sl AT AT .
=1 12" 2 2\ ox oy oy 2\ 0z oy
1 1
E]/zx Eyzy g, l[a_w.’_a_uj l @4_@ 8_W
- - |2\ox 0z) 2\ oz 0Oz |
Skalaris egyenletek:
g =01 _, 0w v
G Vip =7 oy ox
ov ov  ow . . L.
& =—, Ve =V ="t+— a szimmetria miatt hat skalaris egyenlet.
oy 0z 0Oy
L oo
z aZ s 7XZ }/ZX aZ ax

Kinematikai egyenletek: kapcsolat az alakvaltozasi tenzor és az elmozdulas vektor koordinatai
kozott. (Az alakvaltozasi tenzor elemei nem fliggetlenek egymastol —
a harom elmozdulasmezébdl szarmaztathatok.)

8.4 Anyagegyenletek — altalanos Hooke torvény

OA Az altalanos Hooke (kiejtése: huk) torvény a linearisan rugalmas,
izotrop anyagi viselkedést irja le.

Linearisan rugalmas: az alakvaltozasok és a fesziiltségek kozott linea-

ris fiiggvénykapcsolat van.
Izotrép: az anyagi viselkedés iranytol fliggetlen. (Példaul a fémek ese-
tében.)

Linearisan rugalmas alakvaltozas esetén a szakitdo diagram lineéris
szakaszan vagyunk.

&

Az altalanos Hooke torvény két, egymassal egyenértéki alakja:
vE,

A= p g,
=26\ = 1+v=

Az egyenletekben szerepld mennyiségek jelentése:

v A, Ej
1-2v=

B) £:2G(é+

G — csusztato rugalmassagi modolus ) B
) , . anyagjellemzok,
v — Poisson tényezo

F, —afesziiltségi tenzor ., . .
T els6 skalar invariansa ,
A, —az alakvaltozasi tenzor
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0
0| az egységtenzor.
1

—
Il &=
[
Il

S O =

S~ O

Az o) alak skalaris egyenletei:

S_LO' —L(O' +o +0') i

G| T\ T T T T
1 [ v 7.

- T LA P

€ —L_a —L(a +o +0') .7

V4 2G_ z 1+v X y V4 > 7/)(2

A p) alak skalaris egyenletei:

o,=2G gx+1_V2V(gx+gy+gz)} , 7,=G7y»

c,=2G 8y+1_2v(ex+ey+gz)} , r.=Gy,. ,

o.=2G €z+1_V2V(‘9x+‘9y+5z):| , 7,=Gy.. .

Anyagegyenletek: kapcsolat az alakvaltozasi jelemzok ¢€s a fesziiltségek kozott.

8.5. Peremfeltételek

Dinamikai peremfeltétel: F -n=p,.
A p, eldirt (ismert) feliileti terheles az 4, -n.
Kinematikai peremfeltétel: i =i, .

Az u, eldirt (ismert) elmozdulds az 4, -n.

8.6. A rugalmassagtani peremérték feladat megoldasa
Egzisztencia és unicitds: Bebizonyithatd, hogy a rugalmassagtani egyenleteknek adott perem-
feltételek mellett egy és csak egy megoldasa létezik.

Egzakt megoldas: A keresett mezok (fliggvények) minden rugalmassagtani egyenletet €s pe-
remfeltételt kielégitenek.

Kozelito megoldas: A keresett mezok (fiiggvények) a rugalmassagtani egyenletetek és perem-
feltételek nem minden egyenletét elégitik ki.
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8.7. A kompatibilitasi (0sszeférhet6ségi) egyenlet mas alakjai

a) A Saint-Venant (kiejtése: szan-venan) — féle kompatibilitasi egyenlet:

Tenzorialis alak: V x é xV = 2 .

Skalaris egyenletek a derékszogii descartesi koordinata-rendszerben (DDKR-ben):

82}/xy — azgx azgy i ayx)’ + a7/xz _ a}/}’z _2 az‘gx
oxdy oy o’ oxl &z oy ox dyoz’
827)/2 — azg}’ + 82‘92 i a7/)12 + 67xy _ 672x =2 azg}/
yoz oz¢ ot oyl ox oz Oy dzox’
azyxz 26282 + 628}5 i ayzx + ayyz _ ayx)’ :2 828x
dzox  axt ot oz\ oy Ox Oz oxdy’

Fizikai tartalom: az alakvaltozasi tenzor koordinatai nem fliggetlenek egymastol.

b) A Beltrami-Michell (kiejtése: beltrami-micsel) féle kompatibilitisi egyenlet:

A Saint-Venant — féle kompatibilitasi egyenletbe behelyettesitjik a Hooke-torvényt és

Gg=0.
Tenzorialis alak: (1+ V)A£+ VoVF, =0.
A Laplace (kiejtése: laplasz) — féle differencial operator DDKR-ben:
0 o &
A=VV =—2+—2+—2.
ox~ oy oz
Skalaris egyenletek a DDKR-ben:

O°F, 0°F,

(I+v)Ao, + = =0, (1+v)Ar,, + oy =0,
O°F, O°F,

(1+V)A0'y + 6y21 =0, (1+V)A2'yz+ 8y8; =0,
O’F O’F

1 A L—( 1 A —L=0.

(I+v)Ao, + > =0 (1+v) TXZ+8x62

Fizikai tartalom: Az alakvaltozasi jellemzék kozotti Gsszefiiggések kovetkeztében a fesziilt-
ségi tenzor elemei kozott a fenti 6sszefliggések allnak fenn.

8.8. Gyakorlo feladatok a rugalmassagtani egyenletekre

8.8.1. feladat: Az altalanos Hooke torvény

Adott: A izotrop, linedrisan rugalmas test P pontjaban a fesziiltségi allapot: o =70 MPa,
o,=50 MPa, o, =10MPa, 7, =7,_=40MPa, tovabba az anyagi viselkedést jel-

lemz6 mennyiségek v =0,3, G =0,8x 10° MPa.
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Feladat: A P pont alakvaltozasi allapotanak meghatarozasa és szemléltetése elemi triéderen.

Kidolgozas:

Az altalanos Hooke-torvény: 4 :L( - F, E)
= 26\= 1+v '=
14 0,3
F,=0,+0,+0. = 70+50+10 =130 MPa, = 130=30 MPa .
y 1+v 1+0,3
10° 4 T
=—(70-30)=2,5%10", =y =29,
X 1,6 ( ) j/x} 7}" G
10° B 4 7,
gy=1,—6(50-30)71,25x10 » Ve=1y = =0,
10° 4 T 40 4
g, = 10-30)=-1,25%10", =y =—= =5x107".
=16 1030) Ve T TG T 0 8x10°
Az alakvaltozasi tenzor:
i 1 1 ]
gx _Txy _sz
; 2 5 25 0 25
-4
[i}z Eryx &, Eryz = 0 125 0 |x10
IT ]T . 25 0 -1,25
_2 zx 2 zy z J

8.8.2. feladat: Az altalanos Hooke torvény

Adott: A test tetszéleges P pontja, ahol az alibbi mennyiségek ismertek: & =22-107,
&, = -2-107, Ve = 24107, p.=(40e —48 e, +40¢.) MPa, G= 80-10° MPa,
v=0,25.

Feladat: a) Az 4 » alakvaltozasi tenzor matrixanak a meghatarozasa.

b) Az F , fesziiltségi tenzor matrixanak meghatéarozasa.

Kidolgozas:
a) Az 4 , alakvaltozési tenzor matrixanak a meghatdrozasa:

Az alakvaltozasi tenzor matrixa az ismert és ismeretlen értékekkel:

22.10° 12105 1y
S
1
[4,]=12105 2107 e
Ly Lo e
o) zx o) zy z

A p, fesziiltségi vektor koordinatai: 7, =40 MPa, 7, =-48 MPa, o, =40 MPa.

Az altalanos Hooke torvénybol:
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r 40 r, 48

=—2=——=50-10". =£= =-60-10"".
<=6 T80-10° 72776 T80-10°
0.=2G|¢e + A4,1=2G|¢&, + Y (6, +¢,+¢,) =
1-2v -2v ’
1-2v 14
g, = o, - (6. +¢)=
2G(1-v) © 1-v

1-2:025 025

" 2801011-0,25) 0 Tz 22107 ~2:107) = 10107

Az alakvaltozasi tenzor:

2 12 25

-5

[4,]=]12 =2 -30]10
25 30 10

14
EP:ZG{A +—A,E]

=P _ =

A =g +&,+5 =22-10"-2-10"+10-10" =30-10".

Behelyettesitve:
22 12 25
[E,]=2-8-10°{|12 =2 —30{10°+
25 =30 10
1 00 59,2 19,2 40
02 30.40%0 1 0|l= 19,2 20,8 -48| MPa.
1-2-0,25
0 1 40 48 40

A fesziiltségi allapot szemléltetése:
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8.8.3. feladat: Az altalanos Hooke térvény
Adott:

A P pontbeli elemi kockan a fesziiltségi allapot,
valamint

G=40GPa=4-10"MPaés v =0,25.

Feladat: A P pontbeli alakvaltozasi allapot meghatarozasa.
Kidolgozés:

-10 30 40
A test P pontjaban az F | fesziiltségi tenzor matrixa: [é P:|= 30 60 -20|MPa.
40 -20 -20
A test P pontjaban az alakvaltozasi koordinatak:
Txy 30 —4 sz 40 —4 Tyz _20 —4
=—== =7,5-107", =X = =10-10", y . =—*= =-5-10",
S ANCIVETE 776 T a0 NIRRT
F,=0,+0,+0.=-10+60-20=30 MPa,
e=t o Vg = 092 3002 507,
2G| l+v 2-4-10 140,25
s -—|o -V F - 0,25 -6,75-10™,
2G0T 1+v T2.4.10 1+02
f=" e -V R - 0.25 3, |-_325.10".
2G| 1+v '] 2:4.10 1+0 25
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