9. A RUGALMASSAGTAN 2D FELADATAI

A 2D ( két dimenzios ) feladatok kozos jellemzobi:

- két skalar elmozdulasmez6 kiilonbozik nullatél,
- minden mechanikai mennyiség két helykoordinatatol fiigg.

9.1. Sik alakvaltozas (SA)

a) Definicio: Sik alakvaltozasrol beszéliink, ha a vizsgalt testnek van egy kitiintetett sikja,
amellyel parhuzamos valamennyi sik alakvaltozasa azonos és a sikok tavolsaga

sem valtozik.

A P(x,y,z) pont elmozdulasvektora:

u=ué +ve,.

Kitiintetett sik: x,y.
Q—J Az elmozdulasmez6 skalaris koordinatai csak az
x,y helykoordinatak fiiggvényei:

wmu(x,),
IA P 1/7 )ﬁ V:V(xay):
N - w=0.
Zvy

1lyen alakvaltozas az alabbi feltételek teljesiilése esetén alakul ki:

- A test kitiintetett sikra merbleges (z iranyu) mérete Iényegesen nagyobb (tart o -hez), mint a
masik kettd. (Az abran a test z irdnyra merdleges egységnyi vastagsagu szelete lathatdo — ez a
mechanikai moell.)

- A terhelés parhuzamos a kitiintetett sikkal és a legnagyobb kiterjedés (a z tengely ) irdnyaban
nem valtozik.

- A parhuzamosv sikok tavolsaganak valtozatlansagat kiilsé kényszer biztositja (ezt az abran
sraffozott vonal jeloli).

b) Az alakvaltozasi allapot:

] x:__gx X, s
e —y., 0 ox ( y)
X 2 Xy av
. - 1
Az alakvaltozasi tenzor: | A |=| A(x, == ,ahol ¢ =—=¢ (x,7),
[4]=[4(x.»)] ST & 0 " (%)
0 0 0 _Ov Ou
=—+—=y.(x).
}/x} ax ay 7}’( y)
c) A fesziiltségi allapot (a Hooke torvény felhasznalasaval):
e +e¢ E.+¢
o (x,y)=2G| . +—— |v, o (x,v)=2G|e, +—L|v,
(v2) {x I—ZV} (%) {y ]—ZV}
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E
Txy(x’y)=G7xy=m7xw o.(x.y)=v[o, +o,].
o, T, 0
A fesziiltségi tenzor: [i] = [g(x,y) ]: r, o, 0
0 0 o

A Hooke torvény masik alakjabol:
T

1 Xy

3XZE[GX_V(UX+O})]= gyzi[oy—v(aﬁo-y)], Vo = G

d) Az egyensulyi egyenletek sik-alakvaltozasra DDKR-ben:

or, or oo,
6&+—’”+qu0, Z+—L4q,=0, q.=0.
ox Oy | Ox oy g

e) A sik-alakvaltozasi allapotban 1évé test (alkatrész) mechanikai modellje:

- a testbdl kiragadjuk a kitiintetett sikot (vagy mas szoval kiragadunk egy, a kitiintetett sik-
kal parhuzamos egységnyi vastagsagu sikszeletet),

- a kitiintetett sik (egységnyi vastagsagu sikszelet) alakvaltozasat vizsgaljuk.
9.2. Altalanositott sik fesziiltségi feladat (ASF) — tarcsa feladat

Definicid: Az altalanositott sik fesziiltségi feladat a sajat sikjukban terhelt lemezek feladata.

Lemez: Olyan test, melynek egyik mérete 1ényegesen kisebb mint a masik kettd és értelmez-
het6 a kozépsik.

Elnevezes: altalanositott sik-fesziiltség fel-
adat = tarcsa feladat.

Feltételezés: a z=+b/2 feliiletek terhelet-
lenek.

Dinamikai peremfeltétel a z =+b/2 felileten: p.=0 = o.=7_=17_=0.

z Xz yz

Mivel a b vastagsag kicsi, ezert a test minden pontjaban jo kozelitéssel o, =7 =7, =0.

a) Atlagos fesziiltségek:

1 1
go= [ od, &=
*(b) *(b)

)
o, =é J- c,dz=0, fvzzé I 7.,dz=0, 7, ,= I 7,dz=0.
b

(%) (%) (%)

b

IO'de , T'xy:] J. 7, dz,
b (b
1
b
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5, 7, 0
Az 4tlagos fesziiltségi tenzor: [E ] = [E (x.,») ]z 7, &, 0|
0o 0 0

b) Atlagos alakvéltozasok:

§x=éjaxdz, Ey=éj‘8ydz, ﬂy=éjyx},dz, g, == 4 (§x+5y).
b

1-v
() ()
_ . B}
gr nyy 0
Az 4tlagos alakvaltozasi tenzor: [£ ]: [£ (x.») ] = éfvx L0
0 0 =

Az atlagos alakvaltozasi tenzor koordinatai atlagos elmozdulasokbol allithatok elo:
S AR -
T T Y oy o
¢) Atlagos elmozduldsok:

LT(x,y) =é I udz, ?(x,y)zé I vdz, w=0.

(%) (%)

d) Egyensulyi egyenletek DDKR-ben:

c. 0T or, 00
%+i+c7x=0, Fre ) 0y+c7,:0, q.=0.
o 0 o oy

Az altalanositott sikfesziiltségi allapotban 1évd test (alkatrész) mechanikai modellje:

- a testet a kozépsikjavallal helyettesitjiik,
- az atlagos mennyiségeket a kozépsikhoz katjiik.

9.3. Forgasszimmetrikus feladatok (FSZ)

Definicié: a vizsgalt test geometridja és terhelése is forgasszimmetrikus (tengelyszimmetri-
kus).

zA Az R,z,p henger koordinata-rendszerben dolgo-

p(R.2) & S p(Rz)  unk
Tengelyszimmetriabol kovetkezéen minden me-
chanikai mennyiség fiiggetlen a ¢ - tol.

Az elmozdulasmez6:

U=uéy+ve,+we,,

u =u(R,z) , v=v(R,z) ,  w=0.

\ L)
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A test pontjai az Rz meridian sikban mozdulnak el, az elmozdulaskoordinatak csak az R és z
figgvényei.
a) Az alakvaltozasi allapot:

ou ov

u
a(Rz)=—p o e(R2)=—, & (R2)="1
ou oOv
}/RZ:E-F%’ }/(pz:}/R(pZO'
_ ; -
Er Esz 0
7 | ]
Az alakvaltozasi tenzor: [R%J :[é (R,Z )] = 37/ k6 0
(7 Rzg
0 0 ¢,

b) A fesziiltségi allapot (a Hooke-torvény felhasznalasaval):

v v
aR(R,z)zzG[gR +EA,}, aZ(R,z)=zc;[gz e A,},
v
UW(R,Z)=2G{5¢+I_2VA,}, T =GVp. » Tp=Tp,=0.
Op Tp 0
A fesziiltségi tenzor: [i]z [E(R,z)]z t, o. 0
Rzp Rzp 0 0 o

9.4. Sikfeladatok megoldasa fesziiltségfiiggvénnyel

a) Az SA és ASF 6sszehasonlitésa:

- Azonossag:
e Minden mennyiség csak x,y fiiggvénye.
e Fiiggetlen mezdk: két fliiggetlen elmozdulasmezo,
harom fliggetlen alakvaltozasi mezo,
harom fiiggetlen fesziiltségi mezo.
e A geometriai és egyensulyi egyenletek alakja.
- Kiilonbozdség:
e Az anyagegyenletek alakja.
e SA-nal pontbeli, ASF-nél vastagsag menti atlagos mennyiségek.
SA: o, #0

o nem fiiggetlen mezok.
ASF: ¢, #0

b) Az Airy (kiejtése: éri)-féle fesziiltségfliggvény:
Feltételezés: q,=q,=0 (SA) és g,=7,=0(ASF).
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Jelolés: - fesziiltség fiiggvény: U(x,y), UR,p), U(x,y), U(R,p).
- a tovabbiakban a feliilvonas jelolést elhagyjuk.

A fesziiltségfiiggvényt ugy vessziik fel, hogy a beldle szamitott fesziiltségek kielégitsék az
egyensulyi egyenleteket:
U U o°U

c,=—f, O, =—3p, T, A =-— .
G Yoo’ Y Oxdy

Ezek az Osszefliggések az SA-ra és az ASF-re is érvényesek.

A megoldas gondolatmenete: Fesziiltségek

U
Anyagegyenletek
U
Alakvéltozasok
U
Kompatibilitasi egyenlet

U
AAU=0 - biharmonikus differencialegyenlet.

U (x, y) - biharmonikus fliggvény, kielégiti a biharmonikus differencial egyenletet.

2 2
A Laplace-féle differencial operator kétvaltozos (sikbeli) esetben A=8—+ o .
o’ oy’
Ezt behelyettesitve, a biharmonikus differencidlegyenlet DDKR-ben:
o'v . o'U o'U
7T I P
ox ox“oy. oy
9.5. Sikbeli forgasszimmetrikus feladatok
Z A
Z A b
> £ >
> N
furatos tarcsa

vastagfalll csé
A sikbeli forgasszimmetrikus feladatokat henger koordinata-rendszerben oldjuk meg.

Fesziiltségfiiggvény: U=U (R,¢)=U (R). (A forgasszimmetria miatt.)

? SA
Fesziiltségek: o (R)= 149 -4y = V(GR +O-¢’) } esetén.

“xar O GZ_{ 0 ASF
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o 0 0
A fesziiltségi tenzor: [i ] =0 o, 0
Rz 10 0 o,
g, 0
, . . 1 du u
Alakvaltozasok (a Hooke-torvénybol): [é]z 0 ¢, 0| ahol & = R £, = R
Roz 10 0 e,
A Hooke-torvény forgasszimmetrikus esetben:
SA ASF
sy == ox~v(ox+,)]. f=t(0q -0, ),
2G E
1 1
&, =%[a¢—v(aR +0'(p)], £, :E(%_VO-R)’
g, =0, ezz——(a¢+aR)

A biharmonikus differencial egyenlet: AAU=0.

Tengelyszimmetrikus esetben: 1d Ri 1d Rd—U =0.
RdR| dR|RdR\ dR

Ez egy homogén, kozonséges, negyedrendil Euler (kiejtése: ojler) tipusu differencialegyenlet.

Az Euler tipusu differencialegyenlet matematikabodl ismert formaja:

x? d? +x° d? +x’ ng, +xd—y=0.
dx dx dx dx
Az Euler tipusu differencialegyenlet megoldasat a kdvetkez6 alakban szokés keresni:
vy (x)=x".
Ebben az esetben a biharmonikus differencialegyenlet megoldasa:

U(R)= ng +BInR+C+ DR’InR

A DR’InR -es tag nem ad egyértékii elmozduldsmez6t kor, korgytirti tartomanyban, ezért a
megoldas utolso tagjat elhagyjuk. Igy a megoldas:

U(R) — AR ¢ BInR+C.
2

A fesziiltségfiiggvénybdl a fesziiltségek:

1dU B d’U B viocg+0o,) 84 )
GR(R):Ed—R:A'F?, G(p(R): dR2 :A—?, o, :{ ( RO ¢7) ASF} eseten.

Az A és B allandok a dinamikai peremfeltételekbdl hatarozhatd meg.
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9.5.1. Vastagfali csovek

a) Megoldas: sik alakvaltozas és huzas-nyomas szuperpozicioja.

! Py ! A vastagfali csének a csévégektdl elég
f :/ //I N tavol levd szakaszat vizsgaljuk.
| |
( R : Dy : R w Feltételezziik, hogy a vizsgalt szakaszon
Bl - a véglap zavard hatdsa mar nem érvé-
L : : J nyesiil.
.
|
- ./ /: y
o, 0 0 o, 0 0 0 0 0
Szuperpozicié: [F|=| 0 o, 0|= 0 o, 0|+ |0 0 0
ko= 10 0 o, 0 0 o 0 0 o
SA hﬁzés-;lyomés
, B
O'R ZO'R =4+ ?
,, . , e , B
A cs6ben kialakul6 fesziiltségi allapot: c,=0,=A4- =7

! "
O'Z—O'Z+O'Z

A tengely iranyu normal fesziiltségek: - sik-alakvaltozasbol: ol =v (0'1'e +o, ) =v24,
- htizds-nyomasbol: ¢! =alland6 .

A csbben ténylegesen fellépd tengely iranyl normal fesziiltségek:

- nyitott cs6 esetén: o, =0 = ol=—o0o.,

2 2
. " . F Ry — peRym
- zért cs6 esetén: azz—zpB . p,g K=
A Ry —Rym

A huzas-nyomasbol szarmaz6 o -nek mindig akkoranak kell lennie, hogy a o -hez hozza-
adva a fenti értékek adodjanak:

"

- nyitott cs6 esetén: o, =0 = ol=—o.=—2A4v,

- zartcsG esetén: ol =0, —O..

b) Csédiagram:

A csb6diagram attekinthet6en szemlélteti a harom zérustol kiilonbozo fesziiltségkoordinata-

nak a csdvastagsag menti eloszlasat.
2
Ry

Uj valtoz6: w = 27

(wg <y <I).
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2
Az 0j valtozonak a cs6 kiilso és belso feliiletén felvett értékei: y, = —129, wp=1.
K

s S . - op=a—by
A fesziiltségek az uj valtozo bevezetésével: .

o,=a+by
A v valtozd bevezetésével a fesziiltségekre két egyenest kaptunk.

A fenti 6sszefiiggésekben a és b 1) allandok, amelyek dinamikai peremfeltételekbodl hata-
rozhatok meg

or(y=1)=-ps.
or(R=Ry)=0r (v =yy)=-pk.

=
=
Il
=
5
Il

Az 1j allandok meghatarozasa a peremfeltételekbdl:

A behelyettesitést elvégezve:

a—-b=- -
pB} N bzpB Pk ~19, azpB‘//K Pk
a=byg=-pg 1=y 1=y
A csédiagram: OpAo, o y
o )
Nyitott ¢s6: o, =0 =allando. : b
Zart cso: B
o (zart
o ZEZPBRé”_pKRIi”: A z o . }
4 Riz-Riz = v o(m) |V
— K

= PV “PK g — gllands. P

I-yy O A

A diagram megrajzolasanak lépései:

- A dinamikai peremfeltételekbdl a w =1 ésa y =y, helyen ismert a o, értéke, ezért

-A y =1 helyre —p;-t,a ¥ =y, helyre pedig —p, -t mériink fel.

- A két pont Osszekotésével kapjuk a o, () egyenest.

- A o,(y¥) egyenes iranytangense —b =—tg9, az egyenes a fiiggdleges tengelyt az a helyen
metszi.

- A o0,(y) egyenesta o,(y) egyenesnek a o =a vizszintes egyenesre torténd tiikrozése-

vel kapjuk.
- A o, =4allando egyenesek értékei a diagram melletti 0sszefiiggésekbdl szamithatok.

c¢) Vastagfalu cs6 szilardsagtani méretezése, ellenérzése

-Ha py > py:
Tr1% o, 3 A oy, 0,, o fofesziltségek:
b 0,=0,, 0,=0,, 0;=0p.
9 o.(zart) e A Mohr szerint szamitott redukalt fe-

a 4 (m) ) v sziiltség:

77 l//K O-z ny ] -

Dx b > O, (Mohr) =0, —0;=0,—0y.
P |
O Y Y
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A redukalt fesziiltség maximuma: 6,,,,,, (Mohr)=(0,, - o, )max =(o, o )‘W:] =2b.
A csddiagrambol: o, (Mohr)=2b=2 Pp~ Pk
I=yy
-Ha pg > pg:
iAo A oy, o,, o, fofesziltségek:
4
7 i o.(ny) | v Nyitott csd:
! Pg ’ 0,=0., 0,=0;, 0;=0,.
p o A A , "
a| 2 b Zart cs6
- ) 0,=0, 0,=0,, 0;=0,.
o, (zart) o 2a7t ) | red mar (1Y )
A z ) st (2071 A Mohr szerint szamitott redu-
kalt fesziiltség:
b O rod (Mohr)zcr] -0o; .
9, v v v
Nyitott cs6:

A redukalt fesziiltség maximuma: o,,,,,,. (Mohr) = ‘0'

A csodiagrambol: o

Zart csO:

A redukalt fesziiltség maximuma: o

A csddiagrambol: o, (Mohr)

Meéretezés, ellendrzés: o

red max

red max

@ max |~ O-(P‘V/:] :2b+pB'
(Mohr)=2b+p3=2u+l73-
I-yy
red max (MOhI”) :(O—R _O-‘ﬂ )max :(O—R _O-(p )‘y/:l =2b.
=2b=2pK—_pB_
Iy
Sameg.

9.5.2. Gyorsan forgo tengelyek, cs6tengelyek

yll

Feltételezés: - w= allando,

- stlyerd =0,

- pp=prg=0.
A viszonyokat a tengelyhez kotott, vele egyiitt for-
g6 R, ¢, z koordinata-rendszerben irjuk le.

Forgds: = térfogaton megoszlo erérendszer:

2R

A

2R

K

V><

Gg=qrér=pR a)zéR =1Ra)zéR.

y — az anyag fajsulya [N/m3 ] ,

p — az anyag tomegsiirlisége [kg/mﬂ ,
g — a gravitacios gyorsulas [m/52 J

o — a forgas szogsebessége [rad/s].
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A térfogaton megoszlo erérendszer =g, é; slirliségvektora a tengely/csdtengely keresztmet-
szetének sikjaba esik, ezért az alakvaltozas soran a keresztmetszetek sikok maradnak. Az
alakvaltozas a keresztmetszet sikjaban torténik.

a) Megoldas: sik alakvaltozas és hizas-nyomas = (o, =0, +07).

- Sik alakvéltozas:
Ebben az esetben a biharmonikus egyenlet nem homogén, a jobboldalon megjelenik a g, .

Biharmonikus differencial egyenlet: AAU =2 ]]_ v P’

- R’
Uj valtozo bevezetése: A=—, Ay <A<I.
R

K
. R}
Az 0 valtozénak a csétengely kiilsd és belso feliiletén felvett értékei: A, =1, A, = —? .
K
f iltséoek: r_ b Y r_ b A r_ ' ’
A fesziiltségek: o}, —a—z—awo T —a+z—,u1c7w(, , O, —V(GR +a¢) .
-2 142
Az 6sszefiiggésekben szerepld allandok: o, :3]—V§(RK a))2 , M= 3+ 2‘/ <1.
-V -2v

- Huzas-nyomas: a sik alakvaltozasbol és a huzas-nyomasbol szarmazé tengely iranyu ere-
do6 erének zérusnak kell lennie.

N=N"+N"=0.
RK RK

N= [ ol2RzdR+N"=0, = N'=-|[ ol2R7dR.
RB RB

Behelyettesitve az integralba a o/ = v(cr}e + cr;,) =v2a-vo,,(I+u)A kifejetzés és at-

térve az 0j vartozora: d A =2Ri2dR
K
1
Nrr:—ZﬂaV(Rf( —Ré)+v0'w0 (1+u,)7R; I AdA,
s

N"==2zav(R; - R;)+vo,, (1+u,)7r§(1—/1§)R,2(.

” N!V
ol =—-.
A
Ez a normalfesziiltség biztositja, hogy a csétengelyben ne 1épjen fel tengely iranyu eredd
erd.

- Szuperpozicid: a forgd csétengely/tengely fesziiltségei.

O'Rzaj'eza—%—amoﬂ, 0¢=a;=a+%—y]aw0/1, 0.=0.+0! =1,0,,(1+ 2, —22).
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2v
3-2v

Uj alland6: g, = <1, (u,<u).

Az Osszefiiggésekben szerepld konstansok meghatarozasa a dinamikai peremfeltételekbdl:

R=R, (/1=/13) 0'R=0=a—/1i—0 A

w0”"B
B
R=R, (/1=1) or=0=a-b-0,,
Az a és a b allandok ebbdl a két egyenletbdl meghatarozhatok.

b) A gyorsan forgd csétengely diagramja:

A forgo csdtengely diagram attekinthetéen szemlélteti a harom zérustol kiillonbozo fesziilt-
ségkoordinatanak a csétengely vastagsaga menti eloszlasat.

Jelolés:  hy=a —% , h,=a +% - hiperbolak.

A hiperboldk aszimptotdi: ha 4 — 0 ,akkor A, — —o, h(p — ©,
ha A —» o« ,akkor h, — a, h(p—>a.
A hiperbolak tulajdonsaga:

A hiperbola tetszéleges szel6 egyenesén a
aszimptotak vastag vonallal bejeldlt metszett szaka-
szok hossza azonos.

tetszOleges szeld egyenes

A forgo csétengely diagramja:

O; A h¢ AOC,

op>0

\
oy
30 ~

(o1l
lul O-wO}

2 1+ A,
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A diagram megrajzolasanak 1épései:

- A oy ¢és o, értékek egy hiperbola és egy egyenes kiilonbségeként allnak eld:

Op =hg =04k,  0,=h,—1,0,4 .

- Masképp megfogalmazva, a hiperbola pontokhoz gy jutunk, ha a megfeleld egyeneshez
hozzaadjuk a o, és o, eértekeket: hy =0, A+0o,, h,=wpo,A+o, .

- A diagram rajzolas elsd lépésekent megrajzoljuk a o, , illetve a o, ~meredeksegii
egyenest.

- A A=14; ésa A =1 helyen fiiggdleges egyeneseket rajzolunk be. Ezekre az egyenesekre
felmérjiik o,(4;)=0, illetve o,(A=1)=0 dinamikai peremfeltételeket. gy megkapjuk
a hy hiperbola két pontjat. Ezeket a pontokat 6sszekotve pedig megkapjuk a parabola sze-
16jét.

- A két hiperbola pontra az aszimptotak figyelembevételével berajzoljuk a /4, hiperbolat.

- Az elézbekben ismertetett hiperbola tulajdonsagbol kovetkezéen a £, hiperbola két pont-
jat ugy kapjuk meg, hogy a szeld egyenest meghosszabbitjuk €s a jobboldali diagramban
elmetszik a A =1 ésa A =4, helyre berajzolt fliggdleges egyenesekkel.

- A két pont s a két aszimptota ismereteben megrajzoljuk a /4, hiperbolat.

- A oy ¢és o, értékek a hiperbolak és az egyenesek kiilonbsegekent allnak eld.

- A o, egyenest az adott 6sszefliggés alapjan abrazoljuk.

A fesziiltségek képleteiben szerepld allandok meghatarozasa peremfeltételekbdl:

b
RZRB (/12/13) O'R=0=a—z—0woﬂ 0=a—i—0'w013
b = Ag
R =Ry (/1:]) O'R:():a_z_o'wo 0=a-b-o, — a=b+o,,.

Az elsO egyenletbe visszahelyettesitve:

0=b-2 10, (1+4,),
Ap

oz_ﬂi(z_zB)mw,)(sz) = =10,

B

Visszahelyettesitve a masodik egyenletbe: a = (] + A5 )aw(, .

¢) Gyorsan forgo csétengely szilardsagtani méretezése, ellendrzése:

A oy, o,, o, fofesziltségek:

A A=Ay helyen: 0,=0,, o0,=0,, 05=0,=0.

A A=1 helyen: 0,=0,, o0,=0,=0, o;=0,<0.

A diagrambol latszik, hogy a veszélyes a A =4, hely.
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Itt van a redukalt fesziiltség maximuma:
b
M = —a+—— )
,ed,m( ohr) ( -0 )‘/13 0‘”‘/13 a+ Py H,0 05

Az Osszefiiggésbe az a és b értéket behelyettesitve:

(Mohr) (1+/1B)O_w0 +}“Bo-w0i_lulo-w02’3 >

O red max

O rod ma (Mohr) =0, (2 + A5 — ,ulxlB) .

A redukalt fesziiltség maximumanak meghatarozasa a diagrambol:

- A hy hiperbola helyettesitési értéke a A, helyen a szeld meredekségének ismeretébdl:
0,02+ 4)

- Az egyenes helyetesitési értéke a A, helyen: w,0,,4,.

- Ao,(ly),azaza o

red max

(Mohr) ennek a két értéknek a kiilonbsége:
O etmar (MOIF) = 0, (2+ Ay = 112 -

Meéretezés, ellenOrzés: o <o

red max meg *

Megjegyzés: méretezésnél adott R; és w esetén az Ry -ra maximumat kapunk és nem mi-
nimumot!

d)_A gyorsan forgo tengely diagramja:

Tomor tengely: R, =0 (/13 =0).
Tapasztalat: R=0 (/1 =0) -nal is véges nagysaguak a fesziiltségek = 5=0.
Fesziiltségeloszlas: oy =a-o0,,4, o,=a-u,0,4, 0. = 1,0,,(1-24).

Peremfeltétel: R=Ry(A=1) op=0=a-o0

w0 = a :O-{u()

A gyorsan forgo tengely diagramja:

;A Ao,
1 /] /]
O A
2= u H; 0w
(0]
o)) el Az
N VY Ur Y » ~

w‘ A 1) Oy
i 4

e) Gyorsan forgd tengely szilardsagtani méretezése, ellendrzése:

O, (Mohr) | =(0¢ —GZ)

12020(1)0(1_/12)’

2=0=(0x=0)
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=00 (1— 1+ 115).

o-red (MOhr)|/l =] Z(O-(P _O-Z)/l =]

Meéretezés, ellenorzés: o

red max Sameg .
9.6. Gyakorlo feladatok vastagfalu csdvekre, gyorsan forgd tengelyekre, csétengelyekre

9.6.1. feladat: Zart vastagfalu csé

.

Py =50 MPa Ry =100 mm

Ry =50 mm

) N N

Adott: Az abran lathato zart vastag-falii cs6 geometriaja és terhelése:
py =50MPa, p, =20MPa, R, =50 mm, R, =100 mm .

Feladat: a) A y értékének meghatarozasa.
b) A cs6diagram megrajzolasa.
¢) A cs0 szilardsagtani ellendrzése a Mohr-elmélet szerint, ha o, =/00MPa.
d) Az R=R; helyen 1évé pontokban a fesziiltségi tenzor matrixdnak felirdsa az
R, @,z koordinata-rendszerben.

Kidolgozas:
a) A y, értékének meghatarozasa:
R} R [ 50 Y’
=—= = =—=—| =0,25.
VR Yk =R\ 0o
b) A csédiagram: s, ‘\[MPa]
30 30

¢ 0 Vi Ji ¢;

(o2
d *_20 red max
=30 Pk
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c¢) Szilardsagtani ellendrzés:

(Mohr)=2P2 =Pk 53020 _, 30

O rod max = =80MPa.
I-yy 1-0,25 0,75
O red max SO meg » 80MPa <100MPa , ezért a cs6 szilardsagtani szempontbol megfelel!
d) A fesziiltségi tenzor matrixa az R, , vagy y, helyen:
A cs6diagrambol: or(wx)=—px =—20 MPa,
o, (wi)=2L2"Lxy _p =80-0,25-20=0,
-y
O it —q=P8"Px Wy — px =—10MPa .
I-yyg

o _Rempy—Rizpy _ Rypy—Rip _yixpy—px _0.25-50-20 _ 00

(R -RY)x RL-Ry — I-yy  1-025
o, 0 O -20 0 O
A fesziiltségi tenzor matrixa: [i (y/K )] =0 o, 0 = 0 0 0 |MPa.
0 0 o, 0 0 -10
43

9.6.2. feladat: Vastagfalu cso

px =60MPa Adott: az abran lathaté vastagfali cso
2 anyaga, terhelése ¢s belso sugara:
b, =20MPa g Ry py =20 MPa, p, =60MPa,
B Ry =120mm, o, =125MPa.
Feladat:
a) A csodiagram jelleghelyes megrajzo-
lasa.

b) A cs6 szilardsagtani méretezése (az Ry sugar meghatarozasa), ha a csé zart.

c) A cs0 szilardsagtani méretezése (az R, sugar meghatdrozasa), ha a cs6 nyitott.

Kidolgozas:
a) A csOdiagram jelleghelyes megrajzolasa:

Y =— Peremfeltételek: R=R;(y =1) oy =—pz =—20MPa,

R=Ry(v=wy) op=—px=—60MPa.
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A -t dnkényesen veszem
Vier onEEny : o; A [MPa]
fel és rajzolom be a diag-
ramba. 0 Vi o, (ny) I
—20 A
al 404+ Pk Og
4
—60 o, (zart)
\
b) A zart cs6 szilardsagtani méretezése:
Pk — Ps Pk — Ps
o =(o,-0C =2—"—=<o = 2—-2—EL] -y,
red max ( ] R )‘//:1 I— W meg O'meg Vi
R2 - R )
=8y 2PePs g 210 ;) 1035, Re =5 1209 500 mm
R; O eg 125 25 N
¢) A nyitott cs6 szilardsagtani méretezése:
o-redmax = O-(p(l// = 1) :2M+p3 So-meg ,
1 K
R, — R
o=y Px=Ps _ g 2% _poss, R¢ =—~2—=246 mm.
RK Gmeg —Ps 105 Vi
9.6.3. feladat: Nyitott vastagfalu csé
px =0 Ry Adott: az 4bran lathatd nyitott
4 vastagfalil cs6 geometriaja és
terhelése:
Ry L S N S N N 3 R, =200 mm, R, =400 mm),
Ry Ps Ry px =0, pp =100 MPa.

Feladat: a) A cs6diagram megrajzolasa.
b) A csd szilardsagtani ellendrzése Mohr-elmélet szerint, ha o,,,, =210 MPa.

c) A fesziiltségi tenzor matrixanak felirdsa a P, pontban.

Kidolgozas:

a) A csOdiagram:

R; R, 200
R Vi = E > [m

A fesziiltségeloszlas: oy =a-by , o,=a+by, o, =0.

Vg =

2
V= J =0,25.
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Peremfeltételek:

oo,
or(v=1)=—py=a-by=a-b, o, o,
or(vg =0,25)=0=a-by, . b
Az egylitthatok:
1
a=y Lo 925 100 __335 4 X Ot man
]—l//K 1-2,25 a‘ 0,25 o,=0 1 ;//
p=—Le o T00 _ 355 P =0
I-y, 1-0,25 ps b
Op
A

b) Szilardsagtani ellenérzés Mohr-elmélet szerint:
(Mohr) =(0R —0'(/,) ,

Gred max w=I

O-rez/max(MOhr) =2b=2pB P =2 100-0 2266,6 MPa.
-y, 1-0,25

O redmax (Mohr) =266,6 MPa >o,,,, =210 MPa , ezért a cs6 szilardsagtanilag nem felel meg!

c) A P, pont fesziiltségi allapota:

R: R

=B _"B_25,

YTRTR
or(y,)=a—by,=33,3-133,15-0,25=0,

o,(v,)=a+by,=33,3+133,15-0,25=66,6 MPa,

O-z (l//l ) - 0
or(v;) 0 0 0o 0 0
[E.,]=l 0 o,(w) 0]=0 66,6 0|MPa.
0 0 o,| |0 0 0
9.6.4. feladat: Zart vastagfalu cso
Py =5MPa Adott: az abran lathat6 zart vastagfala cso
- geometriaja és terhelése:
( Dy =45MPa RK p3=45MPa,pK =5MPa,
Ry =200 mm = R, =200mm, v, =0,6.
Feladat:
\ a) A csOdiagram megrajzolasa.
/ b) Az R, kiils6 sugar meghatdrozasa.

c) A Mohr szerinti legnagyobb redukalt fesziiltség kiszamitasa.
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d) A zart csében fellépd o, fesziiltség kiszamitasa.

Kidolgozas:
a) A csédiagram: o, A [MPa] 155
y
O-(P
o O-red max
a=>55MPa -
= 0, 6 =
) Vs v =l v
Px =5MPa 1‘
py =45MPa
or \

Ry 200

b) Az R, kiils6 sugar meghatarozasa: R, = , R, =—===258,198 mm-
. " VWV« " Jos

¢) A Mohr szerinti legnagyobb redukalt fesziiltség kiszamitasa:
Gy (Mohr) =225~ Pk _ 2279 _500Mpy
I—yy 1-0,6
d) A zart csében fellépd o, fesziiltség kiszdmitasa:
o, ==tV Px  B06°3_ 22 55 \p,
I-yg 1-0,6 0,4

9.6.5. feladat: Zart vastagfalu cso

ipK
£

R 4
R ( 2

Feladat: a) A cs6é R, méretének meghatarozésa.
b) A csddiagram megrajzolasa.
¢) A o, fesziiltség meghatarozasa.
d) A Mohr szerinti legnagyobb fesziiltség kiszamitasa.

Adott:

=

Kidolgozas:
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Ry =200mm , y, =0,6,
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pp=45MPa .



a) A csé R, méretének meghatdrozésa:

2 2 2
Vi =R_g = RK = ’& 5 RK = /200 2258,2 mm
RK l//K 0’6

b) Cs6diagram megrajzolasa:

A fesziiltségek: Ty | T 155
or=a-by 5 5 7 %,
RB RB
o,=a+by V/KZR_ZaV/:?'
o,=a K b
Peremfeltételek: o,
or(v=1)=—py =—45MPa , -
or(vy)=—px =—3MPa . a=55 :
Az abrabol: b
p=Lo=Px B3 1o yp,. 9 _los  lw
I-y, 1-0,6 , Ry
pB |9
Pk
O-R
—45 h 4 A
c) A tengelyiranyu fesziiltség: o, =a
Yk 1=y 1=y 1-0,
o,=a=55MPa.
d) A Mohr szerinti legnagyobb fesziiltség:
O reamax (Mohr)=2b=c, (v =1)— oy (w =1)=155—(—45)= 200 MPa.
9.6.6. feladat: Zart vastagfalu csé
Pk Adott: az abran lathaté zart
4 [ S ! vastagfali cs6 geomet-
yd \/ b ridja és terhelése:
Ry y R, =200mm
K R B >
~() 1
Ry ( P R, =220mm,

Py =120 MPa, py=0 .

Feladat: a) A csddiagramot jelleghelyes megrajzolasa.
b) A csd Ry sugaranak meghatarozéasa, ha o, =250 MPa.

c) A fesziiltségi tenzor matrixanak felirdsaa P, pontban.
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a) Csddiagram jelleghelyes megrajzolasa

A fesziiltségek: Or4 0y
op=a—by O:
eVl B R
O, =a+by l//K_R_Za e Vi 1 v
X 2 A 4 >
o,=a 4
Opr
Peremfeltételek: 4 P La
Opr (‘// = 1) =0, .
\ 9 o, (Za}"t) v O red max
or(Vi)=—px - 4
Az abrabol: tg9 = ]P_K: b=a.
Vg o, b
Kidolgozés: Y Y
a) Méretezés Mohr szerint:
2p
Mohr)=(oy - =2b £
Uredmax( o I’) (O-R O-(p)y/:I ]_l//K °
2 R;
redmax 2pK — ~ meg > = i - ]__123, RK = RB = 200 =1000 mm .
-y, O g R} 21k \/1_2.240
O e 250
R, (200Y
c) A P, pont fesziiltségi allapota: =B | =0,826,
YA B p gi allap v, R? [ 220)
Dk 120
o =a(l- =— 1- =— 1-0,826)=-21,75 MPa,
) =ali=v) =2 (1) =221 0.520)
Pe 120
o,(v))=a(l+y,)=—-LE(1+y,)=- (1+0,826)=-228,25 MPa,
I-y, 04
o —a=—Px 10 155 pg.
I-yy 1-0,04
or(v)) 0 0 -21,75 0 0
(£, )= 0 o,(w) 0|5 0 22825 0 |MPa
0 0 o, 0 0 —125
9.6.7. feladat: Zart vastagfalu csé
Pk _Adott:
v /ﬁ// j\ az abran lathato zart vastagfala
, + L csO geometriaja és terhelése:
Rl D Y o Ry =200 mm, R =300 mm,
B
— —  p. =50 MPa, p, =100 MPa.
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Feladat: a) A cs6diagramot megrajzolasa.
b) A cs6 szilardsagtani ellendrzése Mohr-elmélet szerint, ha a csé anyaganak megen-
gedett fesziltsége o,,,, =100MPa .

c) A fesziiltségi tenzor matrixanak felirdsa a P, pontban.
Kidolgozés:

a) A csOdiagram:

2 2
W:R_ga K:R_ga O-RAG(/’
R Ry o, Y A
22 %y
Vg = (Ej =0,444 A O red max
or=a-by s Vi 1 l/;
A fesziiltségek: o, =a+by a 9 .
o —a Pk
z b Py
Peremfeltételek: \
Or
O-R(V/:I):_pBaGR(V/K):_pK- 4 4
b) Szilardsagtani ellenérzés Mohr szerint:
O ed max (MO]’ZI") = (O-R - O-(p )W:I ’
. (Mohry=2b=2Ps=Px _ 100750 _ ;1 00yp,

I—yy 1-0,444
(Mohr)=180MPa >o,,, =100 MPa , ezért a cs szilardsagtanilag nem felel meg!

O-red max

c) A P, pont fesziiltségi allapota:

1 ng R; >
tg32p3_|a|zu N |a|:pB_pB_pK:pK_pBWK’
I-yg I=yg -y
a:pBl//K—pK :]00.0,4444—50:_10MPG, b:pB Dk _ 100-50 90 MPa .
-y 1-0,4444 I-y, 1-0,444

or(w;)=a—by,=-10-90=-100MPa,
o,(v,)=a+by,=-10+90 =80 MPa,
O'Z(ylj):az—IOMPa.

op(w;)) 0 0] =100 0 0
[im} = 0 O, (‘//1) 0= 0 80 0 | MPa.
0 0 o 0 0 -I0
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9.6.8. feladat: Gyorsan forgo csotengely

VA VA

A\ 4
v

\—/

>l

Adott: Az abran lathatd gyorsan forgd csétengely anyaga, geometridja €s szogsebessége:
Dy =400 mm, Dy =600 mm, @=200rad/s=allando, p=8000 kg/m3, v=1/3.

Feladat: a) A 4, és o

0

mennyiségek meghatarozasa.

b) A o, (ﬂ) .0, (ﬂ) és o, (ﬂ) fesziiltségi diagramok megrajzolasa.

¢) Az Ry =Dy /2 helyen levd P pontokban a fesziiltségi tenzor matrixanak felirasa
R, @,z henger koordinata-rendszerben.

d) A Mohr-téle elmélet szerinti legnagyobb redukalt fesziiltség kiszamitasa.

Kidolgozas:
a) A 1, és o,, mennyiségek meghatdrozasa:

2 2
B=R—§=[@j =0,44444 ,
R2 (300
-2 -2. 10°
0w0=(3 V)E(RKa,)2=(3 0.33333)10 (0,3-200)’ =12,6-10° Pa=12,6 MPa.
(]—v) 8 1-0,33333

b) A o, (/1) ,0, (ﬂ,) és o, (/1) fesziiltségi diagramok megrajzolasa:
op=a-— i O A

o,=a+ 1 W0, A A vastagsagmenti fesziiltségeloszlas fiiggvényei.

o, =l O-wo(]—i_/?“B _2/1)
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OrAC, o, A
a|
A
A
/lzo'mﬂ(ﬂz;_])
2
A:R_Z, ﬂ1:]+21/:1+2 0,3333:0, 4, - 2v _ 20,3333 0,285,
Ry 3-2v 3-2-0,3333 3-2v 3-2-0,3333

¢) Az Ry =Dy /2 helyen levd P pontokban a fesziiltségi tenzor matrixanak felirasa R, ¢,z
henger koordinata-rendszerben:

A diagrambol:

op(A=1)=0,

o,(A=1)=0, (1+22;)-mo, =12,6(1+2-0,4444-0,714)=14,8 MPa ,
o.(A=1)=w,0, (A —1)=0,285-12,6(0,44444 —1)=—2 MPa .

0 0 0
A fesziiltségi tenzor matrixa: { F }(/1 =N=|0 14,8 0 |MPa.
Ro= 0 0 =2

d) A Mohr-féle elmélet szerinti legnagyobb redukalt fesziiltség kiszamitasa:
Credmax = 0|, =0, (24 25) = 1,0, g =12,6(2+0,4444-0,314)= 26,79 MPa.

B

9.6.5. feladat: Gyorsan forgo csotengely

\A

Adott: Az abran lathato, @ = allandd szogsebességgel gyorsan forgd csétengely:
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Ry =200~/2 mm , o, =200MPa, p=8000kg/m*, v=0,25; E=2-10"MPa.

Feladat:
a) A 0,(1),0,(4) é o.(A) fesziltségi diagramok jelleghelyes megrajzolasa.
b) Az Ry bels sugar értékének meghatarozasa, ha o, (A ) =440 MPa.

c) Az R, helyen kialakul6 fesziiltségi allapot meghatdrozasa.

d) A csotengely kiils6 atmérdjének AD, megvaltozasanak kiszamitésa.

e) A csotengely legnagyobb megengedett szogsebességének meghatarozasa, ha az anyag meg-
engedett fesziiltsége o, =110 MPa.

meg

Kidolgozas:
a) A 0,(1),0,(4) é o.(A) fesziltségi diagramokat jelleghelyes megrajzolasa:

O =a—z—aw0/1

b L . . .
o,=a+ . W00 A A fesziiltségek vastagsagmenti eloszlésa.

0.= 1,0, (1+ 25 —22)

2
ﬂ“:R_z , #1:1+2v:]+2 0’25=0,6, 1= v 2-0,25 —0.2
Ry 3-2v 3-2-0,25 3-2v 3-2.0,25
A gyorsan forgd csoétengely diagramja:
oA, c,A
a]
4
A

/u2o-a), (ﬂ‘B - 1)

b) Az R, bels6 sugar értékének meghatérozasa, ha o, (1, ) =440 MPa:
A diagrambol: O'(p‘lg =0, (2+25)- o, Ay =20, + 40, (I-p),

440=2-200+ A;200(1—0,6) =400+ 2,80,
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40=12,80 = 2,=0,5.

Ay =§—§ = R, =RK\/E=ZOO-\/§%=ZOO mm,
Ry =200 mm.
¢) Az Ry helyen kialakul6 fesziiltségi allapot meghatarozésa:
R° Ry A fesziiltséoi .
R=R, esetén A =_2=R_12<=1‘ o (/1 =])=0 , esziiltségi tenzor:
o 0 0 0
op(A=1)=0,, (1+22) = 0, = [F]={0 280 0 |MPa.
=200(1+1-0,6) = 280 MPa,, N Y

o.(A=1)= w0, (A —1)=-0,2-200-0,5=—-20MPa.

d) A csdtengely kiils6 atmérdjének AD, megvaltozasa:

5
G=— 1t - 210 __5 19/ MPa.
2(1+v)  2(1+0,25)

i (o,+0.) i 260 y
P o _ 280-0,25222 | = 14,2510,
8(/7( K) €k 2G{a¢ 4 (]-H/) ] 2.8.]04( ]25)

ADy =2uy|, =2Rye,c =2-200\2-14,25-107 = 80,37 107 mm.
AD, =0,8 mm .

e) A csdtengely legnagyobb megengedett w,,,, szogsebessége, ha o, =110 MPa:

< O ieg »

o

red max

G(u() (2 + ﬂ’B ) - lulo-a)Oﬂ’B < Gmeg H

3-2v
((1 - v)) %(RK a))2 (2 +Ag — 1Ay ) SO g »

— . 6
(R P 8 (I=v) _110-10 0,3-10° = 1,5-10° m*/s>,
K ““max (

2425 —mAg) p(3-2v) 22

R, =+15-10" =122,47 m/s,

122,47 122,47 rad
@, = = =434 —.
R, 0,242 s
. fi
A megengedett legnagyobb fordulatszam: n,,, = 60 = 60-434 =4148 o_.rd .
2r 6,282 min

9.6.6. feladat: Gyorsan forgo tengely
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v =

DD

<« >

Adott: A hosszi tomor D atmér6jhi tengely, amely @ = allandd szogsebességgel forog.
D =400 mm, p=8000kg/m’, v=0,25, c,, =40 MPa.
Feladat:
a) A 0,(1),0,(A) é o.(A)fesziltségi diagramok megrajzolasa.
b) A Mohr-féle elmélet alapjan szamitott redukalt fesziiltség maximumanak kiszamitasa.

c) A tengely megengedett legnagyobb fordulatszamanak meghatarozasa, ha o, ,, =80 MPa .

meg

Kidolgozas:
a) Fesziiltségi diagramok megrajzolasa:
R’ I+2v  1+2-0,25 1, 2v 2-0,25 0,5

ﬂ:_’ = = :_:0,6, = = :_:0’2.
RT3 322025 25 3T 32025 25

Opr=a—0, A

0,=a— [0, A fesziiltségeloszlas fiiggvényei.

0, =,0,,(1-24)

Peremfeltétel: R=R, (A=1) = oz=0=a-o0,,=0 = a=o0,,=40MPa.

A gyorsan forgo tengely diagramja két alakban:

O-RA o, [MPCI] A O-(p GR Gz [MPa]
20 A=1 Oy
T] TR
Op 24 o,
8
Al 2
o, -8

Fesziiltségek az R=0¢és R = R, helyen:

R=0 op(A=0)=a-0,,A=40-40-0=40 MPa.
R=R, or(A=1)=a-0,,A=40—-40-1=0 MPa.
R=0 0,(A=0)=a- w0, A=40-0,6-40-0=40 MPa.
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R=Ry o,(A=1)=a-u0,,A=40-0,6-40-1=16 MPa.

R=0 0.(A=0)=u,0,,(1-22)=0,2-40(1-2-0)=8 MPa.
R=Ry o.(A=1)=p,0,,(1-24)=0,2-40(1-2-1)=—8 MPa .

b) A Mohr szerinti redukalt fesziiltség:

Oreq (Mohr)| ,_, =(0p —0.)=40-8=0,,,(1- 11,) =40(1-0,2) = 40-0,8=32MPa,

O,y (Mohr)|,_, =(0,—0.)=16=(=8)=0,, (I1— s, + 1,) = 40(1-0,6+0,2) = 24 MPa,

Maximalis redukalt fesziiltség: o Mohr

red max

)1y =(0r—0.)=32MPa.

¢) A maximalis fordulatszam:

o

meg < )edmwc

(Mohr)=oc Mohr|/10 O (1= 11,) =

red

%(RK a))z (1_,“2) ’

e (1-V)8 80-10°(1-0,25)-8 rad
Oy = = =866—,
(3-2v)pRi(1-p,) \(3-2-0,25)-8000-0,2°(1-0,2) s
60w, _00-866 ford

Mo = e =8270 —.
’ 2 6,282 min

9.6.7. feladat:
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