F.I. FUGGELEK: MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

F.I.1. Vektorok és vektormiiveletek

Skalaris mennyiség: olyan geometriai, vagy fizikai mennyiség, amelyet nagysag, (eldjel) és
mértékegység jellemez.
Vektor mennyiség: iranyitott geometriai, vagy fizikai mennyiség, amelyet nagysag (eljel),
irany és mértékegység jellemez.

a) Vektor megadasa:

Ay ~ Egységvektorok: €., €, .
ea
Ayl Az egységvektorok hossza egységnyi:
! > — > —_—
i ; 2, 1=le, I=1.
e A a 1 x .
€ | Egy tetszoleges vektor megadasa
a | x egységvektorokkal: a=ae +ae, .
0 é. a,

Ha ismert az a vektor hossza ¢és az x tengellyel bezart szoge, akkor az el6zo
Osszefliggésbol:

a=|alcosaé +|d|sinae, =[a|(cosae, +sinae,)=|ale,

Az a vektor hosszét a Pithagorasz-tétel segitségével szamithatjuk ki: | @ |= \/a’ + af,
Konnyen belathat6 az is, hogy €, vektor egységvektor:

|é, [=Vcos’a+sina =1,

A vektorok kozotti miiveletek a vektorok tamadasponthoz, vagy hatasvonalhoz kotottségétol
fiiggetleniil érvényesek.

b) Vektorok 6sszeadasa:

Legyen adott ket vektor: a=a é +a,e,, b=be +be,.

A két vektor 0sszegének kiszamitasa:
atb=(a.e +tae)+(be +be)=(a,+b)é +(a,+b)e =c.

—_—
& c

X y

A két vektor 0sszegének megszerkesztése:

Haromszog szabaly Paralelogramma szabaly



¢) Vektorok kivonésa:

Legyen adott ket vektor: a=a € +a,e,, b=be +bé, .

x x y

Q

A két vektor kiilonbségének kiszamitasa:
i—b=(a,é +a,é)—(be +bé)=(a,—b)e +(a,—b)é =d
» 7O,

v

X y

Két vektor kiilonbségének megszerkesztése:

d) Vektorok skalaris szorzasa (az eredmény skalaris mennyiség):

A skalaris szorzas értelmezése: a@-b =lal| b |cosar .

A skaldris szorzas kiszamitasa: d-b=a b +a Wb, +ab..

Az G-b jeldlés kiejtése (kiolvasésa): 4 skalarisan szorozva bével.
Egységvektorok skalaris szorzata: ¢ -é =1, é e =1

¥ s
=0, 0,

Ny
o)
Ql
o
1

X y x z

Az eredmény altalanositasa: a-a=|al*> és a-b=0 = alb.
Az alb jelolés kiejtése (kiolvasasa): 4 merdleges bére.

e) Vektorok vektoridlis szorzata (az eredmény vektor):

A vektorialis szorzas értelmezése:
Az eredményvektor nagysaga: |axb|=|d| |b| sina .
%,—/
a paralelo-

gramma
magassaga

hiivelykujja adja meg
iranyat.

Az eredményvektor merdleges a szorzasban szerepld mindkét vektorra.

[}

E(M

Az eredményvektor iranyat
szaballyal kapjuk meg: ha jobb kézzel az a

Q

Q)
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un.
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jobbkéz

vektort a b vektorba forgatjuk, akkor a jobb kéz
eredményvektor



A vektorialis szorzas kiszamitasa:

A determinans kifejtési szabalya (a determinans eldjeles skaldris mennyiség):

- az elso sor szerint:

a;
det|a,,

a3l

a,
ay,

a3 2

a;

a23

a3 3

=), (a5 a33 — 3y053) — A1, (A5, 055 — A3,053) + A3 (a5, — A3, ), VARY

- az els6 oszlop szerint:

a, 4, dg
detia, ay, ay=a,(ayay; —ay,ay;) = ay (a,055 — 3,a,5) + a3, (4,05, — a5,a,5) -
a4y Gy 4y
Egyseg@ktorok e xe =0, é'} X _'} =0, e xe =0,
vektorialis szorzata:
é.xé =é., é,xé =ée,, é.xé =¢,
evx A:_x’ exx z:_ey5 ezx y:_ex

Szabaly: - Ha két egységvektort az abran lathat6é nyillal megegyezd sorrendben szorzunk
0ssze vektorialisan, akkor pozitiv eldjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

- Ha két egységvektort az abran lathatd nyillal ellentétes sorrendben szorzunk
Ossze vektorialisan, akkor negativ eldjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

Az eredmény altaldnositasa: axb=0 = a||b.

f) Vektorok kétszeres vektorialis szorzata (az eredmény vektor):

(Gxb)x¢,vagy ax(bx?).

Kiszamitas kétféle uton lehetséges:
- a két vektorialis szorzasnak a kijeldlt sorrendben torténd elvégzésével,
- a kifejtési szaballyal:

(Gxb)yxé=b(a-¢)—a(b-7),illetve ax(bxé)=b(a-¢)—c(a-b).



F.1.2. Gyakorl6 feladatok vektormiiveletekre
F.1.2.1. feladat: Helyvektorok felirasa, dsszegzése, abszolut értékének meghatarozaisa

Adott: egy hasab, valamint a H pont helye:
AB=8m, BE=3m,
AD=6m, FH=0,5BF.
Feladat: a) A H pont 7, helyvektordnak meg-
hatarozasa.

b) A H pontbol a B pontba mutatd 7,
helyvektor meghatarozasa.

Kidolgozas:
a) A Hpont 7, helyvektoranak meghatarozasa:
Ty = Tor + Ty -

Fop =7 =(88,+62,) m,

. | ’:Z | :%(_Séx +6€) m, 7y =(=3¢ +6¢) m,
|FBF|=\/x}23F +Zpp 32+ 6% =/9+36 =445 m,
|}_;FH| = 0,5\/4_5 m,

7 V45 1

Foy =|Fpy| € =————=(-3¢€.+6¢.)=(-15¢_+3¢.) m,
FH |I"FH| ) \/E( X z) ( ,Sx z)

7y =(8e,+6e.)+(-15¢ +3¢.)=(-1,5¢,+8¢,+9¢.) m.
b) A H-bdl a B pontba mutat6 7, helyvektor meghatarozasa.

P = |7 =—§JEL<—3% £62)m, 7,y = (4,56, ~98 ) m.

2 J45

12.2. feladat: Vektorok dsszege, kiilonbsége, egymassal bezart szoge

Adott: F =(40e, +50¢,) N,
F,=(-208, +4¢ ) N.
Feladat:
a) A két erd ]7“0 =F +F, 0sszeg-
vektordnak meghatarozasa.
b) A két er6 F. = 131 —Fz kiilonbség-
vektoranak meghatarozasa.

c) A két erdvektor altal bezart «,, szdg
10 20 30 40 50 60 meghatarozasa.




Kidolgozas:
a) A kéter§ F, = F, + F, 6sszegvektoranak meghatarozasa:

Fy=F +F,=(408,+50¢,)+(-20¢, +4¢,) = (20¢, + 54¢,) N..

b) A két er§ F, = 17“, - 17“2 kiilonbségvektoranak meghatarozasa:
F.=F —F, =(40¢_+ 50¢,) - (—20¢, +4e,) = (60e, —46¢,) N .

c) A két erévektor altal bezart ¢, sz6g meghatarozasa:

FF,

EEF

F-F, =‘FlHFz‘cosa = cosa=

F, - F, = 40(=20) + 50 -4 = —800 + 200 = —600 N*,

F|=\JF2+F} =40’ +50° =6403N,
B} ~600

E|=F2 +F2 =20* + 4 =2040 N ,cosa =———— = 045934,

‘ 2‘ \/ o 64,03 20,40

a =arccos(—0,45934)=11734°.

F.1.2.3. feladat: Vektor koordindtadi és 6sszetevii

Adott: Feladat:

d=(10¢,+5¢,)m. a) Az d vektor x és y iranyt skalaris koordinatainak meghatarozasa.
b) Az d vektor x és y irdnyu Osszetevdinek meghatarozasa.

Kidolgozas:

a) A vektor koordinatatengely iranyu koordinatainak meghatarozasa (skalaris mennyiségek):
Ay A skalaris szorzas értelmezésébdl:

=|a|le, |cosa =|a|cosa,

a-
a-é, =ldlle, |cosp=la|cosp.

a,

ex
e,

QU

B

ax
a,
A skalaris koordinatak kiszamitasa:
ax

o

V=

a-e =(10€x+55y)-éx =10e,-¢, +5¢,-¢ =10 m
a a, m

) & =(10¢,+5¢,)-¢ =102 -¢ +5¢, ¢ =5

b) A vektor koordinatatengely iranyu &sszetevoi (vektor mennyiségek):

dx = axéx = (IOéx) m, d}’ = ayéy - (Séy) m-

F.1.2.4. feladat: Vektor koordinatadi és Osszetevii
Adott: Feladat:
b =(62. +62, )m a) A b vektor a iranyG b, €s a iranyra merdleges b, skalaris
X y >
koordinatainak meghatarozasa.
b) A b vektor a iranyu b

, €s a irényra merSleges b,

G=(128, +42,)m.

Osszetevoinek meghatarozasa.
Kidolgozas:

a) Adott iranyt koordinatdk meghatarozasa:



A b vektor a iranyu koordinataja (a iranyra eso vetiilete):

d-l;=|d|-|l;|cosa = b =|5|cosa=g.
b

a-b=12-6+4-6=96m’,

|G =127 +4% =160 =410 ~ 12,65 m,

] =i=7,59 m.
12,65
A b vektor @ iranyra mer6leges koordinataja (az a iranyra merdleges vetiilete):
\@xB|=d||B|sina = b, =|b|sina=12E1
— |d|
bJ_
_.x _.y éz
xb=[12 4 0|=e.(72-24)=(48¢,)m*, |axb|=48m’, |d|=12,65m.
6 6 0
ixb| 4
P AL B B
|a 12,65

b) Adott iranyu dsszetevok meghatarozasa:
A b vektor d irdnyu sszetevje:

a ! (12, +42,) = (0,9486¢, +0,3162¢,)

e =——=
“T1d| 12,65
€, =7,59(0,9486¢, +0,3162¢,) = (7,22, +2,4¢,) m.

b
A b vektor a iranyra merdleges 0sszetevoje:

5 =[ axb xijm ina:(—aXb xi]|5|sina=—(a><b)xa.

|@||b|sina |a| laf’

(@xb)xid=(488)x (128, +4¢,)=(~192¢, +576¢,) m’,

_ —192¢ +576¢,

b =—
160

Ellendrzés: b =b, +b, =(7,28, +2,48,)+ (1,2, +3,6¢,) = (62, + 62 )m.

=(-1,2¢, +3,6¢,)m .

F.1.2.5. feladat: Vektorok skalaris szorzata

Adott: F, =(40¢, +18¢, —26¢ ) kN, Kerdes: o
B = (=26 + 26, +32.) kN, Mekkora legyen Fiv , ha azt akarjuk, hogy (F +F})

= - merdleges legyen £, -re?

F; = (Fj’syey) * :

Kidolgozas:



Ha G Lb,akkor a-b=0=|adl||b|cos a =0.

90°
Ezért teljesiilnie kell az (F + F)- F, =0 osszefiiggésnek.
(F +F,)-F, =[4Oéx+(18+F3y)éy—26éz]-(—26x+25y+3éz)=0,
~40-2+(18+ F,)2-26-3=0, ~80+36+2F, —78=0,
2F, =122 = F_ =61kN.

F.1.2.6. feladat: Vektor koordinatadi és Osszetevii

Adott:

a=(3¢,+8,)N, b=(42,+2¢ )N.

Feladat:

a) Az G vektor b iranyt a, és a b irdanyra merdleges a, skalaris
koordinatainak meghatarozasa.

b) Az a vektor b iranyu a, ¢s a b iranyra merlleges a,
Osszeteviinek meghatarozasa.
Megoldas:

a) Az @ vektor b iranyl a ésa b iranyra merbleges a | skalaris koordinatai:
a,=2,235 N, a, =2,235 N.

b) Az a vektor b iranyu G, €sa b iranyra merlleges a, Osszetevoi:
a~( +2) N,d ~(2e -¢) N.

F.1.3 Matrixalgebrai 6sszefoglalé

a) Matrix értelmezése, jelolése:

Matrix: Skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba rendezett
halmaza.

a4 a4

Matrix jelolése: [é] =

a a a

23

A matrixokat kétszer aldhtizott betlivel, a matrixok elemeit (koordinatait) alsé indexes
betlivel jeloljiik. Pl. 4,a és a,;,a, stb.

21 22

Az a;,; matrixelem az 4 métrix els6 sordban és harmadik oszlopaban van.

Matrix mérete: Példaul a fenti (2x3)-as méretii [A] matrixnak két sora és harom oszlopa

van.

Az a,, matrix elem jelolés kiejtése (kiolvasasa): 4 egy harom.
4

Oszlopmatrix: [g}z a, |, sormatrix: [QT]z[al a, a3].

a,



Az oszlopmatrixnak egy oszlopa, a sormatrixnak egy sora van. A sormatrixot mindig
ugyanannak az oszlopmatrixnak a transzponaltjanak tekintjiik.
A sormatrixot a matrix betiijelének felsd indexébe irt 7 betii jeloli.

b) Matrixmuveletek:

A muveleteket (2x2)-es, (2x1)-es és (1x2)-es matrixokra mutatjuk be.

- Matrix transzponaltja (tiikrozés a féatlora):
A matrix f6atlojat az azonos indexii elemek alkotjak.

a a a a
4 — 11 12] — AT — 11 21 )
[_] a4, dy [_:| a, ay

— —

(2x2) (2x2)

A transzponalasi muvelet jele: T (a matrix fels6 indexében).
A transzponalas oszlopmatrixbdl sormatrixot, sormatrixbol pedig oszlopmatrixot hoz
1étre.

Az éT jelolés kiejtése (kiolvasasa): & transzponalt.

- Matrixok osszeadasa, kivonasa:
Csak azonos méretii matrixok adhatok 6ssze, vonhatok ki egymasbol.
A+B=C,

all a12 +{bll bIZ}: (all ibll) (a12i_bl2) :{Cll cl2
a21 a22 b21 b22 L (aZIinI) (a22 inZ)‘ C2l 022

%,—/ %/_/
(2x2) (2x2) (2x2) (2x2)
- Matrix szorzds (sor-oszlop kombindacio):

Csak olyan matrixok szorozhatok Ossze, amelyek teljesitik azt a feltételt, hogy az els6
szorzotényez0 oszlopainak szama megegyezik a masodik szorzotényezO sorainak

szamaval.
A4B=C,
a; alZ} by, bnl :Fau b, +a,b,) (a,b,+a, bzz)]
ay  ay||b, by (ay b+ay, b))  (a, b,+ay, by)
%/_/%/_/ A\ /
2x2) (2x2) (2x2)
db=c,
a; aﬂ b1] _ (@, b +ay, by) _ G
a, ay| |b, (ay, b+ay, by) G
— T - - 7 ——
(2x2) (2x1) 2x1) 2x1)
a'B=d',
b b = b b b b.)=\d
[al az] _[(al nta,by) (ab,+a, 22)]_[ 1 dz}-
Y— b21 b22 N—
(1Ix2) —— (1x2) (1x2)
(2x2)



¢) Kiilonleges métrixok:

[EN

10 )
- Egységmatrix: E = {0 1] Tulajdonsaga: EA=AE=
Az egységmatrix a foatljaban 1-es koordinatakat, a foatlojan kiviil O elemeket tartalmaz.
Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.

- Szimmetrikus mdtrix: éT =4

A matrix elemei megegyeznek a foatlora vett tiikorképiikkel.

1 2 . ) .
Példaul [A] = szimmetrikus matrix.
= 2 9

- Ferdeszimmetrikus matrix: éT =—4.

A matrix barmelyik eleme megegyezik a fOatléra vett tikorképének minusz
egyszeresével. Ebbol az kdvetkezik, hogy a féatloban csak zérus elemek lehetnek.

0 -3
Példaul [é] = {3 0 } ferdeszimmetrikus matrix.

F.1.4. Vektorok skalaris, vegyes és diadikus szorzata
Egyes vektor szorzasok matrixok szorzataként is elvégezhetok.

a) Vektorok skalaris szorzata:

A skalaris szorzas értelmezése: d-b = |c7”b‘cosa .

(a avektorok kozott bezart szog, o <7 .)
A skalaris szorzas kiszamitasa matrixszorzassal:

b

X

6-5=[ax a, az] b,|=ab +ab, +ab..

b

>
Az els6 szorzo tényezd koordinatait sormatrixba, a masodik szorzd tényezé koordinatait
oszlopmatrixba rendezziik és a szorzast a matrixszorzas szabalyai szerint (sor-oszlop
kombinacid) végezziik el.

A szorzas eredménye egy skalaris mennyiség.

b) Vektorok vegyes szorzata:

A vegyes szorzat értelmezése €s jelolése: (555) =(a b x ¢)=(ax b- c).

A vegyes szorzat kiszamitasa:

- El6szér elvégezziik a vektoridlois szorzast, majd az eredményvektort megyszorozzuk
skalarisan a vegyes szorzatban szerepl6 harmadik vektorral.

- Kiszamitas determinanssal:
a,a,a,

(555) =det|b b, b, |=a (bec.—cb.)—a,(bc. —cb)+a(bec, —cb).



c¢) Vektorok diadikus szorzata:

Legyen adottaz @, b és ¢ tetszbleges vektor.

Két vektor diadikus szorzatanak jelolése: a o b , elnevezése: diad.

Az Gob jelolés kiejtése (kiolvasasa): 4 diad bé.

Két vektor diadikus szorzatat a szorzas tulajdonsagainak megadasaval értelmezziik:

- a diadikus szorzas és a skalaris szorzas asszociativ (csoportosithatd, azaz szorzasok
elvégzésének sorrendje felcserélhetd):

(Gob)-C=do(b-C),

- a diad a skalaris szorzas szempontjabol nem kommutativ (nem mindegy, hogy egy
diadot jobbrol, vagy balrdl szorzunk meg skaldrisan egy vektorral, mert mas eredményt
kapunk):
¢-(Gob)#(dob)-¢.

Ha a szorzas a fenti 0sszefliggéseket kielégiti, akkor a szorzas diadikus.

Két vektor diadikus szorzatanak kiszamitasa jobbsodrasu, derékszogli koordinata-
rendszerben:

a, a b a by a b,
laob]|=|a,|[b, b, b|=|ab, ab, ab,|.
a, a b, ab, ab,

Az els6 szorzd tényez0 koordinatait oszlopmatrixba, a masodik szorzé tényezo koordinatait
sormatrixba rendezzilk és a szorzast a matrix szorzds szabalyai szerint (sor-oszlop
kombinacid) végezziik el. A szorzas eredménye egy kilenc skalaris mennyiséget tartalmazo
matrix.

Egységvektorok diadikus szorzata:

100 0 0 0
[¢.0¢.]=|0|1 0 0]=l0 0 O, [é,0¢,]=|1|0 1 0]=[0 1 0],
0] 0 0 0 0] 0 0 0]
0] [0 0 0] 17 [0 1 0]
[e.ce.]=[0][0 0 1]=|0 0 0], [é.0¢,]=|0|[0 1 0]=]0 0 oOf,
1| 0 0 1 0 0 0 0
1] [0 0 1] 0] [0 0 0]
[¢.0e.]=|0|[0 0 1]=0 0 0], [é,0e.]=|1][0 0 1]=[0 0 1|,
0] 0 0 0 0 0 0 0
0 000 0 000
[,0¢.]=|1|[1 0 0]=|1 0 0], [.0¢.]=|0|[l 0 0]=|0 0 O],
0 000 1 100

10



0 00 0
[e.0¢,]=|0][0 1 0]=[0 0 0.
1 010

A skalar szammal torténd szorzas mindig diadikus, vagy mas szohasznalattal altalanos
SZOrZas.

F.1.5. Matrix sajatértékei és sajatvektorai

a) A sajatérték feladat kitlizése:

Létezik-e olyan n oszlopmatrix, amellyel az 4 négyzetes matrixot megszorozva, az n
oszlopmatrix valahanyszorosat kapjuk:

An=An, ahola A skalaris mennyiség?

Ha létezik ilyen n oszlopmatrix, akkor ezt az A négyzetes matrix jobb oldali

sajatvektoranak, a A skaldris mennyiséget pedig az 4 matrix sajatértékének nevezziik.

b) A sajatérték feladat megoldasa:

A sajatérték feladat megoldasat egy (2x2)-es matrixon mutatjuk be.
Az el6z6 egyenletet részletesen kiirva és bal oldalra rendezve:

|:a11 a12:||:nxj|:l|:nxi| N |:a11 a12i||:nx:|_l|:nx:|:|:0i|
a, ap||n, n, ’ a, ap || n, n, 0]

és a szorzasokat elvégezve, az n ,n, ismeretlenre homogén linearis algebrai

egyenletrendszert kapunk:
(@, -)n, +a,n, =0,
ay n,+(ay, — /’t)ny =0.

Az egyenletrendszer nem trividlis (nullatél kiilonbdz6) megoldasanak feltétele az, hogy a
rendszer matrixabdl képezett determinansnak el kell tiinnie:

(a, = 4) a,
ay (ay, = 4)

A determinanst kifejtve kapjuk a karakterisztikus egyenletet:

=0.

2
A" —=(a,, +a,,)A +(a,a,, —a,a, )=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai a matrix sajatértékei:

2 2
_ (all + a22)i_\/(a11 +a22) _4(a11a22 _a12a21) _ (all + a22)i\/(a11 _azz) + 4“12“21
1,2~ - .
’ 2 2

A homogén linedris algebrai egyenletrendszernek csak A=4, és A=4, esetén van

A

nemtrivialis megoldasa.

A matrix sajatértékeit a szilardsadgtanban csokkend, a rezgéstanban ndvekvo sorrendben
szokas sorszamozni.

11



Ha az egyes A, (i=1,2) sajatértékeket behelyettesitjiik a homogén linearis algebrai
egyenletrendszerbe, akkor az egyenletrendszer megoldhat6 az n
(a”—/ii)niﬁrauniy:o n,=...

a, n, +(a, —/L)nl.y = 0}

n,, ismeretlenre:

ix?

, aholi=1,2.

n. = ...

iy

Az A, (i=1,2) sajatértékek behelyettesitése esetén azonban az egyenletrendszer egyenletei

egymastdl nem linearisan fiiggetlenek, ezért az egyik egyenletet el kell hagyni €s a masik
egyenletbdl csak az n, / n,,, vagy n, /n, (i=1,2) hanyados hatarozhat6 meg.
Az n, ¢és n, értékét akkor kapjuk meg (az elgjelet leszamitva) egyértelmiien, ha az

gl_T = [nix niy] sajatvektoroktol megkoveteljiik, hogy egységvektorok legyenek:

F.I.6 Tenzorok eloallitasa

a) Tenzor értelmezése és tulajdonsagai:

Tenzor: Homogén linearis vektor-vektor filiggvény altal megvaldsitott leképezés

(hozzarendelés).
w=f()=T-v.
v ) . -
/ hozzérendelés w
0, 0,

A T tenzor a tetszéleges v vektorhoz a w képvektort rendeli hozza.

A vektor-vektor fliggvény olyan fliggvénykapcsolat, amelynek v értelmezési tartomanya
és w értékkészlete is vektor mennyiség.

A tenzor tulajdonsaga:
- f(AWW)=Af(V), ahol A tetszéleges skalaris mennyiség (skalaris egyiitthato),
ACERENACIRNACHR
A fenti tulajdonsagokbol kovetkezoen fennall az alabbi 0sszefiiggés:
w= AV +A,0) =4, f(D)+ 4, f() =AW + 4,0,

— —_—

W W,

ahol 4, és A, tetsz6leges skalaris egytitthatok.

Kovetkezmény: A tenzor zérus vektorhoz zérus vektort rendel hozza: 0= f (0).

A tenzor koordinata-rendszertdl fiiggetlen fizikai (geometriai, mechanikai) mennyiség.

b) Tenzor eldallitdsa jobbsodratt, derékszogii descartesi koordinata-rendszerben:

- Tenzor megaddsa: - a tenzor koordinataival (matixaval) és
- a koordinata-rendszerrel torténik.
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- Tenzor koordinatainak jelolése matrixba rendezve:

r, I, T, L, 1, T

[r]=|1, 1, T.|=|T, T, T,

xyz

- Tenzor eléallitasa derékszogii descartesi KR-ben:
1. Tétel: - Térbeli esetben minden tenzor egyértelmiien megadhaté harom egymasra
mero6leges egységvektor és ezek képvektorai (harom értékpar) ismeretében.
- Sikbeli esetben minden tenzor egyértelmiien megadhaté két egymasra
merdleges egységvektor és ezek képvektorai (két értékpar) ismeretében.
2. Tétel: - Térbeli esetben minden tenzor eldallithatd harom diad 6sszegeként.
- Sikbeli esetben minden tenzor eléallithato két diad dsszegeként.

Legyen ismert harom értékpar:

1
|

e, = a=f(e), a=ae, tae, +ae.,
e, —> b=f(E), b=be +bé +bé.,
& — ¢=fE), E=c@ +cé +cé..

A tenzor diadikus el6allitasa: T =(doé, +b o €,+coe.).

ax bx CX

A tenzor matrixa: [Z ] =la, b, ¢
xyz

a, b c,

A tenzor matrixat a diadikus el6allitasban kijelolt diadikus szorzasok €s az Gsszeadasok
elvégzésével kapjuk.

A tenzor matrixanak oszlopai az @, b, ¢ képvektorok koordinatait tartalmazzak. A
matrix els@ soraban a képvektorok x koordinatai, a masodik sorban a képvektorok y
koordinatai, a harmadik sorban a képvektorok z koordinatai allnak.

F.L.7. Gyakorlé feladatok vektorokra, matrixokra, tenzorokra

F.1.7.1. feladat: Matrix miiveletek

Wl e )

Feladat:
a)Az A" és B' transzponalt matrixok meghatarozasa.

b) Az A+ B 0Osszegmatrix és az A — B kiilonbségmatrix meghatarozasa.
c) Az AB szorzatmatrix meghatarozasa.

d) A B A4 szorzatmatrix meghatdrozasa.

Kidolgozas:

13



a) Az A" és B' transzponalt matrixok meghatérozasa:

r_[2 07 BT:—12 -6
-4 3| = 4 3|

[N

Az 4+ 2 Osszegmatrix ¢s az 4 — B kiilonbsegmatrix meghatarozasa:
-12 4 -10 0
A+B= )
-12 4 14 -8
-B= .

¢) Az AB szorzatmatrix meghatarozasa:

a_|2 412 4)_[212+ (A6 2:4+43]_[ 0 -4
=17 3|-6 3 7(-12)+3(=6)  7-4+3-3 ~102 37]

[N

d) A B4 szorzatmatrix meghatarozasa:

sa |12 42 4]_[C122447 (12 (-4H+4:3]_[4 60
== 1-6 3|7 3| [(-6)-2+43-7 (-6)-(-4)+3-3| |9 33|

Matrixszorzasnal a szorzotényezok sorrendje nem cserélheto fel!
F.1.7.2. feladat: Skalaris, diadikus és matrix szorzas gyakorldsa

Adott: a=(4e, +6¢,—¢.) m, Feladat:
a) Az a-b ésaz dob szorzatok meghatarozasa.

S

=(-3¢,+¢,-2.) m, ) p
b) Az (deob)-¢ ésa ¢-(dob) szorzat meghatarozasa.
c=(-26,-62)m

Kidolgozas:
a)Az d-b ésaz Gob szorzatok meghatarozasa:
-3
i-b=[4 6 -1] 1|=4(3)+6-1+(-D)(-)=-5m’,
-1
Gob=(42,+62,-2,)o(-3¢,+¢,-¢.)=
=[(—12@x ~182,+32, )08, + (42, +68,—¢.)0¢, +
+(-4e,-68,+¢e )oc. | m”
A szdgletes zarojelben 1évo diadok elsd szorzo tényezdinek koordinatai a tenzor matrixanak
oszlopaiban jelennek meg:

4 “12 4 —4
laob]=| 6 |[-3 1 -1]=|-18 6 —6|m
-1 30411

14



b) Az (ao l;) -C ésac-(ao 15) szorzat meghatarozasa:
- Az értelmezés alapjan:
(Gob)-G=do(b-C)=
=(4¢e,+62,-2.)o[ (-3¢, +¢,-e.)-(-2¢,-5¢.) | =

=(42,+62, -2 )o[-2+5]=(122,+182,-3&.) m’,

- Matrixszorzassal:
—12 4 —4)[0] [-8+207 [12
[@b)|[¢]=|-18 6 —6|[-2|=|-12+30|=|18| m’.
30 -1 1]|-5] | 2-5 -3

A kétféleképp eldallitott eredmény természetesen megegyezik.
- Az értelmezés alapjan:

¢-(Gob)=(¢-d)ob=

[( 26,-5¢,)-(4¢, *)]o(—35x+a—éz)=

=[-12+5]0(-32,+¢, - é) (218, -7¢,+7¢.) .
- Matrixszorzassal:
-12 4 -4
[¢][@eb)|=[0 -2 -5] 18 6 —6|=
30411

=[(36-15) (-12+5) (12-5)]=[21 -7 7]m’
A kétféleképp eloallitott eredmény természetesen megegyezik.

F.1.7.3. feladat: Vektor adott iranyra merdleges osszetevojének meghatarozadsa

Adott:
b =(208, + 408, —302,) m,

¢, =(0,82,+0,62.).

Feladat:
a) A b vektor e, egységvektorral parhuzamos l;” OsszetevOjének meghatarozasa.

b) A b vektor €, egységvektorra merdleges l;l OsszetevOjének meghatarozasa kétszeres

vektorialis szorzassal.
¢) A b vektor €, egységvektorra merdleges Z;L OsszetevOjének meghatarozasa a kifejtési

szaballyal.
Kidolgozas:

a) A b, parhuzamos dsszetevd meghatarozasa:
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20
b=, bye,=[[0 08 06] 40 ||¢,=(32-18)¢, =14,
-30
b, =148, =14(0,8¢, +0,6¢.)=(11,2¢, +8,4¢ ) m.
b)A b . merdleges Osszetevd meghatarozasa kétszeres vektorialis szorzassal:
b, =(&,xb)xé,.

e, é, e
@ xb)=|0 0.8 0,6|=¢,(-24-24)—5,(~12)+&.(~16) =485, +12¢, 16,
20 40 =30
e & e
@ xb)xe, =|—48 12 —16/=2.(7,2+12,8) & (~28,8) +&.(~38,4).
0 08 0,6 '

b, =(E,xb)xe,=(20¢, +28,8¢, —38,4¢ )m.
c)A b | Osszetevd meghatarozasa a kifejtési szaballyal:
b, =@, xb)xé,=b(E,&)-¢,b&)=b-b.
b, =b-b =(20&, +40¢, —302,)— (11,22, +8,42 ) = (20¢, + 28,82, —38,4¢,) m.
F.1..7.4. feladat: Vektorok vegxes szorzata, paralelepipedon térfogata
AT —Gxh Adott: Az @,b,¢ harom nem komplandris

(nem egy sikba esd) vektor:
(56, +3¢, +¢.)m,

a
b

¢

(2¢, +4e, +3e.)m,

(32, + 28, +6¢,) m.

Feladat: Az a,b,¢  vektorok altal

kifeszitett alakzat (paralelepi-
pedon) térfogatanak meghatéaro-
zasa.

T/

INY

Kidolgozas:
Az a,b,¢ vektorok altal kifeszitett alakzat (paralelepipedon) ¥ térfogatat a harom
vektor vegyes szorzata adja meg:
c. ¢, c| I3 26
T 301 |51 |53
V=c-(a><b)=ax a, a|=|5 3 1/=3 -2 +6 =
’ 4 3 2 3 2 4
b, b, b| [2 4 3

=3-(3-3-1-4)-2(5-3-1-2)+6(5-4-3-2)=3-5-2-13+6-14=15-26+84=73.
Bizonyités: V=5-(Ei><l;)=|E”d><5‘cos,8=‘é><l;‘(|5|cosﬁ)=T-m2,
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T=‘& xl;‘ =|6”5‘sina =|Zz|ml, ‘7:‘ =T,
ahol T az d,b vektorok 4ltal kifeszitett paralelogramma teriilete.

F.1.7.5. feladat: Tenzor eléallitdsa

Adott: 7, =(4e,+2¢,)m.

Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixnak az eldallitasa, amely az xy sik helyvektoraibdl a

helyvektoroknak a koordinata-rendszer O kezd6pontjara tiikr6zott vektorait allitja elo.
b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amely az 7, vektor origora vett tiikorképe.

Kidolgozas:
a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:

& o d=-é, & — b=-¢,.

x X ¥y
A két értékparbol a tenzor: T =(Go&, +boé)).
. -1 0
A tenzor matrixa: [T J = .
= 0 -1

b) Az origora tiikrozott 7, képvektor meghatarozasa:

S I P HE
ry=T1r= = = .

= 0 -1y 0 -1(2 -2
F,=(-4¢,-2¢) m.

F.1.7.6. feladat: Tenzor eléadllitasa

Adott: 7, =(4¢, +3¢ )m.

Feladat:
a) Annak a 7T tenzor matrixdnak az eldallitdsa, amely az xy sik helyvektoraibol a

helyvektoroknak a koordinata-rendszer x tengelyére tiikr6zott vektorait allitja eld.
b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amely az 7, vektor x tengelyre vett tiikdrképe.
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Kidolgozas:
a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:

e, —> d=e,, e, > b=-¢.

A két értékparbol a tenzor: T =(Go&, +bo&,)
. 1 0
A tenzor matrixa: [T J = .
= 0 -1

b) Az x tengelyre tiikr6z6tt 7, képvektor meghatarozasa:

2 P MR P N

F,=(42,-32,) m.

F.1.7.7. feladat: Tenzor elédllitasa
Adott: p=30°, 7, =(4¢ +¢é,)m.
A Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely az xy

r, sik helyvektoraib6l a helyvektorok z tengely koril ¢

szoggel elforgatott vektorait allitja eld.
P . ; - .
% - X b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amelyet az 7, vektor ¢

> szoggel torténd elforgatasaval kapunk.

Kidolgozas:

a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
e, — a=(cospe, t+singe,),

e, — b =(-sin @e, +cospe,).

A két értékparbdl a tenzor:

T=(doé +boé)

arad[Jo o2 o ]

pee]-ly o 0-lo 5 [0 ne]

y

. cos@ —sing 0,866 —0,5
A tenzor matrixa: [T ] = . = .
sing  cos@ 0,5 0,866
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b) Az elforgatott 7, vektor meghatarozésa:

_ cos@ —sing || x, 0,866 —0,5 || 4 2,964
V., = = =
" lsing cosg Vp 0,5 0,866 |1 2,866

7, =(2,964¢ +2,866¢,) m.

I”A:

I~

F.1.7.8. feladat: Tenzor eléallitisa
Adott: 4y

p=45", 7, =(5¢,+2¢,)m. ii,

<3
v =

Feladat:
a) Annak a 7 tenzor matrixdnak az eldallitdsa, amely az xy sik helyvektoraihoz a

helyvektorok z tengely koriil ¢ szoggel torténd elforgatasakor a helyvektorok
végpontjainak elmozdulés vektorait rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektor végpontjanak i, elmozdulds vektordt a ¢ szoggel torténd
elforgatasnal.

Kidolgozas:

a) A T tenzor el6allitasa:

Ay Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
wbﬁﬁ e, —> a=—(l-cosp)e, +singe,,
L e, - I;z—singaéx—(l—cosqo)éy.
@ & \ 4 A két értékparbdl a tenzor:
21, N % T=(de¢ +boe,).
e

X

A tenzor matrixa:

(cosp—1) —sinp | [-0,293 -0,707
17]- -
=171 sing  (cosp-1)| | 0,707 -0,293]

b) Az i, elmozduldsvektor meghatirozasa:
- _ [-0,293 -0,707[5] [-2,879
uP ZZ I’P = =
= 0,707 —0,293 | 2 2,949

ii, = (2,879, +2,9498,) m.

F.1.7.9. feladat: Tenzor elddllitasa
Adott: 7= (—L*y +Lé ), T, =(5¢,+2€, +10€ ) m.

NN
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Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely
a tér minden helyvektorahoz a helyvektoroknak

az #n normalisu S sikba esO vetiiletvektorat
rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektornak az adott # normalisu
S'sikba es6 7, vetiiletvektorat.

A vetiiletvektort ugy kapjuk, hogy az 7, vektor végpontjat merélegesen vetitjiik az S sikra.

Kidolgozas:
a) A T tenzor el6allitdsa:

A tetszOleges v vektor S sikba es6 w vetiiletvektora:
w=nxVxn)=v(n-n)—n(n-v)=v—n(i-v).
—
=1
Térbeli esetben a tenzort harom értékparja hatarozza meg:
€, > da=e —n(n-e)=e.,
Hf_/

=0
- i 1 1 1 1
6 — b=¢ —ii(ii-é,)=8 ———=8 ——& +—6.=| —& +—8. |,
y y ( y)y\/z y2y 22(2y 22)
b
2
3, - =8, —A(7-8)=8 4==F +7, < =| 25, +=2
z z z z \/5 z 2 y 2 z 2 y 2 z

A harom értékparbol a tenzor: 7' =(doé, +b o €,+coe.).

1 0 0
A tenzor matrixa: [z ] =0 0,5 0,5].
0 0,5 0,5

b) Az r, vektornak az adott # normalisu sikba es6 7, vetiiletvektoranak meghatarozasa:
1 0 015 5
r=T-r=/0 05 05| 2|=|6|m, r,=(5¢,+6¢é,+6¢) m.
0 0,5 05|[10] |6
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F.1.7.10. feladat: Tenzor eléallitasa

Adott: 7, =3¢ +4e,+6¢€.) m.

Feladat:

a) Annak a T tenzor matrixanak az el8allitasa, amely a tér

minden helyvektordhoz a helyvektoroknak az xy sikra
vett tiikorkép-vektorat rendeli hozza.
b) Meghatarozni 7, vektornak az xy sikra vett 7, tiikorkép-

vektorat.

A tiikorkép-vektort a kdvetkezoképpen kapjuk: Az 7, vektor végpontjat merdlegesen vetitjiik
az xy sikra. A D pont a vetité egyenes doféspontja az xy sikon.

Megoldas:

1 00
a) A hozzarendelést megvalositd tenzor matrixa: [z ] =01 0.
0 0-1

b) Az 7, tikorkép-vektor: 7, =3¢, +4¢,—6¢€.) m.

F.1.7.11. feladat: Tenzor eléallitasa
Adott: 7, =(4¢ +4¢, +8¢.)m.
Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az eldallitasa, amely a tér

minden helyvektorahoz a helyvektoroknak az xy sikba esd
vetiiletvektorat rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektornak az xy sikba esé 7, vetiiletvektorat.

Megoldas:
A vetiiletvektort ugy kapjuk, hogy az 7, vektor végpontjat merélegesen vetitjiik az xy sikra. A

D pont a vetit egyenes doféspontja az xy sikon. A vetiiletvektor a D pontba mutaté vektor.
a) A hozzarendelést megvalositd tenzor matrixa:
1 00

[T]=|0 1 of.
0 00
b) Az 7, vetiiletvektor: 7, =(4e, +4¢,) m.

F.1.7.12. feladat: Tenzor (matrix) sajatértékeinek és sajatvektorainak eldallitasa

Adott: az A tenzor az xyz Descartes-féle derékszogli koordinatarendszerbeli matrixaval:

1\
2 2
A:
R EEE!
2 2
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Feladat: az 4 tenzor A, A, sajatértékei és a hozzdjuk tartozé 7, n, sajatvektorok

meghatarozasa és szemléltetése

Kidolgozas:

A feladatban szerepld matrix szimmetrikus, ezért két valos sajatértéket és két, egymasra
merdbleges sajatvektort varunk.

A karakterisztikus egyenlet felirasa:
Aii=Aii=AE-i = (4-1E)-i=0.
Ez egy homogen, linearis egyenletrendszer az 7 vektor n,,n, koordinataira, melynek csak

akkor van a trividlistol (vagyis a zérustol) kiilonb6zé megoldéasa, ha az egyenletrendszer
egylitthat6ibol képzett matrix determinansa nullaval egyenlo:

det|4— AE|=0.

A fenti matrix elemeit behelyettesitve és a determinanst kifejtve:

det

5% B (L)) 3
A TR

2
2 2

A kijeldlt miiveleteket elvégezve, kapjuk a karakterisztikus egyenletet: 41> —4=0.

_— . . : e =1,
A karakterisztikus egyenlet két megoldésa, vagyis a keresett sajatértékek: jl .
A sajatvektorok meghatarozasa:
- A A, =1-hez tartozo6 7, sajatvektor meghatarozasa:
A A, =1-et visszahelyettesitjiik a linearis algebrai egyenlet-rendszerbe:
L) 8 B}
5 (al]s Sl
o) sl Lo)
2 2 2 2
) -n_+ \/gny =0
A matrixszorzast elvégezve kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk: .
\/gnx =3n, =0

A két egyenlet azonban nem fiiggetlen egymastol (az elsot —3 -mal szorozva éppen a
masodikat kapjuk), igy ez az egyenletrendszer csak a sajatvektor koordinatainak aranyat,
vagyis a sajatvektor irdnyat hatdrozza meg.

Ezért még felirunk egy fliggetlen egyenletet: az egységnyi abszolut értéki sajatvektort
hatarozzuk meg:

1= |ﬁ| = \/nxz + ny2 = \/3}1},2 + ny2 = 2|n

1

Lathato, hogy ezzel a potlolagos feltétellel a sajatvektor mar csak egy eldjel erejéig
hatarozatlan.
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1 . _
Haaz n, = +E értéket valasztjuk, akkor 7, =

5,

X

I
+E€y .

- A A, =—1-hez tartozd 7, sajatvektor meghatarozasa:

GRSk
E (L) i

NE

H o)

2 2 2
. . 3n, + NEY! , =0
A matrixszorzast elvégezve két ismeretlenes egyenletrendszert kapunk: .
\/an +n, =0
Az egyenletek ebben az esetben sem fliggetlenek egymastdl (itt a szorzd NE] ).
A mar alkalmazott normaléast ismét elvégezve kapjuk: n, = %éx - géy .
y A A megoldas szemléltetése:
1 Az abran lathato két sajatvektor merdleges egymasra,
amir6l a sziikséges skalaris szorzas elvégzésével is
11
Z. meggy6zddhetiink: 7, -7, = ﬁ— - —ﬁ =0
n X 22 22
-1 - 1 Altalaban is igaz, hogy egy szimmetrikus tenzor
1, kiilonb6zé  sajatértékeihez  tartozd  sajatvektorok
mindig merdlegesek egymasra.
-1

Ennek bizonyitdsdhoz a sajatvektorokat definialé egyenletet szorozzuk be balrdl egy masik
sajatvektorral: 7, An, =n, A n, Kihasznadlva a tenzor szimmetrigjat, azt kapjuk, hogy:

A'ﬁz'ﬁlz/lzﬁz’a :ﬂ'lﬁ2‘ﬁl'

Atrendezve: (/12 — )i, -7, =0, amibdl kovetkezik a két sajatvektor merSlegessége, hiszen

mindkettd nagysaga kiilonbozik nullatdl, a két sajatérték pedig a feltétel szerint kiillonb6zo.

F.L.8. Differencialegyenletek

Differencialegyenlet: olyan matematikai egyenlet, amely egy vagy tobb valtozds ismeretlen
fiiggvény és derivaltjai kdzotti kapcesolatot irja le.

Fontosabb tipusok: kozonséges differencialegyenletek,
parcialis differencialegyenletek,
(sztochasztikus  differencialegyenletek, késleltetett differencial-

egyenletek).

Kozonséges differencialegyenlet:

olyan matematikai egyenlet, amely egy fliggetlen
valtozoju fliggvény és derivaltjai kdzotti dsszefiiggést
adja meg.
d’x .
=F, ahol x= x(t) (Newton II. torvénye).

P

Pl m
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Parcialis differencialegyenlet: olyan matematikai egyenlet, amely az ismeretlen
tobbvaltozos fiiggvény és a parcialis derivaltjai
kozotti kapesolatot irja le.

Ou(x, y)

C o ox

Pl =0, és a megoldas u(x,y) = f(y) .

Az Euler tipusu kozonséges differencialegyenlet

A valtozd egyiitthatéju n-edrendt linearis differencialegyenletek koziil viszonylag
egyszerien megoldhatd az Euler tipusu, amelynél az egyiitthatok a kdvetkezo
hatvanyfiiggvények:

A(x)=ax" (i=0,1,2, ... ,n; ésa, =allando).
Igy az Euler tipusu differencialegyenlet altalanos alakja:
e, (y)= anx"y(”) + an,lx”’ly("‘l) +...+axy +a,y=R(x).

a) A homogén differencidlegyenletet megoldasa:

Az alaprendszerhez az y = x" feltételezéssel jutunk.

Ugyanis  y” =(x’ )p = r(r—l)...[r—(p—l)]x(r_”) révén  azt  kapjuk, hogy
e, (x") =g, (r)x" =0,

ahol g, (r)=a,r(r=1)..[r=(n-1)]+...+ar+a, az Euler-féle differencidlegyenlet un.

karakterisztikus polinomja.

Az x=0eset kizardsaval a g, (r) =0 egyenlet (az Un. karakterisztikus egyenlet) alapjan

kapunk alaprendszert az alabb részletezendé modon.

Ha a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gyokei vannak — jeldlje ezeket n,r7,,...,r,,
akkoraz y=x', y=x",...,y=x" fiiggvények alkotjik a differencialegyenlet alaprendszerét.
Ha azonban t6bbszords gyokok is vannak, akkor alaprendszert a kdvetkezd eldiras szerint

kapunk:
Legyen pl. az r=r, s,-szoros gyok, akkor az r=r, gyoknek az alaprendszerben a

kovetkezd fiiggvények fognak megfelelni: y =x", y=x" Inx,...,y =x" (In x)s’”1 )
Természetesen, mind az egyszeres, mind a tobbszords gyoknél eldfordulhat, hogy ezek
kozott komplex szamok is vannak. Ekkor is lehet azonban mindig valés alaprendszert

talalni. A fenti eljarasnal a Wronski-féle determinans segitségével lehet megmutatni, hogy a
megadott fliggvények valoban alaprendszert alkotnak.

b) Az inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megoldasa:

A korabban mar részletezett modon nyerheto.
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c¢) Példak homogén Euler tipusu differencidlegyenlet megoldasara:

1. példa:
Adott: x*y"=3xy' =5y =0.
Megoldas: Itt az y=x" feltételezéssel azt kapjuk, hogy a karakterisztikus polinom:
gz(r)zr2 -4r-5=0.
A g, (r) =0 karakterisztikus egyenlet gyokei: r, =5, r, =—1.
gy alaprendszert az y=x°, y=x"' fiiggvények alkotnak, és az adott homogén
differencialegyenlet altalanos megoldéasa: y=C,x” +C,x™".
A C,, C, egyiitthatok peremfeltételekbdl hatarozhatok meg.

2. példa:
Adott: x*y"=3xy'+4y=0.
Megoldas: Itt az y=x" feltételezéssel azt kapjuk, hogy a karakterisztikus polinom:
gz(r)zr2 —-4r+4=0.
A g, (r) =0 karakterisztikus egyenlet gyokei: r, =2, r, =2.
fgy alaprendszert az y=x’, y=x"Inx fiiggvények alkotnak, és az adott homogén

differencidlegyenlet 4ltaldénos megoldasa: y = C,x* + C,x” Inx.
A C,, C, egyiitthatok peremfeltételekbdl hatarozhatok meg.
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