SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

1. MECHANIKA-STATIKA GYAKORLAT

(kidolgozta: Triesz Péter, egy. ts.; Tarnai Gabor, mérndk tanar)
Trigonometria, vektoralgebra

Trigonometriai sszefoglalo
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Vektoralgebrai 6sszefoglalo

Skalaris mennyiség: nagysag (eldjel) és mértékegység jellemzi.

Vektor mennyiség: nagysag (eléjel), irany és mértékegység jellemzi.
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1.1. Példa

Vektorok megadésa:

Egységvektorok: i, j; = |i | jl=1;
Egy tetszoleges vektor: d=a,i +a,j ;
d=|d|cosai+|d|sinaj=|d|(cosai+sinaj);

. o= . a
Mivel: a=ld|e,; = é,=—,

|
€, : az a vektor irAny-egységvektora .

|d|=ja; +a, , (avektor nagysaga);
|é, |=+cos’ a+sin’a =1,

Y

Vektorok sszeadasa:

Ha: d=a,i+a,j, b=bi+bh, j.

C, c

A két vektor 6sszegének megszerkesztése:

—

Haromszog szabaly Paralelogramma szabaly

Vektorok kivonasa:

Ha: d=a,i+a,j, b=bi+b, ],
akkor: a-b=(a,i+a,j)—(b,i+b,j)=(a,~b)i+(a,~b)j=d
“ d d
x y

Két vektor kiilonbségének megszerkesztése:

—
—
—

&

S

1-Trigonometria-Vektor 2/15



Vektorok szorzasa skalarral (az eredmény: vektor):

d=ai+a,j+ak;
Aa =A(axf+ ay]JraZ/E) =Aai +layf+lazl€ ;

- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 -
|Ad|= A%} + A2a’ + %l = AJad +aP +a? = Ad|

Vektorok skalaris szorzasa (az eredmény: skalaris mennyiség):

Ertelmezése: d-b=|d||b|cosa,ahol d=a,i+a,j+ak, b=bi+bh j+bk,

valamint « a két vektor altal bezart szog.
Kiszamitasa:

- 7 - 7 2 2 2 2 2 2
a-b=ab,+ab, +ab.,vagy a-bz\/ax +a, +a; ~\/bx +b, +D. -cosa

Egységvektorok skaldris szorzata:
i-i=1,7-j=1, k-k=1,mivel cos0’ =1,

i-7=0,i-k=0, j-k=0, mivel cos90’ =0

Altalanositas: d-a=|af* ésa-b=0 < alb.

Vektorok vektoridlis szorzata (az eredmény: vektor):
Ertelmezése: |axb|=|a||b| sina , ami az eredményvektor abszolut értéke.
%r_/

j+ak, b=bi+b j+bk,kiszamitisa

i(ab. —ba)-j(ab —ba)+k(ab —ba,)

z

Y
b, b

Az eredményvektor merdleges mindkét vektorra (az altaluk meghatarozott sikra).

Egységvektorok vektorialis szorzata:
ixi=0, jxj=0, kxk=0, (mivel sin0°=0).
Altalanositas: axb=0 < allb.
Jobbkéz-szabaly! Jobbkéz-szabaly!
plL:[ x j| =[f||7]sin90° =1 =k L7,

Pxj=k, Jjx

-}
Il

bl

xi=j,

=i,

=

ij_l s

bl

_.77

Jxi=—k, ixk

Hazi feladat: axb :(axf+ay J+ aZE)x(bx i+b, ] +bZl€) =... kiszamitasa.
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1. 2. Példa

Adott:
a=10i +5;
Feladat:
a. A Koordinata tengelyekre es6 vetiiletek

meghatarozasa (sikbeli eset).
b. Az ¢, irany-egységvektor meghatarozasa.

Megoldas:
a. vetiiletek meghatarozasa

[Ny

-f:|47| f‘cosa:|ﬁ|cosa:ax

=1

ﬁ-]z|ﬁ”]‘cosﬂ:|Zz|cos,6’:ay

a-i =(10i +55)-i =107 -i +57-i =10 a, =10
T

a-j=010i +5/)-j=10i-j+5j-j=5 a,=5
-

=0 =1

b. irdny-egységvektor kiszamitasa

d=|a|-é

. _a _10i+5; 10i+5]j 10 - 5

e":é: 2 2 11,18 _11,181+11,18
ERaT

7 =0,894427i +0,447214

é, =0,894427i +0,447214 ]

Ellenorzeés:

] =/0,894427* +0,447214> = 0,8+0,2 =1
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1. 3. Példa

Adott;
F =(40{ +50/) N,
F, =(-20{ +4/)N.

Feladat:
a. Akéterd F,=F +F,
Osszegvektoranak meghatarozasa.
b. Akéterd F.=F —F,
kiilonbségvektoranak
meghatarozasa.

F,
c. A két erOvektor altal bezart o szog i | | I | i
meghatarozasa. 10 20 350 40 50 60

Megoldas:
a. Akéterd F, = F +F, dsszegvektoranak meghatarozasa:
F,=F +F, = (407 +507)+(-20{ +47)=(20{ +54/)N.

F, =(20i +54j)N

b. Akéterd F, =F —F, kiilonbségvektoranak meghatérozasa:
F.=F —F, = (407 +507)— (207 +47) = (607 +467) N.

F, =(60i +46))N

c. A két erdvektor altal bezart «,, sz6g meghatarozasa:

=‘FlHFz‘cosa = cosa=

eyl
!

T
!

1

[}

eyl

F, - F, = 40(=20) + 50 -4 = —800 + 200 = —600 N*,

N

|F| =Rz + F2 =407 +50° =6403 N ;

E|=\F.+F}, =20° +4 =2040N,

-600

- — 045934
64,03-20,40

o =arccos(—045934) =11734°
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1. 4. Példa

Adott;
F, =(40i +18) —26k)kN ,

F, =(=2i +2j +3k) kN,
Fy=(F,)).
Feladat:

Mekkora legyen F, , ha azt akarjuk, hogy (F, + F,) meréleges legyen F,-re?

Megoldas:

Ha G L b, akkor a-b=0=|a|/b|cos a =0.
90°

Ezért teljesiilnie kell az (F, + F,)- F, =0 &sszefiiggésnek.

(F +E)-Fz=[402+(18+gy)]-261€].(—27+2]+3/€)=0,
~40-2+(18+F,,)2-26-3=0,-80+36+2F, —~78=0,
2F,, =122

F,, =61kN
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1.5. Példa

Adott: egy hasab, valamint a H pont helye:
AB=8m , BE=3m ,

AD=6m, FH=0,5BF.

Feladat: a) A H pont 7, helyvektoranak

meghatdrozasa.

b) A H-bol a B pontba mutatd 7

HB

helyvektor meghatdrozésa.

Megoldas:
a. A Hpont 7, helyvektoranak meghatarozasa:

Ty = Tor

+

FFH

Fop =7, =(8) +6k) m,

7| = 057 | €5 7oy =7 |25

T = (3 +6K) m, = [F, | =xj, + 25, =3 +67 =\9+36 =45 m,
7] = 05[F | = 0,5v45 m,

et _ 1 (57 i6F) m;

|7y | 45
L L s 45 - .
o = [P | € = ; \/_(31 6k)=(-157 +3k) m,

Foy =TFop + Ty = (8] +6k) + (—157 +3k),

7, =(=1,5 +87 +9k) m.

b. A H-bol a B pontba mutatd 7, helyvektor meghatarozésa.

rHBZ_% \/_\/—( 3l+6k)m

I}

Fop = (4,51 —9k) m

Masképp: 7, = 7i,, = (37 +85)m
P =Ty =Ty = (31 +8))—(=1,5 +8] +9k) = (4,5] —=9k) m

=
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1.6. Példa

Adott egy haromszog-alapu egyenes hasab, melynek egyik csticsa az origd, tobbi pedig

helykoordinataival van megadva. z,
A
50
E
A(30,40,0)mm,
B(0,50,0)mm,
€(0,0,60)mm,
D(30,40,60)mm
E(0,50,60)mm .
B
F—>
y

Feladat:
a. Hatdrozzamegaz 7., 7,,, 7, 'y, helyvektorokat!

b. Szamitsa ki a CDE haromszdg és az ABED téglalap tertiletét!

Megoldas: e
a. Elsoként az origobol az egyes csucsokba C,
mutato helyvektorok meghatarozasa
sziikséges:

P, =7, = (307 +407 )mm,

o =Toe = (6Ol€)mm ’
iy = Foy = (307 + 407 + 60K )mm,
F, =T = (507 + 60k Jmm. k

Lathato, hogy a kérdéses helyvektorok kozil  x
kettd mar kiszamitasra keriilt. A maradék
kettot a kovetkezoképpen lehet
meghatarozni:

Fop =y —Fy = (=307 +107 + 60k Jmm,
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b. A CDE héaromszog teriilete a CD oldalara tiikrozéssel kapott paralelogramma
terliletének fele. A paralelogramma teriilete definicio szerint:

T T /
igy a hérimjg teiﬁ1|ete; | L/i | :

i ]k
Fop XFpe =| 0 50 0|=(1500% Jmm?,
230 10 0

T.pr =0,5-4/1500° =750 mm®.

Az ABED téglalap, mint specialis helyzetii paralelogramma teriilete:

3

T ypep :|rDEXrBE

ik
Fop XFye =|-30 10 0|=(6007 +1800 )mm?,
0 0 60

T pep =[P X Py | = V6007 +1800% =1897,37 mm”.

Megjegyzés:
A kapott eredményeket érdemes Osszevetni a kozépiskoldban megtanult
terliletszamitasi modszerekkel.
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1.7. Példa

Adott két er6 vektora:
F, = (407 =10)N, F,

F, = (=57 +20)N.

V=

Feladat:

R
Hatdrozza meg a két erd ereddjét, illetve kiilonbségét szerkesztéssel és
b. szamitassal!

C.

a.

Adja meg az erdk hatdsvonalanak irany-egységvektorait!

Megoldas:

a. Szerkesztéshez két modszer valaszthatd: a paralelogramma vagy a haromszog

modszer.

Osszeaddsnél a paralelogramma mddszer a kdvetkezd:
1. parhuzamost hiuzunk az Fz
hatasvonalaval,

erd végpontjan keresztil az F,

2. ugyanezt a Iépést végrehajtjuk az }7“1
hatasvonalaval,

a két erd kozos kezddpontjdbdl, a parhuzamosok metszéspontjaba
mutatd vektor a két erévektor ereddje (6sszege).

végpontjaban az 17“2

3.

A két erd kiillonbségének szerkesztésénél a kovetkezo atalakitast hasznaljuk fel:
1:“1 — 132 = 1:“1 + (— 13’2 ), azaz elsOként eldallitjuk az 1:“2 vektor (-1)-szeresét, és az
elézdekben leirt 1épések alapjan elvégezziik a szerkesztést.

Ay Ay
Fi+ 37///\
—_ ﬁv X
- < F
N
. \\
wfi—F -
N - £
N
N

A haromsz6g modszer 1épései (mind az

Osszeg illetve kiilonbség
megszerkesztésére):

1. az 1:“2 vektort eltoljuk az FI végpontjaba,

2. az F’l kezdOpontjat és az F, végpontjat Osszekotd vektor a két erd
ereddje (0sszege).
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b. Két (vagy tobb) vektor Osszegét illetve kiilonbségét ugy kapjuk, hogy a
megfeleld skalar-koordinatakat 6sszeadjuk illetve kivonjuk:

|
l

| * 2:l(F}XiFZX);+(E}’iFZy)j-i_(F'lziFZZ)];J
F,+F, =(357 +107)N
F,—F, = (457 =30j)N

c. Az er6k hatasvonalanak irdny-egységvektorai:

é_i_(407—10j)_(40?—10j) (407 -107) [ 4.1 ﬁ]
IR Var e Voo w0d7 (V7 i
_F _(-57+207) (-5i+20j) (-57+207) (1 .4 -
ez_m_ Jste200 V425 517 [ 17 ﬁ]j
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1. 8. Példa

Adott:
=(4i + j)m

Fip = (7 +3])m

Feladat:
a. Az OAB haromszog T, teriiletének A
meghatarozésa
b. Az OAB haromszog 7,-hoz tartoz6d m ] )i
magassaganak meghatarozasa ]
Megoldas:
a. A vektorialis szorzas alapértelmezése szerint:
e o 1. 1.
T, =E|rA xrB| :E|rA||rB|sma :E|rA|m
i ]k
FoxFy=l4 1 0|=k(12-1)=(1k)m’ vagy
1 30
Fox7y = (4 + j)x (i +3))= 0+12k —k+0= (llk)m
T, =5,5m"
b. Ismét az alapértelmezés alapjan:
|77A xFB|=|FA||FB|sina=|FA|m ¢s ebbdl
m= |rAi<rB| :L=2,67m
7| 412
7\ = x4y, =N+ =412
m=2,6Tm
12/15
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1. 8. Példa

Adott:
— re - 7 rg - A
G120 +4] és b =6 +6] Y
Feladat: 6-1--——--—-—~ b\ b €,
‘\\
a. A b vektor a iranyra esd vetiiletének és 4/~ SR L
OsszetevOjének meghatarozasa. P a
~ ., X . a—1h | X
b. A b vektor a irdnyra merdleges vetiiletének, RY/ | >
¢s Osszetevojének meghatarozasa. ) ‘ ‘
6 12
Megoldas:

a. A b vektor a iranyra esO vetliletének, és Osszetevdjének meghatarozasa.

- . i-b 96
i-b=|allb —lalb p =42 ~7.59
a-b=|alfp|cosa=laln, = A RTrTall

bl[
G-b=12-6+4-6=72+24=96
|d] =127 +47 =144 +16 =4-4/10 212,65
a 1 L R ~
6 = — 127 +47)=(0,94867 +0,3162
€, |Zl| 12,65( I+ J) (a 1 +0, ])

A b vektor a iranyu Osszetevoje:
b, =b,é, =7,59(0,9486i +0,3162)=(7,1999i +2,3999)=7,2i +2,4]

b, =7,2i +2,4]

b. A b vektor a irdnyra merdleges vetiiletének és 0sszetevdjének meghatarozasa.

|@xb| =a||p]sin = bl:\aid}\: B 2379
, la| 12,65
by
i j ok
axb=12 4 0|=k(72-24) = ‘szl;‘:48
6 6 0
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b, =———x— —=—1,2{ +3,6)
A
(Gxb)xad =48k x(12i +47)=(576 —192)) és lal” =160
b, =—1,2i +3,6]
Ellen6rzés:

b=b,+b =(7,2i +2,4])+(-1,2 +3,6) = (6] +6))
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1.9. Példa

Adott két vektor:
¢ = (207 + 60 — 90k )m,
d :(—27+2]+l€)m.
Feladat:

Hatarozza meg a

a. ¢ helyvektor d iranyaba esO 0sszetevojét, illetve
b. az arra merdleges 0sszetevdjét!

Megoldas:

A feladat tulajdonképpen egy vektor felbontdsa egy adott irdnnyal parhuzamos és
arra merdleges vektorra.

a. Vektorok skalaris szorzatara vonatkozo 6sszefliggés:

20-(-2)+60-2-90-1 10

——=-333m.
V22427412

¢-d
T

Vektor ebbdl ugy lesz, hogy a kapott skalar szdmot megszorozzuk a d vektor
hatasvonalanak irany-egységvektoraval:

¢ =c -2, = 27225 Wity
I I d 9 9] 9 =

b. A merbleges Osszetevot ugy kapjuk meg a legegyszeriibben, ha az eredeti ¢
vektorbol kivonjuk az eldbb kiszamolt parhuzamos dsszetevot:

ool 2o (2o )

. 160 560 - 800 -
¢, = i+ Jj— k| m
9 9 9
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