SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

4. MECHANIKA — STATIKA GYAKORLAT
(kidolgozta: Triesz Péter, egy. ts.; Tarnai Gabor, mérndk tanar)

Ero, nyomaték, erérendszer eredoje,
erorendszerek egyenértékiisége

4.1. Példa: Az

A rajzon lathaté hasabot az aldbbi erdk
alkotta erOrendszer terheli:

!

= (47 -4 )k,
F, = (- 27 kN,

F, = (27 +37 + 4k kN,
i =27 +47 - 4F)m.

Feladat:

Hatarozza meg
a. az erdrendszer origéra szamitott nyomatékat (M, =7?),
b. azerdrendszer a egyenesre szdmitott nyomatékat (M, =?),

c. az erfrendszer y, illetve z tengelyekre szamitott nyomatékait (M, =7 ¢és
M. =7)!

Megoldas:

a. Erdrendszer pontra szamitott nyomatékara az alapdsszefiiggés, ha az
erérendszert csak koncentralt erdk alkotjak:

n

M, = 2(171 X F;) i=12,...n, ahol n a koncentralt er6k szama.
i=1

Ez esetben hdrom erd nyomatékat kell 6sszegezni, azaz:

|

M, =

o

N

xF +7, xF,+r, xF;.
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A helyvektorok az abrarol leolvashatok:

:(4l€)m

— (87 +67 + 4k )m

=(8f+6j')m
i j ok

AxF =0 0 4/ =(16i+16j) kNm,
4 -4 0
i j ok

FxFy=|8 6 4/=(-8j+12k)kNm,
2 0 0
i j ok

ExF =8 6 0|=(247 =32 +12k) kNm,
2 3 4

M, = (407 —247 +24k ) kNm.

b. Az adott koordinatatengelyekre szamolt nyomatékok ugy hatarozhatok meg,
hogy a megfeleld tengelyek irdny-egységvektoraival kell skalarisan megszorozni
az origéra szamolt nyomaték vektorat:

=-24 kNm,

i
ok =24 kNm.

c. Altalanositva, adott erérendszernek az 4 ponton 4tmend, .4 egyenesre szamolt
nyomatékat az alabbi modon irhatjuk fol:

M,=M,-é, ahol M ,, az ER-nek az A pontra szamitott nyomatéka.

A képletbdl kitlinik, hogy az egyenesre szamolt nyomaték két vektor skalaris
szorzataval addédik, vagyis skalaris mennyiség, ellentétben a pontra szamolt
nyomatékkal, ami vektor mennyiség.

=37

|
|
|

ﬁm
[l
N

FT Ty XL Ty X0y

4-Nyomaték. ER ereddje 2/12



Az A pontbol az erdk tdmadaspontjaiba mutatd helyvektorok szintén az abrarol
leolvashatok:

Fo = (=87 +4K )m,
Fpp = (6] + 4/€)m,
Fpy = (6])m.

k
M, =7, xF =|-8 4=(16?+16j+321€) kNm,
0

ik
6 4|=(-8j+12k) kNm,
0 0

M, =(407 +87 +32k) kNm.

Az a egyenes irany-egységvektora:

Az a egyenesre szamolt nyomaték:
M, =M @é =40 )82 222288 .
3 3 3 3

M, =29,33kNm
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4.2. Példa:

Adott egy hasab méreteivel, és az azt
terhel® erdrendszer:

F,=F, =5MN(=5-10° N},
M, =M, =20 MNm(=20-10° Nm)

Feladat:

Hatarozza meg
a. az erbrendszer origdra szamitott nyomatékat (M o=17),
b. az erdrendszer C pontra szamitott nyomatékat (M, =7?),

c. az erbrendszer x, y, illetve z tengelyekre szdmitott nyomatékait (M =7,
M, =?¢é M_=7?)!

Megoldas:

a. A nyomaték szamitdsa annyiban mddosul ennél a feladatnal, hogy ez esetben a
koncentralt nyomatékokat is 6sszegezni kell:

Az erévektorok:

F,=F,-& = (47 =3k )MN, ahol élzé—;:“z_;’];
F,=F,-& =(-5j)MN _ahol & =—]

A nyomatékvektorok:
M, =M, 7, =(207)MNm, M, =M, f, = (- 20k )MNm,

ahol j?l és ]72 a nyomatékok irdny-egységvektorai, az abrarol leolvashatok.
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Az erék tamadaspontjainak helyvektorai:

A =7, =(3k) m, R =7, = (47 +87 +3k) m.
i 7 ok
AxF =0 0 3|=(127)MNm,
40 -3
ik
FoxFy=l4 8 3 =157 — 20 )MNm,
0 -5 0

M, =(127)+(157 =20k ) +(207 ) +(~20k )= MNm

M, =157 +32 — 40k )MNm .

b. az erérendszer C pontra szamitott nyomatéka:

MC :Z(FCI‘XF;)"‘gMj-

Foy =Ty =(—41 =8j) m, 7.,=0.

iJ Kk
FyxF =4 -8 0|=(247-12j+32k) MNm,  7,xF,=0,
4 0 -3

M, :[(24?-12]+321€)+(20j)+(—201€)} MNm

—

M, =(247 +87 +12k ) MNm.

c. Az ER x,y illetve z tengelyekre szdmitott nyomatékat, az origora kordbban mar

szamolt, M , hyomatékbol hatarozzuk meg:

M, = (157 +32] — 40k )MNm

M_ =M, i =15MNm, M_=15MNm,
M,=M,-j=32MNm, M, =32 MNm
M.=M, k =-40MNm, M_ =—-40 MNm .
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4.3. Példa:

Y
Adott egy sikbeli erérendszer:
. L Y 4
F, = (87 +37)kN,
#2 = (_ 5] )kN, .Y
N o 3m
M, = (12F )kNm. .
E —
M, B x
Feladat: 19) J\" C
, 4%
Hatarozza meg
a. az erdrendszer origbba

redukalt vektorkettosét,
(F=2M,="?),

b. azeredd erd hatasvonalat (x, =?,y, =7)!

Megoldas:

Mivel mindkét erdnek zérus a nyomatéka az origora (az egyiknek a hatdsvonala
atmegy rajta, a masiknak tdmadaspontja), ezért

M, = M, =12k )kNm.

- _ L ; Mo _
X,=——=——=-6m, €s y,=—=

A

v =
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4.4. Példa:

by
Adott az abran lathatdé sikbeli i
er6rendszer: e
F, F R
y
F=6kN, F,=8kN,
F; :4kN, E :12 kN, 300 X

M, =8kNm, M, =6kNm, [0) = g
R=2m.

o]

Feladat:

Hatarozza meg
a. az erérendszer origdba redukalt vektorkettdsét, (I:" =9, M 0 =17),

b. azeredd erd hatdsvonalat (x, =?,y, =7)!
Megoldas:

a. az erdrendszer origoba redukalt vektorkettdse:

n

F=SF, M= (ixF)+ 30, .
i=l1 j=1

i=1

Az erdvektorok:

F = Fé =67 kN,
F,=F,¢, = 8(— cos45° —sin 45°j‘): (— 427 - 4\5})1(N,
ﬁs =Fe, :(_4j)kN,

\ = F, &, =12(cos30°7 —sin30°7 ) = (637 — 6 )kN.

Azereds:  F=(10,7357 ~15,657] )kN .

Az erék tamadaspontjainak helyvektorai:

A=(2j)m. A =(i)m, A=Qf)m, 7 =3 f)m.
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i k
FxF =0 -2 0=(12F)kNm,
6 0

A
FxFy=| 2 0 0|=(-8v2k)kNm,
42 42 0
i J ok
F,xF,=|0 2 0/=0,hiszen F, hatisvonala dtmegy az origon.
0 -4 0
ik
Fy X F W= V3 1 0[=0, hiszen F4 hatdsvonala 4tmegy az origon.
63 -6 0

Az origéra szdmolt nyomaték:
M,=M,+M, +(?1><ﬁl)+(?2 ><I72)+(F3><ﬁ3)+(axﬁ)
M, =8k +6k +12k — 82k + 0k + 0k = (~1,314k ) kNm .
M, =(~1,314k ) kNm

b. az eredo erd hatasvonala:

M, -1314 M,  -1314

.= = =0,084m és y,=——%= =0,122 m.

F, —15,657 F. 10,735

A redukalt vektor kettos Az eredo erd
e 'y y e 'y y
F
M,
X X
0 ‘y 0] g
F
xe
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4.5. Példa:

Adott két sikbeli erdrendszer:

7 =(27 )m, F,=(47)N, 7 =(27)m, F, =37 +3)N,
(ER): 7, = (-37 +2f)m, F, =(-27)N, (ER): 7 = (7 +})m, M, =(5k)N,
;73:(4]')m, ]\7[3=(—31€)N, 173:(—3])m M3:(_]€)N
Ay
Mi&j Ay
F, i} a
AT, M,
F F D
P
[
Feladat:

Allapitsa meg, hogy a két erérendszer egyenértékii-e!

Megoldas:

Két, vagy tobb erérendszer egymassal egyenértékii, ha egy tetszOleges pontra —
origora — redukalt vektorkettdsiik egyenlok.

1-es erérendszer: 2-es erérendszer:
F'= ZF M, ZZ Fj+ZM F'=YF', My=>7ixF+> M,
- - -
F'=F+F, = (21+4])N Fe 25N, F'=F =037 +3j)N, F"=3J2N,
rle (86 )Nm, 7 xF =(4k)Nm., 7 x F, = (- 6k )Nm,
1 =0k )Nm, M"—( 2k )Nm,
X, = M, =2,25m, y =- %:4,5m. x;’:Mgz—066m yr=- M, =0,66m.
F F Fy F!

A fenti eredményekbdl kovetkezik, hogy a két erérendszer nem egyenértékii.
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4.6. Példa:

Adott egy sikbeli erérendszer:
F=F,=100N

F,=5082 N

S

A

F,=150 N
M, =150 Nm
M, =150 Nm

s

X

Feladat:
a. Hatarozza ER (17" M, )

vektorkettosét, valamint az
ered6 hatasvonalat!

22
)/
=

b. Hatirozza meg az F, vektort

ugy, hogy ezzel egylitt az ER
egyensulyi legyen!

4dm

o

(F=0,m,=0)

Megoldas:

a. Irjuk fol az ER-t alkoto vektorokat:

M,
M

(1501?) Nm
, =(~150k) Nm

Az er6rendszer nyomatékénak meghatdrozasa az origdra:

—

M, = i(ﬁ X ]31) M ahol 7 helyvektorok.

i=1 Jj=
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Ro=(-21+2])m; 7 =(20 +2])m; 7 =(-20)m; 7, =(2i =2 )m

ik
AxF = =2 2 0/=(07)—(0)+(200k)=(200k) Nm
~100 0 0
i jok
FxF=| 2 2 0/|=0Nm, hiszen F, dtmegy az origon.
5002 5082 0

7, xF, =0 Nm, hiszen F, atmegy az origon.

i j i
AxFy=|2 =2 0|=(07)—(0])+(-300k ) =(-300k ) Nm
0 -150 0

M =(;71><f71)+(172 xﬁz)+<173 x]i)+<a><ﬁ;)+]\7[1+]\7[2
M, =(200k ) +(0k ) +(0k ) +(~300k ) + (150k )+ (~150k )

M, =(~100k ) Nm

A redukalt vektorkettés: F = (5017—100]) N; 1\20 = (—IOOE) Nm, ami azt
jelenti, hogy az ER-t az origoba redukalva ezzel a két erdvel helyettesithet;iik.

Hol helyezkedik el az az egyetlen erdé (eredd), mellyel az eredeti erdrendszert
helyettesiteni tudjuk?

e — = =lm Y, = —Z = 2m
F, -100 F. 50
| |42,
A hatasvonalnak az orig6tol mért tavolsaga: h,= ‘17“ ,

ahol [M,|=100 Nm és |F|=\[F+F,> =50’ +100* =111,803 m

100
“ 7 111,803

=0,894 m
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Az ER redukalt vektorkettose Az eredo erd és hatasvonala

Y
Yy
- J;e:zm -
MO
-
0 X
F x=lm
O X
h .
¢ F
b. Az F, vektor meghatarozasa:
Az ER akkor lesz egyenstlyi, ha
- 5. . . ~ 5 ~ 2 .
F=YF=0 és M,=Y (FxF)+Y. M, =0,  azaz

x,=lm ¢és y,=2m.
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