SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

1. MECHANIKA-MOZGASTAN GYAKORLAT
(kidolgozta: Sziile Veronika, egy. ts.)

Matematikai 6sszefoglald

1.1. Matrixalgebrai 6sszefoglalo:

a) Matrix értelmezése, jelolése:

Matrix: skaldris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba rendezett
halmaza.

a11 a'12 a13
Jelolése: A=|a, a,, a,
a31 a32 a33

Négyzetes matrix: olyan matrix, amelyben a sorok és oszlopok szama megegyezik.
a1
Oszlopmatrix: [3] =|a,

a;

Sormatrix: [EJT:[aI a, a,]

b) Miiveletek matrixokkal:
e Matrix transzponaltja: tiikrozés a foatlora. A matrix foatlojat az azonos indexti

elemek alkotjak.
[A}z{all a12:|:>|:A:IT :|:all a21:|
- a ay - Q, a,
e —_—
(2><2) (2><2)

e Matrixok dsszeadasa, kivonasa: csak azonos méretli matrixok adhatok dssze, ill.
vonhatok ki egymasbol.

A+B=C
A:|:all a12j|; §:|:bll b12j|
o a21 a22 - b21 b22
A_l_B:{all alz} |:b11 b12j|:|:(all—bll) (alz— 12)}_{(:11 C12i|
- = a21 a'22 b21 b22 (a21 i b2] ) (a22 i b22 ) C2] C22
‘ ‘ —
(2x2) (2x2) (2x2) (2><2)

e Matrix szorzas (sor-oszlop kombinacio):
A-B=C,

|:all a12:|‘|:b1] b12:|:|:(a11b11 +a12b21) (allblz +a12b22):|
a21 a22 b21 b22 (a21b11 + a'22b21 ) (a21b12 + a‘22b22 )

(2x2) a (2x2) - (2x2) ‘




C
3
a21 a22 b2 (a‘ZIbl + a22b2 ) C2
- T ——

H,_J \ ;
(2x2) (2x1) (2x1) (2x1)
a-B=d’,
b11 b12
[al az]' b b =|:(a1b11 +a2b21) (alb12 +a2b22)]:[d1 dz]
(1x2) 7:2)_/ (1x2) (1x2)

¢) Kiilonleges matrixok:
1 0
o [Egységmatrix: E = {0 J . Tulajdonsaga: E-A=A-E=A.

Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.
i»ahol (i, j=1,2,3,...). A matrix elemei

ji°

o Szimmetrikus matrix: A" = A, azaz q; =a

megegyeznek a féatlora vett tiikorképiikkel.

1 3 =2
Példaul: A=| 3 5 7
-2 7 8
e Ferdeszimmetrikus matrix: 5 =-A azaza; =-a; ,aholi, j=1,2,3,.... A matrix

barmelyik eleme megegyezik a foatlora vett tiikorképének minusz egyszeresével.
Ebbdl kovetkezik, hogy a féatloban csak zérus elemek lehetnek.

0o 5 =2
Példaul: §= -5 0 1
2 -1 0

1.2. Vektorok skalaris, kétszeres vektorialis és diadikus szorzata:
Vektor: iranyitott geometriai, vagy fizikai mennyiség, ami jellemezhetd irdnnyal, nagysaggal,
mértékegységgel.
a) Vektorok skalaris szorzata:
Skalaris szorzas értelmezése: a-b = |§”5 ‘ cosa , ahol a a vektorok altal bezart szog.

A skalaris szorzas kiszamitasa matrixszorzassal:

é~b:[a

bX
. 4, @]by=@@+QQ+@Q
b

z

A szorzas eredménye egy skaldris mennyiség.
b) Vektorok kétszeres vektorialis szorzata:

(ﬁxB)xE, vagy ﬁx(f)xé)
Kiszamitas kétféleképpen lehetséges:

- a két vektorialis szorzésnak a kijelolt sorrendben torténd elvégzésével,
- a kifejtési tétellel:



(@xb)xe=b(a-¢)-a(b-¢),ill. ax(bxc)=b(a-¢)-c(a-b).
¢) Vektorok diadikus szorzata:
Legyen adott az a, b és ¢ tetsz6leges vektor.
Két vektor diadikus szorzatanak jelolése: a ob, elnevezése: diad.
Két vektor diadikus szorzatat a szorzas tulajdonsagainak megadasaval értelmezziik:

- a diadikus szorzas ¢€s a skalaris szorzas asszociativ (csoportosithatd, azaz a
szorzéasok elvégzésének sorrend;jét felcserélhetjiik):

(@ob)-c=do(b-c),
- a diad a skalaris szorzas szempontjabdl nem kommutativ (nem mindegy, hogy

egy diaddot jobbrol vagy balrdl szorzunk skalarisan egy vektorral, mert mas
eredményt kapunk).

¢-(dob)=(dob)-c
Ha a szorzas a fent leirt sszefiiggéseket kielégiti a szorzas diadikus.
Két vektor diadikus szorzatanak kiszamitasa jobbsodrasu, derékszdgili koordinata rendszerben.

-

X aXbX abe aXbZ
,|[b, b, b]=|ab, ab, ap,

a,b, ab,  apb,

[ I I

z

1.3. Tenzorok eldallitasa:
a) Tenzorok értelmezése és tulajdonsagai:
Tenzor: homogén, linearis vektor-vektor fliggvény altal megvalositott leképezés
(hozzarendelés).

w=f(¥)=T-v.

<
=1l

hozzarendelés

v

0 0,

v

A T tenzor a tetsz0leges v vektorhoz a w képvektort rendeli hozza.

b) Tenzor eléallitasa jobbsodratu, derékszogii descartesi koordinata-rendszerben:
Tenzor megadasa:

- a tenzor koordinataival (matrixaval) és

- koordinata rendszerrel torténik.
Tenzor koordinatainak jeldlése matrixba rendezve:

T, T, T T, T, T

XX Xy Xz 11 12 13

B [1]: Tyx Tyy T, |=|T, T, T,
TZX

yz

T T T3 1 T32 T33

zy 7z

Xyz



Tenzor eldallitasa:
Legyen ismert harom értékpar:

i>a=f(i), d=ai+aj+ak,
j—>5=f(j), b=bi+b j+bk,

12—)6=f(k), =c£+cy3+czl;.

ol

A tenzor diadikus eldéllitasa: T = (ﬁ oi+bo 3 +cCo E)

a

X

bX CX
A tenzor matrixa: [Z] =|a, by c
Xyz b

a

z

C

z

1.3.1. Tenzor eloallitasa:
Adott: 7, = (12 +4j)m.

Ay

-l
A

>>-ﬂ

a) A tenzor eléallitasa:

y |

Feladat:

a) Azon T tenzor matrixanak

eléallitasa, amely az xy sik
helyvektoraibol a helyvektoroknak a
koordinatarendszer O kezddpontjara
tiikrozott vektorait allitja eld.

b) Eldallitani azt az 1, vektort, amely az

1, vektor origora vett tiikorképe.

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatdrozza meg:

i>a=-i, j—)Bz—j.

A két értékparbol a tenzor: T = (ﬁ oi+bo J)

-1 0
A tenzor matrixa: 1 = { 0 J.

b) Az origoéra tiikrozott 1, képvektor meghatarozésa:

Iy

-

i, =(-12i-2])m.

s T



1.3.2. Tenzor eloallitasa:
Adott: T, = (8? + 2j)m, ©=60".

Ay Feladat:
a) Azon T tenzor matrixanak
v eléallitasa, amely az xy sik
A helyvektoraibol a helyvektorok z
tengely koriil ¢ szoggel elforgatott
T, X vektorait 4llitja elo.

> b) Eldallitani azt az T, vektort, amelyet

az 1T, vektor ¢ szoggel torténd
elforgatasaval kapunk.

a) A tenzor eldallitasa:

Ay Sikbeli esetben a tenzort két értékparja
,,,,,,,,,,,,, hatarozza meg:

i—>a =(coscpf+sin(p3),
- A= 5—>B=(—sin(pf+cosq)]).

(0} a | A két ertekparbol a tenzor: T = (5 oi+bo 3) .

S
\ i

A diadok kiszamitasa:

T a, |ay 0] |cose O
[aol]_ a [ 0]_{21 0}_Lin(p O}

- -7 | by |0 b |0 —sing
[boj}_ b [0 1]_{0 b}_{o coscp}'

A tenzor matrixa:
[T}— cosp —sing| | 0,5 —0,866
=1 sing@ cos@ 10,866 0,5 |

b) Az elforgatott T, vektor meghatarozasa:

: Tz cos® —sing || X, 0,5 —-0,8661 8 2,268
r . =11, = = = .
A= lsing coso ||y, | 0,866 0,5 |/2] |7,928

T, =(2,268+7,928])m.



1.4. Differencialszamitas:

Az f fiiggvény derivaltjan az

f(x+h)-f(x
f'(x):=lim ( )-f ()
h—0 h
hatarértéket értjiik (feltételezve, hogy létezik és véges).
Az y = f(x) fiiggvény derivaltjanak jelolései: f', f'(x), Y, y'(x), ¥, % stb., ahol y az id6
X
szerinti els6 derivalt.

A derivalt X, helyen vett f’(XO) helyettesitési értékét szokas a fliggvény X, helyhez tartozé

differencidlhanyadosdnak is nevezni. A derivalt eldallitasat derivalasnak vagy
differencialasnak nevezziik.

A f'(x,) differencialhanyados geometriai jelentése az y = f (x) gorbe X, helyhez tartozo

érintdjének az iranytangense, azaz f '(XO) =tg9 (1. abra).

yA y: f(x)
érint0
9
D tg9=f'(x,)

s

S >

0 X, X
1. abra

Amennyiben egy fliggvény valamely helyen vagy intervallumon derivélttal rendelkezik, akkor
a figgvény itt differencidlhatdé. A differencialhatésagbol pedig a fiiggvény folytonossaga
kovetkezik.

e Derivalasi szabalyok: Legyenek u, v, f, g differencidlhat6 fliggvények. Ekkor:

1. (Cu) =Cu',C illando;

e

f(g(X))]' =f'(g(x))- g, lancszabaly ;

6. Legyen y:f(x) és x:f_l(y).Ekkor f’(X)=—';
[ ()]
7. Ha x:x(t),y:y(t),akkory'zz.
X



e Alapfiiggvények derivaltja:

!

C' =0, C 4llandd (x*) = ax*"

’ !

(sin X) =CoS X (cos x) =—sin X

’ 1 4 —1
(tgx) = o x =1+tg’x; || (ctgx) = eI —(1+ctg2x)

!

(ex) =e* (a")’=a"-lna

Ertelmezziik a fliggvény masodik, harmadik stb. derivaltjat. Jelolésiik: ", f”, ..., f ® ...

A f fiiggvény differencidlja: df =f'(x)dx (2. abra).

yl

1.4.1. Példa:
A f'(x):=lim fxrh)-F(x) formula alapjan hatdrozzuk meg az f (x)=x* ésa g(x)= 1
h—0 X

fiiggvény derivaltjat.

2_y2 2 22 2
1 (x) = lim U X X2 S )= 2x:
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
11 x—(x+h)
) pim XEh X g (XEh)X -h -1 1
9'(x) h = “ 0 h(x+h)x -0 x(x+h) %



1.4.2. Példa:
Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat:

' A I | 1
\/; = X2 :—Xzz——:—;
( ) 2 2 1oadx

X2
’ (Y 4l 4
(X3\/;) :(X'XSJ :[X3] =§X3=§€/;;

1.5. A hatarozatlan integral:
A (nagy) F figgvényt a (kis) f fliggvény primitiv fliggvényének nevezziik valamely nyilt

intervallumon, ha itt F'(x)= f (x). Egy fiiggvénynek végtelen sok primitiv fiiggvénye van,

¢és ezek Osszességét f hatarozatlan integraljanak nevezziik. Jelolése:

I f(x)dx+C,
ahol C tetsz6leges allando (integracios allando). Példaul: J.Z dx =2x+C.
Alapintegralok:
Xn+1 X3
1. J-x“dx = + C, ahol C konstans, példaul: J.xzdx =—+C;
n+1 3
2. J.ldx = 1n|X|+C ;
X

3. je"dx=ex +C;

X

4. [a*dx=——+C, példaul [2*dx = 2 ¢

Ina In2

e

jsinx dX=-cosx+C;

N

jcostX:—sinx+C )

Integralasi szabalyok:
L [kef(x)dx =k[f(x)dx =k-F(x)+C, példaul: [2cosxdx =2sinx+C;

2. [(f+g-h)dx=F+G-H+C, példaul:

j(e" +sinx—lj dx =¢" —cosx—ln|x|+C;
X

n+l1 1 1 1 2
+C, példaul: J-de=j—lnxdx= nx
X X
7

3, jf’-f“dx: f

+C;
n+1



4. | f? dx = In|f|+C, példaul:

}ff
J ! dx = lde= X—d)(:ln|lnx|+C,
x -Inx x Inx Inx}f
smx}f
J-tgxdx——j— dx=1n|cosx|+C,
cosx}f
cosx}f )
J-ctgxdx=J. - dx=ln|smx|+C.
smx}f
5. J‘f(kx)dx=@+c,példéul: jcossxdx=sm3x+c,
e2x—5
jez""sdx: +C,
ILdX=lln|X|+C
2x 2
n+l
6. J-(ax+b)ndx=M+C
(n+1)a

7. jf' e'dx =e' +C, példaul: J.%ezm}fdx =™ +C;
f!

8. J.f’sin(f)dx = —cos(f)+C , példaul:
I(6x +3)sin(3x2 +3x)dx = —cos(3x2 +3x)+ C
9. [f'cos(f)dx =sin(f)+C, példaul:
I(e" +2x)cos(eX +x2)dx = sin(ex +x2)+C
—_—

f’ f
Parcialis integralas:
J.uv’dx = uv—Ju'v dx

1.6. A hatarozott integral:

Az f fluggvény [a b] intervallumra vonatkozo hatarozott integraljan az integralkozelitd

Osszegek sorozatanak hatarerteket értjiik (feltéve, hogy ez létezik és véges),

If()dx— lim Zf (1)

max AX—0
a

ahol AX; =X — ahol a=X, <X <X, <...<X, =b az [a,b] intervallum egy felosztésa, &

| -12
pedig az [Xi - X, ] részintervallum egy tetszéleges pontja. Azt igy értelmezett integralt

Riemann-integralnak is nevezziik.
Ha 1étezik az (1) hatarérték, akkor azt mondhatjuk, hogy f az [a, b] intervallumon

integralhaté. Ha a fiiggvény folytonos valamely intervallumon, akkor ott integralhato.



Ha f az [a,b] intervallumon integralhato, ésitt f (x)>0, akkor az (1) hatérozott integral

geometriai jelentése az y = f (X) gorbe alatti és [a,b] szakasz f016tti sikidom teriilete.

Ay

e Y

Vx

3. 4bra

A hatérozott integral tulaj donsagai

J.Cf dX C.[ dx C allando;

[f(x)+g(x)]dx= J dx+Jg

f(x)dx= If dx+I x)dx,a<c<bh.

-10 -
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