Differencial egyenletek
(rovid attekintés)

Differencidlegyenlet: olyan matematikai egyenlet, amely egy vagy tobb valtozds ismeretlen

fiiggvény és derivaltjai kozotti kapcsolatot irja le.

Fontosabb tipusok:  kozonséges differencialegyenletek,

parcialis differencidlegyenletek,
(sztochasztikus differencidlegyenletek,
késleltetett differencialegyenletek)

Kozonséges differencidlegyenlet:  olyan matematikai egyenlet, amely egy fliggetlen
valtozoju fliggvény és derivaltjai kdzotti 6sszefiiggést
adja meg.

PI. m% =F, ahol x= X(t) (Newton II. térvénye)

Parcialis differencialegyenlet: olyan matematikai egyenlet, amely az ismeretlen
tobbvaltozos fliggvény és a parcialis derivaltjai kozotti
kapcsolatot irja le.
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Specialis eset: Linearis allandé egyutthatos kozonséges inhomogen differencialegyenlet

PlL. =0; ¢és amegoldas u(x,y): f(y).
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Aj((jj 2/+AH y+-~+ADy:r(x), ahol r(x) a zavaro fliggvény.
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Megoldas: y(x)=y, (X)+Y,(X),

n-1
ahol y,(x) a A1 d yh +A dd n}llh +---+ Ay, =0 homogén differencidlegyenlet
altalanos megoldasa,
n ly
y,(x) az +A ®+---+ Ay, =r(x)inhomogén differencial-

d n-1
egyenlet egy partlkularls megoldasa.

A homogén differencialegyenlet altalanos megoldasa:
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A A”dnyh + Ay, =0

Megoldast y, =€** alakban keressiik
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Karakterisztikus egyenlet:
AA"+A A"+ + A =0 (n-ed rendii polinom)

Megoldésa: nszamu gyok: A4,,4,,...,4, .

A differencialegyenletnek n szamu alapmegolddsa van: e™*,e% ... e™*.
Az alapmegoldéasok linearis kombinécioja is megoldasa differencial-
egyenletnek: Y, (x)=C,e +C,e”+,...,+C e""



Az ismeretlen C, (i =1,2,... ,n) konstansok a perem-, illetve kezdeti

feltételekbdl meghatarozhatoak.
Az inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldésa:
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A1 an + A1—l anfl Foeet Abyp - r(X)

A megoldast célszerii a zavard vagy mas néven forras fiiggvény

alakjaban keresni, mert ez tobbnyire eredményre vezet:
y,(x)=Cr(x).

Behelyettesités utan a C konstans meghatarozhato.
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Derivaltak jelolése: g—y =y, 3 2/ =y",..., stb. (hely szerinti derivaltak)
X X
2
% - Ztg’ —§ ..... stb. (id6 szerinti derivaltak)



1. Példa:
Adott egy masodrendii 4llando egyiitthatos kozonséges linedris differencidlegyenlet
valamint az X =0 peremen a fiiggvény és derivaltjanak értéke:

y"—4y=3X, y(0)=1, y'(0)=4.

Feladat a differencial egyenlet megolddsanak eldallitasa.

Megoldas:  y(x)=y,(x)+y,(x)
Homogén megoldas:
homogén de. y, -4y, =0, megoldas keresése y, =e**
( 22 -4 )eﬂ“X -0
o —

—— #0

=0
karakterisztikus egyenlet AP=4=0; A*=4; A,=%2

homogén alt megoldas: Yy (X)=Ce®* +C,e™
Az alapmegoldésok (bazisok) tetszdleges linearis kombinacioja is megoldas

2X . —2X 2X  _—2X
e ™ +e e —e
yh(x)= Al(—z J+ Ao [—2 J

ch(2x) T sh(2x)
azaz ¥y (X) = Ach(2x)+ Ash(2x).

Partikularis megoldas: vy, (x)=C x (azavaro fiiggvény alakjéban keressiik)
Yy, =4y =3Xx behelyettesités utin —-4Cx=3x =C = —%
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4y () ==

Peremfeltételek figyelembevétele: y(x) =Y, (X) +Y, (X)
y(0)=1 y(0)=1= A ch(2.0)+ A, sh(2.0)- >0
—_ ¢
1=Agch(2:0) =A=1
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y'(0)=4 y'(0)=4 = Ay 25h(2:0) + Ap 26 (2:0) -
0
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4=A 20h(2-0)—g = A :2+§_E
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Végiil: Y(X):yh(x)+yp(X):Ch(ZX)Jr%Sh(ZX)_%X'



2. Példa:
Adott egy masodrendii 4llando egyiitthatos kozonséges linedris differencidlegyenlet
valamint az X =0 peremen a fiiggvény és derivaltjanak értéke:

y"+4y=3x, y(0)=1, y'(0)=

Feladat a differenciadlegyenlet megoldésanak eldallitasa.

Megoldas: y(x)=y,(x)+y,(x)
Homogén megoldas:
homogén de. y,"+4y, =0, megoldas keresése y, =e™*

(/12 +4) e =0
—— %0
=0
karakterisztikus egyenlet A% +4=0; A’=-4; A ,==2i

homogén altalanos megoldas y, (x)=C,e'”* +C,e"'**,
ahol e = cos(2x)+isin(2x); e ' =cos(2x)—isin(2x)
azaz Y, (X) =C, (cos(2x)+isin(2x))+C, (cos(2x)—isin(2x))

Az alapmegoldéasok (bazisok) tetszdleges linearis kombindcio is megoldas

i2x  _—i2x i2x _—i2x
e +e e —e
yh(X)—Al{—2 }Az[—z J

cos(2x) sin(2x)
Behelyettesités utan: y, (X) = A, cos(2x)+ A, sin(2x)

Partikularis megoldas: y,"+4y, =3x; y,(X)=C x (alakban keressiik)

behelyettesités utdan 4Cx=3x = C =% Y, (X) :% X

Peremfeltételek figyelembevétele: y(x) =y, (x)+Y, (X)

y(0)=1 y(0)=1= Alcos(2 )+A25in(2-0)+go
NSRS

0
1= Aqcos(2-0) =A=1
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y'(0)=4 y'(0)=4=—-A1 2sin(2-0)+ Ap 2cos(2-0)+~
‘._V_—/ k—ﬂ/__/
0 2
3 13

4=A22cos(2-0)+g = A =2+-="
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Végiil: y(x)=y, (x)+ yp(x)zcos(Zx)+§sin(2x)+% X.



3. Példa:
Adott egy kezdeti érté¢k feladat differencidlegyenlete és a t=0 id6pontban a fiiggvényérték

¢s elsd derivaltja:
§+9y =3cos 2t és y(0)=-2; y(0)=3.
Feladat az adott kezdeti érték feladat megoldasanak eléallitasa.

Megoldas: y(x)=y,(t)+y,(t)
Homogén megoldas:
homogén de. ¥, +9y, =0, megoldés keresése y, =e*
(22+9)e" =0

Y——— =0
=0

karakterisztikus egyenlet A49=0; A*=-9; A,= +4/-1/9 = +i3
homogén &ltalanos megoldas v, (t)=Ce™ +C,e™™*,
ahol €™ =cos(3t)+isin(3t); e =cos(3t)—isin(3t)
azaz Y, (X)=C, (cos(3t)+isin(3t))+C, (cos(3t)—isin(3t))

az alapmegoldasok (bazisok) tetszéleges linearis kombinacid is megoldas

13t i3t i3t _ i3t
e +€ e —¢€
RNE RN

cosZ3t) ‘ sin(v3t)
behelyettesités utan y, (x) = A, cos(3t)+ A, sin(3t)

Partikularis megoldas: ¥, +4y, =3cos2t; y, (x)=Ccos2t (alakban keressiik)
a derivaltak: vy, (X) =-C2sin2t; ¥, (X) =—C 4co0s 2t behelyettesitése utan

—4C cos 2t +9C cos 2t = 3cos 2t

5C=3; ng; yp(x):gcosm

Peremfeltételek figyelembevétele: y(t) =Y, (t) +Y,(t

(t)
y(0)=1 y(0)=—2:Alcos(3~0)+A2sin(3-0)+§cos(2~0)
[N [ 5%/_/
1 0 1
3 3 13
2= 3.0)+2 —2-2__=
Alcos( )+5 = A S
y'(0)=4 y(0)=3 —A13sm( )+A23cos(3-0)—2§cos(2-0)
O 2 5
3= A23cos(3 0) =A=1
3

Végill: y(t) =y, (t)+y, (t)=—1—:cos(3t)+ sin(3t)+g cos2t.



Egy rezgéssé alakitasok (addicios tételek):

atalakitas

l. y=C,cosmt+C,sinwt < y=acos(wt+g)

y=acos(wt+¢)=acosp coswt—asing sinwt
[N [ ——
c C

1 2

? = a= (cl)z+(c2)2

(c,)" +(c,)" =a*(cosp)’ +a*(sinp)’ =a
_asing _ —tgp = @=arctg (—C—Zj
C, acosy c,

IS

talakitas

. y=Ccosot+c,sinet < y=asin(ot+¢)

y=asin(ot+¢@)=asing coswt+acosey sinawt
[N [ ——
C C

1 2

cl)2 +(c, )2 =a’(sin (p)2 +a’ ((:OS(p)2 —a° = a= (c1)2 +(c2)2

= =tgp = ¢@=arctg (&]

C,



