SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

REZGESTAN GYAKORLAT

Kidolgozta: Dr. Nagy Zoltan egyetemi adjunktus

17. feladat: Kéttamaszu tarto (rud) hajlito rezgései (kontinuum modell)

E.p AL . e oas .
% Wxt) e Adott: a két végén megtamasztott, /

CC K - hosszusagu rad anyaga és geo-
= 7 S metridja:
> e A=314mm?*, [=8m,

. g E=2-10""N/mm?, I =7852,5mm"*
1=8m p=7800 kg/m’.

A 4

x=0 =] Feladat: a) A hajlitd kontinuum-rezgé-
sek differencialegyenletének
megoldasa, az elsé harom sa-
jat korfrekvencia meghatéro-
zasa.

b) A rid elsé hiarom sajat
korfrekvencidjahoz tartozo
rezgéskép meghatarozasa
¢és szemléltetése.

Feltételezziik, hogy a rad az xy sikban végez hajlitd
rezgéseket. Az z tengely a keresztmetszetek szim-
metria tengelye, ezért a rud igénybevétele egyenes
hajlitas.

Kidolgozés:

a) A hajlité kontinuum-rezgések differencialegyenletének megoldasa, az elsé harom sajat kor-
frekvencia meghatdrozésa:

o’v ILLEdYv ,d%
2 = s=C 3

ot~ Ap ox Ox

A differencidl egyenletben v =v(x,7) arugalmas szal pontjainak (a K keresztmetszet S pont-

A hajlit6é kontinuum-rezgés mozgasegyenlete:

. : 1E . . :
jénak) y iranyu elmozdulasa és ¢ = /; a hajlito rezgés (rezgéshullam) terjedési sebessé-
P

ge a rudban.

A megoldast Fourier modszerrel egy, csak a helykoordinatatol fliggd W (x) és egy, csak az
1dotol figgd T'(¢) fliggvény szorzatanak alakjaban keressiik:

v(x,1)= [al ch(kx)+a,sh(kx)+acos(kx)+a, sin(kx)}cos(at+€) =W (x)T(1),

ahol k2 =% =g | 4P
c I E

A megoldasban szerepld a,, a,, a;, a, allandok a rud két végére felirt peremfeltételekbol

hatarozhat6 meg:

2
Az x=0 helyen v(x=0,£)=0 és Mhz(x=0,t)=—IZEj Y

= (x=0,0)=-1_EV'(x=0,1)=0,

amibdl V'(x=0,7)=0.



2
Az x=I[ helyen v(x=1,¢t)=0 ¢és Mhz(x=l,t)=—IZE:;v

= (x=0Lt)y=—IEV'(x=1t)=0,
amibdl v'(x=1,1) =0.

A megoldast behelyettesitve a peremfeltételekbe:

a,ch(k-0)+a,sh(k-0)+a,cos(k-0)+a,sin(k-0)|cos(at+e)=0,
e =0 e 0

k*| a, ch(k-0)+a,sh(k-0)—a;cos(k-0)—a,sin(k-0) [cos(at+e)=0,
(R [NE— —_— —_—
=1 :O :1 =O
[alch(kl)+a2 sh(kl)+a, cos(kl)+a4sin(kl)]cos(at+5):0,
K’ [alch(k1)+azsh(kl)—a3cos(kl)—a4sin(kl)]cos(at+3)20.

A peremfeltételekbdl egy homogén, linearis algebrai egyenletrendszert kaptunk az a,, a,,

a,, a, allandokra. Ezt matrixos formaban felirva:

1 0 1 0 a, 0
1 0 -1 0 a, 0

. = = Aa=0

ch(kl) sh(kl) cos(kl) sin(kl) || a, 0 == =
ch(kl) sh(kl) —cos(kl) —sin(kl) || a, | |0

A homogén, linedris egyenletrendszernek akkor van nem zérus megoldasa, ha az 4 matrix

determinansa zérus.

A determinanst kifejtve: det A=4 sh(k!) sin(k/)=0.
- —
#0
Mivel a sh(x) fliggvény csak x=0-nal zérus, ezért a masik szorzd tényezonek kell zérusnak
lennie:

sin(k/)=0,ha kl=iz, (i=01,2,3, ... ,o0).

Ebbdl a feltételbdl kapjuk a hajlitd kontinuum-rezgés sajat korfrekvencidit:

2 2

ki=%l=in = BP=5P =i = o= c=2"
c c / [

A fenti négy ismeretlenes homogén, lineéris algebrai egyenletrendszerbe sin(kl ):0 -t be-

Ea (i=0,1,2,3, ceeey OO)
Ap .

a, +a, =0
a, —-a, =0
a,ch(kl)+a,sh(kl)+a,cos(kl)=0|
a,ch(kl)+a,sh(kl)—a,cos(kl) =0

helyettesitve:

Az els6 két egyenletbdl: a, =a, =0, a harmadik egyenletbdl a, =0 megoldis adodik, vi-

szont az a, # 0 tetszéleges érték lehet (az el6z0 feladatokhoz hasonl6an.)



A mozgéasegyenlet megoldasa: v(x,t)=a,sin(k x)cos(at+¢&)=W(x) T(1),
(i=0,1,2,3, ... ,0)

b) A rud els6 harom sajatfrekvenciajahoz tartozo rezgéskép meghatarozasa és megrajzolésa:

11
Az Osszefliggésben szerepld ¢ = LB = 7852,5 210 T = 25318 m/s allando fizikai je-
Ap 314,1 7,8-10

lentése: a hajlitd rezgés (rezgéshullam) terjedési sebessége a radban.

A rezgésképeket a W =W (x) fliggvény dbrazolasaval kapjuk: W, =W, (x)=a, sin (& xj :
c

Legyen a tovabbiakban a, =1, igy V(x),- = VI{(x) =sin(i%x}

i=1 - elso sajat korfrekvencia, elso rezgéskep:

W, A Az elso sajat korfrekvencia:
3,141

82

2
alzlﬂlz—zc 25318,

1,0

A i o 3001 4.

\\ S

1) Az elso rezgéskép:
W, =W,(x) =sin(1~7z§j

Jellemzo értékek
az x=0 ¢és x=/ helyen:

0,5

v =

-0,5

W, =W, (0) :sin(l-ﬁgjzo ,

< [=8m > VVIZVVI(I)ZSin(I'ﬁéj:O'

A rezgésképen a fliggvényértékek az elmozdulds nagysagat és irdnyat is szemléltetik, mert
ebben az esetben a rud kdzépvonalara merdleges elmozdulasok 1épnek fel.



i=2 - masodik sajat korfrekvencia, masodik rezgéskép:

W, A

1,0

/I\
0,5

-0,5

[=8m

4

=V

i=3 - harmadik sajat korfrekvencia, harmadik rezgéskép:

A masodik sajat korfrekvencia:

2 2
a, =27 =421 55318,
! 8
o, 15605 124
S
A masodik rezgéskép:

W, =W,(x) :sin(z-ﬁfj

Jellemzd értékek
az x=0 é x=/ helyen:

W, :Wz(O):sinLZ-ﬂgjzo ,

w, =Wz(l)=sin(2~7r§j=0.

W, a A harmadik sajat korfrekvencia:
2 2
1,0 a, :327;—2c:93’$1 25318,
( \ rad
0.5 / | a, =35109 T
+ + A harmadik rezgéskép:
0 » = =qi . i
> W, W, (x) sm(S 72'1)
y g Jellemzo értékek
9 & ')/ az x=0 és x=/ helyen:
-1 3 W3=W3(0) =sin(3~7r?}=0,
[=8m /
W, =w,(I) =sin(3-7r7]=0 .



18. feladat: Befalazott kor keresztmetszetii rud hajlito rezgései (kontinuum modell)

Adott: az egyik végén befalazott kor kereszt-
metszetli, / hosszusdgi rid anyaga és
geometriaja:

A=314mm?*, [=5m, p=7800 kg/m’ ,
E=2-10""N/mm?, I =7852,5mm".

Feladat: a) A hajlité kontinuum-rezgések diffe-
rencidlegyenletének megoldasa, az
els6 harom sajat korfrekvencia meg-
hatarozasa.

b) A rud elsé harom sajat korfrekven-
cigjdhoz tartozd rezgéskép meghata-
rozasa és szemléltetése.

Feltételezziik, hogy a rud az xy sikban végez hajlito rezgéseket. Az z tengely a keresztmetsze-
tek szimmetria tengelye, ezért a rad igénybevétele egyenes hajlitas.

Kidolgozés:

a) A hajlité kontinuum-rezgések differencidlegyenletének megoldasa, az elsé harom sajat kor-
frekvencia meghatarozésa:

o'v I Ed% _Q o'y
o' Apoaxt ot

A hajlité kontinuum-rezgés mozgasegyenlete:

1 E ) . .
ahol ¢ = |—= a hajlito rezgéshullam terjedési sebessége a rudban.

Ap
11
oo |LE _ [7852,5 2:10 25318 ms.
Ap 314,1 7,8-10

A differencidlegyenletben a v = v(x,t) a rugalmas szal pontjainak (a K keresztmetszet S

sulypontjanak) y irdnyu elmozdulasa.
A megoldast Fourier modszerrel egy, csak a helykoordinatatdl fiiggd W (x)és egy, csak az
1dotol fiiggd T'(¢) fiiggvény szorzatanak alakjaban keressiik:

v(x,t)= [al ch(kx)+a,sh(kx)+a,cos(kx)+a, sin(kx)] [cos(aHe)] =W (x)T(¢),

ahol k2 =% =g |42
c I.E

A megoldasban szerepld a,, a,, a,, a, 4llandok a rad két végére felirt peremfeltételekbdl ha-
tarozhatok meg:
Az x=0 helyen v(x=0,7)=0 és (p(x = O,t)=v'(x = 0,t)=0.

2
Az x =1 helyen M,1Z(x=l,t)=—IZEj 4

> (x=Lty=—LEV'(x=1t)=0, = V'(x=1,1)=0.
3
Az x =1/ helyen Ty(x=l,t)=]zE:;’ Y

SG=Ln=LB"(x=10=0, = V(x=L)=0.

A megoldast behelyettesitve a peremfeltételekbe:



a,ch(k-0)+a,sh(k-0)+aycos(k-0)+a,sin(k-0) [cos(at+g)] =0,
g =0 g =0

k| a,sh(k-0)+a,ch(k-0)—aysin(k-0)+a,cos(k-0) [cos(atJrg)]:O,
=0 =1 =0 =1
k’ [al ch(kl)+a2 sh(kl)—a3 cos(kl)—a4sin(kl)][cos(at+g)] =0,
K’ I:alSh(kl)+612Ch(kl)+a3 sin(k1)—a,cos(k )][cos(aﬂ— 5)] =0.
A peremfeltételekbdl egy homogén, linearis egyenletrendszert kapunk az a, a,, a;, a, allan-
dokra. Ezt matrixos formaban felirva:
1 0 1 0 a,
0 1 0 1 a,
ch(kl) sh(kl) —cos(kl) -sin(kl) || a,
sh(kl) ch(kl) sin(kl) —cos(kl)| a

I
S O o O
[N
I
I
o

A homogén, linedris egyenletrendszernek akkor van nem zérus megoldésa, ha az 4 mat-

rix determinansa zérus.
A determinanst kifejtve: det 4= ch(k; /) cos (k,1)+1=0.

Az egyenlet baloldalan 4ll6 fliggvényt dbrazolva kapjuk a zérushelyeket:

25

Zérushelyek az abrabol:
e i=1 k1=1,875.
15 1 1 i=2 k,1=4,694.
18 e

Tovabbi zérushelyek:
31 1 i=3 k,1=17,855.

i=4  k,]1=10,99.

cos{x}*cosh{x}+1L

=28

A hajlité kontinuum-rezgés sajat korfrekvenciai:
- Az els6 sajat korfrekvencia:

ki=1875 = k = 1’8175




2 2
o =k e=k [LE_L8TS c=(1’875j 25318 = 3560,3 29,
Ap / 5 s

- A mésodik sajat korfrekvencia:

k,l=4,694 = k2=4’6l94

2 2
@, =k c=i? [2E %01 c=(4’694j 25318= 22311 24
Ap / 5 s

- A harmadik sajat korfrekvencia:

kl=7,855 = k3=7’8155

2 2
a, =k e=k? L =7’8255 c=(7’855j 25318 = 62486 24
Ap / 5 s

b) A rid els6 hadrom sajat korfrekvenciajahoz tartozo6 rezgéskép meghatdrozésa és szemlélte-
tése:

A rezgésképek meghatarozasanal a differencial-egyenlet megoldasanak a Rayleigh-féle

(vagy Kriilov-féle) fliggvényekkel felirt alakjat hasznaljuk fel:

v(x)=[D1S(kx)+D2T(kx)+D3(kx)+D4V(kx)],

V' (x)=k[ D,V (kx)+D,S(kx)+D;T(kx)+D,U (kx)],
V'(x)=-LEK*[D,U(kx)+D,V (kx)+D,S(kx)+D,T(kx)],
V"(x)=-LEK[D,T(kx)+D,U (kx)+D, ¥ (kx)+D,S(kx)],

ahol: S(kx)=%[ch(kx)+cos(kx)] , T(kx)=%[sh(kx)+sin(kx)] ,

U(kx)z%[ch(kx)—cos(kx)], V(kx):%[sh(kx)—sin(kx)].

A peremfeltételekbdl felirt homogén linearis algabrai egyenletrendszerbe behelyettesitjiik
a sajat korfrekvencidkat (az egyenletrendszernek csak ezekre van trividlistol kiilonbozo
megoldasa).

- Az els6 sajat korfrekvencidhoz tartdz6 rezgéskép:

SOy 1) U V(O | D,
Vo) SO  10) U |ID,
U(kl) V(kl) S(kl) T(k!)| D,
T(ki) U(kl) V(kil) S(kl)| D,

= D,=0,D,=0,D,=1,D, =-0,734.

S O O O

W, (x)= %[ch(kl x)—cos (k x)]-2 ;34 [sh (k, x)—sin (k x)],

W()C):l ch @x —C0s 1’875)( _0.734 sh 1’875x —sin @x 5
2 ! ! 2 I /




W, (x)=0,5[ ch(0,369.x) - cos(0,369.x) | -0,367 sh(0,369.x) —sin(0,369x) |.

A W, (x) elsé rezgéskép szemléltetése:

1

8.9 r
8.8 r

8.7 r

8.6 . rad
a5 | | 23560 .

8.4 r
8.3 r
a.2r

a.1r

H

- A masodik sajat korfrekvenciahoz tart6zo6 rezgéskép:

A homogén lineéris egyenletrendszer megoldasa:
D,=0,D,=0,D,=1,D,=-1,018.

W(x):l (2694 ) (4694 | LOI8[ (4694 ) . (4,694 ’
? 2 / i 2 / /

W, (x)=0,5[ ch(0,9388x)—cos(0,9388.x) |- 0.509] sh(0,9388.x) —sin (0,9388x) .

A W,(x) masodik rezgéskép szemléltetése:

8.8 T T T T

o, 22311724

H

- A harmadik sajat korfrekvencidhoz tartdz6 rezgéskép:

A homogén lineéris egyenletrendszer megoldasa:



D,=0,D,=0,D,=1,D,=-0,999 .

W(x)zl o[ 7855 ) oo[7:855 )] 0.999[ \ (7.855 \ . (7.855 ’
’ 2 i i 2 i i

W, (x)=0,5[ ch(1,571x)—cos(1,571x) ] -0,4995[ sh(1,571x) —sin(1,571x) ].

A W, (x) harmadik rezgéskép szemléltetése:

1.2 T T T T

o, 62486 24

19. feladat: Mindkét végen befalazott kor keresztmetszetii rud hajlito rezgései (kontinuum

modell)
. E.pAl Adott: a mindkét végén befalazott kor ke-
YA P R i reszt- metszetli, / hosszisaga rad
y -7 v(x1) S~ N anyaga és geometrigja:
== - =~ > A=314mm?, I=5m, p=7800 kg/m?,
x X x E=2-10"N/mm?, I. = 7852,5mm".
> =5 Feladat: a) A hajlito kontinuum-rezgések
=5Sm . .y 7
differencidlegyenletének megol-
x=0 x=I dasa, az elsé harom sajat korfrek-
vencia meghatarozasa.
Feltételezziik, hogy a rad az xy sikban végez b) A rud elsd harom sajat korfrek-
hajlit6 rezgéseket. Az z tengely a keresztmetsze- vencidjahoz tartozéd rezgésképek-
tek szimmetria tengelye, ezért a rad igénybevé- nek meghatarozasa és szemlélte-
tele egyenes hajlités. tése.

Kidolgozés:

a) A hajlité kontinuum-rezgések differencialegyenletének megoldasa, az elsé harom sajat kor-
frekvencia meghatdrozésa.:

o'v I Ed% _Q o'v
o Apoax*t o oxt

A hajlit6é kontinuum-rezgés mozgasegyenlete:

I E . . .
ahol c = [= a hajlit6 rezgéshullam terjedési sebessége a radban.

Ap




11
c= [E_ |7852,5 210 ~=25318 mys .
Ap \ 314,1 7,810

A differencialegyenletben a v = v(x,t) a rugalmas szal pontjainak ( a K keresztmetszet S
stulypontjanak ) y irdnyt elmozdulasa.
A megoldast Fourier mddszerrel egy, csak a helykoordinatatol fiiggd W (x)és egy, csak az

1d6tdl fiiggd 7T'(¢) fliggvény szorzatanak alakjaban keressiik:

v(x,t) =] a ch(kx)+a,sh(kx)+a;cos(kx)+a,sin(kx) ][ cos(at+e) |=W(x) T (1),

ahol k2 =%=¢ /A—p.
c I,

A megoldésban szerepld q,, a,, a;, a, 4llandok a rud két végére felirt peremfeltételekbdl ha-
tarozhatok meg:
Az x=0 helyen v(x=0,£)=0 és (o(x = O,I)Zv'(x = (),t)=0.

Az x=1 helyen v(x=1,t)=0 és (p(x = l,t)=v'(x = l,t)ZO.
A megoldast behelyettesitve a peremfeltételekbe:

a,ch(k-0)+a,sh(k-0)+a,cos(k-0)+a,sin(k-0) [cos(at+8)]:O,
] =0 ] =0

[al ch(kl)+a,sh(kl)+a, cos(kl)+a4sin(kl)][cos(at+5)]=O,

k| a sh(k-0)+a,ch(k-0)—a,sin(k-0)+a,cos(k-0) [cos(at+g)]:O,
k[alsh(kl)+azch(kl)—a3 sin(kl)+a4cos(kl)][cos(at+3)] =0.

A peremfeltételekbdl egy homogén, linearis egyenletrendszert kapunk az a, a,, a,, a, 4llan-
dokra. Ezt matrixos formaban felirva:

1 0 1 0 T[a] [0
ch(kl) sh(kl) cos(kl) sin(kl)|la,| |0
0 1 0 1 T 42=0

sh(kl) ch(kl) -sin(kl) cos(kl)||a,| |0
A homogeén, lineéris egyenletrendszernek akkor van nem z¢rus megoldasa, ha az 4 mat-

rix determindnsa zérus. Kifejtve: det A= ch(k/) cos(kl ) -1=0.

10



Az egyenlet bal oldalan all6 fiiggvényt grafikusan dbrazolva kapjuk a zérushelyeket:

500
Zérushelyek az dbrabol:
400 | i=1 kl=4,7301.
- i=2 k,1=7,8532.
-
1
X 200 ¢ Tovabbi zérushelyek:
G i=3 k,1=10,9956.
S 100 '
A i=4 k,=14,1372.
ES
Z 8
]
8
-160
-200 |
-300 i
8 1 2 3 4 5 6 7 8

A hajlit6é kontinuum-rezgés sajat korfrekvenciai:
- Az elsd sajat korfrekvencia:

kl=4,7301 = k = 4’71301

2 2
a, :kIZC:kIZ IZE 24,73201 02(4’7301j 25318 = 22657 @
Ap / 5 s

- A mésodik sajat korfrekvencia:

k,l=7,8532 = kZ:@

2 2
a,=ke=k2 |1 L =7’85232 c=(7’8532j 25318 = 62454 24
Ap [ 5 s

- A harmadik sajat korfrekvencia:

k1=10,9956 = k3:%
2 2
o =k o=k |2 020 c=(10’9956j 25318 2122450 4.
Ap / 5 s

b) A rad els6 harom sajat korfrekvencidjdhoz tartozo rezgéskép meghatarozasa €s szemlélte-
tése:

A rezgésképek meghatarozasanal a differencial-egyenlet megoldasanak a Rayleigh-féle
(vagy Kriilov-féle) fiiggvényekkel felirt alakjat hasznaljuk fel:

v(x)=[D, S(kx)+D,T(kx)+DU (kx)+D,V (kx)],
V'(x)=k[ D,V (kx)+D,S(kx)+D,T(kx)+D,U (kx)],
V'(x)=—LEK[D,U(kx)+D,V (kx)+D,S(kx)+D, T (kx)],

11



V"(x)=-LEK[D,T(kx)+D,U (kx)+D, ¥ (kx)+D,S(kx)],

ahol: S(kx)=%[ch(kx)+cos(kx)] , T(kx)=%[sh(kx)+sin(kx)] ,
U(kx)z%[ch(kx)—cos(kx)] , V(kx):%[sh(kx)—sin(kx)].

A peremfeltételekbdl felirt homogén linearis algabrai egyenletrendszerbe behelyettesitjiik

a sajat korfrekvencidkat (az egyenletrendszernek csak ezekre van trivialistol kiilonbozo
megoldasa).

- Az els6 sajat korfrekvencidhoz tartdzo rezgéskép:
S(0) 7(0) U(0) V() || D, 0

o so 10 Vo o o] o
S(ki) T(k1) U(kl) V(ki)| D, 10 = =00 =0 P = 1 D= :
V(ki) S(ki) T(ki) U(kI1)|D,]| [0

W, (x)= %[ch(kl x)—cos(, x)]—0,9826[sh(k1 x)=sin(k, x)],

1 4,7301 4 7301 ] 0.9826] 4 7301 . (4,7301
W,(x)=—=|ch x - x |—sin x|,
! 2 i l /
W(x)zl o 4,7301 47301 ~0,9826 47301x (47301 ]
! 2 5 5 5

A W (x) elsé rezgéskép szemléltetése:

8.8
L7 T
1,6
8.5 r

rad

oAar o, 222657 ¢

8.3
8.2

8.1

H

- A masodik sajat korfrekvenciahoz tart6z6 rezgéskép:

A homogén lineéris egyenletrendszer megoldasa:
D,=0,D,=0,D,=1,D,=-1,0008.

W(x)=l ch 7’8532x —cos 7'8532x _1,0008 sh 7’8532x —sin @x s

12



W, (x) =~ Ch(7’8532xj—cos(7’8532xj ~ 1.0008 Sh(7’8532xJ—sin(7’8532xJ |

A W,(x) masodik rezgéskép szemléltetése:

- A masodik sajat korfrekvenciahoz tart6z6 rezgéskép:

A homogén linedris egyenletrendszer megoldasa:
D,=0,D,=0,D,=1,D,=-0,9999.

1 10,9956 10,9956 0,9999 10,9956 . (10,9956
W,(x)==|ch x |—cos x||- sh x [—sin x|,
2 / / 2 / /

1 10,9956 10,9956 0,9999 10,9956 . (10,9956
W3(x):E ch ?x —Cos 5 x| |- 5 sh 5 X |—sin 5 x||.

A W, (x) harmadik rezgéskép szemléltetése:

8.3 T T T T

8.6

8.4

rad

@, =62454——.

S

rad

a, =122450—.

S
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