SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

REZGESTAN GYAKORLAT

Kidolgozta: Dr. Nagy Zoltan egyetemi adjunktus

9. feladat: Két szabadsagfoku csillapitatlan szabad rezgorendszer

Adott: az 4 és B pontban csapagyazott, szabad rez-
gést végzd rendszer, amely két tomegpontot,
két stlytalan (elhanyagolhat6 tomegii) rudat és
két rugét tartalmaz.

I=1m, ¢,=c,=4-10"m/N ,
m, =60 kg , m, =120kg.

Feladat: Az abran lathatd rezgdérendszer mozgés-

egyenlet-rendszerének felirasa kis szogelfordu-

lasok esetén matrixos formaban, szamszer(
adatokkal.

Kidolgozés:

Az altalanos koordinatak legyenek a 2/ hosszisagl, sulytalan rudak szogelfordulédsai:
q, =@, és q, = @,. A rezgbrendszer szabadsagfoka i=2.

Az altalanos koordinatak:

9.,=¢ , 4,=¢, .. .

. . . . q, 2] . q, 2]

Q=0 > 9,=¢, ¢, = = 5 qga=|. (=] . |-
q, », = |49 ?,

%:(51 5 C'iz:¢2

<

A Lagrange-féle mozgasegyenlet-rendszer: d[dE d—EZO ,  (=1,2).
dt\ dq; ) dg,

A rendszer kinetikai energidja:
1 1 1, 1 5, 1 L 1P
E=5Jaw12 +§wa22 =§Ja(/712 +§Jb¢22 :E(ml 12)6012 +§(m2 Zj%z-

A rugokban felhalmozodott alakvaltozasi energia:
2

3 ’ 3
—lgq —lq) 2 (l(p —l(p)
/ 2 [ 2 1 I 2 |
U=U1+U2=:%( %) e _LUa) +112 :
[ 2 c, 2 ¢ 2 c,

Az els6 mozgasegyenlet eldallitasa (i=1):
A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

dE  dE

. d| dE | _ 5.
—=——=ml"¢ = —|——|=ml¢,
dg, do, dt\ do,



dE_dE
dq, do,
Az altalanos visszatérito ero:

ch =

dq,

v __du _ Gi
do,

G

2

¢ +—

1 (3
B 2(02

2

A masodik mozgasegyenlet eldallitasa (i=2):

A

A mozgasegyenlet bal oldalan all6 mennyiségek:
dE

dE _ dE.
dg, de,
dE _ dE _
d% - d(”z -

12

=m, —o,

4

0.

4
dt

Az altalanos visszatérito ero:

0., =

dq,

dU  dU __(12
do,

2

i

3

12

4

8

e 2

3P

=my—9,.

+
2e b,

2

A két szabadsagfoku rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszere:

2 2
ml* @, + (Z— + Z—j
¢ ¢

12

m,—@, —

4

1

A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:

ml’ 0
2
0 mzlz
%f—/
M

A tomegmatrix: M =

arugématrix: C =

37
|
D, 2CZ§”2
2c, : 4c, ?
rro3r
?, + ¢ G 2¢c,
D, 307 9/*
A
@ 2¢, 4,
¢
ml*> 0
12 =
0 mzz
P’ 2 37
_+_ —_——
¢ ¢ 2¢,
VT
2¢, 4c,

M

—

2

Oi|
=
0

60 0
0 30

-3750

{ 5000

kgm®

rad

-3750
5625

A rezgOrendszer mozgasegyenlet-rendszere a példa adataival:

|

60 0
0 30

|

P,
2

I

5000
-3750

-3750
5625

|

2]
?,

H

0
0

|

_+ﬁy_zﬁ¢}

¢, ) 2¢
2ﬁ¢j
4c, ’

M ¢+Cp=0.
Nm
rad



10. feladat: Két szabadsagfoku csillapitatlan szabad rezgorendszer

0, m, tomegl rudbol allo, szabad rezgést
v "';'"“f X végzd rezgdrendszer.
’ I=lm, ¢ =c,=c¢,=4-10"m/N,
m =60kg, m,=120kg, R=0,25m.
N Feladat: Hatdrozza meg az abran lathaté rezgo-
rendszer mozgasegyenlet-rendszerét kis
! m, szogelforduldsok esetén matrixos forma-
ban, szamszeru adatokkal.
C3
Kidolgozas:
Az altalanos koordinatak legyenek: ¢, =@, és g, =@,.
A rezgdrendszer szabadsagfoka i=2.
Az altalanos koordinatak és derivaltjaik:
9“Q=¢ > =P, .. ..
. . . . q, D .. q, b,
=0 > =0, q= = > q9=(. (=] . |-
e .. = |49 ?, = |49 D,
9= > =P,
A Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet-rendszer: di[Z_Ej - Z_Ezo , (=1, 2).
t\ a4, q;

A rezgOrendszer kinetikai energiaja:

el s =+ 508 =5 Gm R i3 T )

2 2

E:%(%ml szgbf J%sz zzj(pj.

A rugokban felhalmozodott alakvaltozasi energia:

2 21

(lp,-Rp) 1(lp) 1(lp) 1(lp,—Re)

1
U=U1+U2+U3=5 + + ==

q 2 ¢ 2 ¢ 2 (3

Az els6 mozgasegyenlet eldallitasa (i=1):
A mozgasegyenlet bal oldalan all6 mennyiségek:

dE. dE 3 ) d|( dE 3 .
—=—="mR¢, = —|—|==mR’,
dg, d¢, 2 dt\de, ) 2

@ _aE

dq, - de,

Az altaldnos visszatérito erd:

o dU__dU_ (K Rl
el dq. do, c ?, D, |-

1 cl

A masodik mozgasegyenlet eldallitasa (i=2):

Adott: az m, tomegili csuszasmentesen gordiild

korongbol és a B pontban csapagyazott

+1(z+£}02
2le, ¢ )77



A mozgasegyenlet bal oldalan all6 mennyiségek:

dE dE 1 ). d| dE 1 5.

d_': 3 =—m21 ?, = ; =—m21 (2%
4, do, 3 dt\dg, ) 3

dE _dE _,

dg, do,
Az altalanos visszatérit6 ero:

dU dU RI IR S b
Op=—-——=-——=—|——@¢+| —+—+— |0, |.
d‘h d(pz ¢ ¢ G G

A két szabadsagfokt rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszere:

3 . R Rl
~mRG+—g@ ~ —, =0
2 ¢ ¢
1 . RI rorr
—mzlzcoz——¢1+(—+—+— ¢, =0
3 q o ¢ G

A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:
R’ RI

=mR’ 0 ..
2 [(”1}4_ G G [(”1}:[0} -
” 2 2 2
0 Lme|2d | RO L ENe] L0

[e—
G 6 &6 &Gl

£ \ =

[

>
o
=
it
=
'Q_);
I<
I

2
k0 {5,625 O}kgmz
12

0 40| rad

m,

e G e 156,25 —625| Nm
arugomatrix: C = = _
- RI I I I -625 7500
+—+—

G ¢ 6 G

rad

A rezgdrendszer mozgasegyenlet-rendszere a példa adataival:

5625 01 [156,25 —625][¢, ] [0
+ = |
0 40|, | | -625 7500, | |0



11. feladat: Két szabadsagfoku csillapitatlan szabad rezgorendszer

A

Adott: az m,és m, tomegl csiszasmente-

sen gordiild6 hengerr6l allo, sza-
bad rezgést végzd rezgdrendszer.
R =R, =0,25m,m, =m, =120kg,
¢, =c,=c¢,=4-10" m/N.

Feladat: Hatdrozza meg az abran lathat6
rezgérendszer mozgasegyenlet-
rendszerét kis szogelforduldsok
esetén matrixos formaban, szam-
szer(i adatokkal.

Kidolgozas:
Az altalanos koordinatak legyenek: g, = ¢, és g, = ¢,. A rezgérendszer szabdsagfoka: i=2.
Az éltalanos koordinatak és id6 szerinti derivaltjaik:

=0 > &,=¢, .. .
) . . . q, @ . q, Z
=0 > =0, q= = > 9 = . |=]. |-
. = q, ?, = q, ?,

G=¢ . 4,=0,
A Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet-rendszer: d[dk | dE _ 0, (1=1,2).
dt\ dq; ) dg,
A rezgOrendszer kinetikai energiaja:
1 1 1, 1 ., 1(3 L, 1(3 i
E= E'Jaa)lz +§Jb6022 = 5%6”12 +5‘]b¢22 = E(Eml R12J¢12 +5(5m2R§j¢§'

A rugokban felhalmozodott alakvaltozasi energia:
2R @) R o, —R ¢V 2R 0.V
U:U1+U2+U3=l( 1(01) +l( 2 Pa 1(/71) +l( 2(02) ‘
2 ¢ 2 ¢ 2 Cy

Az els6 mozgasegyenlet felirdsa (i=1):
Az egyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

dE. dE 3 ) d( dE 3 .
- = :_m1R|2(0| = |5 :_m1R12§”1 s
dg, d¢, 2 dt\ do, 2

i _dE_,

dgq, do, '

Az altalanos visszatérito ero:
dU dU 4R’ R? R R 4R* R? R, R
ch:——:——:— : o+ _1(/)1_ 2 1¢2 == L+ @ — s 1(02 .
dq, do, ¢ ¢, c, ¢ &) C,

A masodik mozgasegyenlet felirdsa (i=2):

Az egyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

dE _dE 3, pp o d(dEjzg R

- = —_— m .
di, dp, 2 di\dg, | 22"
@ _ar
dq, do, ‘



Az altalanos visszatérit6 ero:

2 2
0, - dU_ v :_{_ RR, +(1§_2+ 4R j%}.

dq, do, ¢, 2 3

A két szabadsagfoku rezgérendszer mozgésegyenlet rendszere:

3 . [4R* R’ R R
EmlR12¢l+( 1+_1](01_ . 1% =0

cl cZ 2
3 .. R 2 4R?
~m,R, — ‘R2¢1+(£+ RQJ¢2=0
2 2 ¢, &

A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:

4R’ R’ R, R
%mlRl2 0 P cl +c—l _% , .
3 [} RR R 4R { IHJ ¢ dgreetd
0 Smry || BE K AR LS -
2 2 , c, c, ¢ | 2
4 ¢
3 o
k0 1,25 0 2
A tomegmatrix: M = 2 = kgm )
= 3 2 0 11,25] rad
0 —m,R;
2
4R12+R_12 R R
y, r, . Cl Cz CZ 781,25 _156,25 Nm
a rugoématrix: C = = —.
~ | RR R22+4R22 -156,25 781,25 | rad

G G G

A rezgOrendszer mozgasegyenlet-rendszere a példa adataival:
1,25 0 @, 781,25 —156,25 || ¢, 0
+ = .
0 1L25|| ¢, —-156,25 781,25 || @, 0
12. feladat: Két szabadsagfoku csillapitatlan szabad rezgdrendszer

Adott: a harom merev fogaskerékbdl
allo, szabad rezgést végzo rez-
gbrendszer.

R =R,=R,=0,25m,
7,=7,=4-10" Nm/rad ,
J,=J,=J,=120kgm”’.

Feladat: Hatarozza meg az abran lathato
rezgérendszer mozgasegyen-
let-rendszerét kis szogelfordu-
lasok esetén matrixos forma-
ban, szamszert adatokkal.




Kidolgozas:
A rendszer szabadsagfoka i=2. Az éltalanos koordinatak legyenek: g, = ¢, és g, = ¢,.

A (2) és (1) fogaskerekek csuszasmentesen gordiilnek le egymdson, ezért a szogelfordulasuk
nem fliggetlen egymastol:

R
R o =R, 0, =0, =R—‘(ﬂ1

2

R . R ., . R .

¢2:R_2¢71a ¢72:RT2¢1 €s ¢2:RT2¢1'
A rendszerben az [ és /, hosszisagl tengelyek torzios rugoként mitkodnek, melyeknek torzi-
6s rugdallandoi a y, és y, .
Az altalanos koordinatak:

9Q=¢ > 4,=Ps .. .

. . . q, O, . |4 &

=0 >, 4,=@; q= = > q9=1. |=| . |-

.. v = 149 (% = |49 2

9=¢ > 9, = ¢;
A Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet-rendszer: d(dk | dE _ 0, (=1, 2).

dt\ dq; ) dg,

A rendszer kinetikai energiaja:

2
1 1 1 1 .. 1 . | 1 . 1 R ) |
E= EJla)l2 +5J2a)22 +5J3a)32 = 5J1(/’12 +EJ2(022 +5J3(o32 = 5,]1@2 +—J, (R—lj @& +5J3(032 ,

2 2
1 R ! 1
E=5[J1+J2(R—;] :l¢)12+§J3¢)32

A rugokban felhalmozodott alakvaltozasi energia:

2
R
— @
(¢1_¢3)2+1(¢2_0)2 _l(¢l_¢3)2+l(R2 IJ
7/1 2 7/2 2 7/1 2 }/2

Az elsd mozgésegyenlet felirasa (i=1):

U:U1+U2:%

Az egyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

2 2
d_l.?:d_l.?: J1+J2[£J (plz = i(d_E]: J1+J2{£J (ﬁl:
dg, de, R, dt\ do, R,
dE _dE _

dq, - de,

Az altalanos visszatéritd erd (csavard nyomaték):

RY
dU U - r Y 1 (RY 1 1
BRI P 3 LA PN TR

dq, do, 7 V>

A masodik mozgasegyenlet felirasa (i=2):
Az egyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:



dE dE ) d | dE ..
—=——=J,0; = —| = 1|=/9;-
dq, do, dt\ do,

@ _aE

dg, do,

Az altalanos visszatéritd erd (csavard nyomaték):

dUu dUu - 1 1
0, -4t (epp) (Lo Ly )
9 e

do, 7 1 1
A két szabadsagfoku rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszere:
2 2
R .. 1 R 1 1
J1+J2(_]j 2 _+(_1J —|p——¢, =0
R, n &) 7 N

) 1 1
S35 ——pt+—p; =0

1 1

A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:

: I (RY 11
R LY [
Jd| 2 o[ ( J 0
{1 2(&]] V‘} ek oy V}H = M@+Cp=0.

¢ 1 1 |Les] [0 =
0 J e — — -
b | 7 7l @
= ¢
2
J +J ﬁ 0 240 0 | kem?
A tomegmatrix: M = b2 R, = em ,
= 0 120| rad
0 J,

i{ﬁjl 1

5000 2500

arugématrix: C = no k) on E
= —-2500 2500 | rad

7 7

A rezgOrendszer mozgasegyenlet-rendszere a példa adataival:

240 0 1[¢] [ 5000 —25007¢, ] [0
+ = |
0 120/ @ | |-2500 2500 || ¢, | |0



13. feladat: Két szabadsagfoku csillapitatlan szabad rezgorendszer
Adott: a két tomegbdl és a BC sulytalan rudbdl

q,=x, allo, szabad rezgést végzo rezgdrendszer.
‘ ¢, =c,=4-10"m/N, [=1m,
mﬂ% ¢, =0,1111111-10"* m/N, m, = m, =18kg,
4 BD=31, DC=1.

Feladat: Hatirozza meg az abran lathatd rezgo-
rendszer mozgasegyenlet-rendszerét kis
szogelforduldsok esetén matrixos for-
maban, szamszeru adatokkal.

Kidolgozas:
A rezgdrendszer szabadsagfoka: i=2. Az altalanos koordinatak legyenek: g, =x, és ¢q, =x;.
A B ¢és a C pontok kozotti D csuklos megtamasztas miatt kis szogelfordulasok esetén irhato:

X, X x
1gp="L="C = x. =%,

31 1 3
Az altalanos koordinatak és derivaltjaik:

q=%Xy 5 §,=Xg . .
. S G| [ *a R
=Xy 5 §,=Xp q= = s 9=\ . |=|. |
. .o = q9, Xp = 9, X
4 =Xy 5 4, =X

A Lagrange-féle méasodfaji mozgésegyenlet-rendszer: d[dE ) dE _ o, @(=1,2).
dt\ dg, | dg,
A rendszer kinetikai energiaja:
1 1 1 Lo, b (%Y 1, 1
E= Emlvj +Em2vé = Emlvj + Emzvé = Emlxj +Em2 (?Bj :Emlel +—m2x§ .
A rugokban felhalmozodott alakvaltozasi energia:
_ 2 2 2 _ 2 2 2
(]:(]1 +U2 _|_(]3 ZLM_’_lXL_’_le: lM.,.le_._lM
2 G 2¢ 20¢ 2 G 2¢ 2 c

ML[LLJ

b

U-1
2 [ 2\c, 9c

Az els6 mozgasegyenlet felirasa (i=1):
Az egyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

dE dE _ d(dEJ .
=—=mx, = =mx,.

dg,  dx, dr\ di,
dE_dE
dg, dx,

Az altalanos visszatérito ero:



0. - U __ 4 :_{(xg _xA)(—l)}Z—(le —Lxg}
G 1

dq, dx, q c
A masodik mozgasegyenlet felirasa (i=2):

Az egyenlet bal oldalan 4116 mennyiségek:

dE. _dE 1 . d(dE ) 1 .
S =X | T | T M X
dq, dx, 9 dt\dx, ) 9

dE _dE

dq, dx, '

Az altalanos visszatérito ero:

ch :_d_Uz_dU:_ (XB_XA)(+1)+(L+LJ'XB
dq, dx, e 9

A két szabadsagfoku rezgérendszer mozgéasegyenlet-rendszere:

. 1
mx,+—x, ——x; =0
G G
.1 1 1 1
—myXy ——x, +| —+—+—|x,=0
9 [ ¢ ¢ 9c

A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:

g G G 2500
arugdématrix: C = =
= -2500

1 (1 1 1]
¢ \¢q ¢ 9c

A rezgOrendszer mozgasegyenlet-rendszere a példa adataival:

18 0[], [ 2500 -25001fx,] [0
0 2% | |-2500 15000 | x,| [0

I
[R3H
[l
=

N

m

o

10



