1/10

SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA

EGYETEM TANSZEK

1. MECHANIKA-SZILARDSAGTAN GYAKORLAT
(kidolgozta: Sziile Veronika, egy. Ts; Tarnai Gabor mérndktanar.)

Matematikai 6sszefoglalo, kiindulo feladatok

1.1. Matrixalgebrai 6sszefoglalé:

a) Matrix értelmezése, jelolése:
Matrix: skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tdblazatba rendezett

halmaza.

al 1 al 2 a'l 3

Jelolése: A=|a, a,, a,

aSl a32 a33

Négyzetes matrix: olyan matrix, amelyben a sorok és oszlopok szama megegyezik.

a4

Oszlopmatrix: [2] =|a,

a,

Sormatrix: [ET:[al a, a]

b) Miiveletek matrixokkal:

1-gyak

Matrix transzponaltja: tikrozés a foatlora. A matrix f6atlojat az azonos indexiti
elemek alkotjak.

a a T a, a
A — 11 12 A — 11 21
':=:| |:a21 a22:| |:=:| |:a'12 a’22:|

—_ —_—

(2x2) (2x2)

Matrixok Osszeadasa, Kivonasa: csak azonos méretli matrixok adhatok Ossze, ill.
vonhatok ki egymasbol.

Tarnai Gabor



2/10

e Matrix szorzas (sor-oszlop kombinacio):

all a12j|'|:b11 b12j|:|:(allbll +a12b21) (a‘llbIZ +a12b22):|

a ay | | b21 bzz ‘ (321b11 +azzbz1) (azlbu +azzbzz) |
(22) (2) ()
Ab=c,
a, 4, } |:bl } _ |:(a11b1 + a12b2):| _ |:C] }
a, a, bz (a21b1 + azzbz) C,
—_— R S—
(2x2) (21) (2x1) (2x1)
a-B=d,
b, By = b b b b,)|=|d d
[al az]' _I:(al ) ta, 21) (a1 3, 22)]_[ 1 2]
(1x2) —_—— (1><2) (1x2)

(2x2)

¢) Kiilonleges matrixok:

1>

1 0
o Egységmatrix: E={0 J - Tulajdonsaga: E-A=A-E=

Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.

e Szimmetrikus matrix: éT = A, azaz a; =a;,ahol (i, j =1,2,3,...) . A matrix elemei

i’

megegyeznek a féatlora vett tiikorképiikkel.

1 3 =2
Példaul: A=| 3 5 7
-2 7 8
e Ferdeszimmetrikus matrix: éT =-A azaz a; =-a; ,aholi, j=1,2,3,.... A matrix

barmelyik eleme megegyezik a foatlora vett tiikkorképének minusz egyszeresével.
Ebbdl kovetkezik, hogy a féatloban csak zérus elemek lehetnek.

0 5 -2
Példaul: A=[-5 0 1
2 -1 0

1-gyak Tarnai Gabor
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1.2. Vektorok skalaris, kétszeres vektorialis és diadikus szorzata:

Vektor: iranyitott geometriai, vagy fizikai mennyiség, ami jellemezhetd irannyal, nagysaggal,
mértékegységgel.

a) Vektorok skalaris szorzata:

Skaléris szorzéas értelmezése: a-b = |§”5‘ cosa , ahol a a vektorok altal bezart szog.

A skalaris szorzas kiszamitasa matrixszorzassal:
=ab, +ab, +a,b,

A szorzas eredménye egy skaldris mennyiség.

b) Vektorok kétszeres vektorialis szorzata:

(ﬁxB)xé, vagy éx(BxE)
Kiszamités kétféleképpen lehetséges:
- a két vektorialis szorzasnak a kijeldlt sorrendben torténd elvégzésével,
- a kifejtési szaballyal:
(axb)xc=b(a-¢)-a(b-c), ill. ax(bxc)=b(a-¢)-&(a-b).

¢) Vektorok diadikus szorzata:

Legyen adott az @, b és ¢ tetszéleges vektor.

Két vektor diadikus szorzatanak jelolése: a ob, elnevezése:diad.
Két vektor diadikus szorzatat a szorzas tulajdonsagainak megadaséaval értelmezziik:

- a diadikus szorzas és a skalaris szorzas asszociativ (csoportosithatd, azaz a
szorzéasok elvégzésének sorrend;jét felcserélhet;jiik):
(@ob)-c=do(b-c),

- a diad a skalaris szorzas szempontjabol nem kommutativ (nem mindegy, hogy
egy diddot jobbrél vagy balrdl szorzunk skalarisan egy vektorral, mert mas
eredményt kapunk).
c-(dob)(dob)-c

Ha a szorzés a fent leirt 6sszefliggéseket kielégiti a szorzas diadikus.
Két vektor diadikus szorzatanak kiszamitasa jobbsodrasu, derékszogii koordinata rendszerben.

X aXbX axby aXbZ
,|[b, b, b]=|ab, ab, ap,
a,b. ab, ab,

-

o 0 o

z

1-gyak Tarnai Gabor
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1.3. Tenzorok eloallitasa:

a) Tenzorok értelmezése és tulajdonsagai:

Tenzor: homogén, linearis vektor-vektor fliggvény altal megvaldsitott leképezés
(hozzarendelés).
w="f(v)= T-v.

hozzarendelés

v

0] O,

v

A T tenzor a tetszéleges v vektorhoz a w képvektort rendeli hozza.

b) Tenzor eléallitasa jobbsodratu, derékszogii descartesi koordinata-rendszerben:
Tenzor megadasa:

- a tenzor koordinataival (matrixaval) és
- koordinata rendszerrrel torténik.

Tenzor koordinatainak jeldlése matrixba rendezve:
T, T, T T, T, T;

XX Xy Xz
- I:Z:': T)’X Tyy Tyz = TZl T22 T23
TZX

T T T31 T32 T33

zy 7z

Tenzor eldallitasa:

Legyen ismert harom értékpar:

i>a=f(i), a=ai+aj+ak,
job=f(j), b=bi+bjbk,

12—)E=f(k), cﬁ+cyj+czf<.

ol
Il

A tenzor diadikus eldallitasa: T = (ﬁ oi+boj+co E)

A tenzor matrixa: [Z} =

Xyz

[S I =R ]

1-gyak Tarnai Gabor
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1.3.1. Tenzor eloallitasa:

Adott: F, = (121 +4)m.
Feladat:
a) Azon T tenzor matrixanak

Ay

eldallitasa, amely az xy sik

helyvektoraibol a helyvektoroknak a

0o koordinatarendszer O kezddpontjara
tiikrozott vektorait allitja eld.

A b) Eldallitani azt az 1, vektort, amely az

i
Vi

:;H

1, vektor origora vett tiikorképe.

a) A tenzor eléallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
i—>a=—i, job=—]j.

A két ertékparbol a tenzor: T = (5 o1+bo 3)
. -1 0
A tenzor matrixa: T = .

0 -1

b) Az origora tiikrozott 1, képvektor meghatarozasa:

el )

1-gyak Tarnai Gabor
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1.3.2. Tenzor eloallitasa:

Adott: T, =(8T+23)m, ©=60".

Ay Feladat:
A a) Azon T tenzor métrixanak

eldallitasa, amely az xy sik

d helyvektoraibol a helyvektorok z
A tengely koril ¢ szoggel elforgatott
vektorait allitja eld.
@ P b) Eléallitani azt az T, vektort, amelyet

az 1, vektor ¢ szoggel torténd
elforgatasaval kapunk.

a) A tenzor eldallitasa:
Ay Sikbeli esetben a tenzort két értékparja
,,,,,,,,,,,,, hatarozza meg;:

i—>a =(coscpf+sin(pj),
- A= j—)ls:(—sin(pfjtcosqﬁ).

(0} a 3 A két ertekparbol a tenzor: T = (ﬁ oi+bo 3) .

Lo

A didadok kiszamitasa:

-~ [a,] fa, 0
I I (O e B |
a a, 0 sing 0

LY | LY
~ .1 [b] [0 b, 0 —sing
[bq]: b [O 1]= 0 b B 0 coso |
Ly L y O

A tenzor matrixa:
[T}— cosp —sing| | 0,5 —0,866
=4 sin@  cos@ 10,866 0,5 |

b) Az elforgatott 1, vektor meghatarozasa:
s Tz cosQ —singQ || X, 0,5 -0,8661|8 2,268
r. = -, = = = .
A= lsing coso ||y, | 0,866 0,5 ||2] |7,928
T, =(2,268{+7,928])m

1-gyak Tarnai Gabor



1.3.3. Tenzor megadadsa (tiszta nyiras):
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Adott: az abran jelolt egységnyi hosszisagi négyzet.

Feladat:

a) Adja meg annak a leképezésnek a
tenzorat, amely az egységnyi oldalu
négyzetet a szaggatott vonallal
megrajzolt téglalapba viszi at.

b) Hatarozza meg a szimmetria pont
képét.

Megoldas:

Az egységvektorok képei €s a tenzor kiszdmitasa:

A négyzet szimmetria-kdzéppontjanak képe:

~ (1? 17]
r=|—i+—J|m
202

Ebbdl a téglalap szimmetria-kdzéppontjanak képe:

% 1
e
2

1-gyak
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1.3.4. Tenzor megadasa (egyszerii nyiras):

Adott: az abran jelolt egységnyi hosszisagi négyzet.

A
’ Feladat
i )/ »
A a) Adja meg annak a
2 = leképezésnek a tenzorat,
/ / amely az egységnyi oldalua
/ / négyzetet a szaggatott
/ / vonallal megrajzolt
/ / paralelogrammaba viszi at.
1 / / b) Hatarozza meg az A pont
/ / képét.
/ /
/ /
/ /
A
. ! [m] *
y A
Megoldas: 4—77 A
¥y o
Az egységvektorok képei és a tenzor kiszamitasa: //
. L. i 5 ;
i >a=i Job=yi+], ;
/
I =g g - e I g g /
T=dci+boj=ioci+(yi+])o]= i u
Tol+piof+]o] L

oo olg oo e oy e o

A leképezés tenzora tehat:

- e - - - = |10 0 1 0 0 | I y
T = o — = T:
[L|=TeleyTefsje] [0 o}w{o o}{o 1} {o 1} = {o J

(%)
I g 1
Har :(I + J) m(az A pont), akkor T :L}

Ez esetben leképezése:

V=T-F > [L].[r]{(l) ﬂm{qu azaz V=[(+y)]j+]]m

1-gyak Tarnai Gabor




1.3.5. Vektor adott iranyu osszetevoje

Adott: az dés b vektor.
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da={+2]-2k)m; b=@{+4j+k)m.

Feladat:

Hatarozza meg a b vektornak az & vektorral
parhuzamos (5H ), valamint az arra merdleges

(6L ) Gsszetevoit!

Megoldés: Keressiik a b= 5” + Bl Osszefiiggésnek megfeleld vektorokat.

Az abrabol lathato: ‘5”‘ = ‘6‘ cosa, avektor pedig ﬁ‘ = ‘5”

ahol €, az d vektor irdny-egységvektora, tehat |§a| =1. Meghatéarozésa: €, =

Most mar:

ﬁ\ =\ﬁ

€, = (‘5‘005 a)-éa = ‘5

| |éa|cosa €, =
o

1

& = P22+ (-2 =9,

Behelyettesités utan tehat:

ahol

-1 ~ - 7
=—|d-b)-a = =—a

Q\ |§F ( ) Q\ 9

Mivel b=b+b, ebbsl b, =b-b,
g - - g 7? 14—- 14*

b =(+4]j+k)-| =i +—j——Kk
=i {Zi 41250

1-gyak

€,
a
4
‘5“§|cosa . Fb &
— — .ea: — . —
4 4] [4]
és a-b=(1+8-2)=7.

N 5”:(17 Ej_ﬂlzj )
9 9 9

azaz

= Bl:(gf+2]+gﬁjm
9 9 9
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Masik megoldas:
inﬁ (ﬁxB)xﬁ éx(Bxé)
b, =b-b =—|(a-a)-b—(a-b)-a|="— illetve b, =———
4 4 i

Tehat a b vektornak az @ vektorral parhuzamos, valamint az arra meréleges 0sszetevoi:

Q|

ﬁxB)x

—

_ (5.-6)-3 1 - . 1 _
= =—(a-b)a, b, = =—(axb)xa.
Q\ |a.|2 |a.|2( ) a1 |a|2 |a|2( X )X
Megjegyzés:
a‘:%(a b) a=La (6-5):%(505) b=A b,
g 4 4 =
b, =—|(a-a)Eb-a (a-b) =%[(a d)-E-b—(d-d)-b|=A b
a = a - =
g b g
Tehat:
b=A-b ahol A = riz(a 0d), illetve
= = |a
b, =A,-b ahol A =(d-a)-E-(d-a)

Tarnai Gabor
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