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0. BEVEZETES

1. MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

1.1. Vektorok és vektormiiveletek
Skalaris mennyiség: olyan geometriai, vagy fizikai mennyiség, amelyet nagysag, (eldjel) és
mértékegység jellemez.
Vektor mennyiség: iranyitott geometriai, vagy fizikai mennyiség, amelyet nagysag (eldjel),
irany és mértékegység jellemez.

a) Vektor megadésa:

VA é v Egységvektorok: €., €, .
ay .
Az egységvektorok hossza egységnyi:
) 2, 1=le, =1
a
Egy tetszOleges vektor megadasa egységvekto-
A rokkal: a=aeé +ae, .
e, o
0 E » a »” X

Ha ismert az @ vektor hossza és az x tengellyel bezart szoge, akkor az eldz6 Osszefliggés-
bol:
a=|alcosaé +|d|sinae, =[a|(cosae, +sinae,)=|ale,

Az d vektor hosszat a Pithagorasz-tétel segitségével szamithatjuk ki: |d |=/a; +a; .

Konnyen belathaté az is, hogy é, vektor egységvektor: |é, |=+cos’a+sin’a =1.

A vektorok kozotti miiveletek a vektorok tamadasponthoz, vagy hatasvonalhoz kotottségétol
fiiggetleniil érvényesek.

b) Vektorok 6sszeadasa:

x Tx y oy

Legyen adott ket vektor: a=a e +ae,, b=bé +be

A két vektor dsszegének kiszdmitasa:

G+b=(a,é +a,é)+(be +he)=(a, +b)eé +(a,+b)E =¢.
, ,

C. cy

A két vektor 6sszegének megszerkesztése:



Haromszog szabaly Paralelogramma szabaly

¢) Vektorok kivonasa:

Legyen adott ket vektor: a=a e +ae,, b=be +b e

x x y Ty ©
A két vektor kiilonbségének kiszamitasa:
i-b= (a.é +a,e)—(be +be)=(a —b)e +(a,—b)e, = d.
)

d d

Két vektor kiilonbségének megszerkesztése:

-

a+(-b)=d

d) Vektorok skalaris szorzasa (az eredmény skalaris mennyiség):

A skalaris szorzas értelmezése: a-b =|a|| b |cosax .

A skalaris szorzas kiszamitasa: a-b=ab, +a,b, +a.b..

Az G-b jelolés kiejtése (kiolvasasa): & skalarisan szorozva bével.

|

Egységvektorok skaldris szorzata: ¢&_-é

1

z z >

ey-eyzl, -e.

0

0.

!
X
Il
R
Q)
Il

1,
e-e =0 e 2

N
<

Az eredmény éltaldnositisa: a-a=|af és a-b=0 = alb.
Az @ L b jeldlés kiejtése (kiolvasasa): 4 merSleges bére.

e) Vektorok vektoridlis szorzata (az eredmény vektor):

A vektorialis szorzas értelmezése:
Az eredményvektor nagysaga: |axb|=|d| |b| sina .
%/_J
a paralelo-

gramma
magassaga



Az eredményvektor iranyat un. jobbkéz szabaly-

lyal kapjuk meg: ha jobb kézzel az a vektort a

b vektorba forgatjuk, akkor a jobb kéz hiivelyk-
— — - ujja adja meg az eredményvektor iranyat.

Az eredményvektor meréleges a szorzasban szerepld mindkét vektorra.
A vektoridlis szorzas kiszamitasa:

e e é
axb=la, a, a|=él(ab —ba)-¢(ab —ba)+é(ab —ba,).
bx by bz
Egységvektorok 5 w7 =) 5 w3 =) 5 w3 =0
gy g,. exxx_o’ eyxy_o’ erZ—O,
vektorialis szorzata:
ehxy:z, e‘xz:x, ezxex:e‘,
€, xeé =—€, € xe =—€, € X€ =—€.

Szabaly: - Ha két egységvektort az abran lathaté nyillal megegyez6 sorrendben szorzunk
Ossze vektorialisan, akkor pozitiv eldjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

- Ha két egységvektort az abran lathato nyillal ellentétes sorrendben szorzunk 8sz-
sze vektorialisan, akkor negativ eléjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

Az eredmény altalanositasa: a x b=0 = a I b.

f) Vektorok kétszeres vektorialis szorzata (az eredmény vektor):

(szl;)xE,Vagy ax(bxc).

Kiszamitas kétféle uton lehetséges:

- a két vektorialis szorzasnak a kijeldlt sorrendben torténd elvégzésével,
- a kifejtési szaballyal:

(Gxb)xc=b(a-¢)—a(b-&),ill. ax(bxé)=b(a-¢)—c(a-b).

g) Vektorok vegyes szorzata (az eredmény skalar mennyiség):

Ertelmezés: (aEa)z(axb).a =Zz~(l;><5).

a, a, a| |a, c,
Kiszamitas: (abc)=|b, b, b.|=|a, ¢l
c, ¢, c| |a c

X

<

(eba)=—(ach)=-(bac).

l;‘ # 6és|E| # 0, tovabba (abé)=0 = A harom vektor egy sik-

Tulajdonsig: (db¢)=(éab)=(béd)=—

Kovetkezmény: Ha |5| #0,

ban van.



1.2. Gyakorld feladatok vektormiiveletekre

1.2.1. feladat: Helyvektorok felirasa, dsszegzése, abszolut értékének meghatarozasa

Adott: egy hasab, valamint a H pont helye:
f AB=8m, BE=3m,

AD=6m, FH=0,5BF .

Feladat: a) A H pont 7, helyvektoranak meghatarozasa.

b) A H-bol a B pontba mutaté 7, helyvektor
meghatarozasa.

Kidolgozas:
a) A Hpont 7, helyvektoranak meghatarozasa:
i = Tor + Ty -

Tor =T =(8e, +6¢.) m,

E IZ%(—%XWQ) m, 7 =(-3¢+62) m,
BF

o | =y + 22 =3+ 6 =0+36 =45 m,
|FFH|=075\/75 m,

" o A5 1 L
rFH :|’_;FH|e_ 2 r( 3 6ez):(_1756x+3ez) m)

ry =(8e, +6€.)+(-15¢ +3¢.)=(-1,5¢,+8¢,+9¢.) m.

b) A H-bol a B pontba mutat6 7, helyvektor meghatarozasa.

7,,8:_%~ é 3\/—\/_(36 168 m, 7,y = (4,58, —9% ) m.

1.2.2. feladat: Vektorok osszege, kiilonbsége, egymassal bezart szége



5 Adott: F; = (402, +50¢) N,
- ) F,=(-20¢,+4¢ ) N.
7 Feladat:
a) Akéterd F,=F +F, Osszegvektoranak meg-
hatarozasa.
b) A két er§ F.=F —F, kiilonbségvektoranak
meghatarozasa.
F, c) A két erévektor altal bezart ¢, sz6g meghata-
I I I i I +—> rozasa.
10 20 30 40 50 60

Kidolgozas:
a) A két erd FO = 17“] + 172 0sszegvektoranak meghatarozasa:

Fy=F +F,=(408,+50¢ )+ (-20¢, +4¢,)=(20¢, +54¢,)N.

b) A kéters F, = F, — F, kiilonbségvektoranak meghatarozsa:
F.=F —F, =(408, +508,) - (—20¢, +4¢,) = (60¢, — 46¢,) N .

c) A két erévektor altal bezart «,, szog meghatarozasa:

- F
:‘FlHFz‘cosa = cosa:‘ ‘Hf .
!

F, - F, = 40(=20) + 50 - 4 = —800 + 200 = —600 N*,

eyl
T3

leoT] s>

F|=\JF2+F} =40’ +50° =6403N ,

‘Fz‘ = \/Fzzv +F2 =+/20° +4% =2040 N, cosa __ 600 _ 045934 ,
' ’ 64,03-2040
a =arccos(—0,45934)=11734°.

1.2.3. feladat: Vektor koordindtdi és osszetevoi
Adott: Feladat:
d=(10é +5¢,)m. a)Az a vektorx ¢ésy iranyu skalaris koordinatainak meghatarozasa.
b) Az a vektor x és y iranyu Osszeteviinek meghatarozasa.
Kidolgozas:
a) A vektor koordinatatengely iranyu koordinatainak meghatarozasa (skalaris mennyiségek):
A skalaris szorzas értelmezésébol:

1y a,=ad-é =|dl|é,|cosa=|d|cosa,
a, a,=a-é, =lallé |cosf=[d|cosf.
a A skalaris koordinatak kiszamitasa:
B a,=da-é =(10e +5¢)-¢e =10é -é +5¢,-¢ =10 m,
a il 3 a,=a-e =(10e +5¢)-¢,=10¢ -¢ +5¢,-¢, =5 m

b) A vektor koordinatatengely iranyt 0sszetevoi (vektor mennyiségek):

10



1.2.4. feladat: Vektor koordinatdi és sszetevioi

Adott: Feladat:

b =(62. +62, )m a) A b vektor d irany( b, €s a iranyra merGleges b, skaldris ko-
X y >

ordinatainak meghatarozasa.

a=(12é_+4é )m. — . ~ L. .
(12¢, 2 b) A b vektor a iranyu b, €s a irdnyra merbleges b, Osszetevoi-

nek meghatarozasa.
Kidolgozas:
a) Adott iranyu koordinatak meghatarozasa:
A b vektor a iranyt koordinataja (4 iranyra eso vetiilete):

d|-|l;|cosa = b”=|l;|cosa=g.
i al
I

G-b=12-6+4-6=96m?,

% _459m |G =127 +4% =160 =410 ~ 12,65 m,

b=

h=heé
12,65
A b vektor @ iranyra mer6leges koordinataja (az ¢ iranyra merdleges vetiilete):
@xB|=d||B|sina = b, =|b|sina =121
- |a|
bL
éx _.y éZ
dxb=|12 4 0|=2&(72-24)=(48¢,)m*, |dxb|=48m?,
6 6 0
|d|=12,65m
ixb| 4
P AL B B
la| 12,65

b) Adott iranyu 6sszetevok meghatarozasa:
A b vektor d irdnyu sszetevje:
~ _a 1
€ ==
la| 12,65
1€, =7,59(0,9486¢, +0,3162¢,)=(7,2¢, +2,4¢)) m.

(12, +4&,) = (0,9486¢, +0,3162¢,)

b

A b vektor d irdnyra merOleges dsszetevoje:

 (axb_a):. axb a7 ixb)xa

b 2L LB sing =| —20 x| |5|sing = = X)X
laxb| |a|)—— \ld|lb]sina |d| a|

%/—/ J_

(Gxb)xd=(482)x(12¢, +46,) =(-192¢ +576¢ ) m’,

11



; ~192¢, +576¢, (125 +3.65)
=——=(—1l,2¢,+3,6e, )m.
+ 160 ¥ Y

Ellendrzés:
b=b +b, =(7,26 +2,4¢ )+ (-1,2¢, +3,68,)=(6¢, +6¢,)m.

1.2.5. feladat: Vektorok skalaris szorzata
Adott: F =(40¢, +18¢, —26¢ ) kN, Kérdés: .
_ Mekkora legyen F; , ha azt akarjuk,
F,=(-2¢ +2¢,+3¢ ) kN, ;

F=(Fzg,).
Kidolgozas:
Ha a L b,akkor a-b=0=|d||b|cos a =0.

90°

Ezért teljesiilnie kell az (F] + F})- F, =0 Osszefliggésnek.
(F+F)-F,=[ 402, +(18+F,)¢, - 262. |-(-2¢, + 28, +3¢.) =0,
—40-2+(18+ F;,)2-26-3=0, —-80+36+2F,, —78=0,
2F, =122 =  F, =61kN.

hogy (F, + F,) merbleges legyen F,-re?

1.2.6. feladat: Vektor koordinatdi és sszetevioi

Adott:

a=(3¢,+¢,)N, b=(4¢, +2¢ )N.
Feladat:

a) Az a vektor b iranyl a €s a b irdnyra merSleges a, skalaris

koordinatainak meghatarozasa.

b) Az @ vektor b irany( a, ésa b iranyra merdleges a, OsszetevOinek meghatarozasa.
Megoldas:
a) Az a vektor b iranyl a, €s a b iranyra merdleges a, skaldris koordinatai:
a,=2,235 N, a, =2,235 N.
b) Az G vektor b irdnyu a, ésa b irdnyra merdleges @ | Osszetevoi:
a,~(e,+2¢,) N, a ~(2¢,-¢,) N.

1.3. Matrixalgebrai 6sszefoglalé

a) Matrix értelmezése, jeldlése:

Matrix: Skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba rendezett
halmaza.

12



a4 4

- a

Matrix jelolése: [é] = [ )

21 22 a23

A matrixokat kétszer alahtizott betiivel, a matrixok elemeit (koordinatait) alsé indexes betii-
vel jeloljiik. Pl. 4,a és ay,, a, stb.

Az a;; matrixelem az 4 matrix els6 soraban és harmadik oszlopaban van.

Matrix mérete: Példaul a fenti (2x3)-as méreti [A] matrixnak két sora és harom oszlopa

van.
Az a,; matrix elem jel6lés kiejtése (kiolvasasa): 4 egy harom.
4
Oszlopmatrix: [g} =|a, |, sormatrix: [ZT] = [a1 a, a3] .
a
Az oszlopmatrixnak egy oszlopa, a sormatrixnak egy sora van.

A sormatrix ugyanannak az oszlopmatrixnak a transzponaltja. A sormatrixot a matrix betii-
jelének fels6 indexébe irt T betii jeldli.

b) Matrixmiiveletek:

A miveleteket (2x2)-es, (2x1)-es és (1x2)-es matrixokra mutatjuk be.

- Matrix transzpondltja (tiikrézés a foatlora):
A matrix féatlojat az azonos indexii elemek alkotjak.

[é]= a, anl N [ATJZ a; azﬁ'
- a4y A4y - a4, ay
%/_/
(2x2) (2x2)

A transzponalasi miivelet jele: 7 (a matrix fels6 indexében).

A transzponalas oszlopmatrixbdl sormatrixot, sormatrixbol pedig oszlopmatrixot hoz 1ét-
re.

Az AT jelolés kiejtése 4 transzponalt.

- Matrixok osszeadasa, kivondsa:
Csak azonos méretli matrixok adhatok 6ssze, vonhatdk ki egymasbol.

4sB=c,

a; 4, _+[b11 blz}: (a,tb,) (a,*h,) :Tll G
a4, ay| |b, by, (a,£b,) (aytbh,)| |¢,) ¢y,
%’_/ %{_/ \ / ﬁ_/
(2x2) (2x2) (2x2) (2x2)

- Matrix szorzas (sor-oszlop kombinacio):
Csak olyan matrixok szorozhatok Ossze, amelyek teljesitik azt a feltételt, hogy az els6

szorzdtényez6 oszlopainak szama megegyezik a masodik szorzotényezo sorainak szama-
val.

B=¢C,

[N
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by, blzl _ {(‘lu b, +ay,by,) (a,b,+a, bzz)l

a, alz}

a4, ay|\b, by (@, b +ay b)) (a, b,+ay, by,)
H—/ %f_/ A\ /
(2x2) (2x2) (2x2)
4b=c,
a, alZ} bl] _ (a, b +ay, by) _ G
a, ay| |b (ay b+ay, b)) G
— T - - ——
(2x2) (2x1) (2x1) 2x1)
a' B=d',
b, b, _ _

[al az] = [(al b, +a, b,) (a b,+a, bzz)] = [dl dz]
— b2| b22 —
(1x2) —— (1x2) (1x2)

(2x2)

¢) Kiilonleges matrixok:

[N

1 0 )

- Egységmatrix: E = {0 J . Tulajdonsaga: EA=AE=
Az egységmatrix a foatlojaban 1-es koordinatakat, a foatlojan kiviil 0 elemeket tartalmaz.
Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.

- Szimmetrikus mdtrix: éT =4

A matrix elemei megegyeznek a f6atlora vett tiikdrképiikkel.

\ 2] | . .
Példaul [A] = szimmetrikus matrix.
= 2 9

. . s, T
- Ferdeszimmetrikus matrix: A4 =-A4.

A matrix barmelyik eleme megegyezik a féatlora vett tiikkorképének minusz egyszeresé-
vel. Ebbdl az kovetkezik, hogy a foatloban csak zérus elemek lehetnek.

0 -3
Példaul [é]:& } ferdeszimmetrikus métrix,

1.4. Vektorok skalaris, kétszeres vektorialis és diadikus szorzata

Egyes vektor szorzasok matrixok szorzataként is elvégezhetok.

a) Vektorok skalaris szorzata:

A skalaris szorzas értelmezése: da-b = |5”b‘cosa .

(a avektorok kozott bezart szog, o <7 .)
A skalaris szorzas kiszamitasa matrixszorzassal:

bY
b =[ax a, aZ] b,|=ab +ab, +ab..
b

z
Az els6 szorzo tényezd koordinatait sormatrixba, a masodik szorzd tényezé koordinatait
oszlopmatrixba rendezziik és a szorzast a matrixszorzas szabalyai szerint (sor-oszlop kom-
binacio) végezziik el.
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A szorzas eredménye egy skalaris mennyiség.

b) Vektorok diadikus szorzata:
Legyen adottaz @, b és ¢ tetszbleges vektor.

Két vektor diadikus szorzatanak jelolése: d o b , elnevezése: diad.
Az Gob jelolés kiejtése (kiolvasasa): 4 diad bé.
Két vektor diadikus szorzatat a szorzas tulajdonsagainak megadasaval értelmezziik:

- a diadikus szorzas és a skalaris szorzas asszociativ (csoportosithatd, azaz szorzasok el-
végzésének sorrendje felcserélheto):
(Gob)-¢=do(b-0),

- a diad a skalaris szorzas szempontjabol nem kommutativ (nem mindegy, hogy egy
diadot jobbrol, vagy balrdl szorzunk meg skaldrisan egy vektorral, mert mas eredményt
kapunk):
¢-(Gob)#£(dob)-¢.

Ha a szorzas a fenti 0sszefliggéseket kielégiti, akkor a szorzas diadikus.

Két vektor diadikus szorzatanak kiszamitasa jobbsodrasu, derékszogli koordinata-
rendszerben:

a, a b a by a b,
(@b ]|=|a,|[b, b, b|=|ab, ab, ab.|.
a, a b, ab, ab,

Az els6 szorzd tényez0 koordinatait oszlopmatrixba, a masodik szorzé tényezo koordinatait
sormatrixba rendezziik és a szorzast a matrix szorzas szabalyai szerint (sor-oszlop kombina-
cio) végezziik el. A szorzas eredménye egy kilenc skalaris mennyiséget tartalmazd matrix.

Egységvektorok diadikus szorzata:

1 100 0 0 0
[é.0¢]=|0|[1 0 0]=[0 0 0,[-¢]=|1|0 1 0]=[0 1 0],
10 0 0 0 0] 0 0 0
[0] [0 0 0] 1] 0 1 0]
[e.oc.]=|0][0 0 1]=/0 0 0].[¢,0¢ ]|=[0|[0 1 0]={0 0 O],
1] 10 0 1] 0] 0 0 0]
1] [0 0 1] [0] 0 0 0]
[¢.02]=[0][0 0 1]={0 0 0|,[¢,0&]=[1][0 0 1]={0 0 1],
0] 0 0 0 0] 0 0 0
0 000 [0] [0 0 0]
[6,06.]=|1|[1 0 0]=|1 0 0[[e-&]=|0[1 0 0]=|0 0 0],
0 000 1 10 0
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0 0 00
[é.o¢,|=|0|[0 1 0]=[0 0 0.

1 010
A skalar szammal torténd szorzas mindig diadikus, vagy mas szohasznalattal altalanos szor-
zZas.

1.5. Matrix sajatértékei és sajatvektorai

a) A sajatérték feladat kitiizése:
Létezik-e olyan n oszlopmatrix, amellyel az 4 négyzetes matrixot megszorozva, az n

oszlopmatrix valahanyszorosat kapjuk:
An=4n,

ahol a A skaldris mennyiség?
Ha létezik ilyen n oszlopmatrix, akkor ezt az 4 négyzetes matrix sajatvektoranak, a A
skalaris mennyiséget pedig az 4 matrix sajatértékének nevezziik.

b) A sajatérték feladat megoldésa:

A sajatérték feladat megoldasat egy (2x2)-es matrixon mutatjuk be.
Az el6z0 egyenletet részletesen kiirva és bal oldalra rendezve:

|:a11 a12:||:nx:|:/1|:nx:| N |:a11 a12:||:nx}_/1|:nx:|:|:0:|
a, ap||n, n, a, ap||n, n, 0

€s a szorzasokat elvégezve, az n_, n  ismeretlenre homogén lineéris algebrai egyenletrend-

szert kapunk:
(@, -)n, +a,n, =0,
ay n, +(a, — /”t)ny =0.
Az egyenletrendszer nem trivialis (nullatdl kiilonb6zé) megoldasanak feltétele az, hogy a
rendszer matrixabol képezett determinansnak el kell tinnie:
(@,=4)  a,
a,, (a,,—4)

=0.

A determinanst kifejtve kapjuk a karakterisztikus egyenletet:
A2 = (ay, +ay) A +(ay,ay, — a,a,) = 0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai a matrix sajatértékei:

2
1. = (a4, +a22)i\/(a“ +ay)” +4a,a,,
2= .
’ 2

A homogén linedris algebrai egyenletrendszernek csak A=A4, és A=4, esetén van

nemtrivialis megoldasa.
A matrix sajatértékeit novekvo sorrendben szokds sorszamozni.
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Ha az egyes A (i=1,2) sajatértékeket behelyettesitjilk a homogén linearis algebrai egyen-
letrendszerbe, akkor az egyenletrendszer megoldhat6 az n
(a,,—A)n, +a, n, = 0

ay n, +(a, —A4)n, = 0}

n,, ismeretlenre:

, aholi1=1,2.

Az A, (i=1,2) sajatértékek behelyettesitése esetén azonban az egyenletrendszer egyenletei
egymastol nem linearisan fiiggetlenek, ezért az egyik egyenletet el kell hagyni és a masik
egyenletbdl csak az n, / n,, vagy n, /n, (i=1,2) hanyados hatarozhat6 meg.

iy 2

Az n, és n,, értékét akkor kapjuk meg egyértelmiien, ha az Q[T = [n,.x niy] sajatvektorok-
tol megkoveteljiik, hogy egységvektorok legyenek:

2 2 _ _
1/nix+n[y =1, 1=1,2.

”r

1.6. Tenzorok eloallitasa

a) Tenzor értelmezése és tulajdonségai:

Tenzor: Homogén linearis vektor-vektor fliggvény altal megvalositott leképezés (hozza-
rendelés).

V.

W= f(7) =

I~

hozzarendelés w

10) 0,

v

A T tenzor a tetszéleges v vektorhoz a w képvektort rendeli hozza.

A vektor-vektor fiiggvény olyan fliggvénykapcsolat, amelynek v értelmezési tartomanya
és w értékkészlete is vektor mennyiség.

A tenzor tulajdonsdgai:

Homogén linearis: Ha egy vektort két masik vektor linearis kombinaciojaként allitunk elo,
akkor a vektor képvektora egyenld a linedris kombinaciodban szerepld vektorok képvekto-
rainak linearis kombinacioéjaval:

Ha v=Ay, + 4y, és w, = f(V,), W, = f(¥,), akkor

w=f(V)=f(AV + L,0) =4 )+ 4L f () = 4w + 4Lw,.

Az Osszefliggésekben A, és 4, tetszdleges skalaris egyiitthatok.

Kévetkezmény: A zérus vektorhoz zérus vektort rendel hozza: 0= f(0).
A tenzor koordinata-rendszert6l fiiggetlen fizikai (geometriai, mechanikai) mennyiség.

b) Tenzor eléallitasa jobbsodrati, derékszogii descartesi koordinata-rendszerben:

- Tenzor megadasa: - a tenzor koordinataival (matixaval) és
- a koordinata-rendszerrel torténik.

- Tenzor koordindtainak jelolése matrixba rendezve:
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XX y xz 1
[r]=|1, 1, T |=|1, T, T

- Tenzor eléallitasa derékszogii descartesi KR-ben:
1. Tétel: - Térbeli esetben minden tenzor egyértelmiien megadhatd harom egymasra me-
réleges egységvektor és ezek képvektorai (harom értékpar) ismeretében.
- Sikbeli esetben minden tenzor egyértelmiien megadhat6 két egymasra merdle-
ges egységvektor és ezek képvektorai (két értékpar) ismeretében.
2. Tétel: - Térbeli esetben minden tenzor eléallithaté harom didd 6sszegeként.
- Sikbeli esetben minden tenzor el6allithato két diad dsszegeként.

Legyen ismert harom értékpar:

e, — a=f(e), d=age,
Ey —> E:f(éy)a EZ _>x
e. > c=f(), c=ce,

A tenzor diadikus el8allitasa: T =(aoé + b

a)C b.’( C)C

A tenzor matrixa: [Z ] =la, b, ¢
o

) aZ bZ CZ

A tenzor matrixat a diadikus eléallitasban kijelolt diadikus szorzasok és az Gsszeadasok

elvégzésével kapjuk.

A tenzor matrixanak oszlopai az a, b, ¢ képvektorok koordinatait tartalmazzak. A
matrix elsé sordban a képvektorok x koordinatai, a masodik sorban a képvektorok y ko-
ordinatai, a harmadik sorban a képvektorok z koordinatai allnak.

¢) Tenzorok kétszeres skalaris szorzdsa

Legyen :
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Diadok kétszeres skalaris szorzata :

(@0b)-(¢od)=(d-¢)(b-d)

() 54(5 ) 5,565 )
1 0 0
+(d li)(i/*_x%(az-;)(éy-é},p(az })(i-/ip
0 1 0
+(~3 #1)(;,3"‘(#3 qZ)(;z;é_y)—i_(aii 53)&9251 b+, -b, +ds - by =
0 0 1

=ay byt ay by +dy by +ay by +ay by tay by tay by +ay, by +ay; by

1.7. Gyakorlo feladatok matrixokra, tenzorokra

1.7.1. feladat: Matrix miiveletek

s o 2 2]

Feladat:

a) Az éT és éT transzponalt matrixok meghatarozasa.

b) Az A+ B Gsszegmatrix és az 4— B kiilonbségmatrix meghatarozasa.
¢) Az AB szorzatmatrix meghatarozasa.

Kidolgozas:
a) Az AT és QT transzponalt matrixok meghatarozasa:

- 2 7 BT:—12 -6
-4 3| = 4 3

b) Az A+ B Gsszegmatrix ¢és az 4 — B kiilonbsegmatrix meghatarozésa:
2 -4\ [-12 4 -10 0
A+ B= + = R
= =17 3 -6 3 1 6
2 —4] [-12 4 14 -8
A-B= - = .
=17 3 -6 3 13 0
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c) Az AB szorzatmatrix meghatarozasa.

AB{Z —4}{—12 4}:[2(—12”(—4)(—6) 2-4+(—4)3}:
=="17 3-6 3

7(-12)+3(=6)  7-4+3-3
[-48 -4
=102 37|

1.7.2. feladat: Skalaris, diadikus és matrix szorzds gyakorlasa
Adott: a=(4¢, +6¢,—¢.) m, Feladat:
b= (_3 G 48, - éz) m, a)Az da-b #és az dob szoerltok meghatarozasa.
b) Az (aob)-¢ ésa ¢-(dob) szorzat meghatarozasa.
¢=(-26,-62 ) m.
Kidolgozas:
a)Az d-b ésaz Gob szorzatok meghatarozésa:
-3
i-b=[4 6 -1] 1|=4(=3)+6-1+(-1)(-))=-5m’,
-1

Gob=(48,+68, -2 )o(-32,+¢,-¢.)=
=[(-12¢,-18¢, +32. )06, + (42, + 68, ~2.) 08, +
+(-48,-68,+2)0c. | m’

A szdgletes zarojelben 1€vo diadok elso szorzo tényezdinek koordinatai a tenzor matrixanak
oszlopaiban jelennek meg:

4 12 4 -4
[aob]=| 6 |[-3 1 -1]=|-18 6 —6|m"
-1 30411

b) Az (ao 1;) -C ésa Cc-(do l;) szorzat meghatarozasa:
- Az értelmezés alapjan:
(Gob)-G=do(b-¢)=

=(4¢,+68,-2.)o[(-32,+¢,-2.)(-2¢,-5¢2.) | =
o[-2+5]=(12¢, +1

=(4¢,+6¢,-¢.) ] 8¢,-32.) m’,
- Matrixszorzassal:
12 4 4]0 —8+207] [12
[@ob)|[¢]=|-18 6 —6|[-2|=|-12+30|=|18| m’.
3 -1 11]-5 2-5 -3

A kétféleképp eloallitott eredmény természetesen megegyezik.
- Az értelmezés alapjan:
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G-(@oh)=(G-a)ob=|(-2¢,-5¢.)-(4¢,+6¢,-¢ ) [o(-3¢,+¢,-¢.)=
_éz

=[-12+5]e(-38,+&,-2.)=(216,-7¢,+72.) .

- Matrixszorzassal:
12 4 4
[¢][@eb)]=[0 -2 -5] 18 6 —6|=
30411

=[(36-15) (-12+5) (12-5)]=[21 -7 7]m’.
A kétféleképp eloallitott eredmény természetesen megegyezik.

1.7.3. feladat: Vektor adott iranyra merdleges dsszetevijének meghatarozasa
Adott:

b =(20&, +40¢, —30¢,)m,
¢, =(0,82,-0,62.),

Feladat:
a) A b vektor e, egységvektorral parhuzamos 1;“ OsszetevOjének meghatarozasa.

b) A b vektor e, egységvektorra merdleges b, 0OsszetevOjének meghatarozasa kétszeres
vektorilis szorzassal.

c) A b vektor €, egységvektorra merdleges Ii OsszetevOjének meghatarozasa a kifejtési
szaballyal.

Kidolgozas:

a) A b, parhuzamos dsszetevé meghatarozasa:

20

b=, -b)e,=[[0 0,8 -0,6] 40 ||¢,=(32+18)&,=50¢,
-30

B =502, =50(0,82, - 0,6¢,) = (43, ~ 302 )m.

b) A b, merdleges Osszetevd meghatarozasa kétszeres vektorialis szorzéssal:
b =(e,xb)xe,.

@,xb)=|0 0,8 —0,6=¢ (-24+24)—¢,(12)+&.(-16),
20 40 -30
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e e e

(¢,xb)x&,=|0 “12 -16 =8,(7,2+12,8)-2,(0)+2.(0).
0 08 -0,6
b, =(¢,xb)xé, =(20¢,) m.
c)A 1 Osszetevo meghatarozasa a kifejtési szaballyal:
b, =, xb)xe,=b(e,&)-¢,b&)=b-b.
b, =b—b =(20&, +408, —306.)— (40¢, —30& ) =(20&,) m.

1.7.4. feladat: Tenzor eléallitasa

Adott: 7, = (42, +2¢,)m.

<3
v =

};\‘I’

Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az el8allitasa, amely az xy sik helyvektoraibol a helyvekto-

roknak a koordinata-rendszer O kezd6pontjara tiikrozott vektorait allitja elo.
b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amely az 7, vektor origora vett tiikorképe.

Kidolgozas:
a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
e, — d=-¢, e, —> b=-¢,.
A két értékparbol a tenzor:  T=(doé +bo e,).
. -1 0
A tenzor matrixa: [T J = .
= 0 -1

b) Az origéra tiikrozott 7, képvektor meghatarozasa:

s LT

F,=(-4¢,-28)) m.

22



1.7.5. feladat: Tenzor eléallitasa

P
Adott: 7, = (42, +3¢,)m,

Feladat:

a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely az xy sik helyvektoraibol a helyvekto-
roknak a koordinata-rendszer x tengelyére tiikrozott vektorait allitja elo.

b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amely az 7, vektor x tengelyre vett tiikorképe.

Kidolgozas:

a) A tenzor eldallitasa:

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:
é. — a=é., b

X

e, - bz—ey.

A két értékparbdl a tenzor: T =(doé, +boé,)

o)

b) Az x tengelyre tiikr6zott 7, képvektor meghatarozasa:

S P KA WD

F,=(42,-38) m.

A tenzor matrixa: [z J =

1.7.6. feladat: Tenzor eldallitasa

Adott: Feladat:

0=30°, 7, =(4¢, +&,)m.

a) Annak a 7 tenzor matrixdnak az eldallitdsa, amely az xy
A y

sik helyvektoraibol a helyvektorok z tengely koril ¢
A szoggel elforgatott vektorait allitja eld.

b) Meghatarozni azt az 7, vektort, amelyet az 7, vektor ¢
szoggel torténd elforgatasaval kapunk.

a

Kidolgozas:

a) A tenzor eldallitasa:
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Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:

€. — a=(cospe, +singe,),

X

€, > b=(-singe, +cospe ).

A két értékparbol a tenzor: T =(G o2, +bo¢))

v =

A diadok kiszamitasa:

CR R R S e
ey o no v o]

cosgp —sing| |0,866 —0,5
sing  cos@ 1 05 0,866

A tenzor matrixa: [T ] = {

b) Az elforgatott 7, vektor meghatdrozasa:

: TR cos@ —sing || x, 0,866 —0,5 || 4 2,964
r, = r, = = =
4 =77 l|sing cose ||y, 0,5 0,866 (1| |2,866

7, =(2,964¢ +2,866¢,) m.

1.7.7. feladat: Tenzor eléallitasa

Adott: Ay y
p=45", 1, =(5¢ +2¢,)m. - i,
ry
P
@ -
7, X
Feladat:

a) Annak a 7 tenzor matrixdnak az eldallitasa, amely az xy sik helyvektoraihoz a helyvekto-

rok z tengely koriil ¢ szdggel torténd elforgatasakor a helyvektorok végpontjainak elmoz-
dulas vektorait rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektor végpontjanak i, elmozdulas vektorata ¢ szoggel torténd elfor-
gatasnal.

Kidolgozas:
a) A T tenzor el6allitasa:
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Ay

e
A y
Te

A tenzor matrixa:

[1]-| %0

sin@

(cosp—1) | 0,707

b) Az u, elmozdulasvektor meghatarozasa:

~ . [-0,293 —-0,707][ 5
uP :Z.rp =
= 0,707 —0,293 || 2

i, =(~2,879¢, +2,949¢,) m.

—sing [—0,293

2,949

1.7.8. feladat: Tenzor eldallitasa

Adott: 7= (—%éy +%%) ,

Feladat:

hozza.

e, > a=—(1-

[—2,879

Sikbeli esetben a tenzort két értékparja hatarozza meg:

cosp)é, +singe,,

> b =-singe, —(l-cosp)e,.

A két értékparbdl a tenzor: T =(do&, +boé)).

-0,707
-0,293 |

|

7, =(5¢,+2& +10&)m.

a) Annak a 7 tenzor matrixdnak az eldallitasa, amely

a tér minden helyvektorahoz a helyvektoroknak az
n normalist S sikba esé vetiiletvektorat rendeli

b) Meghatarozni 7, vektornak az adott 7 normalisu S
sikba es6 7, vetiiletvektorat.

A vetiiletvektort tigy kapjuk, hogy az 7, vektor végpontjat merdlegesen vetitjiik az S sikra.

Kidolgozas:
a) A T tenzor el6allitasa:

A tetszbleges v vektor S sikba esé w vetiiletvektora:

W=iix(Vxi)=v(ii-i)—ii(i-v) = —i(ii - V).
=1

Térbeli esetben a tenzort harom értékparja hatarozza meg:

¢ — d=¢é —ii(i-é)=¢,,

=0
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A héarom értékparbol a tenzor: T'=(doe, + bo €,+coe.).

1 0 0
A tenzor matrixa: [z J =0 0,5 0,5].
0 0,5 0,5

b) Az 7, vektornak az adott # normalisu sikba es6é 7, vetiiletvektoranak meghatarozasa:
1 0 015 5
r,=T-r,=|10 0,5 0,5| 2 |=]|6|m.
|0 05 05]10] |6

F,=(5¢,+6¢, +6¢) m.

1.7.9. feladat: Tenzor eléallitasa

Adott: 7, =(3€,+4¢, +6¢€.) m.

Feladat:

a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely a tér

minden helyvektorahoz a helyvektoroknak az xy sikra
vett tilkorkép-vektorat rendeli hozza.
b) Meghatdrozni 7, vektornak az xy sikra vett 7, tiikor-

kép-vektorat.

A tiikorkeép-vektort a kovetkezéképpen kapjuk: Az 7, vektor végpontjat merdlegesen vetitjiik
az xy sikra. A D pont a vetit6 egyenes doféspontja az xy sikon.

Megoldas:
a) A hozzarendelést megvaldsito tenzor matrixa:

1 00
[T]=[0 1 0]
0 0-1
b) Az 7, tikorkép-vektor: 7, = (3¢, +4¢é,—6¢€.) m.
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1.7.10. feladat: Tenzor elddllitasa
Adott: 7, =(4e, +4¢, +8e.)m.
Feladat:
a) Annak a T tenzor matrixanak az el6allitasa, amely a tér

minden helyvektordhoz a helyvektoroknak az xy sikba
eso vetliletvektorat rendeli hozza.

b) Meghatarozni 7, vektornak az xy sikba esé 7, vetiiletvektorat.
A vetiiletvektort ugy kapjuk, hogy az 7, vektor végpontjat merélegesen vetitjiik az xy sikra. A
D pont a vetitd egyenes doféspontja az xy sikon. A vetiiletvektor a D pontba mutato vektor.

Megoldas:
a) A hozzarendelést megvaldsito tenzor matrixa:

100
[T]=[0 1 0.
000

b) Az 7, vetiiletvektor: 7, =(4¢, +4¢,) m.
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2. RUGALMASSAGTANI ALAPFOGALMAK

Szilardsagtan: a terhelés el6tt és utan is tartdos nyugalomban 1évé alakvaltozasra képes testek
kinematikaja, dinamik4ja és anyagszerkezeti viselkedése.

Az értelmezésben el6fordulo kifejezések definicioja:

Terhelés: az altalunk vizsgalt rendszerhez (testekhez) nem tartozé testekrdl szarmazod ismert
nagysagu hatas. Ez a hatas szilard halmazallapotu testeknél altaldban feliileti érint-
kezéssel valosul meg.

Terhelés = ismert kiils6 erérendszer (ER).

A tartds nyugalom feltételei:

- a testre hato er6rendszer egyensulyi,

- a test megtamasztasa nem enged meg merevtest szerti elmozdulast.

Alakvaltozas:
- a test pontjai terhelés hatasara egymashoz képest elmozdulnak és ezért
- anyagi, geometriai alakzatai (hossz, szog, feliilet, térfogat) megvaltoznak.

Kinematika a szilardsigtanban: leirja a terhelés hatasara a testben bekdvetkezé elmozdulaso-
kat és alakvaltozasokat.

Dinamika a szildrdsdgtanban: megadja az alakvaltozas €s a belsé erérendszer kozotti kapcso-
latot.

A valdsagos testek helyett modelleket vizsgalunk.

Test modell: Olyan idealizalt tulajdonsagokkal rendelkez6 test, amely a valosagos test vizsga-
lata szempontjabol leglényegesebb tulajdonsagait tiikrozi. A valosagos test 1é-
nyegesnek tartott tulajdonsagait megtartjuk, a 1ényegtelennek itélt tulajdonsago-
kat pedig elhanyagoljuk.

Példaul: merev test szilard test

C

Merev test: Barmely két pontjanak tavolsadga allando- terhelés hatasara nem valtozik meg. A
test pontjai (részei) egymashoz képest terhelés hatasara sem mozdulnak el.

Szilard test: A szilard test alakvaltozasra képes test. A test pontjainak tavolsaga, egyeneseinek
egymassal bezart szoge terhelés hatdsara megvaltozik. A test feliileteinek és tér-
fogatainak alakja és nagysaga is megvaltozik.
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A szilardsagtan szilard testek terhelés hatasara torténo viselkedését vizsgalja.

Szilardsagtan
Rugalmassagtan Képlékenységtan
Linearis Nemlinedris

rugalmassagtan  rugalmassagtan

Rugalmas alakvaltozas / rugalmas test:

A terhelés hatasara alakvaltozott szilard test a terhelés megsziintetése (levétele) utan vissza-
nyeri eredeti alakjat.

Linearisan rugalmas alakvaltozas: a terhelés és alakvaltozas, a terhelés és a belsé er6rendszer
(ER) kozott linearis kapcsolat van.

Nemlinedrisan rugalmas alakvaltozas: a kapcsolat nem linearis.

Képlékeny alakvaltozas / képlékeny test: Az alakvaltozott test tehermentesités utan nem nyeri
vissza eredeti alakjat.

A tantargy a linearisan rugalmas testek kis elmozduléasaival és kis alakvaltozasaival foglalko-
zik.

Kis elmozdulés: a test pontjainak elmozdulasa nagysagrendekkel kisebb a test geometriai
méreteinél.

Kis alakvaltozas: a test alakvaltozasat jellemz6 mennyiségek lényegesen kisebbek, mint 1.
e<<1l , y<<1.

statikai
Egyenértékiiség
\ szilardsagtani

Statikai egyenértékiiség: két erdrendszer statikailag egyenértékii, ha azonos nyomatéki vektor-
teret hoznak létre.

Szilardsagtani egyenértékiiség: két, ugyanazon testre hatd erérendszer szilardsagtanilag
egyenértékil, ha azok — a test egy kis részétdl eltekintve — a
testnek ugyanazt az alakvaltozasi allapotat hozzak 1étre.

Példaul:
F

29



Ez a két erérendszer statikailag egyenértéki, szilardsagtanilag viszont nem.

Az F er6 a nyomaték vonatkozasaban hatdsvonala mentén eltolhatdé = a két erérendszer
statikailag egyenértékil.

A fenti szerkezet az F er6 tamadaspontjatol fliggéen egészen masképp alakvaltozik = a két
erérendszer szilardsagtanilag nem egyenértékd.

Saint — Venant elv:

Szilard test alakvaltozasakor a test valamely ugyanazon kis feliiletén haté nyomatéki teriik
vonatkozasaban egyenértéki erorendszerek - a kis feliilet kozvetlen kornyezetének kivételé-
vel — j6 kozelitéssel ugyanazt az alakvaltozasi allapotot allitjak elo.

Példaul:

. hasab
goémb

/\ /\ A\ /\

A tartoban, a terhelés kornyezetén kiviil jo kozelitéssel ugyanaz az alakvaltozasi allapot jon
1étre.

A fenti terhelés azonos modon modellhezhetd.

lé

/\ /\

Flemi kornyezet / elemi tOmeg:

Minden test oo sok tdmegpontbol felépiilo rendszernek is tekinthetd.

A tdmegpontokhoz gy jutunk el, hogy a testet oo sok kis részre bontjuk.
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e tomegpont

@

elemi kocka

Q.

elemi gdmb
test

Tomegpontnak / elemi tomegnek / elemi kdrnyezetnek a szilardsagtanban egy olyan kis test-
részt tekintlink, amelynek méretei a test méreteihez képest elhanyagolhatoan kicsik.

Az elemi kornyezet szilardsagtani allapotait az elemi kdrnyezet egy pontjahoz (a kozéppont-
jéhoz) kotott mennyiségekkel irjuk le.

Elemi kornyezet szilardsagtani allapotai:

- elmozdulasi allapot,
- alakvaltozasi allapot,
- fesziiltségi allapot,

- energia allapot.

Test szilardsagtani allapotai:

Az elemi kornyezetek szilardsagtani allapotainak 6sszessége (halmaza).
A test szilardsagtani allapotait mezokkel (terekkel) irjuk le.

Mez6 / tér: az adott mennyiségeket a hely fiiggvényében ismerjiik.
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3. SZILARDSAGTANI ALLAPOTOK

3.1. Elmozdulasi allapot

A

U p - a test tetsz6leges P pontjanak elmozdulas vektora.

o =Fp+Up = Up=ip —Up.
Pont/ elemi kornyezet: u,=upe +vpe,+wpe,.
Test: u(x,y,z)=u(x,y,z) e, +v(x,y,2z) €, +W(x,y,z) €, .

u(r)=u(x,y,z)
v(F)=v(x,y,z) ¢ az elmozdulasmezd skalaris koordinatai.
w(r)=w(x,y,z)
3.2. Fajlagos, relativ elmozdulasi allapot
Elemi triéder: a P pontban felvett terhelés el6tt egymasra mer6leges e, , €, €, egységvektor
harmas.

Feltételezziik, hogy az elemi triéder a P pont elemi kdrnyezetén beliil helyez-
kedik el.

A P pont elemi kornyezetének elmozdulasa felbonthato:
- parhuzamos eltolasra és
- fajlagos relativ elmozdulésra.
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Parhuzamos eltolas : 1, .

A P pontra vonatkoztatott relativ elmozdulasok:

3
i

Il
<y

X A P
i, =ty —up o az elemi tricder végpontjainak fajlagos relativ elmozdulas vektorai.
U, =t —Up

Relativ, mert a P ponthoz viszonyitott.
Fajlagos, mert a P ponttdl egységnyi tavolsagra 1évé pontok elmozdulasa.

Az elemi triéder mozgdsa :

PABC relativ elmozdulds PA B C™ parhuzamoseltolds PABC

Célkitlizés: megakarjuk hatdrozni a P elemi kdrnyezetében 1€v0 tetszOleges N pont relativ
fajlagos elmozdulasat.

Az n - a P-bdl az N pontba mutato helyvektor (egységvektor).

|ﬁ |=1 = az N pontok a P kdzéppontu egységnyi sugari gombfeliileten helyezkednek el.

. hozzarendelés (leképezés) i

-
Derivalt tenzor:

-D,=u,ce +u,ce +u,ce, .

-@P]z Uy U, U, | nem szimmetrikus tenzor.

u u u

zx zy zz

A derivalt tenzor egyértelmiien jellemzi a P pont kornyezetének fajlagos, relativ elmozdulasi
allapotat.
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A D derivalt tenzor fizikai tartalma: megadja a P pont elemi kornyezetében az elmozdulas

hely szerinti megvaltozasat.

Az N pont fajlagos, relativ elmozdulasvektora: u,=D -7 .

3.3. A fajlagos relativ elmozdulasi allapot felbontasa

A derivalt tenzor felbontasa: D = l (D + DT) +l (D - DT) .

Ap Yp

szimmetrikus rész ~ ferdeszimmetrikus rész

Tetszdleges N pont fajlagos, relativ elmozdulasanak felbontasa:

u,=D, 'ﬁ:(ép +ZP)'71:£P A+¥, n=a, B, -
Az Na P pont elemi kérnyezetében levo pont: PN =|fz|

Az N pont alakvaltozasi vektora : @, =4 -ii ,ahol A, a P pont alakvaltozasi tenzora.

Az N pont merevtestszeri forgasi vektora: Bn =¥, n, ahol ¥, aPpont forgasi tenzora.

A fajlagos relativ elmozdulasi allapot szemléltetése:

C% | =1,

ek

az 9 ﬁ C l:i 25! +ﬁ

z n n n >
Jr: x+ x
u,=a,+p,,
u,=a,+p,.
N**

PABC alakvaltozas P4’ B C* _merevtestszert forgds PA™ BT C™

3.4. Alakvaltozasi allapot
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Az alakvaltozasi allapot soran megvaltozik a P pontra illeszkedd 7 egységvektorok hossza és
egymassal bezart szoge.

Az elemi triéder alakvaltozasa:

PABC —— PA*B*C*. Megvaltozott Megvaltozott
hosszak : szogek :

Cc . * = T

N P4 =1+¢€_, — Vo |
c 2

1| e PB =1+2,, |Z-y. |,
gy 2
* ~ T

PC :1+€Z , [E—j/yzj.

Az értelmezésbdl kovetkezik :
}/xy:yyx’ }/yz:yzy’ Vie =7V ox

Alakvaltozasi jellemz0Ok: - fajlagos nyulasok : ¢, ¢, ,¢..
- fajlagos szogvaltozasok : v, ,7,. , ..
Eldjel: £>0 megnyulas, £<0 megrovidiilés,
7>0 azeredeti 90°-o0s szog csokken , ha y <0 azeredeti 90°-os szog nd.

Meértékegység: &: mm/mm =1, y: rad/rad=1.

Kis alakvéltozas: £=10" ~ 107 , y=10" ~ 107 .

Alakvaltozasi tenzor :

-4, =a,ce+a,ce +a.ce,.

1,1
X 27/xy 27/xz
1 1
_[ép]z Eyyx €y 57/))2 :
1 l .
272): 2}/zy z
a, a, a,

Az alakvaltozasi tenzor a derivalt tenzor szimmetrikus része.

. - 1. 1
Az alakvaltozési vektorok : a.=¢g. e +5 V€, + 3 Vo €,
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R 1
ay 25]/)0, ex + Sy ey +E}/Zy ez .
_ 1 _ 1 -
a, :E}/xz e, +57/yz ey +é&,¢e,.

Az alakvaltozasi allapot szemléltetése:

g,
1 Ty
27XZ Eyyz
AEZ

Az alakvaltozasi jellemzd6k szamitdsa:

& =h-a =ﬁ-£-ﬁ [mm/mm:l],
Y =10, =, = AT =71 A7 [rad/rad =1].

A test alakvéltozasi allapota : A= A(7)=A4(x,y,z).

A test alakvaltozasi allapota alakvaltozasi tenzormezdvel jellemezhetd.

3.5. Fesziiltségi allapot, belsé erérendszer

A bels6 erérendszert tigy tudjuk vizsgalni, ha a testet gondolatban részekre bontjuk és az igy
keletkezett testrészek egyensulyat vizsgaljuk.

Feltételezés: az egész testre egyensulyi erOrendszer hat.
Egyensulyi erOrendszer = terhelések + tamasztd erérendszer.
A testet a P pontra illeszkedd sikkal vagjuk ketté.

A P ponton at végtelen sok sik vehetd fel.
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V)=(V,)+(V;)
(A)=(4,)+(4,)
(SI):(SZ)

A szétvagas utan az egyes részek egyensulya akkor biztositott, ha az (S,)és (S,) feliileten
bels6 erdérendszer lép fel.

Fesziiltségvektor: az(S)) és (S,) metszetfeliileten megoszld belsé erérendszer stirtiségvektora.

p=p(7,i) , ahol 7 — aPponthelyvektora, /i — az (S,) stk normalis egységvektora.

Pontbeli fesziiltség allapot (7 =allandd):

lbzﬁ(ﬁ):ﬁn 2 lb—nz_ﬁn‘

A fesziiltségvektor OsszetevOi, koordinatai: ii - azelemi feliilet normalisa,

- [, m - az elemi feliilet sikjaba eso egység-
vektorok.

Osszetevok:
- Normal fesziiltségvektor:
o, =(ﬁ P, )ﬁ .
%,—/

(o}

n

- Csusztato fesziiltségvektor:

T,=p,—o,i=(ixp,)xi.
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Koordinatak:

- Normadl fesziiltség: o, =n-p,=p, -7 .

- Cstisztato fesziiltségek: 7, =m-p =m-7,, 7,=l-p =1-7,.
N MN

Meértékegység: — = Pascal, > =— =MPa
m mm m

Fesziiltségi tenzor:

A test P pontjaban a p, fesziiltségvektor az 7 linedris, homogen fliggvénye : p, = F -ii .
Eloallitasa:
- izﬁx ° éx +ﬁy ° Ey +ﬁz ° é.z .

O, Txy Trz Txy = Tyx

- [i }: 7, O, T,.|,7,=t, szimmetrikus tenzor.

Az F fesziiltségi tenzor matrixa 6 darab fliggetlen skalar mennyiseggel adhat6 meg.

A fesziiltségvektorok koordinatai:

1

px:£' x:Gx x+Tyxey+sz z?
py:i-eyzrxyex+0'yey+rzy -,
pzzi'ez:sz X+Tyzey+azez

FEloirt irAnyokhoz tartozo fesziiltségkoordinatak szamitasa:

o

=

|
Il

(e
3

3
Il
NI
I
3y
1
3y
Iy
N

A P ponti fesziiltségi allapot szemléltetése:
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Fesziiltségi f6tengelyek, féfesziiltségek:

Ha az é egységvektorra merdleges elemi feliileten 7, =0 é = p,=0,¢€

akkor, az e fesziiltségi fotengely (fesziiltségi f6irany), o, fofesziiltség és az € -re merdleges

elemi feliilet sikja fofesziiltségi sik.

Megjegyzések:

- o, is lehet zérus = p,=0.

— Minden P pontban létezik legalabb harom féirany, melyek kdlcsondsen merdlegesek egy-
masra.

Fesziiltségi allapot a fotengelyek koordinata-
rendszerében:

[F]=| 0 o, 0
123 |0 0 o

Megallapodas:

— o, is lehet zérus = p,=0.

3.5.1. Fotengely problémaféfesziiltségek, fesziiltségi foiranyok
A f6tengely probléma matematikai szempontbdl sajatérték feladatnak tekintheto.

A feladat célkitiizése:

pe= o H &e:geé’
F-e=o0,E-e, A-e=¢E-e,
(F-0,E)-¢=0. (4-¢,E)-e=0

A fotengely probléma azonos mddon irhat6 fel a fesziiltségi és az alakvaltozasi allapot esetén.
Kérdés: van-e olyan ¢ irany, mely kielégiti a fenti egyenleteket ?

Valasz: van, legalabb harom.

Elnevezés: e — fOirany/fétengely irdny egységvektora, o, — fofesziiltség, &, — fonyulas .

Az ¢ egységvektor koordinataira nézve homogeén, linearis algebrai egyenletrendszert kapunk.

A nemtrivialis megoldas feltétele (csak a fesziiltségi allapotra mutatjuk be a megoldast):

det|[F -0, E|=0.
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A determindns részletesen felirva: T, (0' - O'e) T =0.

A determinanst kifejtve = karakterisztikus egyenlet:
‘733 _F10'j +F,0, -, =0.
A karakterisztikus egyenlet megoldasai: o, > o, 2 o, fofesziiltségek.

A karakterisztikus egyenlet egyiitthatoi, a fesziiltségi tenzor skalaris invariansai:

Fy=0,+0,+0, - els6 skalar invarians,

o, T o. T o. T,
) 74 X X 7 . r . .
F,=| 7 Zl+" =+ ’I' - masodik skalar invarians,
sz o-z sz o-z Tyx Uy
O, 2-xy 2>
F,= Ty O, T.| - harmadik skalar invarians.
sz sz o-z

Invarians: olyan mennyiség, amely a koordinata transzformacié soran nem valtozik.

Foiranyok meghatarozasa:

A o,, 0,, o, fofesziiltségeket visszahelyettesitjiik a homogén, linearis algebrai egyenletrend-
szerbe és megoldjuk az egyenletrendszert az iranyvektor koordinataira.

o, —>¢é, 0, >é&, O0;—>é.

A harom egyenlet nem fliggetlen egymdastdl = csak az €. iranyvektor koordinatainak aranya
hatarozhat6 meg.

Az egyértelmli megoldashoz sziikséges a potldlagos feltétel: el.i + el.zy + efz =1,(i=1,2,3).

S [2 2 2
e1|— e, te,+e, =1.

A feltétel geometriai tartalma, hogy az €, legyen egységvektor,

3.5.2. Deviator és gombi tenzorok

Fesziiltségi deviator tenzor: Alakvaltozasi deviator tenzor:
F,=E-o.E. 4,=4-5E.
Kozepes fesziiltség: Kozepes nytilas:
o, to,+0, F e e e 4
O =—""""="7-. §=————=—.
3 3 3 3
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Atrendezve : F= F + o E A= A + & E
- =2 — - = ——
devidtoros gOémbi tiszta  tiszta térfogat-
rész rész torzulas valtozas

A fesziiltségi és az alakvaltozasi tenzor is felbonthato tiszta torzulasi (deviatoros) és tiszta
térfogatvaltozasi (gombi) részre.

A deviator tenzorok tulajdonsagai : F; =0 , 4, =0.

1

A deviator tenzorok elso skalar invariansa zérus.

3.5.3. Mohr-féle fesziiltségi kordiagram

A kordiagram a P pontbeli fesziiltségi allapotot szemléltetia o, ,

rn| sikon.

Legyen: e, é,, e, fesziiltségi féirany

n=cosoa e, +cos ffe,+cosye;.

A szemléltetés alapja: 5, —> N a o,.]z,|sikon.

Bizonyithato:

- A y =élland6 normélisok p, fesziiltségvektoraihoz tartoz6 N pontok a o

n >’

7,| sikon

félkorivet alkotnak.
- Ez a megallapitas az o = allandd és [ =allando feltételek esetén is igaz.
- A fofesziiltségi sikokba esd normalisok p, fesziiltségvektoraihoz tartozé N pontok a

(o}

n o

T

n

sikon félkdrivet alkotnak. Példéul: az (& &, ) stk normalisai: y =90".

Kordiagram

41



a =allandd

o - .
. o / S \
- \
e, 1 \ \
T \ \
o ; N \
/ N \
VN
{ I
/ \ R
/ b (NN
/ \
/ / \ IR
/ b \
|
|
! | i

A tetszdleges 7 iranyhoz tartozd p, fesziiltségvektornak megfelelé N pontok a folytonos

félkorivekkel hatarolt tartomanyon beliil vannak.

Kordiagram szerkesztése, ha egy fofesziiltség (példaul a &, ) ismert:

Az e, fesziiltségi féirAny = az xy sik fesziiltségi fosik

(nincs 7, csusztato fesziiltség)

U

A kordiagramban az X, Y pontok egy félkoron (fokoron)
helyezkednek el.

Az XY pontokra fektetett félkor hatarozza meg az xy sikba
esoO fofesziiltségi pontokat/ iranyokat.

7| A
Y X
7,
a
7,
/
‘Tyx
0, 0,/ 2a
' ) I >
o, o, 0©,=0, 0; o, o, o,
A szerkesztés gondolatmenete:
a) Felvessziik az X, Y pontokat.
o +o

b) Meghatarozzuk a félkor O, kdzéppontjat: O, — XT

y
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¢) Megrajzoljuk a félkort — o,,0;.

d) A o,,0,,0, féfesziiltségek ismeretében megrajzoljuk a masik két félkort.

Fofesziiltségek meghatarozasa a diagrambol:

2
c.+0o, o -0
o= ——>+ [ al yj +72

2 2 x)/”
O-Z_Gz’
_ O'x‘f‘Uy Gx_o-y 5
(oX - +7_ .
3 2 2 xy

Foiranyok meghatarozasa:

TW

¢, Akordiagrambol: 1g2a= .
Pl o, - ay‘

A 7 csusztato fesziiltségek mindiga o ndvekedésé-

a o
| » nek iranyaban mutatnak.
Y
| u
a
Az o szdg felmérésének irdnya.

—— ¢
¢

3.6. Energia allapot
3.6.1. Alakvaltozasi energia

a) Fajlagos alakvaltozasi energia (egységnyi térfogat alakvaltozasi energiaja):

u(r)z%i--iz%(ﬁx 08, + P, o8, + .08, )(d 08 +d, 08, +d o8, )=

1, - - - . _ 1
zz(px Oy +py 'ay +pz 'az) :E(Gxgx +Gy8y +O_z€z +Txy7xy +Ty27yz +Tx27/xz)

u>0.A fajlagos alakvaltozasi energia pozitiv skalaris mennyiség.

Az alakvaltozasi energia felbontésa:

u= Up + Uy .
. H/_J .
tiszta tiszta

torzulas térfogatvaltozas

Fajlagos torzuldsi energia:
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1
126G

2 2 2 2 2 2
Ur [(GX—O'y) +(0'y—0'2) +(o,-0,) +6(z’xy +7,°+7, )]

uy 2 0. A fajlagos torzulasi energia pozitiv skaldris mennyiség.
Fajlagos térfogatvaltozasi energia:

1 1 1-2v ,
u, =— - F?.
e T 126G 14y !

u, > 0. A fajlagos térfogatvaltozasi energia pozitiv skalaris mennyiség.

Hatareset: tokéletesen Gsszenyomhatatlan anyag (nem képes térfogatvaltozasra).

Példaul: kaucsuk, gumi
u, =0 = 1-2v=0 = v=0,5.
A tobbi anyagra: u, >0 = v<0,5.

b) Test alakvaltozasi energiaja:

U= I udV , ahol V a test térfogata.
()

3.6.2. Mechanikai energia tétel
Csak a mechanikai hatasokbol szarmazo energidkat vessziik figyelembe.
E,—E =W, +W,
E —kinetikai energia , 1 — terhelés el6tti allapot , 2 - terhelés utani allapot.
W, —akiils6 er6k munkéja , W, —a bels6 er6k munkdja .
Szilardsagtan/rugalmassagtan: test a terhelés el6tt és utan is tartds nyugalomban van.

E =E,=0 = Wy +Wy=0.

Wy==Wy= v + V-VB
rugalmas disszipacios
alakvaltozasi energia
energia - (nem visszanyerhetd
(visszanyerhetd 1és7)
1ész)

Rugalmas alakvaltozas:

A kiilsé munka teljes egészében visszanyerhetd : W, =—W,=U.

Fontos tulajdonsag: az energia pozitiv skalaris mennyiség.
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4. MERETEZES, ELLENORZES STATIKUS TERHELES ESETEN

Méretezés, ellen6rzés célkitiizése:

Annak elérése, hogy a szerkezet rendeltetésszerti hasznalat esetén eldirt ideig és eldirt bizton-
saggal az adott terhelést elviselje anélkiil, hogy benne karosodas 1épne fel.

Statikus terhelés : a terhelés id6ben nem valtozik.

Méretezés, ellendrzés statikus terhelésnél

Pontbeli jellemz6 alapjan Szerkezeti jellemz0 alapjan
(fesziiltségcsticsra) (teherbirasra, alakvaltozasra)

4.1. Méretezés, ellenorzés fesziiltségcesiicsra

Karosodas: Anyag/szilardsagi jellemzo:
-maradoé (képlékeny) alakvaltozas, Ry, — folyashatar,
- tOrés, szakadas. R, — szakitoszilardsag.

Ezek az anyagjellemzok szakito kisérlettel hatarozhatoak meg.
a) Specialis eset: egytengelyli fesziiltségi allapot.

oO.
ell
o. <o =

, ahol n abiztonsagi tényezo,

o ., a karosodashoz tartozo6 szilardsagi jellemzo.

Jell
Itt nincs probléma, mert csak egy fofesziiltség koordindtanemnulla: o, # 0.
Az anyagjelemz0k is az egytengely( fesziiltségi allapotra allnak rendelkezésre, példaul:

A

y
7 7 htzés — nyomas
< F I F )
z
y A

tiszta hajlitas

N
B

M,

b) Altalénos eset: tetszoleges térbeli fesziiltségi allapot
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o, 1, T . . i o
F orE Probléma : nem tudjuk, hogy melyik fesziiltségi koordinatat
[=]_ e Oy T hasonlitsuk 6sszea o, -el!
Tox sz o,

Redukalt fesziiltség / egyenértékii fesziiltség / 6sszehasonlitd fesziiltség

Definici6 : Olyan fesziiltség, amely a pontbeli fesziiltdégi allapotot a karosodas szempont-
jabol egyértelmiien jellemzi.

A redukalt fesziiltség bevezetésével a tetszleges tetszoleges térbeli fesziiltségi allapotot
egytengelyli fesziiltségi allapotra vezetjiik vissza. A redukalt fesziiltség kiszamitasara kii-

16nb6z06 elméletek vannak.

a) Rideg anyagok:

Rideg anyag : nem képes alakvaltozasra.

A rugalmas alakvaltozas utan hirtelen torik/szakad el.

Példaul az ontott vas, keramia, tiveg, stb.

&

Coulomb elmélet: egy fesziiltségi allapot akkor nem okoz karosodast, ha a fesziiltségi
allapothoz tartozd legnagyobb normal fesziiltség kisebb az anyag

szakitoszilardsaganal.

Fofesziiltségek jelolése: o,>0, 20, .

o3 ).

o3 ).

B

A pontban fellépd legnagyobb normélfesziiltség: o, = rnax(|0'l

Coulomb féle redukalt fesziiltség: o, (Coulomb)= o, =max(|o;

2

Méretezés, ellen6rzés:

R . (e ,,
0,4 (Coulomb) < o, =—", ahol n azeldirt biztonsagi tényezd.
n

B) Alakithat6 anyagok

Alakithato anyag : képlékeny alakvaltozasra képes.

A torés csak a rugalmas alakvaltozas utan
kovetkezik be.

Példaul a fémek, acél, aluminium, stb.

46



Mohr elmélet: egy pontbeli fesziiltségi allapot akkor nem okoz kéarosodast, ha a fesziiltségi
allapothoz tartoz6 legnagyobb Mohr kor atmérdje kisebb, mint a megenge-
dett fesziiltség.

Mohr-féle redukalt fesziiltség : o, (Mohr)= o, -0 .

Méretezés, ellendrzés:

Mohr) < 5, =222
O-red( Or)_o-meg_ n °

ahol o,,=R,,, ,vagy o,,=R, ¢ésaz n azeldirt biztonsagi tényezd.

Huber-Mises-Hencky elmélet:

Két fesziiltségi allapot a karosodas szempontjabol akkor egyforman veszélyes, ha a torzu-
lasi alakvaltozasi energiajuk megegyezik:
up =y

1

A Huber-Mises-Hencky elmélet szerinti redukalt fesziiltség aranyos az u, torzulasi ener-
giaval.

0,.4(HMH) = /6 G u, =\/%[(o-l —0-2)2 +(o, —0-3)2 + (o —0-1)2} ’

2

o,.,(HMH) = \/%[(ax -0, )2 +(g}, —az) +(o. -0, )2 + 6(2'5}, + r; +72 )} .

Méretezés, ellendrzés:

HME) < _ Ojen
Gred( ) = Gmeg - n .

A Mohr ¢és a HMH szerint redukalt fesziiltség csak kis mértékben tér el egymastol.
Altaldban : o,,,(HMH) <o,,, (Mohr).

c) Méretezés, ellendrzés altalanos gondolatmenete rudszerkezetek esetén:

- A radszerkezet veszélyes keresztmetszetének megkeresése.

ahol legnagyobbak az
igénybevételek

- A veszélyes keresztmetszen a  veszélyes pontok megkeresése.

ahol o, legnagyobb

- A veszélyes pontokban a méretezés, ellendrzés elvégzése: o <0, -

red max g
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4.2. Méretezés, ellendrzés szerkezeti jellemzok alapjan

a) Teherbirasra:

A
o Feltételezés:
R, T - az anyag jol alakithato,
- az anyag linearisan rugalmas, idealisan képlékeny.
£
T Rp(),Z

- Hizas-nyomas esetén:

A
y y y A
—
> >
X o, o,
Rp0,2
N névelés tonkremenetel
N=o, 4 Ng=R,5, A (Ny hatareré)
Meéretezés, ellendrzés
Ny ey 1 . X
N<N,,=—, ng—eldirt biztonsagi tenyezd.
ng
- Egyenes hajlitas esetén:
¥ A y A % A % A
Rp0,2 Rpl),Z
A > >
> >
; Ll
>
>
|_—V » [ » »
M x o /Z o, & o
hx z z < z
<« <
AVI 4‘
<
e | L ——
Rp0,2 Rp0,2
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M, ndvelés 5
h > tonkremenetel

Hajlitonyomaték: M, = J. yo,dA.
4
A tonkremenetelhez tartozo6 hatar hajlitonyomaték :
M= [ yo,da=R,, [ ydd+(-R,,) [ ydd.
) 4 (4)
N -~
Syl 4] Syl A7)
My=R,,[S,(4)-5(4")]

Tiszta hajlitas = a fesziiltségeloszlasbol nem szarmazhat eredé er6 = A'=A4".

Példaul:
Ya A y A
—>
Lz 2 %
>R o,
——
:\ M X €«
N S 4=4
F
" > ' "
4 T S (4)=S. (4"
47
47
Kétszeres szimmetrikus keresztmetszet:
Y A
! " A
] S=\ydd , A=4"=—,
A | 2
ddi |y (4)
s sA@)=ms()
o dA: ry 4
[] M =2R S, [Ej
Méretezes, ellendrzés: M, <M, =——, ng—eldirt biztonsagi tényezo.

Nk

- Csavaras ( kor , korgyira ) esetén:
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Hatarnyomaték:
My= [ Repda=z, [ Rdd

(4) (4)

R

Sp

Oc

S, — polaris statikai nyomaték.

M =1, Sp.
Méretezes, ellendrzés: M, <M., = K n, —elbirt biztonsagi tényezd.
Ny
b) Alakvéltozasra
Példaul: huzas — nyomas
N
’1 Fo T
7/
N
> >x ﬂ‘max < meg
< l g  “max

Alakvaltozasra kell méretezni példaul: megmunkalo gépeket, hidakat, zsilipeket,

nagyméreti csOelzarokat, stb.
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5. RUGALMASSAGTANI EGYENLETEK

Rugalmas test allapotanak jelemz6i:

—ii=ii(x,y,z) elmozdulasi vektormezd,

~ A=A(x,y.z2) alakvaltozasi tenzormezd,

- F=F(x,y,2) fesziiltségi tenzormezé,
—u=u(x,y,z) fajlagos alakvéltozasi energia mezd.

Kérdés: milyen altalanos 0sszefiiggések allnak fent ezen allapotjellemzok kozott ?

U

Rugalmassagtani egyenletek.

A rugalmassagtani feladat megfogalmazasa:

Adott: - a test alakja és méretei,
- a test anyagi viselkedését jellemz0 mennyiségek,
- terhelés és megtamasztas.

Keresett: 1 , F, 4, u.

Feladat: a rugalmassagtani egyenletek megoldasa.

5.1. Egyensilyi egyenletek — fesziiltségi allapot

A testbdl kiragadunk egy olyan (V) térfo-

gatot, mely teljes egészében a test belsejé-
ben van.

A (V) kornyezetének mechanikai hatasait erdkkel vessziik figyelembe:

- térfogaton megoszlo: dF =gdv ,
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- feliileten megoszl6: dF = pdA=F -ndA.
==
dA
A(V) testrész egyensilyban van.
Az egyensuly feltétele: a) F=0
b) M,=0

a) Egyensulyi egyenletek:

F=0= [ gdv+ | F-iida.
v

Gauss-Osztrogradszkij —féle integral atalakitasi tétel : I F-ndA= J. F-vdr.
(4) )
Hamilton-féle differencial operator :
- derékszogl descartesi koordinata-rendszerben (DDKR-ben)
Vz%éx +§éy +§EZ ,
- henger koordinata-rendszerben (HKR-ben)

o. 1o0. 0.
V=—é,+——¢,+—¢,.
OR R Op 0z

Alkalmazva a Gauss-Osztrogradszkij tételt: F=0= j (é +F- V)d V.
14

)

Az integralnak barmely (V') valasztas esetén el kell tinnie = az integrandusz zérus.

G+F- v=0 egyensulyi egyenlet(ek).
(1 vektor egyenlet =3 darab skalar egyenlet)
A fesziiltségi tenzor diadikus alakja: F=p oé +p, 0é +p, o€, .
A terfogaton megoszI6 terhelés siirliségvektora: g=g, €, +q,€,+q.é€,.

A skalar egyensulyi egyenletek el6allitaisa a DDKR-ben:
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+—=+—=+¢, =0 : azegyensilyi egyenletek skalaris alakja.

b) A fesziiltségi tenzor szimmetriaja:

My =0= [ Fxgdv+ [ FxE-idd.
) (4)

Atalakitas a Gauss-Osztrogradszkij féle integral atalakitasi tétellel:

0= J' (FxG+7xF-V)dv
(V)

Az integralnak barmely (V) valasztasa esetén el kell tiinnie = az integrandusz zérus.

A szorzat differencialasat elvégezve:

(¥ v
0=Fx (§+F-V) +FxFE-V
%,_/

=0 egyensilyi
egyenlet

. o = oo o o L
A fesziiltségi tenzor vektorinvariansa: F, = _E( Py XE +p,xe, +p, X ez) .

Invarians: koordinata-rendszert6l fiiggetlen ( koordinata transzmormacidval szemben valto-
zatlan, allando).

Példaul az F,. vektor x iranyt koordinataja:

OZ—FVX‘Ex:l[(ﬁxXéx)'éx+(ﬁy><é,")'éx+(/_jz><éz).ax]
VAN
=0 vegyes
szorzat

o

0=p, & +p."¢,

O=-7,+7, = 7,=7,.
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Ugyanezzel a gondolatmenettel el6 lehet llitani az F'x tobbi koordinatajat is:
T =Th » Ty =T
Az F fesziiltségi tenzor szimmetrikus.

Tétel: Minden szimmetrikus tenzor vektorinvariansa zérus.

¢) Az eredmények 0sszefoglalasa :

F=0 = F-V+gq =0 - egyensulyi egyenlet.

My=0 = F=F g — a fesziiltségi tenzor szimmetrikus.
Egyenstlyi egyenletek: kapcsolat a térfogati terhelés €s a belsé erérendszer fesziiltségi alla-
pota kozott.
5.2. Kinematikai /geometriai/ kompatibilitasi egyenletek
5.2.1. Az elmozdulismezé derivalt tenzora

0 Uy=u A test egy tetsz6leges P pontjanak elemi kornye-
zetét vizsgaljuk meg.

A Q a P pont elemi kdrnyezetében helyezkedik
el.

dr=dxe +dye, +dze,_,

ﬁzﬁ(x,y,z) =u(x,y,z)éx +v(x,y,z)éy + w(x,y,z)éz,

Sorfejtés:
linearis rész magasabb rendil tagok
ﬁzﬁp+a—u dx+a—u dy+a—u AZ 4 ((cereeeeeeeeeee e, )
Ox|p |, 0z|p
il i, u

Linearis kozelités esetén: Au~du.

Ha dy=dz=0 = Au =u_dx,
Ha dx=dz=0 = Au=u,dy,
Ha dx=dy=0 =  Au=u,dz.

Relativ elmozdulas vektorok:
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. Ou Ou_. Ov. Oow.

L&':___:___er+”__ z
ox ox ' ox 7 ox

. Ou Ou. Ov. Ow.

U, =—=—¢e +—eé +—¢€,_,

Ty oyt oyt oy

_ Ou Ou_. Ov_. Ow.

U, =—=—=~8, é e, .
0z Oz oz 7 oz

Az elmozdulasmez0 hely szerinti megvaltozasa linearis kozelités esetén:

Aii ~dii :6_u
Oox

dx+a—u

P y

dy+a—u
» Oz

dz
P

ﬁ L - ——
e -dr e, -dr e -dr

—

(ﬁx°éxj'd’7+(ﬁyOEyJ~dF+(ﬁZoéZ]-dF

@
Ox

X X y y z z

dii =(ii, °&, +ii, o8, +il oé)-df:(

Az elmozduldsmezd derivalt tenzora:

IS

D=uoV. Nem szimmetrikus tenzor !

. Ou _ Ou

0o +—oé +—oé,

y

oy 0z

=(uxoex+uyoey+uzoez) , D=—oé +—oé +—o¢,.

A derivalt tenzor matrixa az xyz koordinata-rendszeben:

ou ou ou
o oy oz
[p]-| & & &
= ox Oy Oz
ow ow ow
N2
u, U, U,

Az elmozdulasmezd

skalaris koordinatai:
u=u(x, y,z),
v=v(x, y,z),

w:w(x,y,z).

|

A derivalt tenzor felbontasa: 2: %(2 + QT ) + 1(2 — QT )

2

-dr =D-dr

| -
szimmetrikus  ferdeszimmetrikus

rész

5.2.2. Az alakvaltozasi tenzor

1CSZ
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é:%(2+g)=%(aowvoa).

Kis alakvaltozasok esetén ez a tenzoregyenlet a kinematikai/geometriai egyenlet. Ez az egyen-
let az u elmozdulasmezd és az A4 alakvaltozasi (tenzor) mezd kapcsolatat adja meg.

Az alakvaltozasi tenzor elemeinek jelolése:

1 1
Ex nyy 57” Szimmetrikus tenzor.
1 1
[é} = E}/}’x 8)/ Eyyz
1
| 2 Vex 2 v zy z |
a & @

A derivalt tenzor felhasznalasaval az alakvaltozasi tenzor koordinatai:

o Yo a) Lo o

ox 2\ox oy) 2\ ox Oz

(4] 3 242 v 1fow, ov

= 2\ 0y oOx oy 2\ 0y Oz
1(Ou ow) 1[ov ow ow
1280z ox) 2\0z Oy oz

A kinematikai /geometriai egyenletek skalaris alakja:

L L, _ou v

o Yo =V = 5 o

g = _, v, ow

T T Tl T

L _ow L, _ou ow

. e T T e

5.2.3. A forgaté tenzor
1 1

¥=—(D-D" )= (#eV-Vei)
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_ 0 1fou_ov) 1fou_ow ] A forgaté tenzornak a szilardsag-
2\0y ox) 2\ 0z ox tanban / rugalmassagtanban nincs
tovabbi )
[‘P]— l @_8_u 0 l @_@ ovaobi szerepe
= 2{ox oy 20z oy
l(ﬁ_a_uj 1fow_ov .
|2\ ox 0z) 2\ 0y oz |

A forgaté tenzor az elemi kornyezet merevtestszerii szogelforfulasat jellemzi.

5.3. Anyagegyenletek — linearisan rugalmas anyag
Anyagegyenlet: Osszefliggés az alakvaltozasi és a fesziiltségi allapot kozott.

5.3.1. Altalanos Hooke-torvény izotrép anyagra

o) A———| p- YL g
=706 \= 14v=

ﬂ)£=2G(£+ v g

1-2v=

G — csusztatod rugalmassagi modulus
ahol

, ) . . anyagjellemzok.
j v — Poisson tényez6

A fesziiltségi/alakvaltozasi tenzor els6 skalar invariansai:
Fi=o0,+0,+0,=0,+0,+0;, A4,=¢6+&,+&6 =6+&+&;.
Invarians: a koordinata-transzformacioval szemben valtozatlan, allando.

Az «) alak skalaris egyenletei:

£ _ L o —L(G +0 +O') 1 —lz- = T
X 2G—x 1+V X y z 4 27yx_2yx 7ﬂ—G,
& —L_a —L(a +o +0') 1 —lr = _lx
Y2GL T 14wVt Y T 27” 2" Yy G’
1 [ 1% 1 1 Tz
g=—>I|o.—\oc. +o0, +0.)|, Ve =50 = Ve =5
26l 1+v( Y )} 2 2
A f3) alak skalaris egyenletei:
[ v
o.=2G|&, + (£v+g +gz)},
| 1=2vt Y _G
— Txy_ }/xya
o,=2G €y+1_2‘/(5x+5y+52)} 7,.=Gy,.,
- sz :nyz‘
1%
o,=2G| ¢, + (5x+5v+52)}
L 1-2v ’
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Mais anvagallanddk bevezetése:

a) Egyszerti Hooke- torvény — egytengelyi fesziiltségi allapot (htizas-nyomas/hajlitas):

0 0 O e 0 0
F=0 0 0|, 4=/0 ¢, 0], ahol ¢ =¢,=-ve,.
0 0 o, 0 0 g
VA
N N
< >—>
z

huzas-nyomas

Egyszerli Hooke-torvény: o, =FE¢, .

Altalanos Hooke- torvény:

1-2v

GZ=2G[6‘Z+ Y (8x+8y+82):|:

=2G{82 o (—ve, —ve, +6‘Z)i| =2G [e, +ve,|=2G[1+V]e..
-2v

2G=1i = E= 2G(1 + v) , ahol FE a Young féle rugalmassagi modulus.
+v

b) Osszefiiggés az elsé skalar invariansok kozott:

_ 1 v
A=¢. +e,+¢6, =— ox+oy+oz—3m B

i

1 1-2 1
T T T Ul
2G 1+v 3K

K — térfogati rugalmassagi modulus ( nem fiiggetlen anyagallando).

3k=26 1V - E
1-2v 1-2v

c¢) Fajlagos térfogatvaltozas:
av (1+&)(1+&,)(1+5)-1-1-1
v 1-1-1

Linearisan rugalmas, izotrép anyag anyagallandéi: E,v,G,K —ezek koziil kettd fiiggetelen.

~e +é,+¢, =4, (=~ —> linedris kozelitéssel )

Megjegyzés: 4, =0, F, =0 merta deviitor tenzorok a test tiszta torzuldsat jellemzik.

Az izotrop anyagra vonatkozd Hooke- torvény felirdsa matrix alakban:
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g:L{a Y (0,40 m)}
2G0T 1+vN Y Y )

Felhasznalvaa: L = v Osszefliggést
2G  E

1+v 14 14
g, = o, — (o-x+0'y+az) =—0,~-—0,-—0_,
E 1+v E E
6= Y (5. 40,40.) |- to, Yo L
y E i y Iy x y z E y E X E z
1+v 14 1 v v
g, = o, ——(O',C+Gy+dz) =—0,-—0,-—0,,
E | 1+v E E E
Yy =5rxy, Ve =Eryz, Y —erz
Matrixos alak:
NI S 1o
& |\'E E E x
c v 1 v 0 Két fliggetlen anyagalland6 van .
! E E E| = o,
vov 1
| E E E o,
,,,,, 0
Y o 0 0
1
7yz Q 0 E O Tyz
1
0 O - sz
| Yz i G

Téméren: e=C o , C anyagéllandok matixa .

5.3.2. Altalanos Hooke-torvény ortoprép anyagra

Anizotrép anyag: az anyagi tulajdonsagok (viselkedés) iranyatol fliggd.

Ortotrép anyag: az anizotrop anyag specidlis esete, az anyagi viselkedés egymasra merdleges
iranyokban vett anyagjellemzékkel leirhato.

Azért foglalkozunk ezzel az esettel, mert a gyakorlatban elterjedt szalerdsitésii miianyag

kompozitok koziil sok ezzel az anyagmodellel leirhato.

Kompzit anyag: tobbféle, eltérd tulajdonsagu anyagbdl dsszetett anyag.

Részei: - erdsités : livegszal, szénszal, aramid szal, stb.

- matrix (dgyazd anyag) epoxi, poliészter, poliamid, stb.
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Tapasztalat: a kompozit anyag sok esetben jobb mechanikai tulajdonsagokkal rendelkezik,
mint az alkotorészei.

F6 elonyok: nagy szilardsag, kis tomegsiiriség (Onsuly), korrozid allosag, stb.

Példa: egy iranyban futd, parhuzamos hosszl szalakkal erdsitett mianyag

3 matrixanyag

szalanyag

1, 2, 3 a kompozit anyagi féiranyai (az anyag természetes / anyagi KR-e).
Valoésag: az anyag nem homogén ( a szalak és a matrix anyaga eltér6 tulajdonsagu).

Mechanikai modell:

Egy olyan homogén, ortotrop anyag, amely nem alkalmas a szalakban, vagy a matrixban fel-
1ép6 mechanikai jellemzok (alakvaltozasok, fesziiltségek) meghatarozasara, hanem csak a
komopzit anyag egy olyan kisebb tartomanyanak atlagos jellemz6i hatdrozhatok meg vele,
amelyben elegendden sok szal van.

Altanos Hooke-torvény ortotrép anyagra:

1 1% 1%
g | = A h o,
E, E, E;
. e 1 v 0
= O
? ) E 2
R DF R R
} _| & ! , B i
1
— 0 0
"2 G, T
0 0 L 0 T
V23 = G,, 2
1
Y13 0 0 G_ 2K
L 1L (EN

E, , E, , E; — az 1,2,3 irdnyt huzéshoz tartoz6 rugalmassagi modulus ,
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Gy, , G5, Gy, — acsusztato rugalmassagi modulusok,
Vi, » Va3 » V3, — aPoisson tényezok .

Példaul: v,, — az 1 irAny( huzashoz tartoz6 2 iranyl kontrakcio : &, =—v, &,.

1K)

=C o. Az ortotrop Hooke-torvény matrixos felirds esetén formailag ugyanolyan alakban

irhato fel, mint az izotrop Hooke-torvény.

Az anyagtorvény izotrop és ortotrop esetre formailag azonos, kiilonbség a C anyagallando

matrixban van.

Ko6z0s tulajdonsdg: C szimmetrikus matrix (energetikai okokbol kovetkezben)

V. V. V. 1% V. v
: . Y21 Y12 32 23 1 1
Szimmetria : —=—=—= R =2 )

E2 El E_S_ E2 , E3 El .
A linedrisan rugalmas ortotrop anyag viselkedése 9 fliggetlen anyagéllanddval irhato le:

ELE L Ey | Vip,Vass Vi | Gy Gys,Gs

5.4. Peremfeltételek

Dinamikai peremfeltétel: F-n=p, az A, —n.
Kinematikai peremfeltétel: =i, az A, —n.
A p, ismert feliileti terhelés.

Az u, ismert elmozdulas.

5.5. A rugalmassagtan egyenletrendszere

F-V+q =0 egyensulyi egyenlet (3db) .

[N

%(ﬁ oV +Voii) kompatibilitasi egyenlet (6 db).

1K)

=C o anyagegyenlet (6db).

™=

il 4 =P, dinamikai ’ (3 db)
peremfeltételek
=iy kinematikai (3 db)

u

<y

Ismeretlenek: u , 4, F.
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Bebizonyithaté: a rugalmassagtan egyenletrendszerének adott peremfeltételek mellett egy , és
csakis egy megoldas létezik ( egzisztencia és unicitas ).

Egzakt megoldéds: A keresett i, 4, F mez6k az egyenletrendszer és a peremfeltételek min-

den egyenletét kielégitik.

Kozelitd megoldas: A keresett u, A, F© mezdk az egyenletrendszer és a peremfeltételek nem

minden egyenletét elégitik ki.

5.6. A kompatibilitasi egyenlet mas alakjai
Az 5.2.2. szerinti geometriai egyenletbdl indulunk ki: 4 =%(ﬁ oV+Vou )

Atalakitas: szorzas jobbrol és balrol vektorialisan V -val = Saint-Venant —féle kompatibili-
tasi egyenlet.

5.6.1. Saint-Venant —féle kompatibilitasi egyenlet
VxA4xV =0 (tenzor egyenlet) .

Skalar egyenletek a DDKR-ben:

azyxy _ az‘c"x + 825y i a}/x)’ + a7/xz _ 67/)’2 _2 azgx
axoy oy o’ ox\ 0z oy  ox oyoz’
a27/)’2 — 828}’ + 6282 i a7/yz + ay)cy _ a}/zx -2 aZgy
oz &t ot oyl ox Oz oy dz0x’
azyxz — 8252 4 azgx ﬁ aj/zx + ayyz _ 67/xy 2 azgx
ozox  axt ot oz oy  Ox Oz oxdy’

Atalakitds: a Saint-Venant egyenlet + izotrép Hooke-torvény + §=0.= Beltrami-Michell -
féle kompatibilitasi egyenlet.

5.6.2. Beltrami-Michell -féle kompatibilitasi egyenlet
(1 + V)A£+ VoVFE, =0 (tenzor egyenlet) .

o° o
Laplace — féle differencial operator: A=V -V=—0r+—+—.
ox~ oy oz

Skalar egyenletek:
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2 2
(1+n)ao, + 2 o0, (1ev)ar, + 25 2o,
Ox Ox0Oy
2 2
l+v Aa)+aF’=O, l+v Ar)+aF’ =0,
y 2 yz
Oy 0y0z
2 2
(1+V)A0'Z+a };’:0, (14—1/)A2'xz+a f =0.
0z ox0z
6. RUDFELADATOK

6.1. Sikgorbe rudak Grashof-féle elmélete

Sikgorbe rud: a rad koézépvonala (S ponti szala ) sikgorbe.
Jelolések, elojelek:

A kozépvonal egy pontjat az s ivhosszal azonositjuk.

A P pontban ( P ponthoz tartozé keresztmetszetben) helyi koordinata-rendszert vesziink fel:
€.=¢€:,¢,¢ .

o o . alakvaltozas elott.

a kozépvonal gorbiileti sugara o
Yo, alakvaltozas utan.
El6jel: Ha az ivhossz irdnyaban haladva a gorbiileti kozéppont jobbkézre esik, akkor p, >0,
ha balkézre esik p, <0.

A rad terhelése : f: f,t + f, i vonalmenti (a kozépvonal mentén megoszl0) terhelés.

Egyensulyi egyenletek sikgdrbe rudakra:

N T
R
s
P = Az N(s) ruder6 ésa T (s) nyirderd nem fiiggetlen egymastol.
N dT, !
—+—L—f, =0,
Py ds
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am .
d—’“ +T =0. Az M, hajlitbnyomaték és a T, nyiroer6 kozott ugyanolyan dsszeflig-
s

gés van, mint az egyenes rudaknal.

Igénybevételek: a terhelés ismeretében az igénybevételek az értelmezés szerint meghatarozha-
tok.
Megoldando feladat:

- az alakvaltozasi jellemz6(k) meghatarozasa,
- arud keresztmetszetein €bredo fesziiltség (eloszlas) meghatarozasa.

6.1.1. Az alakvaltozasi jellemzok eldallitasa

Kiindul¢ feltélezések:
- arid kozépvonala terhelés el6tt p, sugart koriv,

- a rud prizmatikus, tovabba egyes keresztmetszetei az 77 tengelyre szimmetrikusak,
- arud igénybevétele tiszta hajlitas,
- a radban egytengelyu fesziiltségi allapot 1&p fel.

€ Terhelés eldtti
allapot

alakvaltozas

Terhelés utani allapot
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Alakvaltozasi feltételezések:

- alakvaltozas utan a keresztmetszetek sikok maradnak és mer6legesek maradnak a deforma-
lodott kozépvonalra,
- az alakvaltozas soran a p, sugart k6zépvonal p sugaru korivvé gorbiil az M, nyomaték

hatasara.

A kozépvonaltol r tavolsagra 1évo koncentrikus koriv hosszanak fajlagos megvaltozasa:
_(ptn)®—(p, +1)®,
(y +1)®,

&

. + O]
A fesziiltségi allapot egytengelyli: o, =E¢, =E (M— -1 J .

(s +1) D,
o,=0, (77) hiperbola.
Ha M, >0, akkor p< p, és ®>®,.

A hiperbola aszimptotai:

Ha n - -p, , akkor oy > —o,

()
Ha n > o , akkor oy - aDO:E(——]],
0

Ha n=0 , akkor JQV:E[ﬁE— Jzao.
Py Dy
A fesziiltségeloszlas szemléltetése:

A N
€
th
NP AR
-2

6.1.2. A fesziiltség és az igénybevétel kapcsolata (fesziiltségi eredék = igénybevételek)

65



a) Fy= [ p;da=¢, [ o da=0.

(4) (4)

* IagdAzﬁ = O
(4)

altalaban a gorbiileti kozéppont felé esé sz€lsd szalban van.

X

b) My= [ Rxpyda= [ (£&.+ng,)x 0.8, dA=M,é..
(4) (4)
Skalar egyenletek:
I §o,dA=0 ez az egyenlet identikusan teljesiil, ha az 7 a keresztmetszet szimmetria-
(4) tengelye,
v [ noda=m,, .
(4)
A = -a] jelolt egyenletekbdl p és @ kifejezhetd az M, -el:

th+th 1Y
p()A Ired ,0()+77

Grashoff formula: o, =

M
Jelolés: o, =—",

Py A4

1., = an dA —a keresztmetszet & tengelyére szamolt redukalt masod-
(4) Po1 rendii nyomaték ( altalaban /,,, >1.).
Elgjel:
> A
<0
&s "~ c) (\U
M, >0 M, >0 M, >0 M, >0
0 N
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6.1.3. Redukalt masodrendii nyomaték

Ertelmezés: I, = Ansz.
+
(4) Pot1]
ATl

J y N A hasonlé haromszogek alapjan:

n

€1
n // a* \ @ 8 L p-P
< \ Pot1 Py Pyt

‘ »
A A e
S e §EX Ired: I po 772ad77= I 772 a*dn:];
\ / 2 p{) + n —— %,_*/
Z (4) dd (4) dA

Egy modositott (szaggatott vonallal megraj-
zolt) keresztmetszet x=¢& tengelyre szami-

— tott /. masodrendii nyomatékat kell megha-

tarozni.

e =Max (e, e,),

m

P _ hanyados a rad gorbiiltségére jellemz6 mennyiség.
emax
Haa Lo hanyados kicsi, akkor a rid nagyon gorbiilt.
e

max

Haa Lo nagy, akkor a rud enyhén gorbiilt.

max

6.1.4. Az elmélet alkalmazhatosaga

Ha 22 < 3-4 , akkor a Grashoff formulatés az 7, — et hasznaljuk.

e

max

Ha 3-4 <20 <81 0, akkor a Grashoff formulat és az /,,, ~ /-t hasznaljuk.
e

max

hx

Po s g g 0, akkor a gorbe rud egyenes radként kezelhets: o, = 7
e
4

max

Ha

n.

6.1.5. A kozépvonal alakvaltozasi jellemz6i
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v

alakvaltozas
O O
1 1 M
A kozépvonal gorbiiletének megvaltozasa : — — — = —2
P P 0 1 red E
A sz€1s6 keresztmetszetek egymassal bezart szogének megvaltozasa:
M M
y=0-0,=—"p ® =—"]  ahol / arid kdzépvonaldnak hossza.
]red E ] red E

6.1.6. Az eredmények altalanositasa
A Grashoff-féle elmélet akkor is hasznalhato, ha
- A sikgdrbe rad igénybevétele tetszleges sikbeli igénybevetel : N, T, ., M, .

- A kozépvonal nem koriv, de feltételezziik hogy a gorbiileti sugar csak kismértékben és las-
san valtozik a rid kézépvonala mentén.

- A rad nem prizmatikus, de feltételezziik hogy a keresztmetszet csak kismértékben és lassan
valtozik a rad kozépvonala mentén.

Kozelité megoldas (szuperpozicio elve):

M M
Hajlitas: o, = b I P
A p() Ired p() + 77

Huzéas/nyomas: 02 =%
_ LS
" La(n)

Erdsen gorbiilt rudaknal a hizas/nyomasbdl €s a nyirasbol szarmazé fesziiltségek nem szamit-
hatok az egyenes rudakra érvényes 6sszefiiggésekbol.

egyenes rudakra vonatkozo Osszefliggés .

N

Nyiras:

Alakvaltozasi energia:

Rudszerkezeteknél altalaban a hajlitasi energia dominans: U =U,
1 M
ke

ajl *
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A szilardsagtan munkatételei (Betti, Castigliand) ugyanugy érvényesek, mint egyenes €s tort-
vonalu tartoszerkezeteknél.

6.2. Prizmatikus rudak szabad csavarasa

Szabad csavaras: a rud pontjainak elmozdulasat semmi sem akadalyozza.

Gatolt csavaras: a rid pontjai nem mozdulhatnak el szabadon a tengely iranyaban.
A gatolt csavarasnak a vékonyszelvényili rudaknal van jelentésége.

6.2.1. Egzakt megoldas

A rad keresztmetszetének alakja tetszoleges.

4 H Ny
/fv/f
M, - M, PJ\
N | R N
z X S
A
4, 4
« /

Feltételezések: - q=(7 ,
- a H palést terheletlen ,
-0, :O'y =0, :Txy =0,
- [ p.da=0, | Rxp.da=mce..
(4) (4)

Dinamikai peremfeltételek:

-a (H) palast terheletlen > p, =0 .
- (4)) Arad igénybevétele csavards —> I p.dA=0 , J- Rxp.dA=Mé..
(4) (4)

- (4,) A rtd igénybevétele csavards — ugyanaz, mint az (4;) -en.

Fesziiltségi allapot:

0 0 7, ( )

T. =T X
[F]= 0 0 z.|. ahol ¥ ¥ (x’y )
sz TZ)’ O o ,y ‘

Egyensulyi egyenletek:
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0+ 0 +2%_g,
Oz

teljestilnek !
or,,
0+ 0 +——=0,
0z
ot or,,
—Z4+—24+ 0 =0.
ox oy

A 3. egyensulyi egyenlet teljesiilését egy U (x, y) fesziiltségfiiggvény bevezetésével érjiik el.

Prandtl-féle fesziiltségfiigovény:

U (x, y) - az x,y helykoordinatanak legalabb kétszeresen differencialhato fiiggvénye.
A fesziiltségek szarmaztatasa:

ou , ou
T, =7, =— € 7, =7 _=——0.
Oy T Ox
, . o’'u U . -
Behelyettesitve a 3. egyensulyi egyenletbe: 3 & =0 identikusan teljesiil.
X

Az U(x,y) -nak még ki kell elégitenie:
- a peremfeltételeket,

- a Hooke torvényt, oo e,
I Beltrami-Michell kompatibilitasi egyenletek .
- a kompatibilitasi egyenletet.

Peremfeltételek kielégitése:

0 0 «z,|n 0 0
- a palast terheletlen : p, =£-ﬁ=6 s P=0 0 7. |n|= 0 =(0].
r, 7, 0|0 T N +T,0, 0

A palaston a 7, érint6 iranyu.

Atalakitas:
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z,-ii=(VU)xé,-i=(VU)-(é,xii)= VUL _U .
" (itinymenti |
[ derivalt j
(g,) U=alland6=0.
onkényes (célszerli) valasztas
Az (4,)és az (4;) radvégeken :
- Az eredé eré:  F= _[ p.dA=0 .
(Al)
Bizonyitas: | p.dd= [ (VU)x&.dd.
(4) (4)

Atalakitas: a Gauss-féle integral atalakitasi tétellel

[ vocai=p ceiids.

(4) (&)

A ® szorzas a < x pszorzasok koziil barmelyik lehet.

(6]

8o

| (vUxe.da=p e xUiids= P Uids=0, mert U], =0.
% 0
(4,) (&) 7 (20)

Az F=0 feltétel teljesiil, ha keresztmetszet peremgdrbéjén az U =alland6=0 (el6z6 perem
feltétel).

- A keresztmetszet S pontjara szamitott nyomaték: M= j Rxp.dA=M ..

Atalakitas: "
M= [ Rx(VUx&)dd= [ [(VU)(R2)-2(R-VU) Jdd=
(4) (4) t/(?
——¢, | (R-vU)da=¢, [ [(V-RU)-(V-R)U |da=
(4) (4)
=, [ (V-RU)dd +e, | (V-R)Udd
LI

U Gauss
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j i-RU )ds=0, mert U],

go
M, = [ (V-R)uda= [ 20du
(4) (4)
mert V-R= [%e +% yj'(xéx+yéy)=1+]=2.

M, =2 I U dA . A csavaronyomaték is kiszamithato az U fesziiltségfiiggvénybol.
(4)

A Beltrami-Michell —féle kompatibilitasi egyenletek kielégitése:

2
AT+ I ok =0, o°F,  0°F,
’ 1+v Ox0z :07 _:07
i Ox0z 0y0z
1 0°F,
At _+ mert F;, =0, +0,+0,=0.
I B éyaz ’
Behelyettesités:
At =A 2 :3(AU)=0
) 0y

= AU =allando.

0 0
At _=A| — |=—(AU)=0
Fz (ij Gx( )

A Hooke torvény és a kinemetikai egyenletek felhasznalasaval:
AU=-2G 8 - Poisson-féle differencial egyenlet.
ahol: G - csusztatd rugalmassagi modulus,

4 -fajlagos szogelfordulas.
Az elmozdulasmezd eldallitasa:

8X=Z—z=0 = uzu(y,Z),
P 8\/ =0 = v=v(xz)
y ay 9 9
6w
g =—=0 = w=w(x,y).
az
Ha
uz—yf(z) 8u
—=— 0.
v= xf(z)} = o= ay ox Sri=
ou O d 7. (X,
yxz:_u-’__w _y_f _}/\”z( )_Ms

0z Ox dz Ox G
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2
ey S

> y e +0 = f (z) =8z, ahol $=dllandd (fajlagos szogelfordulas).
z z
ov  ow
T Ty ; f(z)=9z
az el6z8vel megegyezd
gondolatmenetbol

Az elmozdulasmezd koordinatak:

u ( y, z) =—9yz

1% (x, z) = 9xz ; kielégitik az 0sszes kinematikai feltételt.
w(x,y)=w(x,y)

Az elmozdulasvektor:

ii(x,y,z)= 89zé xR + w(x,y)e,
[ — -
akm.y =9z a km. pontjai tengely

szdggel elfordul iranyban is elmozdulnak

v, =9z - atetszOleges z helyen levd keresztmetszet szogelforduldsa a z=0 keresztmetszet-
hez képest.

Az eredménveket Osszefoglalva:

Prizmatikus rudak szabad csavarasi feladata visszavezethet6 egy U(x,y) fesziiltségfliggvény
meghatarozasara.
U(x,y) — a Prandtl-féle fesziiltségfiiggvény nem tetszoleges.

1) Ki kell elégitenie:
AU=-2G 8, a Poisson-féle differencial egyenletet,
U | =0, a peremfeltételt.
&o

2) Igénybevétel, fesziiltség szarmaztatasa:
Mc=2 [ U(x,p)dd, 7, =(VU)xE..
(4)

Tisztan geometriai tartalmu fesziiltségfiigevény bevezetése:

U(x,y)zGSUO (x,y).

crer

Az U,(x,y) -ra vonatkozo egyenletek:
1) AU, =-2, Uo|g0 =0.
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2) M, =2G9 [ U,(xy)dd=G I,
(4)

ahol 1, =2 I U,(x,y)dA akeresztmetszet csavarasi masodrendii nyomatéka.
(4)

7, =GY(VU,)xé

A fajlagos szogelfordulas: 9= gc

A szogelfordulas: v =

<z

c

A Prandtl-féle membran analdgia:

Az analogia a fesziiltségfiiggvény €s a megfeszitett €s felfujt membran alakja kozott all fenn.
Az analdgia alapja:

- a differencial egyenlet )
) azonossaga .
- a peremfeltétel

Y A

Ny [Nfmm] A embrant a keresztmetszet alakjanak

\ K T T f f /4 megfeleld furatra feszitjiik ra.
/ N, —feszitd eré
\ 7 p —nyomas

- X
»

8o

[N/mm

Noﬁ\uuuuuéfv :
[ o
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p(x.y) '

A membran alakjanak differencidlegyenlete: A =— N
0

Peremfeltétel: £| =0.
0

Fesziiltségfiigavény tobbszordsen 0sszefliged tartomany esetén:

U(x,y) U,

U, ‘ U|g0 =0,
/ Ul =U, =4llands,
| ; U|g2 =U, =4allandé.

6.2.2. Kozelit6 megoldas
Vékonyszelvényli rudak szabad csavarasara kozelité megoldast allitunk eld.

a) Nyitott vékony szelvényii rudak

- Vékonyfalu téglalap
y A
c Kozelito fesziiltségfiiggvény:
2
U=G g[v— —x’ J
M 4
/il N :
b ¢ % Poisson egyenlet:
a—(i+ a—li =-2G38
ox° Oy
' ~2G9+0=-2G3 teljesiil.
v

Peremfeltételek: x=+ U =0 teljestl, y= ig U =0.

N | <

Fesziiltségek:
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_oU_ 0, 7. = _ou =2G 9x (linearis eloszlas).

Tee =2 yz
Oy ’ ox

Csavaronyomaték:

4

——

I

A4
2 v o’
M, =2[uda=2G9b | [——xzjdx:GS—.
3
A%
XxX=—— .
M. =GII,

e ; , bv’
A kereszetmetszet csavardsi masodrendii nyomatéka: 7, =

M
Fesziiltségek = a G 9= [" helyettesités utan:

c

C C

M
r.=0, = 2xX = T =

yz

V.

c c

- Osszetett nyitott vékonyfalil szelvény (a vékony téglalap eredményeinek 4ltalanositasa)

% A
>":-SZ & 3
A 3
v bz Vi
y o4 =Y 3
i=1
M M
i ¢ TSZ = c 25’
X [C
S
M,=G3I.
v S
2 51‘ P
) < Vi

- Gorbe kozépvonalu nyitott vékonyfali szelvény
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, (S) A tobbi 0sszefliggés valtozatlan alaku.

B) Zart vékonyszelvény( szelvényii rudak

U ( )A Kozelito fesziiltségfiiggvény:
X,y

U(g,n)z—%gw.

Feltételeziik, hogy az U a szelvény

X vastagsaga mentén linedrisan valtozik.

: L ou U, |, ,

Fesziiltség: 7, =———=—L=4lland6. A
‘ o& v

fesziiltségeloszlds a szelvény vastagsaga
& mentén allando.

A linearis U fiiggvény 'lépcsés  kozelité-
se:

x M
Y oMo =2[Udd=z 24U, = U=C
2 A,
M
- Ui Me Bredi formula.
v 24y
P . , 44
A keresztmetszet csavarasi masodrendi nyomatéka: /.= —7
PZ ds

Tl



7. ARUGALMASSAGTAN 2D FELADATAI

A 2D ( két dimenzios ) feladatok kozos jellemzoi:
- két skalar elmozdulasmez6 kiilonbozik nullatol,
- minden mechanikai mennyiség két helykoordinatol fligg.

A 2D feladatok tipusai :
-sik alakvaltozasi feladatok (SA),

) , sikfeladatok ,
- altalanositott sikfesziiltségi feladat (ASF ) ,

- forgasszimmetrikus/tengelyszimmetrikus feladatok (FSZ).

7.1. Sik alakvaltozas (SA)

Definicid: Sik alakvaltozasrol beszéliink, ha a vizsgalt testnek van egy kitlintetett sikja, amely-
lyel parhuzamos valamennyi sik alakvaltozasa azonos és a sikok tdvolsaga sem
valtozik.

uzuex+vey.

Az elmozduldsmezd skalaris koordi-

natai:
u:u(x,y),
v=v(x,y),
w=0
b — P+—> i >
X
%
v
zZ
Feltételek:

- A kitiintetett sikra merdleges méret I[ényegesen nagyobb, mint a masik kettd.
Példaul: vastagfalu cso, alagit, a folyo gatja, stb.

- A terhelés parhuzamos a kitiintetett sikkal és a legnagyobb kiterjedés (a z tengely ) iranya-
ban nem valtozik.

- A sikok tavolsagéanak valtozatlansagat kiils6 kényszer biztositja (ezt az abran sraffozott vo-
nal jeloli).

Alakvaltozasi allapot:
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gr nyy 0 ng_gx(x’y)9
[l 37 0 ol e=gea (o) = A=4(x.y).
0 0 0 ov Ou
_ _ o=t 2= (59).

Fesziiltségi allapot ( az altalanos Hooke-torvénybdol):

Gx(x,y)=2G{8x+8X+€y}v, O'y(x,y)=2G{5y+8]X +2€y}/,
—2v

1-2v
TX)’(x’y):nyy:myxyﬂ ‘9220 = GZ:V(GX-’-O-)/)’
sz: yz:0
o, T, 0
(E]=[E(x2) ] 7n o, 0
0 0 o,
Egvensulyi egyvenletek:
DDKR HKR
or, C,—0O ot
aG"+—”+qx =0, 0oy  Or=% 1 R g, =0,
Ox oy OR R R Op
or, Oo or T oo
XY ig =0, ok | pTor 1 2 4q,=0
7 OR R R Op 4

ox oy

A 3. egyenletbdl kovetkezéen : g, =0.

7.2. Altalanositott sik fesziiltségi feladat (ASF)

Elnevezés: Altalanos sik fesziiltségi feladat = tarcsa feladat =a sajat sikjaban terhelt lemez
feladata.

Tarcsa: Olyan test, melynek egyik mérete Iényegesen kisebb mint a masik kettd. Az értelmez-
het6 kozépsik €s a terhelés vastagsag mentén vett eredéje a kozépsikba esik.
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Feltételezések:

- b << atest mas méreteinél,
-a z=0 akozépfeliileti sik,
- a terhelésben nincsenek z

iranyu erok,

- az xy sikkal parhuzamos

b kozépsik erok ereddje az xy sikba
- - k
7o 7 esik,
g % -a z=1b/2 feliiletek terhe-
Yz letlenek.
A fesziiltségre vonatkozé feltételezések:
x| o, T
v \4 \
z z z
-a z=1b/2 felilletek terheletlenck = o[ __, /2 =0,

-haa b méret kicsi, akkor o, =0 nemcsak a feliileteken, hanem a tdbbi helyen is fennall.

-ao0,,0,,7, az paros fliggvényei,

-a 7,7, a z paratlan fliggvényei.

zx ?

Atlagos fesziiltségek:

_ 1
o, =—
b

Iaxdz , O =] ondz , ?xyzi J. Z'xde,
b b b

(») ) (b)

G, =é [o.dz=0, ?xzzé [z.d==0, ?yzzé [ z.dz=0.
(b) (b) (b)
o, 7, 0
Az atlagfesziiltségi tenzor: [Z ]z[z (x, y)]z 7, o, 0
0 0 0

Feluleti fesziiltségek/élerok:

N,=bG,, N, =bG,, N, =bT

xy Xyt

80



N, N, 0
A feliileti fesziiltségi tenzor: [ﬁ ] = [l (x,) ] N, N, 0]
0 0 0

Atlagos alakvaltozasok:

S|~

&, =

_ 1 _
e dz Sy:Z I 8de v Py =T
b

J
@

S .
— 0
gx 2 yxy
- - 1_ _ . , , .

[é} = [é (x,») ] ST & 0 | Atlagos alakvaltozasi tenzor .

0 0 z
L J
g = va(gx +E,).

Atlagos elmozdulésok:

E(x,y)zé J‘ udz V(x,y)zé J. vdz , w=0.

(%) (%)

Egyensulyi egyenletek: Geometriai egyenletek:
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ox Op T oy’
0%, 05, &

+ +q, = =t
ox Oy qy Y9y ox

7.3. Forgasszimmetrikus/tengelyszimmetrikus feladat (FSZ)

Definicid: a vizsgalt test geometridja és terhelése is szimmetrikus.
Kovetkezmény: a test pontjai a test meridian sikjaban mozdulnak el.

ZA

P ( R,z )
/ 7
\
meridianmetszet
R
Elmozdulasmez6:

U=Ué, +véz+wé¢, u =u(R,z) , :v=V(R,z) , w=0.

Minden pont a sajat meridian sikjaban mozdul el.

Alakvaltozasi allapot:

& 17/ 0
R 57 Rz
8R(R’Z):a_u s gz(R’Z)zﬁa g(p(R,Z):ﬁ, ] 2
OR oz R = [é]:l:é(R,Z)]:—yzR g, 0
_ou v ) = 2
TR T Tar > e TR 0 0 g

Fesziiltségi allapot az altalanos Hooke-t6rvénybdol:

GR(R,z)=2G{gR+$}AI,

UZ(R,Z)=2G{8Z+ 4 }A,,

1-2v

a(p(R,z)=2G[g¢ o

ahol A4, =¢p+¢, +¢,

82

R,z,p henger koordinata-
rendszerben dolgozunk.

Tengelyszimmetria

U

A mechanikai mennyisé-
gek nem fiiggnek a @ -tol.




z—Rz:(;}/Rz b z-(/JZZTR(p:O‘

7.4. Sikfeladatok (SA, ASF) feladat megoldasa fesziiltségfiiggvény bevezetésével

Hasonloség az SA és az ASF feladatok kozott:

- a két elmozdulasmez6 u(x,y),v(x,y) / u(R,9),v(R,9),
- a harom fiiggetlen alakvaltozési jellemzé &, (x,y), &,(x,), 7, (x, 7).

/ &x(R.9), £, (R.0), 7, (R.0),
- a hdrom fiiggetlen fesziiltségi jellemz6 o, (x, y), o, (x, y), 7, (x, y) ,

/ op(R.9),0,(R0), 74, (R.0),

- minden mennyiség csak az x,y/R,¢ hanyados fiiggvénye,
- a geometriai és egyensulyi egyenletek alakja.

Kiilonbozdség az SA és az ASF feladatok kozott:

- az SA-nél a pontbeli jellemzék, az ASF-nél a vastagsag menti (atlagos) jellemzok,

SA:o0,#0
" ASF: &, %0
- az anyagegyenletek alakja.

} nem fiiggetlen jellemzdk ,

A megoldas kiindulé feltételezései:

q,=q,=0(SA) & 7,=4,=0 (ASF).

Jelolés: a tovabbiakban a feliilvonas jeldlést elhagyjuk.

Fesziiltségfiiggvény bevezetése:

U (x, y)
U(R,p)
Ugy vessziik fel, hogy a belSle szamitott fesziiltségek kielégitsék az egyensulyi egyenleteket.

} Airy - féle fesziiltségfiiggvény

A fesziiltségek szarmaztatasa:
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DDKR HKR

o°U 16U 1 0°U
Oy =727 R T oA
oy ROR R Op
. 0U . U
Yot ? OR?’
o’U o (10U
T, =— , TRe =" 75| 55 |
Oxoy OR\ R O¢

Ezek az osszefliggések az SA-ra és az ASF-re is érvényesek.
Fesziiltségek = Anyagegyenlet = Alakvaltozasok = Kompatibilitasi egyenlet:

AAU=0 biharmonikus differencial egyenlet .

U(x,y) - biharmonikus fiiggvény — ki kell elégitenie a biharmonikus differencial egyenletet.

2 2
A Laplace-féle differencial operator kétvaltozos (sikbeli) esetben: A:aa—2+ o .
X

ayZ

4 4 4
A biharmonikus differencial egyenlet alakja a DDKR-ben: 0 l4] +2 62 v >+ 0 (4J =0
ox ox“oy” Oy

7.5. Forgasszimmetrikus sikbeli feladatok

Tengelyszimmetria : a mennyiségek nem fiiggnek a ¢ -t6l.
Elmozdulasmezd: i =u(R)é, .

Fesziiltségfiiggvény: U=U (R) .

Példak forgasszimmetrikus sikfeladatokra:

SA (vastagfall cs6)

T}

ASF (furatos tarcsa)
ZT b

> < H% —>—>
R Jx fc R

‘ A

Rk
b Ly

th» Pk

ERERREEE

YYVVVYVVVY

/i —vonal mentén megoszl6 terhelés

3
v

s
pp — belso terhelés, p, —kiilso terhelés

Alakvaltozasi jellemzdk: & =Z—Z y &y :% s Vrp=0.
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Alakvaltozasi tenzor:

SA ASF

e 0 0 g 0 0
[4]=[4(R)]=| 0 ¢, of.[4]=[4(R)]=| 0 &, 0], ahol & =———(g,+¢,)

0 0 0 0 0 Y
Hooke-térvény: ’

SA ASF
te=s 0w V(o)) se=(o-v0,)
i

8¢=E|:G¢—V(O'R+O'¢):| , 8¢=E(6¢—VGR) ,

f.==2(oy+ o)

Biharmonikus differencial egyenlet: AAU=0.
Biharmonikus differencial egyenlet tengelyszimmetrikus esetre:

T d]pdlldfpdUil_,
RdR| dR| RdR\" dR

Ez egy homogén, kozonséges negyedrendii Euler-féle differencial egyenlet .
Az Euler-féle differencial egyenlet ismert formaja :

'y Xy X0y +xy =0 —  megoldas : y, (x)=x".
A biharmonikus (Euler tipust) differencial egyenlet megoldasa:

U(R)= §R2 +BInR+C+ DR’InR

Mivel a DR’InR -es tag nem ad egyértékii elmozdulasmez6t kor, korgyfirti tartomanyban a
megoldas végso alakja:

U(R)zéRZ +BInR+C.
2

Fesziiltségek:

Or (R):éi—g:A+%,

()L s

o, = {V(O-R +O_¢) ;A } esetén.
0 ASF

Az A, B allanddk a dinamikai peremfeltételekbdl hatarozhatdak meg.
7.6. Vastagfalu csovek

7.6.1. Egyszerii vastagfalu cso
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Megoldas: SA + huzas/nyomads szuperpozicidja.
Pk

A ( \

Ry
Ry Dp

A cs6 vizsgalt (sraffozott)
szakaszan a véglapok
zavaro hatasa nem érvé-
nyestl.

.

A Végektélv elég tavol
levo szakaszt vizsgaljuk.

A csOben kialakuld fesziiltségi allapot:
o 0 0 oy 0 0 0 0 0

[F]=| 0 o, 0= 0 o, 0[+]0 0 0
0 0 o, 0 0 o 0 0 o

SA htuzas-nyomas
B
or=0p=A+—
R
= '—A—i ahol '—v( »+ ’)—V2A
0,=0,= 2 o,=v|(opto,)= ,
"n__r 7
o.=0 +o" o, =allando.

EzpBRlz?”_pKRIZ(”
A Rlr-Rim

A o -nek akkoranak kell lennie, hogy a o -hez hozzaadva a fenti értékek adodjanak ki.

. . _ _ ’ 4 2. —
Nyitottcsé: o, =0 = o.=—-o0,, zart csé: o, =

Csbdiagram:

o , R; R;
Uj valtozo bevezetése: y=—7, yp=—1,
R Ry

Az allandok meghatarozasa a peremfeltételekbol:

=1, yx<y<lI.

GR:a_b'//} O-R(R:RB):GR(V/:])Z_pBa
o,=a+by O-R(R:RK):GR('//:'//K):_PK-
Behelyettesitve:
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Pp — Pk

b=—"—"—"L=t989,
a-b=-p, }j Iy,
a-byy =—pg azpBl//K_pK
I-yyg
Diagram:
ox4 o,
O-Z
AN
b
a ,9 z zart
\ 2 Vg
z I o
K 1
19 O-znyitatt v
ps b
GR(‘//)/ A

A cs6diagram megrajzolasanak gondolatmenete:
- A peremfeltételek figyelembevételével a v =y és a y =1 helyen felmérjik a o, (1//) fiigg-

vényértékeket: —p, , —pg .
- A két végpontot dsszekotd egyenes a o () fiiggvény.
- A o, (v)és a o,(v)fiiggvény a koordinatarendszer fiigg6leges tengelyét az a helyen met-

szi, iranytangensiik azonos nagysagu, de ellentétes eldjelil.
-A o, (1//) fiiggvényt ugy kapjuk, hogy a o, (1//) fiiggvényt tiikkrozzik a o=a vizsintes egye-

nesre.
-A o, (1//) allando, amelynek értéke attol fiigg, hogy nyitott, vagy zart csérdl van szo.

Nyitott csé: o, =0 .

R; — pi Ry -
Zartcsb: o, = Ps7s — Pk _ PsVi " Pk _ g gllando.

Ri —R; 1=y

Méretezés, ellendrzés ha p, > pi:

A f6fesziiltségek: o, =0,, 0,=0

z 9

0;=0%.
A redukalt fesziiltség Mohr szerint:
O,ed(Mohr)=0,-0,=0,- 0y,

O ved max (MOhl") = (O-(P ~OR )mgx - (O-‘p T OR )‘ =2b,

w=I

aredmax (MOh}") =2b 22% .
K
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Meéretezés, ellenbrzés: o

red max < O-me .

g

Példa: egyszerii nyitott, vagy zart vastagfalt cs6 méretezése

Pk
YYYVYVYYVYVYY

Adott: py, pr . Rp.

Keresett: R, .

R| T FFFFFFEeeee
R, Pp

=2pB_pK
I-yyg

<o

Meretezés: o, S0

red max

ZMSI—WK
o

meg
2
SR Y. /S
Ry I-wyy
RB

Vi

. —
1_2pB _pK
]_Gmeg

Megjegyzés: a nyomaskiilonbség nem novelheté minden hataron tul.
Ha 1-222"PK_0  akkor Ry — ©
o
U

meg

O eg

2
Megoldas: csokkenteni kell a nyomaskiilonbséget, példaul a p, novelésével.

Pp—Px <

7.6.2. Kettos fala csovek

Mindig talfedéssel illesztettek: a belsd cso kiilsd feliiletén nyomasnovekedést hozunk Iétre.

4 Tulfedés: 6=p; — py -
A
b S Megvalositas: a kiils6 csovet felmelegit-
b Ry ve rahuzzuk a bels6 csore, majd lehiitjiik.
3 N
R, B
p" - a lehiités utan fellépd nyomas,
bels6 ¢s6 kiils6 cs6

P =p(9).

A p’nagysagaa § tulfedéstdl fiigg.

88
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p*
YYVYYVYYVY |
1)
ERERE
B p
Ao R, _ R, R R}
Uj valtozo: 1//=R—g, pp=—"2="L, WK:R_g'
B K K

7.6.2.1. A tulfedés kivetkeztében kialakulo6 allapot

px =0
k w A ¢sdvon nincs kiils6/belsé nyomasi terhelés.
p" - a tulfedés kovetkeztében fellépd nyomas.
A
7 %,
Pr = Pk ps =0
Csodiagram:
ot o, kiilsé ¢s6 belsd cs6
O-(/7 N A
O red max K
% v v
K K 1
X . A >V
O-R p A GR
a,
Gred max B
4
o
v

A cs6diagram megrajzolasanak gondolatmenete:

- A peremfeltételek figyelembevételével felmérjitk a oy () fiiggvény értékeit:
A w =y, helyen p, =0-at, w =y, helyen —p"-ot és y =1 helyen p, =0 -at.

- Az igy kapott pontokat dsszekdtve kapjuk meg kiilon-kiilon a belsd, illetve a kiils6 csore a
o (v) egyeneseket.
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- Ezek az egyenesek a fiiggbleges tengelyt az a, , illetve az a, pontokban metszik.
- A o, (y) fiiggvényeket (egyeneseket) tigy kapjuk, hogy a o () egyeneseket titkrozzik a

o=a,,illetve a o=a, vizszintes egyenesekre.

Maximalis redukalt fesziiltségek:

o * o *
red max B p_ ] , red max K = p 1/7[( .
2 I-yy 2 Vg —¥k

7.6.2.2. Kettos fala vastag csé kiilsé terheléssel
Pk

A

B
£ R
|

Feltételezés: p, > py #0.

P = Pk A Ps A szuperpozici6 elvét alkalmazzuk.
B

Csddiagram:
kiils6 cs6 bels6 cs6
A y
o
R| Oy,
G,
O-red max K
%,
/ A
v 7 "
A v y y
K 1
7%
ab p!
4 \
6(/’ P M
A
p*
O

p’ — atalfedésbdl szarmazo nyomas,
p'— atilfedés helyén fellép6 tényleges nyomas.
A diagram megrajzolasa a 7.6.1. és a 7.6.2.1. pontban részletesen leirt gondolatmenettel tor-

tént.
Maximalis redukalt fesziiltségek:

O-redmaxB _pB _p' o-redmaxK _ p,_p[( §17
= —, == K+
2 I-yy 2 Yk —Vk
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Méretezés: ha példaul adottak az R, , p, = pi , Py, Px paraméterek, akkor a fenti 6sszefliggé-
sekbdl meghatarozhatoak a p’ és a y értékek (azaz R, ).

7.6.2.3. A tulfedés meghatarozasa

VPIIII¢

Tulfedés: 0= p,—py .

LEEE XYY

Pk

P=Pg tUg=pp TUg
8= Py = Px =g —Up =PxEpx — Ppop

Kozelités: py = pp

9= Pp (gtpK “&n )‘

R=pp=px

1
Hooke-torvény: &, =5c| %Y (ok +0¢,) .
——

:—p’

o= pB%[O'@K —O,p —V(O'(pK —Oup )]

R=pg

7.6.2.4. Optimalis cséméretek

Adott: RB 'RK » Pk ro-megB '~ megK *

Kérdés: hogyan kell p, = p,-t (vagyis y, -t ) megvalasztani, hogy p, maximalis legyen.

A kettésfall cs6 méretezésére szolgald osszefiiggések:

P — p’ _ O-redmaxB < O-megB O-megB _ ,
-7, > S, jpB—T(l—!//K)ﬂv-
p’_pK _K = Tred maxk ngegK :p,:wamegK +pK'
= _ 2
Vi~V 2 2 Vi

O-me B — l/7 -y —
pB:—g(I_ K)+uo-megK+pK :pB(lf//K)'

2 207

Keressiik a p, szélséértékét (maximumat):

de —(=— GmegB + GmegK Vi
—_— _2 b
dyy 2 2 vk
— Gmeg](
Vg= K
O-megB
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. A széls6érték maximum.

— R4 Ume K R2 Ume K !
‘//12<:_B:—g —? = P sz:\/[ = |? Ry Ry .

O-meg B

Azonos anyag esetén az optimalis kozbiilsd sugar: p, = pp =Ry Ry .

7.7. Gyorsan forgé tengelyek, csétengelyek

y A Feltételezés:
pe =0 i /E' - a’)= al{ando,
| R - stlyer6 =0,

-pp=px =0.
A szilardsagtani allapotokat henger
koordinata-rendszerben irjuk le.

=V

Forgas — a gyorsulasbdl szarmazo, a
térfogaton megoszl6 erérendszer:

G=qré,=pRa’é, =1széR.

p — tomegsiirtiség [kg/m3]

y — fajsuly [N/mﬂ

g — gravitacios gyorsulas [m/sz ]

A G=gq, e, atengely/csétengely keresztmetszetének sikjaba esik, ezért az alakvaltozas soran
a keresztmetszetek sikok maradnak.

Megoldas: SA+ tiszta huzas-nyomas = F=F +F .

a) Sik alakvaltozas

Ebben az esetben a biharmonikus egyenlet nem homogén, a jobboldalon megjelenik az @ .

1-2v

Biharmonikus differencial egyenlet: AAU=-2 pw .

-V

Tengelyszimmetrikus esetben: Ld Ri ii(R d—UJ =2 I=2v 7 ? =llando.
R dR dR| RdR\ dR 1-v g

Megoldas: U(R)=U, +U,.

4 4
U=§R2 +BlnR+C+(DR21nR)+21 VY 2R A puricr 2TV 2 R

I-v g 64 2 I-v g 64

Megjegyzés: a (DR2 In R) -es tagot elhagyjuk, mert nem ad egyértékii elmozdulasmezot

kor és korgytirli tartomanyban.
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2
Uj valtoz6 bevezetése: A= — -
K
Az U=U (R) fiiggvénybdl szarmaztatott fesziiltségek:

!
or=a———0, A
R @0 Konstansok:

3-2v
Owo= I—v %(RKa))z’
0';:v(0'1'e+0;,) u1:§+;v

-2v

r_
o,=a+ i 0,02

<1.

b) Tiszta huzas

Tiszta huzas esetén olyan nagysagura kell felvenni, hogy a szuperpozicié zérus tengely ira-
nyu erdt eredményezzen.

N=N"+N"=0.
RK
N= J. 0!2RndR+N"=0. o =v(0','q+0';)=V2a—v0'w0(]+u)i.
RB
1
N"=—27Z'av(R2K_R?B)H/o-wo(l—/h)72'R,2< j AdA, d}L:ZRRLZdR
Ay «

N”=—27zaV(R2K —RZB)+V0'w0(1—u1)7fé(1—/1§)R12<.

, NV/
ol =—.
A
¢) Szuperpozicid: forgé csétengely/tengely
Tr=Or=4 1 Tonhs Konstansok:
a—a'—a+2— o, __ <1 <
4 @ ﬂ, lll] w0’ /’12 3—2V s ﬂz ,Ll].

0,=0.+0! =1,0,,(1+ 5 —21).

Konstansok meghatarozasa a peremfeltételekbol:

R=R, (A=1) 0'R=0=a—£—0w0ﬂ,
A = Az a és a b paraméterek ebbdl meghatarozhatok.
R=Ry (A=1) GR=0=a—z—0'w0

Jelolés: hiperbolak.
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A hiperbolék aszimptotdi: ha A — 0 ,akkor h, — —oo, h, > x,

ha 4 — o ,akkor hy —> a, h, >a.

aszimptotak Egy tetszOleges szeld egyenes a

hiperbolan és az aszimptotan levo
pontjainak tavolsaga azonos.

tetszOleges szeld egyenes

7.7.1. Gyorsan forgoé csotengely diagramjai

oA 0o, h ATy

or>0

‘Q A
S
4
=
I
L
— =
Q
%
S

O
@y

mﬂ.ﬁ.ﬁﬁ\ A »l
ZB Wl ]+ﬂB bi ZB

(o}

z

A csddiagram megrajzolasanak gondolatmenete:
- Megrajzoljuk a o, 4 egyenest.

- Felvessziik a /iy ¢€s h, hiperbola aszimptotait: o ¢sa o =a vizszintes egyeneseket.

- A peremfeltételekbdl (A =1—-nél o, =0 és A; —nél o, =0 ) meghatarozzuk a 4, hiperbola
két pontjat, majd felrajzoljuk a 4, hiperbolat.

- Berajzoljuk a £, hiperbolat ¢s a 1,0, A egyenest.

b
Peremfeltételek: oy|, =0=a-—-0,4; , oy

B
A masodik peremfeltételbdl: a=b+o,,.

Behelyettesitve az elsé peremfeltételbe:

0=b—i+o-wo(1+/13),
ﬂ“B

oz_ﬂi(z_;tg)mwo(zmg) = b=1,0,,.

B

/1:120:a—b—0'w0.
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Visszahelyettesitve a méasodik peremfeltételbe: a=(1+4;)0,,.

A forg6 csétengely tetszéleges P pontjanak fesziiltségallapota:
r 0 0
[F]- [E(R)}z[g}[g}: 0 o, 0|, ahol oy,0,, o, fifesziltségek.
0 0 o,
Maximalis redukalt fesziiltség:
b
O ved masx (MOh’") = (0'1 — 03 ) =0, (/13 )=a +/1__ 110 o g
B
A peremfeltételekbdl kiszamitott a , b értéket behelyettesitve:
1
O reimar (MOhr) = (1423 )0 5 + 230, /1_(_/“10}00/13 ),

B

O rod ma (Mohr) =0, (2 + A5 — ,u,/IB) .

7.7.2. Gyorsan forg6 tengely diagramja
Tomér/furat nélkiili tengely: Ry =0 (A4, =0).

Tapasztalat: R=0 (/”t =0) -nal is véges nagysaguak a fesziiltségek = b=0.

O R A GZ g¢l
0 ] [T

Or A %o

a=o0 @
/'l] Ga)(,
U, O, A | Tl {
2 Y, . ‘/”,Jm ’ a «-«\
‘ )
G‘“/W-MLM b o,

Fesziiltségek: o, =a-o,,4,
O, =a—HOo A,
0. = H049 (1 - 2/1)~

Peremfeltétel: R=Ry(1=1) op=0=a-0,, = a=o0,,.

Mohr szerint szamitott redukalt fesziiltség:

,H,:Gmo(]_ﬂz)v

_ 20{00(1_ﬂ1+ﬂ2)'
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7.8. Kor és korgyiiri alaku tarcsak

2
Megoldas: altalanositott sik fesziiltségi allapot. Valtozd: y = R—g.

7.8.1. Furatos tircsa
Fesziiltségek : 6, = a— by }

K CZ(/? =at bl//_ _

o c,=0 , Ty, =0.

Peremfeltételek : G (y=1) =a—b=—p,
A §2ZQ &( 5'R(W=WK)=a+bV/K =Dk -
p
Ry g Az elsé egyenletbdl: a=b— p,,
A masodik egyenletb6l: b— p, —by, =— p=Lr" Pk
b gyenletbol: Pp OV =—Pg = =7 »
Yk

Ps Visszahelyettesitve:

Vv a=b-p _pB_pK—pB(I_V/K)_pB‘//K_pK

= p = - )
I=yy I-yyg
A ﬁu
Pk
Furatos tarcsa diagramja:
a1 o,
o, Redukalt fesziiltség:
Gyeq (Mohr) =6, -Gy,
Ered max _
O o ma (Mohr) = 2M .
I-yyg
Yk 1, Y
Pk
Py
ER ,\ v

96



7.8.2. Tulfedéssel illesztett kettos furatos tarcsa

Pk
YYYVYy Talfedés: 5=, — Py -
5 A
N Feltételezés: O0<<pg,px = P = Px-
A 4 Valtozok:
P R,  _ R, R} R;
A | P R V=—%» WYxk=—"D5= 5> WVg=—77 -
i Pr IS P P R}
I
Tarcsa diagram:
Feltételezés: p, > py .
kiilsé belsd Maximalis redukalt fesziiltségek:
— A _ tarcsa 1 G ot s _Ps —_p ,
ol o, 1-yy
O Rmax K Ered max K :f_—p]( V7K :
i Yk —Vk
o, b
/ o Tulfedés meghatarozasa:
a _/ Rmax B _ _
'y Yk /WKK ! A > O=Ps (8"’K ~ ot )‘RZPBZPK
ab‘ Pk 74
' N\ P Hooke-torvény:
Or
s |
b \ 6'(/) —E U(p -V 2:15/
p* ~ :_pr
Oy A v
Ps (= =
o=—"*= -
E ( oK ‘PB)RpoK
A tarcsa diagrambol:
- N el S
o-(pK =0 edmax — P = Zﬁv/K 4
KorK Ezek az R=p, = p; helyen vett értékek.
— Pp—DP — ’
O,p =2 £ Yk =P
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7.9. Gyorsan forgé kor és korgyiri alaku tarcsak

7.9.1. Gyorsan forgé furatos tarcsa

Dx Feltételezés:
AAAAA
1 . — w=alland6, sulyeré~ 0.
A pg ésa p, mas, a tdrcsdhoz kapcsolodo alkatrész hatasat mo-
dellezi.
R R’
Y'Y Valtozo: A=—.
R Pp 2
B K
@ Fesziiltségek:
Op=a———0, A
P A = _(3+V)Z(R o) =13
“Hf“ b > Y0 T v B K > H3 = 34y :
O-(p =a+— /u3crlu()ﬂy
R=Ry(A=4;), Oy =
ARRS Peremfeltételek: u ( B) R Py
i R=Ry(A=1), &p=pg.

A forgd tarcsa diagramja:

— A A —
Or O-(ﬂ
h
(4
/
/
/
¢
ﬂ’/
b ,gf'
N -!""—
" -l'
A A
O-¢7
a|
nn.....
n-.....
~
H; O . .hlhi.......
_ -n.....
Iy i
g 1+ 2 A

O rod max (Mohr) =5¢ (/13 ):6‘00 (2 + A5 ) — 130, Ag.
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7.9.2. Gyorsan forgé tomor tarcsa
Tomér tarcsa: R=Rp =0 (A, =0).

Tapasztalat: R=0 (1=0)-nal is véges nagysaglak a fesziiltségek = b=0.

Or=a—0C, A }

Fesziiltségek:
O, =a— ;0,4

Peremfeltétel: oy (A =1)=py .

O, A Ao
R
Pk ¢

’ T

’ o

=i
-nn#n--...L
—_ y
7 1u3 (o) -
”i ~—
~ A . \ 4 —
Ld
A=1

(Mohr)=a, (/1=0):a:5w0+pK.

ledmax

7.9.3. Gyorsan forgé egyenszilardsagu tomor tarcsa

Kérdés: Milyen b =b(R) tarcsavastagsaggal erhetd el a 6, =0, =5, =dllando feltetel telje-
stilése ?
A forgé tarcsa térfogati terhelése: ¢, =pa’R.

Egyensulyi egyenlet ASF esetén henger koordinata-rendszerben:
d(5,b) + (ER _Eco)b
dR

+bgp=0.

6p —0,=0 — ezt akarjuk elerni!

Eod—£+bqR=0,

db po’

dR o,
—
K

A differencial egyenlet megoldésa

Rb=0 szétvalaszthato tipusu differencial egyenlet.

%z—K RdR = j -K J RdR, ahol b, a tarcsavastagsag az R,=0 helyen.
=0

b -2
lnb—:—KRZ = b=b(R)=be * .
0
Ez az egyenszilardsagu gyorsan forgd tomor tarcsa merididn goérbéjének egyenlete.
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A gorbe inflexids pontjanak megkeresése:

db

“Z=—h(KR),
= b(KR)
2
%=%(—KR)—bK=bK2RZ—szb(KZRZ—K)zo,
K 2
ahol ﬁ:boe_?R 2(_£jR=_bKR,
dR 2
d’b 5
R2=K(KR ~1)=0,

A gorbe inflexids pontjaban a masodik derivalt nulla:

2

ZRf =KR*-1=0,

R = \/% = |2 — az inflexios hely sugara.
po

A megoldds R — o esetre érvényes.

: T\“ % Gyakorlatilag R, -nal elvagjuk és itt miikodtetiink
egy px =0, feliileti terhelést.
Gyakorlati példa:
Gazturbina forgorésze, p, =0, alapatozas forgas
Ry kovetkeztében fellépd hatésa.
A
R[
P b
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8. VEKONY FORGASHEJAK MEMBRAN ELMELETE
8.1. Alapfogalmak, egyenletek

Héj: olyan test, amelynek egyik mérete ( a vastagsaga) Iényegesen kisebb mint a masik kettd,
értelmezhetd a kozépfeliilet €s ez nem sik.
Kozépfeliilet: a vastagsagi méret felezési pontjai altal alkotott feliilet.

Gyakorlati példa héjra: csOvezetékek, tartalyok, nyomastartdé edények, stb.

Ko6z0s jellemz6: a tarolt, szallitott kozeg (folyadék, gaz) a héj feliiletére merdleges feliileti
terhelést hoz létre.

Forgasszimmetrikus héj:

- a héj kozépfelillete forgasfeliilet (egy meridiangdrbe tengely koriili forgatasaval allithato elo,

- a héj terhelése is forgasszimmetrikus.

Kovetkezmény: a mechanikai mennyiségek nem fiiggnek a ¢ -tol.

Meridian metszet: a forgastengelyre illeszkedd sikkal el6allitott metszet.

P, - akozépfeliilet pontja,
€, - a merididngodrbe érintd irdnyl egységvektora,

=¢, - a meridianfeliilet normalis egységvektora,

QI

; » €, , €, - ameridianfelilethez kotott koordinata-

rendszer egységvektorai,
€, é_- merdiansik,

R, - a meridiangorbe gorbiileti sugara,

€, €, - normal sik,

R, - a normal metszet gorbéjének gorbiileti sugara.

Membran allapot: a fesziiltségek a héj vastagsaga mentén nem valtoznak = a mechanikai
mennyiségek csak az s ivhossztol fiiggnek.

o, =allando, o, 7, 0
o,=allando,  a vastagsag mentén [£ ]: [£ (s)]z 7, o, 0]
7,, =allando. oz seE 0 0 0

Ns :bas ’
N,=bo,,
Ny,=N,=bt ,=bt, .

Membran allapot esetén
zérustol kiillonbozo élerok.
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Elerd: vonal mentén megoszl6 belsd erd [N/mm].

Igénybevétel:
Rudak: a keresztmetszetre szamitott eredok. (Elnevezés: igénybevételek).

Héjak: a héj vastagsagara szamitott eredok. (Elnevezés: élerdk, élnyomatékok).

Egyensulyi egyenlet (forgasszimmetrikus héj, membran allapot):
A

R, "
Forgasszimmetrikus héj membran fesziiltségi allapota egyensulyi egyenletekkel hatarozhato

meg.

=p., ecbben az esetben csak egy skaléris egyensulyi egyenlet marad.

8.2. Példak membran allapot meghatarozasara

a) Koérhengerhéj — hengeres tartaly

b
v A henger héj k6zépso6 szakaszan ( a végektdl kb. R, tavol-
( R T \ sagra) membran allapot alakul ki.
0

- )

A héjat atmetsziik:

NS
( S > Forgastengely iranyt egyensulyi egyenlet:
P 2
k b 2Ry N,—R; w p=0,
<, R
N, N, =22 _4llands .
2
Egyenstlyi egyenlet:
N 14
—Y+—= = (R, >w , R =R, ,p,=p).
RS R(p pz ( s () 0 p p)
20

N, =pR, =allando.

Fesziiltségek:
o, = ﬂzﬁp: allando,
]I\)] 2b
o,= 7@:& p =4allando, kazan formula.
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b) Gombhéj — gombtartaly

s
b  _ Fiiggbleges tengely iranyu vetiileti
egyenlet:
R()
2Rz N,sind—R’ 7 p=0,
A
e A e, 2, ans- s
| % -4 T _ 9 S R
9 2 2 Nv R_ —-R P =0 5
0
R
L N =RP _sitando .
Egyensulyi egyenlet: ’ 2
NS' |4
R_S+R_¢=pz = (RS =R,=R, . p: =p),
R
Seasfop  Ny=Rp-N, = 021’ —4llando .
0 0
. . . R
GOmbi (pont) szimmetria: N=N, = S0P _alland .

R
Fesziiltségek: o, =0, =2—Z p =allando.

b) Téruszhéj

Gorbiileti sugarak:

R =R, R¢:R0+—.Z ,
sin
A P pont sugara: R=[/+ R, sin$.

Az R =1 sugaru hengerfeliileten:

- N,, dnmagéban is egyensulyi erérendszer,

- p Onmagaban is egyensulyi erérendszer.
Tengelyiranyt egyensulyi egyenlet:
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Elmetszés: a P ponton atmrnd, a térusz tengelyére me-

r6leges sikra, egy R =/sugara hengerrel.



2R7N, SilaS—(Rz —lz)ﬂp=0.

Atalakitas: R =1+ R, sin 9,
2(Z+R0)Nssinl9—(12+21R0sinz9+R,,2sin23—12)p=0,
2(1+R,)N, sin9—(21+ R, sin)R, sin9p =0.

N _Ryp 2l+R,sin9

N

|

tang o

cosa

2 I+R,sing

4 . Ns [4
Egyensulyi egyenlet: —+—=p_.

R, "
(5
R Ryp, 21+ R, si " si
N(/):R(ppz_NS—(p: R0+ ! p— 0P I+ 051”!9 sind =
: sin 3 2 [+R,sin8 R,

:(Ro [ J I 1 21+ R, sin'$ pe P (R, sin9+1) 21+ 2R, sin 82— R, sin 3

sin @ 2 [+R,sin8 sin 3 2(1+ R, sin9)

R
N, = L0 —gllando.

¢) Kupos héj
- XA - -
S \ f S A megtamasztas (felfiiggesztés) olyan, hogy f = fé€, .
\ / Geometria: a=——9.
2 y
9 x=scosa=ssin$.
H
& ¥ Y Gorbiileti sugarak: R, >, R, = tang g > lang a=x
\ R=scos9=xtang .
s
0 Y A folyadéknyomas: p=p, =y(x, —x)=pg(x, —x).

A fesziiltségallapot meghatarozasa:
1) 0<x<x, szakaszon

2
X A

R
p
N LTTTTITT] - N, Tengelyiranyt vetiileti egyenlet:
\Vw%ivi 2Rz N, sin$—R’zp-G, =0,
G X, N, :Ztanga(3x()x_2xz).
 / x 6 cosa
. N,
Egyenstlyi egyenlet: —+—% = ..
(0] ’ R, 0
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2) x,<x<H szakaszon
X A

R

A teljes folyadék salya: G = }/%tangz ax’.

Tengelyiranyt vetiileti egyenlet:
2(Htanga)w N, sin8-G =0,
L Y

6 cosa X
Egyensilyi egyenlet: N, =R, p

P
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9. LEMEZFELADATOK
9.1.Alapfogalmak

Lemez: Olyan test, amelynek egyik mérete Iényegesen kisebb, mint a masik kettd. Ertelmez-
het6 a kozépsik, tovabba a terhelés a kozépsikra merdleges.

P, x,y) h/\r A kozépfeliilet pontjainak elmozdulasa:
N O -] > _
- - X
a7 & &
S~ - W, =W (xy) w, =W, (R(D)
N 0= 0 =W\ 1L P)-
m ,
‘ x
y

9.2. Kirchoff-féle lemezelmélet

Kirchoff-féle hipotézis: A kozépfeliilet normalisai az alakvaltozott kdzépfeliilet normalisai
maradnak és a normalisokon 1év6 pontok tavolsaga nem valtozik.

X
N 7 ’ P, - a kdzépsikon 1év6 pont
[~ plT 10 Y
&I . 0 }/-w X P - egy tetszdleges pont
h \{711{\ A P, pont elmozdulasa: u,=v,=0, w,=w,(x,y).
vz

A P pont elmozdulésa:

u=—x, =—a—xoz
0
v=—17, =-alyﬂz,

Kirchoff-fele hipotezis kovetkezmeénye: y,_ =y . =0,

g, =0.
Alakvaltozasi allapot:
0 2 2
g =Tl O OV 0N O,
ox Ox Ox Yoy oy oy
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_Ou  Ov_ o°w,
Ve +—== ooy z.

N 5 Ox
Gorbiiletek a DDKR-ben: x, = — K,=

2 2
o'w, 0w,

Gorbiiletek a HKR-ben: &, =—

oR’’
Alakvaltozasi jellemz6k:

DDKR HKR
& =K, z, Er=KgpZ,
8},=KyZ, g(p:](‘(pzJ
Vo ="2K,Z, YRo == 2Kpy Z-

Kiegészitd feltételezes: o, < 0,0, = o, =0.

Altalanos Hooke toérvény:

1 1
gx:sz:—(ax —vay) , 8y=KyZ:E(0y —vay),
B 1 4y
]/xy——ZnyZ—Erxy—Z Z Ty
Az egyenleteket atrendezve és bevezetve az E, jelolést:
E E

E=——,6 2G= =(/-V)E,.

r-y? (1+v) (I=v)E,

aXZ ’ y ayZ ’
A lemez alakvaltozasat a kozépsik gorbiiletei hatarozzak meg.

o’w, 1ow, 1 0w,
K,=—| ——+—
* (RO R 8¢’

1 ow,

R Op

A lemez alakvaltozasat a kozépsik gorbiiletei jellemzik, ezért a tovabbiakban a gorbiileteket

tekintjiik alakvaltozasi jellemzének.

2 2
ow, 0w,

ax:E,(Kx+v1(y)z:—E,( P +v P jz, O'yZEl(VKx+Ky)Z=—E1(V

2

2
o°'w,

ox’

2
0w,

oy

2

Jz,

Az elsd ket egyenletbe behelyettesitve a o, ,0, és 7, —tés figyelembe véve a dinamikai

ow,
r, =—2Gk, z=-E, (] —v) oxdy z.
Egyensulyi egyenletek, ha g =¢g_é.:
or

oo, L0 or,, —0,

ox Oy 0z

o7, . do, . o7, _o,

Ox oy oz

or,, 0t, oo

+ + =—q,.

ox oy oz
peremfeltételt:

z=t—,7,=1,=0 (sz =7,,=0 )
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T :_iE i azﬂ.}.azwo E_ZZ T :_iE i azﬂ_{_azwo E_ZZ .
27l e o )\ 4 R R W

Fesziiltségeloszlas a vastagsag mentén:

b
v
v
!
o
s WSS
J v
T zy ¢
z
VA
z
A fesziiltségek redukcidja a kozépsikba:
Fo=([r.d)e =-0.c
. ) Eredo erdk (élerdk).
F, =(j 7, d2)é. =0, ¢,
(®)
Ered6 nyomatékok (élnyomatékok):
MXZJ-ZO'de Myx:J-zryxdz
¢) hajlité nyomatékok, ¢) csavard nyomatékok.
MyZJ-ZO'de Mxy:J-zrxydz
() ()
Szemléltetés:

Integralokat kiszamitva:
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) %
2 2 3
Myzj.zaydz=—E111 Va_v;/()+8v12/0 ahol Ilzb—.
() ox oy 12
82w0
M, =M, = (!)zryx dz=—E,I,(1-v) o,
Osszefiiggés a fesziiltségek és a nyomatékok kozott:
M M 2
asz)‘z, o, =—>z,71,=—"z, XZ=—& LA , T, =
I, Yoo, Yo, 21, 4 Y
Egvensulyi egyenletek:
0
an + Q}’ :pz ,
ox Oy
oM, oM,
Z+—2+0, =0,
Ox Oy 7
oM
%+ ~+0, =0.
Ox oy

Az M, M, M -ta2.,3.egyenletbe behelyettesitve.
A 2., 3. egyenletbdl O, ,0, -t behelyettesitve az 1. egyenletbe:

X,
AAw, =M. Lemezegyenlet.
15
Laplace-féle differencial operator:
2 2 2 2
A:6—2+a—2, A= 82+1 0 +i2 82.
ox° Oy OR° ROR R’ Op

Lemezegyenlet a DDKR-ben:

o'w, L) o'w, . o'w, _P: (x,y)'
ox’? o’y oy 1,E,

Peremfeltételek:

a) egyszer( alatimasztas (csuklos alatamasztas)

109

0,

21,
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b) befalazas

¢) szabad perem

x=0,
M. =0,
x oM,
y zZ Qx = ay

9.3. Tengelyszimmetrikus terhelésii kor és korgyiiru alaka lemezek

A geometria a terhelésés a megtamasztas is tengelyszimmetrikus/forgasszimmetrikus.
A tengelyszimmetria miatt minden mennyiség csak az R helykoordinatatol fiigg.

Példaul: w, =w, (R) , 0. =p.(R).
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p. P

\, A normalisok z tengellyel

(forgastengellyel) bezart szoge :

dw

19 =— = ——0 s
XRr dR

9=4(R).

w, (R) — a kdzépsik pontjainak z iranya

elmozdulésa (lehajlés).

a) Egyenletek forgdsszimmetrikus esetben:

- Kinematikai egyenletek

dw, d$  d’w
]92— =__0, K, =—=— 0,
ZR dR R dR dR2
9 1 dw,
Z(p :0, B K{/J :E:_Ed_R’ KR(p:O'
- Anyagegyenletek
dg 9
MR:E]II(KRWKW):EI]}(d_R Ej’ hol 1,-2 p £
ano = — = .
dg 9 Ty TP L)
M(p:E]I](VK(/J+K‘R):E111(Vd_R+Ej,
My=M,=0.
d(1d
=-E1,—| —=——(R9) |, =0.
O =~ IdR(RdR( )j %
- Egyensulyi egyenletek
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d(ROy)

—~ =R/_Rp_,
7R D

M, 1

2 +E(MR—M¢)+QR=0.

- Lemez egyenlet

p-(R
AAWO(R)=#,
=1

(dz L dJ(dz N djw,,(R)=M.

dR’  RdR ) dR’  RdR LE,

b) Kor és korgytirti alaku lemezfeladatok megoldasa

W, (R)Zwoh (R) +w, (R)

Homogén megoldas: w), (R)zgRZ +BImR+C+DR’InR.

4
Partikularis megoldas p_(R)=p, =4lland6 esetén: w, (R)= Py R
v 1,E, 64
Probléma: haa p_(R) nem folytonos fiiggvény
Példaul:
p
R L ' R

79' vZ 79'
Példa: nem folytonos p_(R) terhelésre

|
ipo
=l R, o

Ry

zZv

Terhelés: 0<R<R, p.=p,, R,<R<R, p.=0.
Megoldas szuperpozicioval:
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gk 19

g W e
R=R,—nal 4 illesztési feltételt kell figyelembe venni. Ez eléggé nehézkes eljaras.
- Megoldas a terhelési fiiggvények mddszerével:

A homogén megoldas ugyanugy allithat6 eld, mint az el6z6 esetben. Ez a modszer a parti-
kularis megoldas eldallitasat egyszerisiti le szakadasos p, (R) terhelés esetén.

A megoldas elso 1épése: az elsd skalaris egyensulyi egyenlet integraldsa:

Msz /]!i dR
IR . Lo R

R
ROy (R) =Ry Op = J. Rp.(R)dR,

Példa: O, (R) meghatarozasara
/i /i

V2o v P,
e A e

~

A

v
=

Adott: p,,f, . Ry, R, , R, R, .
Keresett: Oy (R).

A tamasztoer6k meghatarozasa a z iranyu vetiileti egyenstlyi egyenletbdl:
Po(RE — Ry )7+ f,2R 7w+ f, 2R,

_ Py (RIZ{ _Ré) R,
fa __7R—A_f1R_2 (1)-
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O (R) meghatérozasa a z iranyu vetiileti egyensulyi egyenletbdl:

a) R; <R<R,
V4
Lpo oi pO(RZ—Ré)ﬂ'—QR2R7Z'=0,
o] fo. "
Ry R?
»l Po Py g
R)=—R———=.
\5
b) R,<R<R,
/i Ji
\ ipo p()i \ 4
A >
o) 0
R R, | R R
R,
R Lad
zV

po(RZ —Ré);r+f,2R17z—QR2R7z=0,

2
Po Dy Ry R,
R)=—R-———"+ f,—.
Or (R) 2 2 R f]R

Ji /i

ZV

po(RZ —Ré);r+f12R]7z—fA2RA7r—QR2R7r=0,

2
. p, RS R R,
Ry=£op_LoTs ¢ ¢ 4
Qe (R) 2R R R TR

A megoldas tovabbi gondolatmenete:

dw, d(1d
A nyiréerd és a 9 =——2szogelfordulas kapesolata: =-F ] —| ——(R9)|.
y TR p Oy =—E, 1dR(RdR( )J
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Atrendezve: i(ii(RS)jz—M. (*)
dR\ R dR EI,

Elvégezve a baloldalon kijeldlt derivalasokat:
R
d (1, d9)_ Ou(R)
dR\R~  dR El,
2
R
1 g, 1d8 &8 Ou(R)
R’ RdR dR’ E/1,
2 R0, (R
R’ d 129 + Rﬁ -9= —M. Ko6zonséges masodrendi Euler tipusu differencial egyenlet.
dR dR EI
A differencial egyenlet megoldasa: ,9(R) =39, (R) +39, (R)
Homogén megoldas: R°9"+ R 9 —9=0,
9,(R)=R".
Behelyettesitve:
R’n(n—-1)R"?+RnR""-R" =0,
n(n—])+n—l=0,

(n—l)(n+1)=0 = n=%],

9,(R)=C,R+ Czé.

Partikularis megoldas a differencial egyenlet (*) -al jelolt alakjanak integralasaval:

R
I d (RY,)=- 1[ [ 0x(R)ar,

RdR El,
I R R

[ RC| 0uté)ar,
I71 Ry =Ry
Y

RY, =-

R

g ——_1 {R T QRdf—é j RZQRdg}

) =—
2LE, E=Ry E=Ry

Altalanos megoldas :

11 i 1%,
9(R)=5,(R)+8,(R)=CiR+C, - 0 E {RRj QRdR—E;!R QRdR}.

Az altalanos Hooke-torvény felhasznalasaval a nyomatékok:
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M, (R)= 1E(d‘9 ‘9)

et =11E1{(1+V)C1—(1—v)%} ]+VIQRdR jR 0,dR.

R K!(RJ

Uj valtozot bevezetve: A= —

K

My (2)=A-Z Ky (2)

3 Az A, B konstansok a peremfeltételekbdl hatarozhatoak meg.
M, (1)=4+2 -k, (2)

A terhelési fiiggvények kozvetleniil a terhelésbol hatarozhatok meg.
A szbgelfordulas meghatarozasa az altalanos Hooke-torvénybdl:
1 1 1
LE, 1-v* ‘) I,E( ? ‘)

A lehajlas a szogelfordulasbol integralasaval allithat6 elo:
R

=9 = wy(R)=w, - [ $(R)dR.

Ry

(M

4

_dw,
dR

¢) Kor, korgyiirii alaku lemezek méretezése, ellenérzése:
- A 9(R) meghatarozésa z irany( vetiileti egyenletbdl

- Az M (R), M, (R) eldéllitisa a terhelési fiiggvények modszerével

B
My(2)=A-Z-Ke(2)|
A=
~
M¢(/1)=A+§—K¢,(ﬂ) Ry

Az A, B 4llandok a peremfeltételekbdl hatarozhatok meg.

A leggyakrabban hasznalt peremfeltételek:

o ) Egyszer( alatdmasztas

»R  R=R,,
£ g3 0

RK MRZ .

»
>
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f ) Befalazas/befogas

%

2

7 ) Terhelt perem

— =)

Ry

- Veszélyes hely megkeresése — lemezdiagram.

Példa: a lemezdiagram megrajzolasa

Ky(2)+K;(2),

zZv

Peremfeltétel:

A=2g , Mp=p; = hR(l):/uB-'-KR(/lB)’
A=1 , My=p = hy(A=1)=px +Kp(Az =1).
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M, ]
My K,(2) P
‘ Kp(4) J’ﬁ
A 5 1 1+A B 1 AB

Ebben az esetben M >0 , M, > 0.

A lemezdiagrambol meghatarozhat6 a lemez veszélyes sugara. Ebben az esetben a veszé-
lyes sugar 1, - R;.
- Fesziiltségek szamitasa:

M 2
1 1 1

o,=0.
- Lemezhajlitasnal: op,. » Oppax >> Tpopar-  Veszelyes hely a z =1LE feltletek.
- A redukalt fesziiltség maximuma:

R=Ry és z =i% helyen o,;,... =(0'¢ -0, )max =0,(4s)-

- Méretezés, ellendrze€s: 0,44 <<O g -
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