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@ Rugalmassagtani alapok

Kinematika

Dinamika

Anyagtorvények

Rugalmassdgtani peremérték feladat megfogalmazdsa

@ Rugalmassagtani peremérték feladat kozelité megoldasa

Virtudlis munka elve

Virtudlis elmozdulas elve
Potencialis energia minimuma elv
Lagrange-féle variacios elv
Ritz-médszer
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@ A végeselem modszer felépitése 3D-s feladatra

e Haromszog és négyszog végeselem

Elmozdulasok, alakvaltozdsok és fesziiltségek kozelitése egy
végeselemen

Egy végeselem alakvéaltozasi energidja és merevségi matrixa
Kiils6 er6k munkdja egy végeselemen

Egy végeselem potencidlis energidja

Teljes szerkezet merevségi matrixa és tehervektora
Kinematikai peremfeltételek figyelembevétele

Kinematikai terhelés

o Kiegészitések a végeselem mddszerhez

o Numerikus integralas
o Gauss kvadratira
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@ Mechanikai modellek a végeselem mddszerben
o Rud-modellek

o Bernoulli-féle rudelmélet
@ Timoshenko-féle ridelmélet

o 2D-s feladatok

o Altaldnositott sikfesziiltség feladat
o Sikalakvaltozasi feladat
o Forgdsszimmetrikus feladat

o Héj-modellek

o Mebrdn elmélet
o Kirchhoff-Love elmélet
@ Reissner-Mindlin elmélet
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Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok

Kompatibilitas

Kinematika:

A kinematika a testek mozgasat, alakvaltozasat irja le, és nem
keresi a mozgast vagy alakvaltozast |étrehozé okokat.

A  kinematika" sz6 eredete: kwveiv (kinein),
Jjelentése: mozogni.
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Elmozdulasok

X(r)

kezdeti helyzet/—\ pillanatnyi helyzet
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Elmozdulasok

X(r)

kezdeti helyzet/\ pillanatnyi helyzet

7 — a deformdlatlan test pontjaiba mutaté vektor

—

7= 1€y + Y€y + 2€,
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Elmozdulasok

X(r)

kezdeti helyzet /\ pillanatnyi helyzet

7 — a deformalt test pontjaiba mutatd vektor
¥ = 1€ + 8y + 28,
ahol
t=3(z,y,2) §=y@yz) Z=2(5y2)
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Elmozdulasok

X(r)

kezdeti helyzet /\ pillanatnyi helyzet

1_[:7;'—77:(:E—x)é’x—i—(y—y)é'y—}—(z—z)é'z:ué’x—}—vé’y—kwé'z

u=u(r,y,z2) v=uv(x,y,2) w=w(x,y,=2)

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadés



Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Elmozdulasok

kezdeti helyzet o

- pillanatnyi helyzet

X (7) — egy vektor-vektor fiiggvény, amely megadja a deformaélatlan
test pontjainak leképezését a deformalt test pontjaira. Ez a
fliggvény nem feltétleniil linearis!

X(F) =X (z,y,2) =7
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Alakvaltozasok

X()

U+ At

vagy ugyan ez masként

)Z(FQ—FAF):FQ-FAF
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Alakvaltozasok

Kérdés: Mekkora a A, ha 7 és AT tetszdleges?
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Alakvaltozasok

X()

- TN

0+ At

P+ AF 4 (i + All) = 7+ A7
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Alakvaltozasok
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Alakvaltozasok

H AF
P T +AF+ AT = ¥ (7 + AF)

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadas



Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Alakvaltozasok

Sorfejtés a linedris tagokig bezardlag

o - ox oxX X
+ A7) &~ ) +—=Ax + —=Ay+ —=Az+---
X(r " \X (L or =7 dy A P

=)
7
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Alakvaltozasok

Sorfejtés a linedris tagokig bezardlag

o - ox oxX X
+ A7) &~ ) +—=Ax + —=Ay+ —=Az+---
X(r " \X (L or =7 dy A P

=N
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Alakvaltozasok

Sorfejtés a linedris tagokig bezardlag

o .  Ox. OX
X+ AR ~ 1 () + XAeraXA + XAzt

ﬁu
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Alakvaltozasok

Azonossag
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Alakvaltozasok

At AT = Xng+ ZKpny+ Xp, =
b oy 0
oxX . ox . ox .
= x(ex ex)A:C+a—y(ey y)Aer&(z €,) Az =
oxX -\ . X -\ - X
<a$ o ez> e Ax + <8y o ey> éyAy + < o ez> AN
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Alakvaltozasok

X .\ - X .\ 5 N .\ =
%oex egAr+ | =oéy | eyAy+ aoez ce,Az =

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadas



Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Alakvaltozasok

B e e
_ <8X o gx> .8, Az + <8;< s é’m> L &,Ay + <a§ o é;;> Azt

ox ox ox
+(a;‘ o gy) & Az + <£ o @) L&, Ay + <a;< ° 5y> & Azt
oxX _\ - oxX .\ . ox .\ -
+<8206> e x+<azoe) €y y—i—(azoe e, Nz
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Alakvaltozasok

= <§X o é’g;) - (Ex Az + e, Ay + €,Az) +
A

-+ <g;< o é’y) - (Ez Az + eyAy + €,Az) +

+ <gx o€ > - (EzAz + €Ay + €,Az) =
z
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Alakvaltozasok

:<&Xmﬁ>%@Aw+@Ay+@A@+
ox . " -
+ | =o€y |- (zAx + Ay +€,Az)+

L <8X o é’z> - (EzAz + €Ay + €,Az) =

ox ox ox
= <Xoé’z—|—§oé’y+£oé’z> (Azéy + Ayéy + Aze,)
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Alakvaltozasok

AT+ AU =

) ox
<a§ é’x—i—a—zoé'y > (A28, + Ay &, + Az&,) =
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Alakvaltozasok

+ Al =
ox . ox . - . -
:<a$oez—|—8yo > (Azeéy + Ayey + Aze,) =
—£o ﬁé’ +éé’ +gé’ (Azé, + Aye, + Aze,) =
=X oz " ayy 927 T Yyey z) =

AT
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Alakvaltozasok

+ Al =
ox . ox . - . -
:<a$oez—|—8yo > (Azeéy + Ayey + Aze,) =
—£o ﬁé’ +éé’ +gé’ (Azé, + Aye, + Aze,) =
=X oz " ayy 927 T Yyey z) =

AT

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadas



Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Alakvaltozasok

Mivel

Il
—
L
Il
=
(]
w0
=
Il
=
+
IS
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Alakvaltozasok

Mivel
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Alakvaltozasok

Definicié

Az elmozdulds fliggvény gradiensét derivdlttenzomak nevezziik.

ou

%:UOV:

IS
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Alakvaltozasok

Definicié

Az elmozdulds fliggvény gradiensét derivdlttenzomak nevezziik.

oi
%:UOV:Q
E Z
D—a—ﬁoé' +@o€ +@o€
= oz T oy Y 0z °
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Alakvaltozasok

Definicié

Az elmozdulds fliggvény gradiensét derivdlttenzomak nevezziik.
ou
o = uoV =D
or =
D ou i ou i ou
= —O0Oe — O € — 0 e
= oz T oy Y 0z °
Ou  du  Ou
or 0Oy 0z
@] — | v Ov v
= or Oy 0z
(zyz) ow Ow Ow
or Oy 0z
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Kinematika
Kompatibilitas

Alakvaltozasok

A derivalttenzor felbontasa szimmetrikus és ferdén szimmetrikus ré-
szekre

1 1 ‘
D=3 (2+D")+5(2-D")

||
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Alakvaltozasok

Tétel

Ha w,v,w < 1, azaz az elmozduldsok nagyon kicsik, akkor az A
J6 kozelitéssel az alakvaltozdst irja le, a W pedig a tengely koriili
szogelfordulast.

° é az alakvdltozasi tenzor,

o U a forgaté tenzor.
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Alakvaltozasok

Definicié
Az ] |
A=7(D+D") =5 (@oV+Voi)

egyenletet kinematikai egyenletnek nevezziik.

A kinematikai egyenlet kapcsolatot teremt az elmozduldsok és az
alakvdltozdsok kozott.
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Alakvaltozasok

Elemi triéder

€2 €y
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Alakvaltozasok

A derivalttenzor szemléltetése

Ai=D AF=A-AF+¥- A7

Ha o
AF=8 = Alp=A-E+T - =dmtf
AF=&, = Ady=A-&+¥ -&=ay+h,
AF=¢ = Ai,=A-&+3-8=a,+p
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Alakvaltozasok

Derivalttenzor szemléltetése

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadés



Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Alakvaltozasok

Forgds szemléltetése

1 (0 0 1 /0 0
o 31(3-%) 1&-®
_ 1 (0 0 1 (0 o) _
[2] = | $(%-%) 0 3(2-2) |-
&) 1(gw _guy 1 (@ _ @) 0
2 \ Oz 0z 2 \ Oy 0z
0 _wz Q;Z)y
= wz 0 _wa:
_¢y @Z)x 0
Megjegyzés: = .
Bn=N 7=1xi.
ahol

o
= = =
Y = Py + Pyey + Ve,
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Alakvaltozasok

Forgds szemléltetése

)

Pere Baldzs

Végeselem analizis 1. eléadas
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Alakvaltozasok

Alakvaltozasok szemléltetése

B H(BR) 106G
4= |5 (%+8) & H(E+E)
T aGe (%) %

vagy tomorebben

A= (oY +Vod)
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Alakvaltozasok

Alakvaltozas szemléltetése

1 (0u 4 Ov
2 (Jy + m,-)

3
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Alakvaltozasok

Ha a kezdetben egységnyi hosszlisagu szakaszok hossza csak kis mér-
tékben valtozik meg és a koordinata-tengelyek kezdetben kilencven
fokos szoge csak kis mértékben csokken vagy novekszik, azaz

@<<1 @<<1 a7w<<1

ox oy 0z
és
0wy 00 oy L0, 0w) g L(0w, 0u) oy
2\ 0y Oz 2\0z Oy 2\ 0x 0z
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Alakvaltozasok

akkor a fajlagos nytlasok az

N ou N ov ow

S it

Osszefliggésekkel, a szdgtorzuldsok pedig a
1 1 N 1 /0u n v 1 /0u n v
9oy = e T ARG\ By T B 2\ 8y " oz
1 N 1 /0ov i ow 1 /0ov N ow
—Vyz = =Yzy = arc | =+ = ~ — 4+ —
9wz = 3 512 0z Oy 0z 0Oy

2
1 1 ; 1 /ow i ou 1

Osszefliggésekkel kaphatdk.
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Alakvaltozasok

ou 1 (0u v 1 (0u ow
oz §<8y+8x> 2 (9% + %5)
_ 1 (0v ou ov 1 (0v ow ~
4] = §<%+a*y> ay §<&+Ty> ~
(zyz) 1 (ow ou 1 (ow ov ow
2 (55 +52) §<ay+&> 2z
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Alakvaltozasok

Alakvaltozas szemléltetése

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadés



Elmozdulds mez6
Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Kompatibilitas

Pere Balazs Végeselem analizis 1. eléadas



Elmozdulds mez6

Kinematika Alakvaltozasok
Kompatibilitas

Kompatibilitas
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Kompatibilitas

1
zf(VonVxVJrVXVOﬁXV):Q
2 N—— = -

0 0
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Kompatibilitas

Kompatibilitdsi egyenlet

Az
VxéxV:g

egyenletet kompatibilitasi egyenletnek nevezziik.
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