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Dinamika

A fizikai folyamatok idébeli véltozdsat vizsgalja, az idGbeli valtozas
okdra prébal magyardzatot adni.

Specialis eset a statika, amikor a fizikai mennyiségek idoben allan-
ddak.

A ,dinamika" szé eredete: dvvauikés (dinamikosz)
jelentése: erGs, erdteljes
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Dinamika

Dinamika

Test egyenstlya

P(7) a test egységnyi feliiletére haté er6 (77 € A)
f(7) a test egységnyi térfogatara haté er6 (7 € V)
7 a test feliiletének normdlvektora az ¥ € A pontban
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Dinamika

Dinamika

Az egyensily feltétele:

—

F=0
ahol F a testre haté er8k ereddje, és
Ma=0

ahol M, az er8k a tér egy tetszbleges A pontjdra szamitott nyoma-
téka.
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Dinamika

Dinamika

A testre feliileti és térfogati er6k hatnak. Ezek ereddjét az
F= / PdA + / fav
(A) V)

Osszefiiggés adja meg.

/ﬁdA+/de:6

(4) V)

egyenlet az erdk egyenstlyi egyenletének integral alakja.
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Dinamika

Dinamika

A testre hato feliileti és térfogati erok nyomatékat az origéra az
Mb:/fxmA+/fxﬁv
(A) V)

Osszefiiggés adja meg.

/%xmA+/FxﬁV:6
(4) (V)

egyenlet a nyomatékok egyenstilyi egyenletének integral alakja.
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Dinamika

Dinamika

Test egyensiilya
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Dinamika

Dinamika

Test egyensllya
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Dinamika

Dinamika

Test egyensiilya
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Dinamika

Dinamika

Test egyensiilya
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Dinamika

Dinamika

Cauchy-hipotézis
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Dinamika

Dinamika

Cauchy-hipotézis
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Dinamika

Dinamika

Cauchy-hipotézis
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Dinamika

Dinamika

Cauchy-hipotézis
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Dinamika

Dinamika

Cauchy-hipotézis
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Dinamika

Dinamika

Cauchy-hipotézis

vagy mas jeloléssel
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

St
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

PdA+ j(—é,) dA, + +7(—8) dA, + fdV =0
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

PdA + (=€) dA, + 5(—&,) dA, + §(—€.) dA, + fdV =0
A Cauchy-hipotézis miatt:

PdA - 7(2,) dA, — (&) dAy — §(&;) dA, + fdV =0
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Dinamika

Dinamika

Az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jeloléseket:

P =P (€x) Py = p(€y) pz = p(€:)
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Dinamika

Dinamika

Megjegyzés

dA; = dAcos (o) dAy =dAcos(ay) dA, =dAcos(az)
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Dinamika

Dinamika

Megjegyzés

dA; = dAcos (o) dAy =dAcos(ay) dA, =dAcos(az)

cos (o) =M -€ cos(ay)=1-€ cos(a,)="1-¢€,
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

PdA — §pdA, — pydA, — F.dA, + fdV =0

PdA — 5, (it - &) dA—p, (i -&,)dA—p. (7i-&)dA+fdV =0

dA, dA, dA.
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

PdA — §pdA, — pydA, — F.dA, + fdV =0

PdA — 5, (it - &) dA—p, (i -&,)dA—p. (7i-&)dA+fdV =0

dA, dA, dA.

PdA — 7y (& - 7)) dA—py (€, - 7)dA—F, (& -7)dA+fdV =

dAg d dA,

<
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

PdA — §pdA, — pydA, — F.dA, + fdV =0

PdA — 5, (it - &) dA—p, (i -&,)dA—p. (7i-&)dA+fdV =0
dA, dA, dA,

PdA =y (€x - 7) dA—p, (€, - 71) dA—7. (& -7)dA+fdV =0
Y

dAz dA

PdA — fpo @y -dA — 0 &, - HdA — [, 0 &, - AdA+ fdV =0
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

PAA — (Pr 08+ Pyo &y + fr0&) - AdA+ fdV =0
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Dinamika

Dinamika

Elemi tetraéder térfogata

Az
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya

~h "
PdA — (P 0 & + 0 &y + 2 0€:) - TdA + [ 3dA =0
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya
A .
ﬁdA—(p"moé’x—i—ﬁyoé’y+ﬁzoé'z)-ﬁdA—l—fgdA:O
ha dA # 0

F—(Poo@r+fyoéy+p08) i+ fz=0

w|
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Dinamika

Dinamika

Elemi térfogat egyenstilya
A .
ﬁdA—(p"moé’x—i—ﬁyoé’y+ﬁzoé'z)-ﬁdA—l—fgdA:O
ha dA # 0

F—(Poo@r+fyoéy+p08) i+ fz=0

w|

hah — 0

ﬁ_(ﬁx°€x+ﬁyogy+ﬁzogz)'ﬁ:6
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Dinamika

Dinamika

Fesziiltség tenzor
0

P—(proéy+pyoey+p,o€;) il=

£
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Dinamika

Dinamika

Fesziiltség tenzor

ﬁ_(ﬁxogx+ﬁyogy+ﬁz052)‘ﬁ:6

£

!

B!

Q)

L = Pz © ztpyoey+p.oe€,

vagy
F(7) = p (7) 0 €& + py (F) 0 €, + pz (F) 0 €
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Dinamika

Dinamika

Fesziiltség tenzor

ﬁ_(ﬁwo€x+ﬁyogy+ﬁZO€Z)’ﬁ:6

Pere Baldzs Végeselem analizis 2. eléadas



Dinamika

Dinamika

Egyenstlyi egyenletek

dv =

—
=
M
T
+
!
oL
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Dinamika

Dinamika

Egyenstlyi egyenletek
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Dinamika

Dinamika

Egyensiilyi egyenlet differencidlis alakja

Gauss-tétel

/F-Vdv+/f'dvzﬁ
V) V)
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Dinamika

Dinamika

Egyensiilyi egyenlet differencidlis alakja

Gauss-tétel

/F-Vdv+/f'dvzﬁ
V) V)
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Dinamika

Dinamika

Egyensiilyi egyenlet differencidlis alakja

Gauss-tétel
/F-Vdv+/f'dvzﬁ
V)

) (
!
/(F-v+f)dV:6
(W)
I
E-V+f=0
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Dinamika

Dinamika

Egyenslilyi egyenlet differencidlis alakja

E-V+f=0

Az egyensulyi egyenlet kapcsolatot teremt a belsé erdk és a (térfo-
gati) terhelések kozott.

Pere Balazs Végeselem analizis 2. el6adds



Dinamika

Dinamika

Egyensilyi egyenlet differencidlis alakja

.. (o, 8
=(pxoex+py°€y+f’z°ez)'<a:ce‘”+8y

—+ (fxéx + fygy + fzgz) =
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Dinamika

Dinamika

Egyensllyi egyenlet differencidlis alakja

F-V+f=

Flo Qo Yo
<t Al
~——
~——
+ +

ol
N———
N—

_l’_

+ (folz + fy€y + f2€2)
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Dinamika

Dinamika

Egyensllyi egyenlet differencidlis alakja

ap. ap, op.
= <[)Iogm'gz+ﬁogy'€m+£ogz'gx)+

8_" — — 8ﬁ — — 8ﬁ — —
+<pxoez'ez_‘_azyoey'ez_'_ajoez'ez +

+ (folz + fy€y + f2€2)

Pere Balazs Végeselem analizis 2. eléadas



Dinamika

Dinamika

Egyenstilyi egyenlet differencialis alakja
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Dinamika

Dinamika

Egyenstilyi egyenlet differencialis alakja

£.v+f:

0 0 0
:< Jx€z+ Tyxé»y+ szgz)+

ox ox ox

+f2€x + fy€y + f2€:
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Dinamika

Dinamika

Egyensiilyi egyenlet differencidlis alakja

0oy OTzy = OTy, -
_<8:Jc * dy t 52 —|—f$)ex+

Oty . Ogy 0Ty, -
+<8$ +87y+ 02 +fy 6y+

0Ty 0Ty  Oo, L =
<83: + By + Ep +fz)€z—0
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Dinamika

Dinamika

Egyenslilyi egyenlet differencidlis alakja

3db skaldr egyenlet

ox oy 0

Oryz  Ooy OTy, B
or "oy o T
0Tz  OTyy  Oo, B
W Ty e el
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Dinamika

Dinamika

Nyomatékok egyensiilyanak differencidlis alakja

Bizonyitas nélkiil

(4) V)
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Anyagegyenletek

Anyagegyenletek

Feltételezések:
@ a vizsgalt test viselkedése legyen izotrop,

@ az anyagtorvény csak kis alakvaltozasok mellett adja meg
kell6 pontossdggal a testben keletkezett fesziiltségeket,

@ az alakvaltozdsok és belsd erék (fesziiltségek) kozott a
kapcsolatot irja le linearis fiiggvény.
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Anyagegyenletek

Anyagegyenletek

E v
= Arl
L 1+I/<A+1—2V I>

ahol

FE - az anyag rugalmassagi- vagy Young-modulusza,
v - a Poisson-tényezo,

Aj - az alakvdltozdsi tenzor elsd skaldrinvaridnsa,

I - pedig az egységtenzor.

Az anyagegyenlet kapcsolatot teremt a belsé er6k (fesziiltségek) és
alakvéltozasok kozott.
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Anyagegyenletek

Anyagegyenletek

Hooke-torvény

E 159[: %’wa %’Ya:z
= e ?Vyz Ey 5Vyz +
5Vzx 370zy €z
E y 1 0 0
+1+V 1_2y(€x+£y+az) 010
0 0 1
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Anyagegyenletek

Anyagegyenletek

Hooke-t6rvény

Skalar egyenletek
E v
0 =15 5x+1_2y(5:p+5y+52)
E v
Y= T\ T gy et T E)
b e )
= € Ext+Eyt+e
T\ g Ty T
E E E
ar = — T, = _T. = —
Y 2(1+V)7xy7 yz 2(1+V)7yz7 2 2(1+V)'sz
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

@ Kinematikai egyenlet

1
A= §(ﬁoV+VozT)
o Egyenslilyi egyenletek
FE-V+f=0

@ Anyagegyenlet (Hooke-torvény)

E v
F= A Al
= 1+u(+1—2u I)
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

Skalar egyenletek

Kinematikai egyenlet (6db skalar egyenlet)

_ Ou oo _ Ow
€o = 5 z-:y—a—y, SZ_E

_Ou  Ov

Yoy = B T 5z

ov Ow

Tyz = B aiy

_ Ow  Ou

Yex = or 92
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

Skaldr egyenletek

Egyensiilyi egyenletek (3db skalar egyenlet)

do, n iy n 0Ty
or oy 0z

OTyy  Ooy OTy, .
oz * y + 0z iy =
Sy Oy Gy

ox oy 0z
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

Skalar egyenletek

Anyagtorvény (6db skaldr egyenlet)
E v
Uz:m 51+ﬁ €x+€y+6z
E v
Uy:m Ey—i-ﬁ 5x+€y+5,g
E v
O'Z:m €z+ﬁ €$+5y+52
E E
Ty = ——— Ty = ———— T —
ry 2(1 +V)7xy7 Yyz 2(1 +V)7y27 zZT 2(1 +V)’YZ$
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

Skalar egyenletek

Osszesen 15db skaldr egyenlet
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

Ismeretlen fiiggvények

Elmozdulas koordinatak
u(x7y7z)7 v(x7y7z)7 w(‘%.?y?Z)?

fajlagos nylldasok
Ex (.I‘,y,Z), 5y (‘rvyuz)7 €z (xayaz)a

szogtorzulasok
Yy (:an» Z) , Yyz (1:7?/7 Z) s Yzx (xayvz) s

normalfesziiltségek
Oy (w,y,Z), Uy (z,y,z), Oz (.x,y,z),

cslsztatd fesziiltségek
Ta:y (wayaz)a Tyz (%Z/» Z)a Tzx (xayv Z)
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

Ismeretlen fiiggvények

Osszesen 15db ismeretlen
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

=
A ,UA,=A
és

AyNAy =2
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Rugalmasségtani feladat kitiizése

Peremérték feladat

@ Dinamikai peremfeltétel

E() i=p(® FeA,
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