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Széchenyi István Egyetem, Alkalmazott Mechanika Tanszék
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3D-s feladatok megoldása végeselem
módszerrel

Pere Balázs Végeselem anaĺızis 6. előadás
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1

2

3

4

5

6
7

8
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4 csomópontú tetraéder elem
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Közeĺıtő függvények megválasztásának szempontjai

Az ismeretlen paraméterek legyenek a csomópontokban lévő
elmozdulás koordináták. ⇒

Annyi függvényt kell előálĺıtani, ahány paraméter van.
Egy adott csomópontban az értéke legyen egy, a többiben
viszont nulla.

Ugyanezekkel a függvényekkel legyen léırható a test
geometriája is, ahol a paraméterek szerepét a csomópontok
koordinátái játsszák (izoparametrikus végeselem).

A közeĺıtő függvények legyenek könnyen (numerikusan)
integrálhatók. ⇒

Gauss-kvadratúra: a közeĺıtő függvények értelmezési
tartománya a (−1; 1) intervallum.
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elmozdulás koordináták. ⇒
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Jelölések

Ni = Ni (ξ, η, ζ) — közeĺıtő függvények (alakfüggvények)
(i = 1, 2, 3, 4, . . . )

ξ, η, ζ — a közeĺıtő függvények változói (helyi, vagy elemhez
kötött koordinátarendszer)
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Példa a paraméterek használatára — koordináták

xe (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ)xei

ye (ξ, η, ζ) =
n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ) yei

ze (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ) zei
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Példa a paraméterek használatára — elmozdulások

ue (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ)uei

ve (ξ, η, ζ) =
n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ) vei

we (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ)wei
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8 csomópontú 3D-s végeselem

Elemhez kötött helyi vagy lokális koordinátarendszer
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8 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények meghatározása

Ni (ξ, η, ζ) = ai1+ai2ξ+ai3η+ai4ζ+ai5ξη+ai6ηζ+ai7ζξ+ai8ξηζ

A csomópontok koordinátái:

ξ = ±1, η = ±1 és ζ = ±1
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8 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények meghatározása

N8 (ξ=−1, η=−1, ζ=−1) = a81 − a82 − a83 − a84 + a85 + a86 + a87 − a88 = 0

N8 (ξ=1, η=−1, ζ=−1) = a81 + a82 − a83 − a84 − a85 + a86 − a87 + a88 = 0

N8 (ξ=1, η=1, ζ=−1) = a81 + a82 + a83 − a84 + a85 − a86 − a87 − a88 = 0

N8 (ξ=−1, η=1, ζ=−1) = a81 − a82 + a83 − a84 − a85 − a86 + a87 + a88 = 0

N8 (ξ=−1, η=−1, ζ=1) = a81 − a82 − a83 + a84 + a85 − a86 − a87 + a88 = 0

N8 (ξ=1, η=−1, ζ=1) = a81 + a82 − a83 + a84 − a85 − a86 + a87 − a88 = 0

N8 (ξ=1, η=1, ζ=1) = a81 + a82 + a83 + a84 + a85 + a86 + a87 + a88 = 0

N8 (ξ=−1, η=1, ζ=1) = a81 − a82 + a83 + a84 − a85 + a86 − a87 − a88 = 1
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8 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények meghatározása



1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 −1 −1 1 −1 1
1 1 1 −1 1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 −1 1 −1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 1 −1 1 −1 −1





a81
a82
a83
a84
a85
a86
a87
a88


=



0
0
0
0
0
0
0
1
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8 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények meghatározása

Megoldás:

a81 =
1

8
, a82 = −1

8
, a83 =

1

8
, a84 =

1

8
,

a85 = −1

8
, a86 =

1

8
, a87 = −1

8
, a88 = −1

8

Behelyetteśıtve az N8 (ξ, η, ζ) függvénybe:

N8 (ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ + η + ζ − ξη + ηζ − ζξ − ξηζ)

N8 (ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ) (1 + η) (1 + ζ)
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8 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények

N1 (ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ) (1− η) (1− ζ)

N2 (ξ, η, ζ) =
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8
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6 csomópontú 3D-s végeselem

A 6 csomópontú végeselem létrehozása a 8 csomópontúból az
csomópontok egybeejtésével
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6 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények
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4 csomópontú 3D-s végeselem

A 6 csomópontú végeselem létrehozása a 8 csomópontúból az
csomópontok egybeejtésével
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4 csomópontú 3D-s végeselem

A közeĺıtő függvények
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1
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8
(1 + ξ) (1− η) (1− ζ)

N3 (ξ, η, ζ) =
1

4
(1 + η) (1− ζ)
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Az elmozdulásmező közeĺıtése egy végeselemen

~u (~r) = u (x, y, z)~ex + v (x, y, z)~ey + w (x, y, z)~ez ~r ∈ V e

⇓

ue (xe, ye, ze) =

 ue (xe, ye, ze)
ve (xe, ye, ze)
we (xe, ye, ze)


︸ ︷︷ ︸

(3×1)
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Az elmozdulásmező közeĺıtése egy végeselemen

xe (ξ, η, ζ) =
n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ)xei
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Az elmozdulásmező közeĺıtése egy végeselemen

ue (xe, ye, ze) = ue (xe (ξ, η, ζ) , ye (ξ, η, ζ) , ze (ξ, η, ζ)) =

= ue (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ) qexi

ve (xe, ye, ze) = ve (xe (ξ, η, ζ) , ye (ξ, η, ζ) , ze (ξ, η, ζ)) =

= ve (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ) qeyi

we (xe, ye, ze) = we (xe (ξ, η, ζ) , ye (ξ, η, ζ) , ze (ξ, η, ζ)) =

= we (ξ, η, ζ) =

n∑
i=1

Ni (ξ, η, ζ) qezi
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Az elmozdulásmező közeĺıtése egy végeselemen

 ue

ve

we


︸ ︷︷ ︸
ue(ξ,η,ζ)

(3×1)

=

 N1 0 0 N2 0 0 · · · Nn 0 0
0 N1 0 0 N2 0 · · · 0 Nn 0
0 0 N1 0 0 N2 · · · 0 0 Nn


︸ ︷︷ ︸

N(ξ,η,ζ)

(3×3n)



qex1
qey1
qez1
qex2
qey2
qez2

...
qexn
qeyn
qezn


︸ ︷︷ ︸

qe

(3n×1)

vagy röviden
ue (ξ, η, ζ) = N (ξ, η, ζ) qe
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

[
A (~r)

]
(xyz)

=

 εx
1
2γxy

1
2γxz

1
2γyx εy

1
2γyz

1
2γzx

1
2γzy εz

 ~r ∈ V e ⇒

εe (xe, ye, ze) =



εex (xe, ye, ze)
εey (xe, ye, ze)

εez (xe, ye, ze)
γexy (xe, ye, ze)

γeyz (xe, ye, ze)

γezx (xe, ye, ze)


︸ ︷︷ ︸

(6×1)
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen



εex
εey
εez
γexy
γeyz
γezx


︸ ︷︷ ︸
εe(xe,ye,ze)

(6×1)

=



∂ue

∂x
∂ve

∂y
∂we

∂z
∂ue

∂y + ∂ve

∂x
∂ve

∂z + ∂we

∂y
∂we

∂x + ∂ue

∂z


=



∂
∂x 0 0

0 ∂
∂y 0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x 0

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z 0 ∂

∂x


︸ ︷︷ ︸

∂
(6×3)

 ue

ve

we


︸ ︷︷ ︸
ue(xe,ye,ze)

(3×1)
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen



εex
εey
εez
γexy
γeyz
γezx


︸ ︷︷ ︸
εe(xe,ye,ze)

(6×1)

=



εex
εey
εez
γexy
γeyz
γezx


︸ ︷︷ ︸
εe(ξ,η,ζ)

(6×1)

=



∂
∂x 0 0

0 ∂
∂y 0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x 0

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z 0 ∂

∂x


︸ ︷︷ ︸

∂
(6×3)

 ue

ve

we


︸ ︷︷ ︸
ue(ξ,η,ζ)

(3×1)

=
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

=



∂
∂x

0 0

0 ∂
∂y

0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x

0

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0 ∂
∂x


︸ ︷︷ ︸

∂

(6×3)

 N1 0 0 N2 0 0 · · · Nn 0 0
0 N1 0 0 N2 0 · · · 0 Nn 0
0 0 N1 0 0 N2 · · · 0 0 Nn


︸ ︷︷ ︸

N(ξ,η,ζ)

(3×3n)



qex1
qey1
qez1
qex2
qey2
qez2

.

.

.
qexn
qeyn
qezn


︸ ︷︷ ︸

qe

(3n×1)

=
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

=



∂N1
∂x

0 0
∂N2
∂x

0 0 · · · ∂Nn
∂x

0 0

0
∂N1
∂y

0 0
∂N2
∂y

0 · · · 0 ∂Nn
∂y

0

0 0
∂N1
∂z

0 0
∂N2
∂z

· · · 0 0 ∂Nn
∂z

∂N1
∂y

∂N1
∂y

0
∂N2
∂y

∂N2
∂y

0 · · · ∂Nn
∂y

∂Nn
∂y

0

0
∂N1
∂z

∂N1
∂y

0
∂N2
∂z

∂N2
∂y

· · · 0 ∂Nn
∂z

∂Nn
∂y

∂N1
∂z

0
∂N1
∂x

∂N2
∂z

0
∂N2
∂x

· · · ∂Nn
∂z

0 ∂Nn
∂x


︸ ︷︷ ︸

Be(ξ,η,ζ)

(6×3n)



qex1
qey1
qez1
qex2
qey2
qez2

.

.

.
qexn
qeyn
qezn


︸ ︷︷ ︸

qe

(3n×1)
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

εe (ξ, η, ζ) = ∂ue (ξ, η, ζ) = ∂N (ξ, η, ζ)︸ ︷︷ ︸
Be(ξ,η,ζ)

qe = Be (ξ, η, ζ) qe
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂x
=
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂η

∂η

∂x
+
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ζ

∂ζ

∂x

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂y
=
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂η

∂η

∂y
+
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ζ

∂ζ

∂y

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂z
=
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ξ

∂ξ

∂z
+
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂η

∂η

∂z
+
∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ζ

∂ζ

∂z
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen


∂Ni(ξ,η,ζ)

∂x
∂Ni(ξ,η,ζ)

∂x
∂Ni(ξ,η,ζ)

∂x

 =


∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ζ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

∂ζ
∂y

∂ξ
∂z

∂η
∂z

∂ζ
∂z




∂Ni(ξ,η,ζ)
∂ξ

∂Ni(ξ,η,ζ)
∂η

∂Ni(ξ,η,ζ)
∂ζ


ahol

(
Je
)−1

=


∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ζ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

∂ζ
∂y

∂ξ
∂z

∂η
∂z

∂ζ
∂z

 és Je =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ



Pere Balázs Végeselem anaĺızis 6. előadás



Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen


∂Ni(ξ,η,ζ)

∂x
∂Ni(ξ,η,ζ)

∂x
∂Ni(ξ,η,ζ)

∂x

 =


∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ζ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

∂ζ
∂y

∂ξ
∂z

∂η
∂z

∂ζ
∂z




∂Ni(ξ,η,ζ)
∂ξ

∂Ni(ξ,η,ζ)
∂η

∂Ni(ξ,η,ζ)
∂ζ


ahol

(
Je
)−1

=


∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ζ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

∂ζ
∂y

∂ξ
∂z

∂η
∂z

∂ζ
∂z

 és Je =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

∂xe (ξ, η, ζ)

∂ξ
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ξ
xei

∂xe (ξ, η, ζ)

∂η
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂η
xei

∂xe (ξ, η, ζ)

∂ζ
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ζ
xei
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

∂ye (ξ, η, ζ)

∂ξ
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ξ
yei

∂ye (ξ, η, ζ)

∂η
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂η
yei

∂ye (ξ, η, ζ)

∂ζ
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ζ
yei
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Az alakváltozások közeĺıtése egy végeselemen

∂ze (ξ, η, ζ)

∂ξ
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ξ
zei

∂ze (ξ, η, ζ)

∂η
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂η
zei

∂ze (ξ, η, ζ)

∂ζ
=

n∑
i=1

∂Ni (ξ, η, ζ)

∂ζ
zei
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Az feszültségmező közeĺıtése egy végeselemen

[
F (~r)

]
(xyz)

=

 σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz

 ~r ∈ V e ⇒

σe (x, y, z) =



σex (x, y, z)
σey (x, y, z)

σez (x, y, z)
τ exy (x, y, z)

τ eyz (x, y, z)

τ ezx (x, y, z)


︸ ︷︷ ︸

(6×1)
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Az feszültségmező közeĺıtése egy végeselemen

[
F (~r)

]
(xyz)

=

 σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz

 ~r ∈ V e ⇒

σe (x, y, z) =



σex (x, y, z)
σey (x, y, z)

σez (x, y, z)
τ exy (x, y, z)

τ eyz (x, y, z)
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Az feszültségmező közeĺıtése egy végeselemen



σex
σey
σez
τ exy
τ eyz
τ ezx


︸ ︷︷ ︸
σe(x,y,z)

(6×1)

=



E
1+ν

(
εex + ν

1−2ν

(
εex + εey + εez

))
E

1+ν

(
εey + ν

1−2ν

(
εex + εey + εez

))
E

1+ν

(
εez + ν

1−2ν

(
εex + εey + εez

))
E

2(1+ν)γ
e
xy

E
2(1+ν)γ

e
yz

E
2(1+ν)γ

e
zx


=

=



E
1+ν

1
1−2ν

(
(1− ν) εex + νεey + νεez

)
E

1+ν
1

1−2ν

(
νεex + (1− ν) εey + νεez

)
E

1+ν
1

1−2ν

(
νεex + νεey + (1− ν) εez

)
E

2(1+ν)γ
e
xy

E
2(1+ν)γ

e
yz

E
2(1+ν)γ

e
zx


=
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Az feszültségmező közeĺıtése egy végeselemen

=
E

1 + ν



1−ν
1−2ν ε

e
x + ν

1−2ν ε
e
y + ν

1−2ν ε
e
z

ν
1−2ν ε

e
x + 1−ν

1−2ν ε
e
y + ν

1−2ν ε
e
z

ν
1−2ν ε

e
x + ν

1−2ν ε
e
y + 1−ν

1−2ν ε
e
z

1
2γ

e
xy

1
2γ

e
yz

1
2γ

e
zx

 =

=
E

1 + ν



1−ν
1−2ν

ν
1−2ν

ν
1−2ν 0 0 0

ν
1−2ν

1−ν
1−2ν

ν
1−2ν 0 0 0

ν
1−2ν

ν
1−2ν

1−ν
1−2ν 0 0 0

0 0 0 1
2 0 0

0 0 0 0 1
2 0

0 0 0 0 0 1
2


︸ ︷︷ ︸

Ce

(6×6)



εex
εey
εez
γexy
γeyz
γezx


︸ ︷︷ ︸
εe(ξ,η,ζ)

(6×1)
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Az feszültségmező közeĺıtése egy végeselemen

σe (x, y, z) = σe (ξ, η, ζ) = Ceεe (ξ, η, ζ) = CeB (ξ, η, ζ) qe
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

F · ·A = σxεx + σyεy + σzεz + τxyγxy + τyzγyz + τzxγzx

σT ε = εTσ = σxεx + σyεy + σzεz + τxyγxy + τyzγyz + τzxγzx
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

Ue =
1

2

ˆ

(V e)

F · ·AdV =
1

2

ˆ

(V e)

(
εe
)T
σedV =

=
1

2

1ˆ

−1

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
qe
)T (

Be (ξ, η, ζ)
)T
CeBe (ξ, η, ζ) qe det

(
Je
)
dξdηdζ︸ ︷︷ ︸

dV

=

=
1

2

(
qe
)T 1ˆ

−1

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
Be (ξ, η, ζ)

)T
CeBe (ξ, η, ζ) det

(
Je
)
dξdηdζ

︸ ︷︷ ︸
Ke

qe
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

Ue =
1

2

ˆ

(V e)

F · ·AdV =
1

2

ˆ

(V e)

(
εe
)T
σedV =

=
1

2

1ˆ

−1

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
qe
)T (

Be (ξ, η, ζ)
)T
CeBe (ξ, η, ζ) qe det

(
Je
)
dξdηdζ︸ ︷︷ ︸

dV

=

=
1

2

(
qe
)T 1ˆ

−1

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
Be (ξ, η, ζ)

)T
CeBe (ξ, η, ζ) det

(
Je
)
dξdηdζ

︸ ︷︷ ︸
Ke

qe
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

Ue =
1

2

ˆ

(V e)

F · ·AdV =
1

2

ˆ

(V e)

(
εe
)T
σedV =

=
1

2

1ˆ

−1

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
qe
)T (

Be (ξ, η, ζ)
)T
CeBe (ξ, η, ζ) qe det

(
Je
)
dξdηdζ︸ ︷︷ ︸

dV

=

=
1

2

(
qe
)T 1ˆ

−1

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
Be (ξ, η, ζ)

)T
CeBe (ξ, η, ζ) det

(
Je
)
dξdηdζ

︸ ︷︷ ︸
Ke

qe
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

U e =
1

2

(
qe
)T

Keqe
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

qe =



qex1
qey1
qez1
qex2
qey2
qez2

...
qexn
qeyn
qezn


(3n×1)

=



qe
1
qe
2
qe
3
qe
4
...
qe
n


(3n×1)

ahol qe
i

=

 qexi
qeyi
qezi


(3×1)
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

Ke =



Ke
xx11 Ke

xy11 Ke
xz11 Ke

xx12 · · · Ke
xy1n Ke

xz1n

Ke
yx11 Ke

yy11 Ke
yz11 Ke

yx12 · · · Ke
yy1n Ke

yz1n

Ke
zx11 Ke

zy11 Ke
zz11 Ke

zx12 · · · Ke
zy1n Ke

zz1n

Ke
xx21 Ke

xy21 Ke
xz21 Ke

xx22 · · · Ke
xy2n Ke

xz2n
...

...
...

...
. . .

...
...

Ke
yxn1 Ke

yyn1 Ke
yzn1 Ke

yxn2 · · · Ke
yynn Ke

yznn

Ke
zxn1 Ke

zyn1 Ke
zzn1 Ke

zxn2 · · · Ke
zynn Ke

zznn


(3n×3n)
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

Ke =


Ke

11
Ke

12
Ke

13
· · · Ke

1n
Ke

21
Ke

22
Ke

23
· · · Ke

2n
Ke

31
Ke

32
Ke

33
· · · Ke

3n
...

...
...

. . .
...

Ke
n1

Ke
n2

Ke
n3
· · · Ke

nn


(3n×3n)

ahol

Ke
ij

=

 Ke
xxij Ke

xyij Ke
xzij

Ke
yxij Ke

yyij Ke
yzij

Ke
zxij Ke

zyij Ke
zzij


(3×3)
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Az alakváltozási energia közeĺıtése egy végeselemen

U e =
1

2

(
qe
)T

Keqe =

=
1

2

[(
qe
1

)T(
qe
2

)T(
qe
3

)T(
qe
4

)T
· · ·
(
qe
n

)T]


Ke
11

Ke
12

Ke
13

· · · Ke
1n

Ke
21

Ke
22

Ke
23

· · · Ke
2n

Ke
31

Ke
32

Ke
33

· · · Ke
3n

...
...

...
. . .

...
Ke
n1

Ke
n2

Ke
n3

· · · Ke
nn





qe
1
qe
2
qe
3
qe
4
...
qe
n
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

~p0 (~r) = p0x (x, y, z)~ex+p0y (x, y, z)~ey+p0z (x, y, z)~ez ~r ∈ Ap

⇓

p
0

(x, y, z) =

 p0x (x, y, z)
p0y (x, y, z)
p0z (x, y, z)


︸ ︷︷ ︸

(3×1)
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

~p0 (~r) = p0x (x, y, z)~ex+p0y (x, y, z)~ey+p0z (x, y, z)~ez ~r ∈ Ap

⇓

p
0

(x, y, z) =

 p0x (x, y, z)
p0y (x, y, z)
p0z (x, y, z)
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(3×1)
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

~u · ~p0 = up0x + vp0y + wp0z

uT p
0

= up0x + vp0y + wp0z
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

W e
k p =

ˆ

(Aep)

~u · ~p0dA =

ˆ

(Aep)

(
ue (x, y, z)

)T
p
0

(x, y, z) dA =

=

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
qe
)T (

N (ξ, η, ζ)
)T
p
0

(ξ, η, ζ) JA (ξ, η, ζ = 1) dξdη︸ ︷︷ ︸
dA

=

=
(
qe
)T 1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
N (ξ, η, ζ)

)T
p
0

(ξ, η, ζ) JA (ξ, η, ζ = 1) dξdη

︸ ︷︷ ︸
fe
p
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

W e
k p =

ˆ

(Aep)

~u · ~p0dA =

ˆ

(Aep)

(
ue (x, y, z)

)T
p
0

(x, y, z) dA =

=

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
qe
)T (

N (ξ, η, ζ)
)T
p
0

(ξ, η, ζ) JA (ξ, η, ζ = 1) dξdη︸ ︷︷ ︸
dA

=

=
(
qe
)T 1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
N (ξ, η, ζ)

)T
p
0

(ξ, η, ζ) JA (ξ, η, ζ = 1) dξdη

︸ ︷︷ ︸
fe
p
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

W e
k p =

ˆ

(Aep)

~u · ~p0dA =

ˆ

(Aep)

(
ue (x, y, z)

)T
p
0

(x, y, z) dA =

=

1ˆ

−1

1ˆ

−1

(
qe
)T (

N (ξ, η, ζ)
)T
p
0
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dA

=

=
(
qe
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1ˆ
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p
0
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fe
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

dA =
∣∣dξ~eξ × dη~eη

∣∣ = ∣∣∣∣dξ ∂~r∂ξ × dη
∂~r

∂η

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂~r∂ξ ×
∂~r

∂η

∣∣∣∣ dξdη =

=

∣∣∣∣(∂x∂ξ ~ex +
∂y

∂ξ
~ey +

∂z

∂ξ
~ez

)
×
(
∂x

∂η
~ex +

∂y

∂η
~ey +

∂z

∂η
~ez

)∣∣∣∣ dξdη =

=

∣∣∣∣(∂x∂ξ ∂y∂η −
∂y

∂ξ

∂x

∂η

)
~ez +

(
∂z

∂ξ

∂x

∂η
−
∂x

∂ξ

∂z

∂η

)
~ey +

(
∂y

∂ξ

∂z

∂η
−
∂z

∂ξ

∂y

∂η

)
~ex

∣∣∣∣ dξdη =

=

√(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
−
∂y

∂ξ

∂x

∂η

)2

+

(
∂z

∂ξ

∂x

∂η
−
∂x

∂ξ

∂z

∂η

)2

+

(
∂y

∂ξ

∂z

∂η
−
∂z

∂ξ

∂y

∂η

)2

dξdη =

= JA (ξ, η, ζ = 1) dξdη
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája
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=
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×
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∂x

∂η
~ex +
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∂η
~ey +

∂z
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~ez
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=

∣∣∣∣(∂x∂ξ ∂y∂η −
∂y

∂ξ

∂x

∂η

)
~ez +

(
∂z

∂ξ

∂x

∂η
−
∂x

∂ξ

∂z

∂η

)
~ey +

(
∂y

∂ξ

∂z

∂η
−
∂z

∂ξ

∂y

∂η

)
~ex

∣∣∣∣ dξdη =
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája

Általában

d ~A0 = ~n0dA0 = det
(
Je
) (
Je
)−1 · ~ndA

d ~A0 = ~n0dA0 = adj
(
Je
)
· ~ndA
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Felületi erők munkája
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Térfogati erők munkája

~f (~r) = fx (x, y, z)~ex + fy (x, y, z)~ey + fz (x, y, z)~ez ~r ∈ V

⇓

f
0

(x, y, z) =

 fx (x, y, z)
fy (x, y, z)
fz (x, y, z)


︸ ︷︷ ︸

(3×1)
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Külső erők munkájának közeĺıtése egy végeselemen

Térfogati erők munkája

~u · ~f = ufx + vfy + wfz

uT f
0

= ufx + vfy + wfz
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Térfogati erők munkája
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Egy végeselem potenciális energiája

Πe
p = U e −W e

k =
1

2

(
qe
)T

Keqe −
(
qe
)T

fe
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