1. EGY DIMENZIOS RUGALMAS PEREMERTEK FELADAT

A fejezet bemutatja a prizmatikus huzott nyomott rud egyensulyi egyenletének szarmaztaté-
sat. Az 1.a. abran egy | hosszsagl €és 4 keresztmetszetli homogén prizmatikus rad lathato
[12] alapjan. A rud radiranyt 6nsulyaval és a véglapon megoszlo erdvel terhelt. A rad térfoga-
tan egyenletesen megoszlo Onsuly stiriiségvektora p g (ahol p a rad anyaganak striisége, g
a gravitacios gyorsulds,) a rud jobboldali véglapjan megoszl6, rudiranyl erérendszer slirliség
vektora p = p é . A rid anyaga homogén izotrop €s linedrisan rugalmas, rugalmassagi modu-
lusa E .

A feladat megoldasa soran modellezési feltételezéssel éliink. A rud tetszdleges keresztmet-
szetében csak rudirdnyu egyenletesen megoszld normalfesziiltség ébred. Az ilyen feladatot
mechanikai szempontbol egydimenzids feladatnak tekintjiik, az eredeti feladattal egyenértékii
egydimenzios radmodellt az 1.b. abra szemlélteti.
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1. abra: Huzott-nyomott prizmatikus radfeladat és egy dimenzios modellje

Az 1. dbran alkalmazott tovabbi jellések: f = f.é, a vonal menti terhelés konstans inten-
zitisa, F =F ¢ = pA véglapot terheld megoszlé eré ereddje, I a rid hossza, dV az elemi
rudtérfogat, dx az elemi radhossz, Ap a terhelt feliilet, a dinamikai perem, 4, az elmozdulas

eloirasat tartalmazo feliilet, a kinematikai perem.

1.1. A rud rugalmas peremérték feladatanak egyenletei

A hizott-nyomott prizmatikus rad rugalmas peremérték feladatanak egyenleteit a statikdban
¢s szilardsagtanban tanult ismeretek alapjan szarmaztatjuk. A vazolt feladat esetén keressiik az
X iranya u(x) elmozdulast, mint a hely fliggvényét. Az elmozdulas fliiggvény a rad Gsszes

pontjanak elmozdulasat magaba foglalja, ezért szokas elmozduldasmezének is nevezni.
Kinematikai vagy geometriai egyenlet:

du(x)
£ .= , O<x<l, 4.1)
dx
ahol & az xirdnyu fajlagos nyulas.
Anyagegyenlet, egyszerii Hooke-t6rvény:
o.=E¢ = N=A4Aoc =AFE¢, 0<x<lI, 4.2)



ahol o a rudirdnyu normélfesziiltség, N a radero.

Egyenstlyi egyenlet:
Az egyenlet szdrmaztatdsdhoz tekintsiik a dx elemi hossziusagu rad egyenstlyat a 2. dbran.
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2. abra: Az elemi hosszisagu rudelem egyensulya

Egyensuly esetén az x irdnyu vetiileti egyenlet
—N(x)+N(x+dx)+frdx=0 .

Az N(x+dx) riderdt a linedris tagig bezarolag sorba fejtve
N
N(x+dx)=N(x)+62—dx+...,
x

¢s visszahelyettesitve a vetiileti egyenletbe atrendezés utan megkapjuk az egyensulyi egyenle-
tet

d—N+fx=0, O<x<lI. 4.3)
dx

Az (4.1)-(4.3) egyenletek egy differencial-egyenletrendszert alkotnak, amelyhez két perem-
feltétel irhato fel esetiinkben.

Kinematikai peremfeltétel:
Az 1.b. dbra alapjan lathato, hogy a befalazasnal az A, feliileten adott az elmozdulas értéke

u(0)=0. (4.4)

Dinamikai peremfeltétel:

Az 1.b dbra alapjan lathato, hogy a szabad radvégen az A , feliileten adott a terhelés, igy ott

a ruder0 ismert, értéke

N(I)=F,. (4.5)

X

Az (4.1)-(4.5) rugalmas peremérték feladatban az u, & , N harom ismeretlen mezdk fordul-

nak eld. A harom ismeretlen meghatarozasahoz rendelkezésiinkre all a (4.1) — (4.3) mez6-
egyenlet és a (4.4) kinematikai valamint az (4.5) dinamikai peremfeltétel.

A rugalmas peremeérték feladat ezen egyenleteit a probléma erds megfogalmazasanak, vagy
erds alakjanak is szokas nevezni, mert teljestilése pontszeriien all fenn.

Az (4.1)-(4.5) egyenletekkel megadott peremérték feladat analitikus megoldasdt szokas
tényleges megoldasnak, vagy egzakt megoldasnak is nevezni.

Megjegyezziik, hogy egy altalanos térbeli rugalmas peremérték-feladat esetén az ismeretle-
nek szama ¢€s a skalaris egyenletek szama egyarant tizenot, amelyek kiegésziilnek a kinemati-
kai és a dinamikai peremfeltételekkel.



2. KOZELITO MEGOLDASOK, ENERGIA ELVEK

Bonyolult rugalmas peremérték feladat esetén csak kozelité megoldassal tudunk szolgélni
[8]. A kozelité megoldassal szemben elvarasokat fogalmazhatunk meg, mind az elmozdulas és
mind a fesziiltség vonatkozasaban, ezért bevezetiink két definiciot.

Kinematikailag lehetséges elmozduldsmezé: az az u” (x) elmozdulasmezd, amely folytonos

és elegendden sokszor differencialhato, vala-
mint kielégiti a kinematikai peremfeltételt.

A definicio alapjan az 1.b. abran bemutatott feladatra fenn kell, hogy alljon a kdvetkezo két
egyenlet

.
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Megjegyezziik, hogy elegendd az egyszeri differencidlhatésagot eldirni. Az is nyilvanvalo,
hogy a tényleges megoldas mindig eleget tesz a kinematikai lehetséges elmozdulasmezé defi-

crer

u*(0)=0.

Statikailag lehetséges fesziiltségmezd : az a fesziiltségmezo, amely kielégiti az egyensulyi
egyenletet €s a dinamikai peremfeltételt.

A definici6 szerint az 1.b. dbrdan bemutatott feladatra a fesziiltségi mezének, azaz az N
ruderének ki kell elégitenie a kdvetkezo két egyenletet
dN =
—+f.=0, N(I)=F,.
dx
Elmozdulasi mddszer: az olyan kozelitd megoldast eldallitdo modszert, amelyben az elsddle-
ges ismeretlen mez6 a kinematikailag lehetséges elmozdulés.
Erémoédszer : az olyan kozelité megoldast eléallitdé mddszer, amelyben az elsddleges isme-
retlen mez0 a statikailag lehetséges fesziiltségmezo.

A gyakorlatban legelterjedtebb az elmozdulasi modszerre alapozott kozelitd eljaras. Az erd-
modszer alkalmazasa altaldban lényegesen bonyolultabb, mint az elmozduldsi médszer. Az
utobbi években egyre tobb kutatas foglalkozik a két mezd egyiittes kozelitésével, amelyet a
vegyes mezok modszerének nevezziik.

Jelen tantargyban az elmozdulasi modszerrel fogunk foglalkozni. A kozelité megoldas eléal-
litasahoz olyan elvre van sziikségiink, amely egy adott fliggvénytérbdl a lehetd legjobb kozeli-
téssel szolgal a megoldas vonatkozdsdban. A bemutatasra keriilé két elv a pontszeri megfo-
galmazassal szemben a vizsgalt tartomanyon értelmezett, azaz integral értelmii megfogalma-
zast alkalmaz. A két bemutatasra keriil6 elv a virtualis munka elv variacios alakja és a poten-
cialis energia minimum elv.

2.1. A virtualis munka elvének variacids alakja egydimenzids esetben

A virtualis munka elv szarmaztatasa az 1.b. dbran bemutatott feladatra sziikségessé teszi két
tovabbi definicionak a feladatunkra alkalmas megfogalmazasat.

Virtualis elmozdulasmez6:  két kiillonbozo kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6 kii-

16nbségét virtualis elmozdulasnak nevezziik, és Su(x)-val
jcléljiik.



Réviden Su(x)=u, (x)—u,(x).

.....

Elmozduldsmez0 variacidja: a tényleges elmozdulasmezd €s annak elég kis kornyezetében
1évo kinematikailag lehetséges elmozduldsmezd kiillonbsége.
A virtudlis elmozdulassal megegyezd modon Su(x)-val je-
16]jtik.
Réviden Su(x)=u"(x)—u(x).

A fenti két definicié altalanos esetre torténd megfogalmazasa megtalalhatéak pl. [7] iroda-
lomban is.

.....

leges mez6 kozvetlen kornyezetében a tényleges elmozdulasmezére vonatkozé virtualis
elmozdulasmezo elegendéen kicsiny.
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folytonos ¢és elegendden sokszor differencialhatod fliggvény amelynek a kinematikai peremen
az értéke z€érus. Tehat fennallnak a kovetkezd Gsszefiiggések:

_d(ou) _
Se == =, su(0)=0. (5.1)

Szorozzuk meg a (4.3) egyenstlyi egyenletet ou -el és integraljuk a 0 -tdl [ -ig
] 1
dN
[ou==dx+[Su f.dx=0. (5.2)
) dx 0
Parcialis integralas modszerét alkalmazva, legyen

_av
dx’

u=0ou, v'

u'=d(5u), v=N,
dx

A modszer szerint a derivalatlan mennyiségek szorzatabol kivonjuk a kiszamitott mennyisé-
gek szorzatanak integraljat



d(Ju
dx

)
ou N, - | Ndx+ j5u fdx=0. (5.3)
0

Figyelembe véve, hogy 6u(0)=0 és Su(l)=5u,, valamint figyelembe véve a (4.5) dina-

mikai peremfeltételt, atrendezés utan megkaphatjuk a virtudlis munka elv variacios alakjat.

A virtualis munka elv variacios alakja egy dimenzios feladatra :

Ld(Su) !
| Nex = [ Su f.dx+F, Su,, (5.4)
0 dx 0

a tényleges megoldasnal a belsé erdk virtualis munkéaja megegyezik a kiilsé erdk virtualis
munkajaval.

A (4.2) anyagtorvény behelyettesitése (5.4) egyenletbe megadja a rugalmas peremérték fel-
adat gyenge alakjat.

Rugalmas peremérték feladat gyenge alakja :

1 1
jd(&‘) AE D g - [6u f.dx+ F, 5u,. (5.5)
dx dx )

0

Az (5.5) egyenlet igen fontos az elmozdulasra alapozott kozelité megoldasok, igy a
végeselemes megoldasok el6allitdsa szempontjabol is.

Gyengealakra alapozott kdzelitd megoldas tulajdonséagai:
e az elmozdulasmezonek kinematikailag lehetségesnek kell lennie,
e a kapott megoldas integral értelemben kielégiti az egyenstlyi egyenletet és a di-
namikai peremfeltételt.

2.2. A teljes potencialis energia minimum elve

A teljes potencialis energia az alakvaltozasi energia ¢és a kiilsé erék potencialjanak 0sszege
[7]. A kiils6 er6k potencialja helyett szokas a kiils6 erdk virtualis munkajanak minusz egysze-
resének a fogalmat is hasznalni. Igy a telje potencialis energia

n,=U-w, (5.6)
ahol U az alakvaltozasi energia, W a kiilsé erék virtualis munkaja. Ez a kifejezés tulajdon-
képpen egy funkcional.

Funkcional: A matematikaban azokat az operatorokat, amelyeknek az értékkészlete valos
szamhalmaz, funkcionaloknak nevezziik.

A (4.1)-(4.5) peremérték feladathoz rendelt funkcional, azaz a teljes potencialis energia alak-
ja
dx

17, (u jAE(d“j —ju fdx—F. u,. (5.7)

Ha (5.7)-t Ggy tekintjiik, mint a u(x) tényleges megoldasra felirt teljes potencialis energia,
akkor felvetddik a kérdés, hogy ehhez képest milyen nagysagu teljes potencialis energia érté-



ket szolgaltat egy u*(x) kinematikailag lehetséges kozelité elmozdulasmezd? A kozelitd
elmozdulasra vonatkozd teljes potencialis energia (5.7)-hez hasonldan hatdrozhaté meg

N2
17; (u*)zgiAE (CZL) dx—ju* fdx—F u . (5.8)

X 0

Amint az a 3. abran is lathato a kozelitdo mez6 felirhato a tényleges elmozdulasmez6 és a va-

riacidja Osszegeként

u*(x)zu(x)+§u(x). 5.9
A (5.8) potencialis energidba behelyettesitve (5.9)-t
I 2 I
H;(u+§u)=§jAE [Mj dx— [(u+Su) fudx—F, (u,+ ;) (5.10)
0 X 0

majd célszerlien atrendezve, az alabbi kifejezést kapjuk

: Lo (duY
Hp(u+§u)=3?[AE(d—zjdx—}[uﬂdx—lﬂ_uﬂr

1 1
+jMAE%x—f5ufxdz—Fx Su, + (5.11)
o dx dx )
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29 dx
Ha megfigyeljiik (5.11) jobb oldalat lathatjuk, hogy az els6 sor megegyezik az (5.7) tényle-
ges megoldas teljes potencialis energia kifejezés jobboldalaval. A masodik sor az (5.5) virtua-
lis munkaelv variacios alakjanak nullara rendezett alakjat szolgaltatja. A harmadik sor pedig

egy kvadratikus kifejezés integréalja, ami biztos, hogy nagyobb, mint nulla. Tehat megallapit-
hatjuk, hogy a teljes potencidlis energia minimummal rendelkezik a tényleges megoldéasnal.
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galtatja, amelyet 5”77 , -vel jelolink.

2.3. Példa teljes potencialis energia minimum elvére

Egy k merevségli rugbt F erd terheli. Hatarozzuk meg a rugd végpontjanak x iranyua
u elmozdulasat a teljes potencialis energia minimum elvének felhasznalasaval!
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4. abra: Rugo terhelése koncentralt erfvel

A rugalmas rendszer teljes potencialis energiaja



Hp(u)zékuz—Fu. (5.18)

Most a teljes potencialis energia kifejezése nem funkcional, hanem egy valods fiiggvény. A
potencialis energia minimum elv értelmében a fliggvénynek keressiik a minimumat. A 1étezé-
sének sziikséges feltétele, hogy elsé derivaltja zérus legyen

4
du

Az (5.19) egyenletbdl pedig atalakitas utdn megkapjuk a jol ismert Osszefliggést az elmozdu-
lasra

[77,(u)]=0=ku-F. (5.19)

F
U=— 5.20
. (5.20)

A bemutatott példa megoldasi modszere a legegyszerlibb linearisan rugalmas végeselemes

« gy

remérték feladat megoldasanal alkalmazott végeselem modszerrel.



3. LOKALIS APPROXIMACIO ELVE, VEGESELEM
DISZKRETIZACIO EGYDIMENZIOS FELADATRA

A vizsgalatainkat tovabbra is az (4.1)-(4.5) alatt definialt peremérték feladatra végezziik. A
végeselem diszkretizacio jelentése végeselemes felosztds, a tartomanyt résztartomanyokra,
azaz elemekre osztasa. Az L hosszisagu elemek hatarait csomopontok jelolik.
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7. abra: Két elemes felosztas, approximécid elemenként

Az 1.b. abrdn vazolt tartomanyt most gondolatban két egyenlé hossziisagu résztartomanyra
azaz végeselemre bontjuk és az elmozdulasmezdt az elemeken kiilon-kiilon approximaljuk.
Az elemek sorszamat bekereteztiik, az elemek végein feltiintetett szamok jeldlik az elemek
csomoponti sorszamait. Az ismeretlen elmozdulasmez6ét elemenként kiilon-kiilon linearisan
kozelitjiik (7.c. és 7.d. abrdk) és gondoskodunk azok illesztésérol is. Az illesztés azt jelenti,
hogy az elemhataron k6z6s 2. csomopontban az u, elmozdulds megegyezik mindkét elmen.

A 7.b. abran folytonos vonal jeloli az egzakt megoldast és szaggatott a kozelitést.

Ez a kozelités felépithetd csomopontokhoz rendelt approximacios fiiggvények segitségével
is, amint azt a 8. dbra szemlélteti. Egy-egy kozelito fliggvény (8. b. c. d.) az egész (ZL) tar-
tomanyon folytonos, de csak lokalisan a megfelelé csomdponthoz tarozo elemek felett kiilon-
bozik nullatol. Ezek a fliggvények Ritz-féle bazisfiiggvényeknek is tekinthetok.

Az 8. a. dbran vazolt kozelité fiiggvény (folytonos vonal) felépitheté a csomopontokhoz

rendelt 7, (z’ =123 ) alakfiiggvények linearis kombindcidjaként is:



u (x)thi(x) u,, (6.1)

ahol az egyes mennyiségek bal als6 indexei a megfeleld csomoponti sorszdmokat jeldlik és
megjegyezziik, hogy u, =0.
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8. dbra: Csomopontokhoz rendelt lokélis approximacids fliggvények

Ahhoz, hogy a kozelitd mezd kinematikailag lehetséges legyen, az u, =0 kinematikai pe-
remfeltételt eld kell irnunk, vagyis a 8. b. abran lathatd fliggvény nem jatszik szerepet az
approximacioban.

A lokalis approximacio elvének alkalmazésaval a feladat visszavezethetd a Ritz-féle mod-
szer alkalmazasara [1], [11], [13].

3.1. Huzott-nyomott ridelem

Az 5.4. pontban lathattuk, hogy a kozelitd megoldas keresése soran a szerkezet teljes poten-
cialis energiajat kellet felirni. Hasonldan kell eljarni, amikor a vizsgalt tartomanyt résztarto-
manyokra, azaz végeselemekre bontjuk. A szerkezet teljes potencialis energiaja az egyes ele-
meken szamolt potencialis energidk Osszegeként allithatd eld a koncentralt er6 munkajaval
egyiitt

2
,=> I ~Fu;, (6.2)

e=1



ahol az e index a végeselemek sorszdmat jeloli. Megjegyezziik, hogy a koncentralt eré mun-
kajat nem szokés valamely elem teljes potencialis energidjahoz rendelni, csupan a szerkezet
teljes potencialis energiajahoz. Itt és a tovabbiakban kozelité megoldasrol fogunk beszélni, de
a korabban alkalmazott ,,*” jel6lést a jobb felsé indexben elhagyjuk.

Az elemen szamolt teles potencialis energia

H;(ui,uj)zé_{[[fiu;jAE[flugjdé—_{[ue fdé. (6.3)

Vizsgaljuk meg a 7.d dbrdn és a 9. dbran is vazolt 2-es sorszamu végeselemen az elmozdu-
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9. abra: Approximacié a 2. elemen

A 9. abran az elemhez kototten bevezetiink egy 0j & koordinatat oly modon, hogy az origo-
ja essen egybe az elem baloldali végpontjaval és iranya egyezzen meg az eredeti x irannyal.
frjuk fel a & koordinata és az u, csoméponti elmozdulas koordinatdk segitségével kifejezve
az elmozdulasmez6t az elem mentén

Us

LN (6.4)

u (f)zuz-l— Fi

ahol a u(é’ ) jobb felsé indexében a 2 -es szam az elem sorszamara utal. Rendezziik at (6.4)-t

a csomoponti elmozduldsok szerint, majd sor €s oszlop matrixokkal is kifejezve az 0sszefiig-
gés az alabbi modon irhato fel:

uz(f)z(]—%juz—kg%z{[l—éj EM”Z}[% u,] (]_fj . (6.5)

L) L||lu
L
A 2-es elem approximacidja alapjan felirhatjuk egy altalanos e sorszamu és i, j csomo-
pontu elem kozelitését is

(5)(’§j§ﬂ’§j ﬂH[ " [17}- (©6)

10



A (6.6) képlet alkalmas az e=1 sorszdmu elem elmozdulasanak a leirasara is a megfeleld
i=1 ¢és j=2 csomdponti elmozdulés behelyettesitésével.

A (6.6) elmozdulasmez0 ismeretében az (4.1) egyenlet segitségével szamolhatjuk az alakval-
tozast ( a derivalast értelemszeriien £ szerint hajtjuk végre ):

1

oo (&) wy—u [-1 1w ] L

& (8)= dé L {T Z}LJ‘[% u, | 1] (6.7)
L

Alkalmazva a (4.2) anyagtorvényt, meghatarozhat6 az elemen a raderd is

-1
Ne(é)zAEg;(g):AE{‘T] ﬂ{ﬂ:[u w ]| |4 (6.8)
L

crer

L - L (1-£]
n;(u,.,uj)%![ui u] E AE{__] i}{z'}dg_j[ui u, | Lo yas. 69

1 L L
L L
A (6.9) elsd integralja az elem U° alakvaltozasi energigja, a masodik integral a megoszl6

erérendszer W ° munkaja. A csomdponti paraméterek az integralas szempontjabol konstans-
nak tekinthetok ezért kiemelhetjiik az integral jel elé

-1 AE  AE
1 (L (=1 17, w1 | r |
U'==|u u, AE| — =|d =—lu u, d . (6.10
2':74, “/]_{[ i [L L:| §|:uj:| 2[”, “J:|,£ _ﬂ ﬂ g u, ( )
L r r

A (6.10)-ben 1év6 matrix egy elemének integralja

L L
AE AE AE
Tode="2F =22 6.11
! 9= cfo 7 (6.11)
Ezt visszahelyettesitve (6.10)-be
AE_AE
] L L ui ] el e e
Ue |y : —— K . 612
Sl w] AEAE H 59 K (6.12)
L L
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ahol a 2x2-es matrixot az e elem merevségi matrixnak nevezziik ésK®-vel jeldljik, a
fliggbleges 2 x I -es oszlopvektort és a vizszintes /x 2 -es sorvektort az e elem csomdponti
elmozdulas vektoranak nevezziik és q°, q" -vel jeldljiik, ahol 7' a transzponalas jele.

A (6.9)-ben szereplé masodik integral a kiilsd eré munkaja az e elemen W °

)
A
we=[u ] fdéE. (6.13)
s
L
A (6.13) oszlopvektor elemeinek integralasa utan
L 2 L
5) S f.L
I-=|fdé=| &E—=— == 6.14
![qu: ST L e (6.14)
(€ ag=£p] L 615
W ASERE) A R '
azt kapjuk, hogy
LT
2
we=[u u,] =g”£; , (6.16)
f.L
L 2
ahol a 2x [ -es oszlopvektor az elem tehervektora és f ; -vel jeloljiik.
Végiil is egy e jelii elem potencidlis energidja
AE - _AE fL
e 1 L L || 2
11 —E[ui uj] AE AE LJ}—[W uj] SL . (6.17)
L L 2

3.2. Szerkezeti matrixok

Az elemek potencialis energidjanak ismeretében felirhatjuk a szerkezet teljes potencialis
energiajat

AE_AE LL

S e ) L L ||u 2
Hp(uj,uz,uj,):ezz;ﬂp—ﬂ%=5[u1 uz] _£ £ Lj—[ul uz] M
L L 2

12



AE  AE fiL

1 L L | 2
+E[u2 u3] AE A Lj— [uz u3] SL ~Fu,. (6.18)
L L 2

A szerkezet teljes potencialis energidja tomorebben is atirhato, hiszen a szomszédos elemek
koz0s csomopontjaban az elmozdulds megegyezik — jelen esetben u,— igy értelemszeriien
csak egyszer szerepeltetjiik a kifejezésben, ezaltal biztositjuk az elemek illesztését:

LL
(aE_ap ] 2
L L u, .,
Hp(ul,uz,%):g[u] u, u) —% 2% —ATE wy |—[u, w, u] S .(6.19)
g _AE AE | AL,
i L L ] 2 7

Az elemek illesztésén tal van egy masik fontos feltétel - amit még teljesiteniink kell - a ki-
nematikai peremfeltétel. Ez azt jelenti, hogy a befalazasnal 1év6 csomoépontban gondoskod-
nunk kell arro6l, hogy u, =0 legyen

AR
AE_AE ] 2
L L 0
Hp(uz,u3):é[() u, u3] —% ZA—LE —A—LE u, —[0 u, uj,] S £ . (6.20)
0 _AE AR h f"L+F
L L L 2 7

Figyeljiik meg, hogy nullaval szorozzuk a merevségi matrix elsé sorat és oszlopat, a teher-
vektor vonatkozasaban pedig csak az els6 elemet. Ezért az elso sor és oszlop a szerkezeti mat-
rixbol és els6 elem a szerkezeti vektorbol elhagyhato,

LAE _AE L
1 L L |4 !
IYP(uZ,us):—[u2 u3] {E  AE {2}_[% u3] &+F 5 (6.21)
A= AF 3 x
L L 2

ahol a jobboldal elsé tagjaban a 2 x 2 -es matrixot szerkezeti merevségi matrixnak nevezziik
és K -val jeloljiik, a csomdponti elmozduldsokat tartalmazo fliggdleges 2x 1 -es oszlop- és a
vizszintes 1x2-es sorvektort szerkezeti csoméponti elmozdulas vektornak nevezzik és
q,q" -vel jelsljiik, végiil a 2x I-es oszlopvektort amely a szerkezet terhelését tartalmazza
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szerkezeti tehervektornak nevezziik és f -vel jeloljiik. E jelolések bevezetése utan (6.21) a

szerkezeti matrixokkal is felirhato:

, (q) :éSTES‘gri- (6.22)

3.3. A csoméponti elmozdulisok meghatarozasa

A szerkezet (6.21) teljes potencidlis energidja a csomoponti elmozdulasi paraméterek kétval-
tozos fliggvénye. A potencidlis energia minimum elv értelmében keressiik ennek a tobbvalto-
z0s fliggvénynek a minimumat. A minimum létezésének sziikséges feltétele a Ritz-mddszernél
is bemutatott (5.22) szerint

oIl (u,,u ol (u,,u
minIT (uz,u3) = O=M, 0=M. (6.23)
’ ou, ou,
Ugyanez tomdrebben is felirhato
oll, (q)
min T, (q) - 0-—=/ (6.24)
A (6.24) alatti miiveleteket elvégezve, a
1
o1, (a) 5(29&—&@}
0= = =—"————*"=Kq-f, (6.25)

oq

o))
1=

Osszefliggést kapjuk, ami atrendezés utan egy linedris algebrai egyenletrendszer:

Kq=f, (6.26)
azaz
L
LAE  _AE |, J:
ALE Aé - . (6.27)
e AE AL,

L L 5 T
Ez a linearis algebrai egyenletrendszer két egyenletet és két ismeretlent tartalmaz. Mivel az
egyiitthatok matrix determinansa nyilvanvaléan nem nulla biztos, hogy megoldhatoé a csomo-
ponti elmozdulas paraméterekre:
I’ FL ' _FL
uzzifx——i—"—, u3=2f‘—+2 =, (6.28)
2 AE  AE AE AE
A ruderdket (6.8) felhasznalasaval allithatjuk elo:
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0

1 _ __] i up_ __] i 2 —i
a2zl o’ | den
2 AE AE

[ifx_ﬁﬁL j

_ _ 2 AE  AE
Nz(f)zAE[T] %H%}AE[T] ﬂ ) =§fo+Fx.
u; f.I FL
22—t 2=
P25

A 10. abran abrazolt eredmények alapjan lathatjuk, hogy a ruderé vonatkozasaban a rad-
elemek felez6 pontjai optimalis kiértékeld helynek bizonyulnak. Ez altalaban csak akkor all
fenn, ha a tartomanyt egyenld hossziusagu elemekre osztjuk.

AN egzakt

i 2 3 x>

10.abra: A rader6 eloszlasa a szerkezet mentén

Megjegyzés: A (6.23) alatti miiveleteket az alabbiakban az érthetdség kedvéért mas modon
is bemutatjuk a 1épések teljes részletezésével.

Eldszor végezziik el (6.21)-ben kijeldlt szorzasokat

1 AE L

11, (uz,u3)=57[2(u2 ) = 2uu, +(u, )ﬂ—uzfo—% (f7+ ij, (6.29)

¢és az eredményt helyettesitsiik be (6.23) megfelel6 egyenleteibe:
1 AE 2 2 f.L
. or1, (u2,u3) i G{ZL[2(M2) —2u,u, +(u3) ]—uzfo—uj(2+ij} )
Ou, Ou,
1 AE AE

:37[4(u2)—2u3:|—fo==T[Z(uz)—uJ—fo, (6.30)

1 AE

0= oI , (u,,uy) _ {2L
Ou, Ou,

[Z(uZ)2 —2u,u; +(u3)z}—u2fo—u3(f3L +Fx]}
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_iATE[_2“2 +2u3] _(fXZL +ij_%[_”2 "'“3]_[sz +FAJ . (6.31)

Ha megnézziik a (6.30) alatt kapott eredményt, akkor latjuk, hogy (6.27) els6 sorat kaptuk
vissza, hasonldan (6.31) alatti eredmény a (6.27) 0sszefiiggés masodik soraval egyezik meg.

3.4. A végeselem médszer gondolatmenetének osszefoglalasa

A végeselem-modszernek a 6. fejezetben bemutatott eljarasa alapjan dsszefoglaljuk a legfon-
tosabb 1épéseket, amelyek egy altalanos térbeli rugalmas feladatra is fennallnak [6].

A végeselem modszer lépései:

o A vizsgalt szerkezetet gondolatban véges szamu részre, azaz elemekre bontjuk.

e A keresett megoldast elemenként kiilon - kiilon kozelitjiik.

o Az elemek valésagos kapcsolodasanak megfelelden az elemeket egymdashoz illeszt-
jiik. Erre szolgalnak az elemek hatérain kijeldlt kapcsolodasi pontok, vagy csomo-
pontok, illetve azok elmozdulasai. Igy a teljes szerkezetre érvényes kozelitést ka-
punk, amely mar csak a csomdpontok jellemz6 elmozdulasait foglalja magaba.

o A teljes szerkezetre ismert kozelités alapjan felirhato a szerkezet alakvaltozasi ener-
gidja és a kiilsé er6k munkaja ( azaz a teljes potencialis energia ) a csomdponti el-
mozdulasok fiiggvényében.

e A szerkezet mozgésat korlatozo kényszereket is csomopontokra vonatkozo kinema-
tikai eldirasokkal vessziik figyelembe. Ez tobbnyire azt jelenti, hogy a megfeleld
csomoépont minden-, vagy adott irdnyu elmozdulasat meggatoljuk.

e Energetikai megfontolasokbdl ( a teljes potencidlis energia minimum elve ) szar-
maztathat6 a kozelitésben felvett 6sszes csomoponti paraméter (elmozdulasi koor-
dinatak) kiszadmitasara szolgald egyenletrendszer. Linedrisan rugalmas szerkezet
statikus terhelése mellett ez gyakran nagyméretii linearis algebrai egyenletrendszer.
Az egyenletrendszer a szerkezet egyensulyat fejezi ki.

e Az egyenletrendszer megoldasa utan a csomoponti paraméterek ismeretében, meg-
hatarozhaté barmelyik szerkezeti elem szilardsagtani allapota, azaz tetszOleges
pontban megkaphatjuk az elmozdulasi, alakvaltozasi és fesziiltségi allapot jellemz6-
it.

3.5. Végeselem programrendszerek altalanos felépitése

a) Adatbeviteli rész/modul:

- A szerkezet geometriai felépitésének megadasa: pontok, vonalak, feliiletek, térfo-
gatok.

- A szerkezet végeselem halozatanak megadasa: elemek, csomopontok.

Szempontok:
- Azokon a tartomanyokon legyen stiritett a felosztas, ahol a mechanikai
mennyiségek erdteljesebb valtozasa varhato.
- A koncentralt er6k / nyomatékok tdmadéaspontjara essen csomopont.
- A megtamasztasi helyekre szintén legyen felvéve csomopont.

- A szerkezet anyaganak megadasa.
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Az anyagjellemz0k geometriai (vonal, feliilet, térfogat), vagy végeselem jellemzdk-
hoz (véges elemek) is megadhatok.
Specialis eset:
- Rudfeladatoknal itt kell megadni a rad keresztmetszeti jellemzoit is.
Pl. 4,1,...

- Héj-, lemez- és tarcsafeladatoknal itt kell megadni a vastagsagi mé-
retet.

- A szerkezet terhelésének megadasa (koncentralt, megoszld terhelés, hdmérséklet
eloszlas,

- A szerkezet megtdmasztasanak megadasa.

- Megtamasztas (nincs elmozdulas),
- Rugalmas agyazas (rugdallandok),
- El6irt elmozdulas (kinematikai terhelés).

b) A végeselem-szamitasi rész/modul.

- Az elemek merevségi matrixainak €s csomoponti terhelésvektorainak eldallitasa.

- Az egész szerkezet merevségi matrixdnak é€s terhelési vektorainak (egyszerre tobb
jobb oldal is lehetséges) eldallitasa.

- A kinematikai peremfeltételek figyelembevétele (megfeleld sorok és oszlopok tor-
1ése).

- A szerkezet linearis algebrai egyenletrendszerének megoldasa = a szerkezet cso-
moponti elmozdulasainak meghatarozasa.

- Alakvaltozas, fesziiltség (belsé erdk) szamitdsa elemenként a csomdpontokban,
vagy az elem belsd pontjaiban. A csomoponti értékeket az egyes elemek csomopon-
ti értékeinek atlagolasaval szokas eldallitani.

¢) Az eredmények szemléltetését végzo rész/modul.

- A felhasznal6 eldonti, hogy a szerkezet szilardsagtani allapotai koziil mit vizsgal
részletesen, mit szemléltet.

- A szerkezet pontjainak elmozdulasat (deformalt alak).

- Fesziiltségeket (az egyes fesziiltség-koordinatakat kiilon-kiilon, vagy a redukalt fe-
sziiltségeket), igénybevételeket, timasztoeroket.
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4. 1ZOPARAMETRIKUS ELEMCSALAD

A kereskedelmi szoftverekben leggyakrabban Uin. izoparametrikus elemeket alkalmaznak.
Az ,izoparametrikus” jelz6 azt jelenti, hogy a geometria leképzésére alkalmazott (csomdpon-
ti) paraméterek szdma azonos az ismeretlen mez6 kozelitésére felvett paraméterek szdmaval
[1]. Ez azt is jelenti, hogy ugyan azon alakfiiggvényeket alkalmazzuk a geometria leképezésé-
re, mint az ismeretlen mezd kozelitésére. Az elem tipus széleskorii elterjedése elsdsorban an-
nak koszonhetd, hogy az elem merevségi matrixanak és tehervektoranak eldallitasakor az
integralas konnyen végrehajthatd. Egyarant alkalmazhato egy-, két- és hdromdimenzios fel-
adatokra.

A valdsagban jelentkezé mechanikai feladatok altalaban térbeli jellegiiek, azonban a mecha-
nikai problémak egy része bizonyos feltételek esetén visszavezethetok 1 dimenzids (1D-s),
illetve sikbeli 2 dimenzids (2D-s) feladatokra. A 2D-s feladatok koziil az alabbi harom forma-
lizmusat tekintve hasonloan targyalhat6 [1], [6], [8], [14]:

e Altalanositott sikfesziiltségi allapota feladat, azaz tarcsafeladat,
e sikalakvaltozasi feladat,
e tengelyszimmetrikus feladat.

Ebben a fejezetben az 1D-s és 2D-s elemekkel részletesen foglalkozunk, a 3D-s elemek

szarmaztatasa az el6z6ekhez nagyon hasonldan torténik.

A leggyakrabban alkalmazott izoparametrikus elemek:

1 D-s elemek

13. dabra: 2 és 3 csomopontu rudelemek

2 D-s elemek

SDIT)

14. abra: 3 és 6 csomopontu haromszog-, 4 €s 8 csomopontl négyszog elemek

3 D-s elemek

5D AT

15 abra: 4 és 10 csomopontu tetrahedron-, 8 és 20 csomoponti hexahedron elemek
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Az itt abrazolt egyenes €1l elemek - csak az élek végpontjain tiintetettiink fel csomopontot -
linearis kozelitést tartalmaznak, mig a gorbiilt élii elemek, amelyeknél az oldalfelezonél is
lathatd csomopont kvadratikus kozelitést alkalmaznak mind a geometridra és mind az
elmozdulasmezére nézve. A kvadratikus elemekkel pontosabb megoldas nyerhetd, hiszen a
vizsgalt tartomany geometriajat jobban megkozelithetjiik és az ismeretlen elmozdulasmez6 is
magasabb foku fliggvénnyel approximaljuk.

Az 1D-s elemekkel természetesen sikbeli €s térbeli szerkezetek is vizsgalhatoak, mint ahogy
a 2D-s elemek lehetnek héjelemek is, amelyek alkalmasak térbeli lemez-, illetve héjszerkeze-
tek vizsgalatara is. A tetrahedron és hexhedron gorog kifejezések rendre a megfelelé geomet-
riai alakzat oldallapjainak a szdmat jelentik, azaz tetra= 4, hexa=6.

A tovabbiakban részletesen megmutatjuk a két csomopontt ridelem és a négy csomoponti
sikbeli elem merevségi matrixanak és tehervektoranak izoparametrikus szarmaztatasat.
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4.1. Altalanositott sikfesziiltségi allapot
Az altalanositott sikfesziiltségi allapotot (ASF), szokas tarcsafeladatnak, illetve a végeselem
programokban ,,Plane stress problem”-nak nevezni [1], [6], [8].
Tarcsa: Olyan test amelynek egyik mérete Iényegesen kisebb mint a masik ketto,
értelemzhetd kdzépsik és a terhelésvastagsag menti ereddje a kdzépsikba esik.

y

7 i v

\4

18. dbra: Altalanositott sikfesziiltségi feladat

A tarcsa sajat sikjaban terhelt lemez. A formulakban alkalmazott fesziiltségek valdjaban a b
falvastagsag mentén képezett atlagértékek, de ezt kiilon nem jeloljiik.
A fesziiltségi tenzor ¢és a fliggetlen elemeibdl képzett fesziiltségi vektor:
o, 7, 0
=7z, o, 0
0

q

1=
Ia

I
Q)

N

(7.13)

¥y b

Xy

Hasonl6 alakot 6lt az alakvaltozasi tenzor €s a fliggetlen elemekbdl képzett alakvaltozasi
vektor:

1
& TV 0
1 ’ “
A= 3]/yx e 0], g=|¢ (7.14)
0 0 e Ve

Az alakvaltozasi vektorban &, mennyiséget azért nem tiintettiik fel, mert fesziiltségi parja
o, =0, és igy az alakvaltozasi energidban nem jatszik szerepet.

A feladat jellemzdje, hogy a végeselem halé csomopontjaiban csak x,y irdnyu u,,v, elmoz-
dulés ismeretlen paraméterekrdl beszéliink, valamint ennek megfeleld F;i,Fyl. er6k mukodtet-
hetdk.
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4.2. Sik alakvaltozasi allapot

Az altalanositott sik alakvaltozasi allapot (SA) kifejezést a végeselem programokban ,,Plane
strain problem”-nak nevezik [1], [6], [8].

Sikalakvaltozasrol beszéliink, ha a vizsgalt testnek van egy kitlintetett sikja, amellyel parhu-
zamos valamennyi sik alakvaltozasa azonos és a sikok tavolsaga sem valtozik.

vi
s, Ty

77777777777 l' u[
,,,,,,,,,, [
,,,,,,,,, [ ] |
,,,,,,,,, [ ] |

-

-

| ]

7

\4

19 abra: Egy folydbmentén épitett gat keresztmetszete

Feltételezéseink szerint a keresztmetszett sikjara merdlegesen végtelen hosszinak tekintett
test barmelyik keresztmetszetében ugyanolyan alakvaltozasi és fesziiltségi allapot ébred. Az
ilyen testek mechanikai modellje egységnyi vastagsagi metszetet. Ebben az esetben alakval-
tozasi tenzor és a fiiggetlen elemekbdl képzett alakvaltozasi vektor:

1
e =y, 0
1 2 x
A= Eyyx e, 0|, g=l¢g (7.15)
0 0 0 Yy

Hasonl¢ alakot 6lt a fesziiltségi tenzor €s a fiiggetlen elemekbdl képzett fesziiltségi vektor:

o, 7, 0 o,
F=|7z, o, 0|, 6=|0o, (7.16)
0 0 o, T,

A fesziiltségi vektorban o, mennyiséget azért nem tiintettiik fel, mert az alakvaltozasi ener-

giaba nem jatszik szerepet, hiszen az alakvaltozasi parja zérus.
A feladat kitlizése hasonl6 a sikfesziiltségi allapothoz, vagyis a végeselem hald csomdpont-
jaiban csak x,y iranyt u,,v, elmozdulds ismeretlen paraméterekrdl beszéliink, valamint en-

nek megfeleld F,,F), er6k mitkodtethetdk.

4.3. Tengelyszimmetrikus feladat

Forgas vagy tengelyszimmetrikus allapot kifejezést a végeselem programokban ,,Axi-
symmetric problem”-nak nevezik [1], [6], [8].

21



~
v

IR 2

20. abra: Egy csavar tengelyszimmetrikus terhelése és modellje

A forgéasszimmetrikus test geometridja és terhelése is forgasszimmetrikus, barmelyik meri-
dian metszetében ugyan olyan alakvaltozasi és fesziiltségi allapot ébred. Ebben az esetben az
alakvaltozasi tenzor és a fliggetlen elemekbdl képzett alakvaltozasi vektor:

gr 0 17/)‘2 gr
2 &
A=l 0 ¢, 0 |, &= "| (7.17)
= = e
1 . )
_2 }/Zr z i }/rz

Hasonl6 alakot 61t a fesziiltségi tenzor €s a fliggetlen elemekbdl képzett fesziiltségi vektor:

o,
o, 0 1,
o
F=10 o, 0|, o= 7. (7.18)
= = |o
TZF 0 O-Z :
r

Xz

A feladat megadasa a sikfesziiltségi és sikalakvaltozasi allapottal megegyezik, vagyis a
végeselem hald csomopontjaiban csak 7,z iranyd u,,w, elmozdulds ismeretlen paraméterek-

rél beszéliink, valamint ennek megfeleld £,

i’

F, er6k mikddtethetok. A végeselem progra-
mokban altalaban az r koordinatanak az x koordinata felel meg.

A harom feladat végeselemes vizsgalata azért nagyon hasonld, mert a csomoponti elmozdu-
lasnak csak sikba es6 koordinataja fordul eld. A tovabbiakban részletesen csak a sikfesziiltségi
allapotl végeselemes elballitasat részletezziik.

4.4. Linearis izoparametrikus végeselem

. Sikbeli esetben most az elmhez egy lokalis &,77 természetes koordindtarendszert kotiink. A
&,n lokalis- és a x,y globalis koordinatarendszer pontjai kozott kapcsolatot a leképzés te-
remti meg.

22



N ‘M A7
y 4 3 4 +] 3
P'(&,
Hen) leképzés (&)
-1 +1
— “ -
g
! \tZ
1 -1 2
x>

22. abra: A globalis x,y és a természetes ¢&,n7 lokalis koordinatarendszer kozotti leképzés

A leképzés alkalmazédsanak elonye els6sorban abban jelentkezik, hogy a £,n7 természetes

koordinatarendszerbeli integralasra létezik konnyen programozhat6 numerikus algoritmus.
A geometria leképzése:

x(&m) =3 h (&) y(rs,n)=121hl—(§,n)y,- . 0w

i=]

ahol az alakfiiggvények

W(Em)=(1=E)1=n).  h(&m)=(1+€)(1-n),
m(Em =S+ )1 en).  h(Em)=T(1=E)(1+n).

Az elmozdulés kozelitése:

Az izoparametrikus elnevezésbol kdvetkezéen ugyanazokat az alakfiiggvényeket alkalmaz-
zuk az elmozdulasi mezé kozelitésére is mint a geometria leképzésére

w(Em)= Y h(En)u, W(Em) =S h(Em)y,. (7.30)

i=1 i=1

Az alakvaltozasi mennyiségek eldallitasanal sziikség van a Jacobi matrix inverzére, illetve a
Gauss-féle numerikus integralasnal a Jacobi determinansra.
Kozvetleniil a Jacobi matrix inverze nem allithat6 eld, de a Jacobi matrix igen:

&2 S s 3y
|95 o0& | | 08T 55 i=1
J(&m)= N . (7.35)
= = il —N'h (&,
on onl o Z 677; (&m)y
A Jacobi matrix ismeretében az inverz kepzest alkalmazzuk a numerikus szamitasoknal

} adj(J)
J'(&En)=—7". (7.36)
< (&) de t‘ i‘

A Jacobi matrix determinansa igen fontos szerepet jatszik az elem leképzésének ellenérzése
soran is, ha az értéke zérus, akkor a leképzés szingularis. Ha a gyakorlati szamitas soran azt
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érzékeljiik, hogy a Jacobi-féle determinans eldjelet valt a kiillonb6z6 pontokban, akkor az elem
nagyon eltorzult alaka és az eredmény nem megbizhatd. Ilyen esetben a végeselem felosztast
ugy kell modositani, hogy ez ne forduljon eld.

Numerikus integralas (Gauss kvadratara):

g e

26. abra: Az a(é) folytonos fliggvény a [-1,+1] intervallumon

Vonalintegral:

1

[a(§)as=2a(&)W,, (7.41)

-1

ahol &, W, a Gauss koordinatak és a hozzajuk tartozd Gauss sulyok, NG a Gauss-féle integ-

racios pontok szama. Polinomok esetén a kvadratara ( 2- NG — 1) fokig pontos értéket szolgal-
tat.

1 Tablazat: Gauss koordinatak és Gauss sulyok [1]

NG Si W,
1 0 2.0
2 -0.57735 02691 89626 1.0
0.57735 02691 89626 1.0

3 -0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55555

0.0 0.88888 88888 88888

0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55555

Feliileti integral:

NG NG

jjﬂ(f’ﬂ)dde=ZZﬂ(§:#)VK w,. (7.42)

—1-1 i=1 j=1

A tovabbiakban alkalmazzuk a (7.41) és (7.42) formulakat a merevségi matrix €s tehervekto-
rok meghatarozasara.
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4.5. Egy példa torzult sikbeli elem elfajulo leképzésére

2
=—C +—
n 5\ 3 A7
4 +1 3
leképzés
<:> —! N1 »S
AN
1 -1 2

X
27. abra: Torzult négyszog alaku elem

Az abran vazolt elem sarokpontjainak koordinatai a 2. tablazatban adottak.

2. tablazat: Az elem sarok pontjainak koordinatai

Csomopont X y
1 0 0
2 4 0
3 1 1
4 0 4

Az elem leképzése:

H(En)=3h(En)x =§(1+ 5)(1—77)4+§(1+ E)(1+n)1 :§(1+ £)(5-3n).

y(é,ﬂ)=ZN,-(€,f7)y,-=§(1+§)(1+f7)1+ (1=&)(1+n)4 i(1+n)(5—3§).
A Jacobi matrix (7.35) alapjan
o | (5-3n) 3(1+n)

| o& o 4 4
o= o o |7 sure) (5-30)
on On 4 4

A leképzés elfajulova valik, ha a Jacobi matrix determindnsa nulla:
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(5-3n) -3(1+n)|

4 4 25—156—15n+9En 9+ 9E+9n+9&n
det\J(&,n)=0= = - =
e| (¢ 77)| =3(1+¢&)  (5-3¢) 4 4

|4 4
:w:4_6§_677:0.

4

Az n=-¢ +Z egyenes azon pontok mértani helye, ahol a leképzés szingularissa valik. A

leképzés ilyenkor nem egyértelmt, pl. a tartomany egy része a tartomanyon kiviilre képezddik
le. Az elemnek ez a torzultsdga matematikai és mechanikai szempontbdl nem engedhetd meg.
Az ilyen elem alakvaltozasi energidja negativ is lehet, ami fizikailag elképzelhetetlen. Egy
elem hasonlo torzultsaga esetén, a végeselem programrendszerek ,,Negative Jacobian” hiba-
iizenetet irnak ki a képernyoére.
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