Széchenyi Istvan Egyetem Alkalmazott Mechanika

Miiszaki Tudomanyi Kar Tanszék
ALKALMAZOTT Elméleti kérdések és valaszok
MECHANIKA MSc képzésben résztvevé mérnok hallgatdék szamara

(1)

Mi a mechanika tdrgya?

Anyagi rendszerek (testek) helyzetvéltoztatassal jaro mozgasainak és az ezeket létrehozo
hatasoknak (eréknek) a vizsgalata.

A helyzetvaltozast altalanosan értelmezziik: magaban foglalja testek nyugalmi allapotat
és alakvaltozasat is.

Adja meg dltaldnosan a mechanikai test modell definiciojdt!

Olyan idealizalt test, vagy testekbdl all6 rendszer, amelynek a vizsgalat szempontjabol
lényeges tulajdonsagait megtartjuk, a tobbi tulajdonsagat pedig elhanyagoljuk.

Definidlja a merev test és a szildrd test fogalmdt!

Merev test: Olyan test modell , amelyben barmely két pont tavolsaga &llando.
A test pontjainak tévolsiga terhelés hatasara sem valtozik meg.
Szilard test: Olyan test-modell, amely alakvaltozasra képes.
A test pontjainak tavolsaga terhelés hatasara megvaltozik.

Definidlja anyagi pont és anyagi pontrendszer fogalmdt!
Anyagi pont: 1. def.: Anyagi tulajdonsagokkal rendelkez6 geometriai pont.
2. def.: Olyan test modell (merev test), amelynek helyzete egyetlen
pontjanak helyzetével egyértelmtien megadhato.

Anyagi pontrendszer: Anyagi pontok halmaza (Gsszessége).

Mi az erd (koncentrdlt erd) és az erérendszer?

Az er6 egy testnek egy mésik testre gyakorolt hatasa.

A koncentralt erd testek pontszerii érintkezése esetén jon létre.

Az er6rendszer valamely szempontbol kapcsolatban allo — pl. ugyanarra a testre hato —
er6k halmaza (Gsszessége).

Mi a pontra szdmitott nyomaték? Definidlja koncentrdlt erd adott pontra szdamitott nyo-
matékdt! A definicichoz készitsen magyardzo dbrdt!

A pontra szamitott nyomaték az erének az adott pont
koriili forgatdé hatésa. A pontra szamitott nyomaték
vektor mennyiség.

Az F er6 A pontra szamitott nyomatéka:

MA:FApXﬁ,ahOI

~ My az Fers A pontra szamitott nyomatéka,
— rap az A pontbol a P pontba mutat6 helyvektor és
— P a koncentralt er6 tamadaspontja.
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(7) Mi a tengelyre szimitott nyomaték? Ertelmezze koncentrdlt erd tengelyre szdmitott nyo-
matékdt! Az értelmezéshez készitsen magyardzo dbrdt!

A tengelyre szamitott nyomaték az erének az adott

tengely koriili forgato hatasa. A tengelyre szamitott ny-

omaték skalar mennyiség.

4z

Az F er6 a tengelyre szamitott nyomatéka:

M, = My - €y, ahol

- M, az Fers a tengelyre szamitott nyomatéka,

— €, = d/|d| az a tengely irany egységvektora és

- MA az erének az a tengely A pontjara szamitott
nyomatéka: MA =Tap X F.

(8) Adja meg az dsszefiiggést egy erd két pontra szamitott nyomatéka kézitt!
Az értelmezéshez készitsen magyardzo dbrdt!

y
ﬁs MB:MA—FFBAXﬁ,
I s

B

MB:MA+FXFAB7

ahol A és B a tér két tetsz6leges pontja.

X

(9) Mely geometriai alakzatokra nem ad az F eré nyomatékot? Allitdsait igazolja! A bi-
zonyitisokhoz készitsen magyardzo dbrdat!

— Az er6 hatasvonalén levé pontokra.
Bizonyitas: My = 7ap X F' =0, mert 74p || F.

— Az er6 hatasvonalat metsz6 a tengelyre.
Bizonyitas: M, = M, - €, =0, mert M, = 0.

— Az erd hatasvonalaval parhuzamos b tengelyre.
Bizonyitas: M, = Mg - €, = 0, mert Mp merGleges
e = b/|b| -re, a b tengely irany egységvektorara és

€y parhuzamos € -vel, az F' er6 irdny egységvektoraval.

(10) Magyardzo dbrdval vezesse le a tengely egyenletének Pliicker-vektoros alakjat! Adja meg
az egyenletben szerepld mennyiségek jelentését!



(11)

(12)

(13)

(14)

R all (7—ry), ezért
ax (r—rmy) =0,
P axr—axr =0
(7-7)
P —
7 Jelolés: b= —ad x 7, =7 Xd
N
r
1

N A tengely egyenlete: a x 7+ b= 0, ahol
y

— d a tengely iranyvektora és
— b az a irdnyvektor O pontra szamitott nyomatéka.

Ertelmezze dltaldnos (szélszort) erdrendszer redukdlt (eredd) vektorkettdsét!

Ereds erévektor: F(A) = Z F,
=1

Ered6 nyomatékvektor:

n
My=» (M;+7ap x F;)
i=1
ahol: n  — az erérendszer alkot6 koncentralt erék / koncentralt nyomatékok széama,
A - a tér adott pontja,
F; — az er6rendszer i jeld koncentralt er6vektora,

—

M; — az er6rendszer i jeld koncentralt nyomatékvektora,
7ap, — az A pontbdl az ers tdmadaspontjaba mutaté helyvektor.

A redukalt vektorkettés nyomatéki tér vonatkozasaban egyértelmten jellemzi az
er6rendszert.

Adja meg erdpdr (koncentrdlt nyomaték) értelmezését, kiszamitdsdt és legfontosabb tu-
lajdonsdgadt! Készitsen magyardzo dbrat!

L2 Ertelmezés: Olyan specidlis erérendszer, amely két,
azonos nagysagi, ellentétes iranyu és
parhuzamos hatasvonala erébél all.

Kiszdmitas:

MA = FAPl X_;F —pr2 x F = (FApl — FAP2> X F,

MA:F21XF:MB.

Tulajdonsag: Er6par nyomatéka a tér barmely

pontjara ugyanannyi.
Erépar homogén nyomatéki vektorteret
hoz létre.

Ertelmezze két erérendszer eqyenértékiségét!

Két erérendszer egymaéssal egyenértékii, ha azonos nyomatéki vektorteret hoznak létre.
Jellés: (BN E (E")

Az Y jel arra utal, hogy az egyenlGség a nyomatéki tér vonatkozasaban all fenn.

Adja meg két erérendszer eqyenértékiiségének kritériumait!



1. kritérium: 2. kritérium: 3. kritérium:
Fr=F", M = MY, M =M/,
M}, = M, My, = My,
M, = Mg,
ahol ahol ahol
A a tér tetszéleges, A, B,C harom, nem egy 1 =1,2,...,6 egyméstol
rogzitett pontja. egyenesre esG pont. linearisan fiiggetlen tengely.

(15) Adja meg az egyensilyi erdrendszer értelmezését!
Egy erérendszer akkor egyensilyi, ha zérus nyomatéki vektorteret hoz létre.

Jelolés: (E) X (0)

Az Y jel arra utal, hogy az egyenldség a nyomatéki tér vonatkozasaban all fenn.

(16) Adja meg egy erdrendszer egyensulydnak kritériumait!

1. kritérium: 2. kritérium: 3. kritérium:
ﬁzﬁ, MAZG, Mzz(),
My =0, Mg =0,
MC = _)7
ahol ahol ahol
A a tér tetszdleges, A, B,C harom, nem egy i=1,2, ...,6 egymastol
rogzitett pontja. egyenesre esG pont. linearisan fiiggetlen tengely.

(17) Adja meg tengelyek linedris figgetlenségének feltételét!

Az a; xr+ Z;Z =0, i=1,2,..,6 tengelyek linearisan fiiggetlenek, ha az @, és g@ Pliicker
vektoraik koordinataibol felirt determinans nem nulla:

A1z A2z A3g A4y (A5 Gex
A1y A2y A3y A4y A5y Gey
a1, QA2 A3z A4z 0G5; 06, 7& 0

blm b23: b3:p b4x b5m bﬁx '
biy by sy bay sy Doy
blz sz b3z b4z b5z bfiz

det

(18) Ismertesse a statika fétételét (merev testekbdl dllo rendszer tartds nyugalomban maraddsd-
nak szikséges feltételét)!
Egy merev testekbdl allo rendszer csak akkor lehet tartos nyugalomban, ha a ra hato
kiilsG erérendszer egyensilyi.

(19) Ismertesse a merev testekbdl dllé rendszer tartés nyugalomban maraddsinak elégséges
feltételét!
Egy merev testekbdl allo rendszer tartés nyugalomban maradasanak az az elégséges
feltétele, hogy a rendszer megtdmasztisa ne tegy lehetévé a rendszer merevtestszeri
mozgasat.



(20) Mi a statika feladata?

A statika feladata merev testekbdl allo rendszerek esetén a tdmasztoersk és a belss ersk
meghatarozasa statikai egyensiilyi egyenletek felhasznalasaval.

(21) A mechanikdban milyen testeket tekintink ridnak? Mi a rid mechanikar modellje?

A mechanikdban radnak olyan testet tekintiink, amelynek egyik mérete lényegesen na-
gyobb, mint a masik kettd.

A rid mechanikai modellje a rad kézépvonala (stlyponti széla), amelyhez a rid mechanikai
viselkedésére jellemz6 mennyiségeket kotiink.

(22) Adja meg a rid keresztmetszetének és kézépvonaldnak definicidjat! Milyen feltételek tel-
jestilése esetén beszéliink prizmatikus ridrol?

A keresztmetszet a rud legnagyobb méretére merdleges metszet. A rad kozépvonala a
keresztmetszetek silypontjai altal meghatarozott vonal. Egy ruad akkor prizmatikus, ha
keresztmetszetei azonos alakiak és azonos térbeli elhelyezkedéstiek.

(23) Ertelmezze rid igénybevételét! Adja meg a rid + z normdlisi keresztmetszetében az F
€s Mg eredd vektorkettdst!

Az igénybevételek a rud keresztmetszetén megoszlod bels§ erérendszer stulypontba re-
dukalt ered6 vektorkett&sének skalaris koordinatai.

Fy=-T,¢e, —Tye, + Ne.,
Mg = My,€, — My, + Me,.

(24) Szemléltesse sikbeli dbrdakon az igénybevételek eldjelének értelmezését!

i
I
|

N>0 M, >0
Xay Xay
r—l z — z
[——N  I—
Ty, Ty >0 Mpy » My, >0

(25) Szemléltesse térbeli abrdkon az igénybevételek eldjelének értelmezését!

wn
N

r'7,>0

My, >0



(26) Irja fel az yz sikban terhelt egyenes rid egyensilyi egyenleteit differencidlis alakban!

dT dM,,,
= fy(2) , th = —T,(2),

ahol f,(z) a megoszlo terhelés strtisége,
T,(z) a nyiroers és
My, (2) a hajlitbnyomaték.

(27) Irja fel az yz sikban terhelt egyenes rid egyensilyi egyenleteit integrdl alakban!

z

Ty = / SO, Mun(2) = Mo = — / T,(¢)dc
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ahol f,(z) a megoszl6 terhelés stirtisége,

T,(z) és T, a nyiréers a z, illetve a 2z, pontban,

My (2) és My a hajlitonyomaték a z, illetve a zy pontban.

(28) Adja meg a tenzor értelmezését és tulajdonsdgait!

Ertelmezés: A tenzor homogén, linearis, vektor-vektor fiiggvény altal

megvalositott leképezés (hozzarendelés): o = f(v) =T -

<y

—

Tulajdonsagok: a) f(A) = Af(v), ahol X tetszdleges skalaris egyiitthato,
b) f(vh +12) = f(¥h) + f(T2) -

A fentiekkel ekvivalens: @ = f(AU; + Aath) = A f(07) + Ao f (V) = My + Aot
ahol A\ és A\ tetszéleges skalaris egyiitthatok.

—,

Kovetkezmény: 0= f(0) , azaz, ha v = 0, akkor @ =0 .

(29) Adja meg a T tenzor és a gT transzpondlt tenzor diadikus értelmezését derékszogd
descartesi koordindta-rendszerben!

Tenzor: T=(doé,+boe,+coe),

Transzponélt tenzor: gT = (€,0d+€,0b+¢€,00),
ahol aaz €y, baz e, éscaz e, vektorok képvektorai.

(30) Adja meg a szimmetrikus és a ferdeszimmetrikus tenzor értelmezését!
Szimmetrikus a tenzor, ha egyenld a transzponaltjaval: T = gT.
Ferdeszimmetrikus a tenzor, ha egyenlé a transzponéltja minusz egyszeresével

Tr=-1"

(31) Ismertesse a tenzorok felbontdsdnak tételét!



(32)

(35)

(36)

(37)

Minden tenzor felbonthato egy szimmetrikus és egy ferdeszimmetrikus rész 6sszegére:

1 1
T=1 +T, =5T+1)+5T-1".
Adja meg a mechanikai test modell értelmezését!

Olyan, idealizalt tulajdonsagokkal rendelkezé test, amely a valosagos testnek a vizsgalat
szempontjabol leglényegesebb tulajdonsigait tiikrozi.

A test lényegesnek tartott tulajdonsagait megtartjuk, a lényegtelennek itélt tulajdonsa-
gokat pedig elhanyagoljuk.

Mi a szildrdsdgtan?

A terhelés el6tt és terhelés utén is tartés nyugalomban levs, alakvaltozasra képes testek
kinematikija, dinamikéja és anyagszerkezeti viselkedése.

Definidlja az alakvdltozds fogalmdt!

Alakvaltozasrol beszéliink, ha terhelés hatasara a test pontjai egymashoz képest elmoz-
dulnak és anyagi geometriai alakzatai (pl. hossz, szog, feliilet, térfogat) megvaltoznak.

Milyen esetben beszéliink rugalmas, illetve képlékeny alakvdltozdsrol?

Rugalmas az alakvaltozas, ha a terhelés hatasara alakvaltozott test a terhelés megsziin-
tetése (a tehermentesités) utan visszanyeri eredeti alakjat.

Képlékeny az alakvaltozas, ha a terhelés hatasara alakvaltozott test a tehermentesités
utan nem nyeri vissza eredeti alakjat.

Adja meg a kis elmozduldsok és a kis alakvdltozdsok értelmezését!

Kis elmozdulas esetén a test pontjainak elmozdulasa nagysagrendekkel kisebb a test
jellemzG geometriai méreteinél.

Kis alakvaltozasok esetén a test alakvaltozasat jellemz6 mennyiségek 1ényegesen kisebbek,
mint egy: e 1, v 1.

Adja meg az alakvdltozdsi jellemzdk értelmezését!

a) €4, &y, €, - fajlagos nytlasok.
Pl. az e, az egységnyi, x irdnyt hossznak a terhelés hatasara bekovetkezd
megvaltozésa.

Az e, akkor pozitiv, ha az egységnyi hossz a terhelés hatédsara megnovekszik.

b) Yay = Vyzs Vyz = Yoy Ver = Vae - fajlagos szogtorzulsok.
Pl. az 7., az egymassal 90°-os szoget bezaré x és y iranyok szogének a terhelés
hatasara bekdvetkezd megvaltozasa.

Az v,, akkor pozitiv, ha a 90°-0s szog a terhelés hatasara csokken.
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(38) Adja meg az alakvdltozdsi tenzor definicidjdt diadikus alakban és irja fel az alakvdltozdsi
tenzor matrizdt derékszogi descartesi koordindta-rendszerben!
a) Az alakvéltozasi tenzor diadikus alakban: A = (d, o€, +d, o€, +ad.o¢,),
ahol az alakvaltozasi vektorok az alabbi alakuak:
&x = gmgx + %’szé'y + %f)/zxé'z;
ay = %%yé’m +ey€y + %%yé’z,
O_Zz - %szé; + %’szé)y + 5,257;
és o a diadikus szorzas jele.
b) Az alakvaltozasi tenzor matrixa:
£z $Vey é%z
{é} = ?Vyl‘ Sy 3y

1
5’72@ §r>/zy €z

(39) Szemléltesse az alakvdltozdsi tenzort az elemi triéderen!

A ‘Ez
1Pl
nyz Eyyz
€
1 1
Eyzx é>< P éy Eyzy
1 1
& Eyyx nyy &y

(40) Hogyan szdmithatdk az alakvdltozdsi tenzorbdl az adott i és mi (7 - m = 0) egységvek-
torokkal megadott iranyokhoz tartozo fajlagos nyildsok és szégtorzuldsok?

A fajlagos nytilésok szdmitésa: e, =n-A-7, &,=m- A -m.
1 1
A fajlagos szogtorzulasok szamitasa: 3 Ynm = 5 Ymn = n-A-m=m-A-n.

Az Osszefiiggésekben - a skaléris szorzas jele.

(41) Adja meg az alakvdltozdsi fétengelyek és fonyildsok értelmezését!
Ha d, = €.€ és minden m L é-re fenndll, hogy v,,. = 2 m - a, = 0, akkor € alakvaltozasi
fotengely (alakvaltozési f6irany) és e, fényulas.
Megjegyzések:
- Az ¢, is lehet zérus (@, = 0),
- Minden P pontban létezik legalabb harom f{6irdny, amelyek kolcsonosen merdlegesek
egymasra.

(42) Mi a fesziiltség?
A fesziiltségvektor a testben terhelés hataséara fellépd, felillet mentén megoszlod belsd
er6rendszer striiségvektora.

(43) Hogyan szdmithatdk ki a fesziltséguektor dsszetevdi? Az dsszetevdkre bontdst dbrdan is
szemléltesse!



A normél fesziiltségi Osszetevs:
Opn =01 = (1 0p,) T .

A cstsztato fesziiltségi Osszeteve:
Tn = On — Onfl = (7 X 0,) X 1.

(44) Hogyan szamithatok ki a fesziiltséguektor koordindtdi? A koordindtdkra bontdst dbrdn is

szemléltesse!
n T
\ I A normélfesziiltség koordinata:
o, | Opn =T -0p= (7" 0n).
Pn ;
Tp A cstisztato fesziiltségi koordinatak:
Tmn = T Op = M - Ty,
T PRGN TS
Tin=1-0,=1-Tp.

(45) Adja meg a fesziiltségi tenzor definicidjat diadikus alakban és irja fel a fesziiltségi tenzor
mdatrizdt derékszogi descartesi koordindta-rendszerben!

a) A fesziiltségi tenzor diadikus alakban:  F = (g, 0 &, + 0, 0 €, + 0> 0 €3),

ahol a fesziiltségi vektorok az alabbi alakuak:
Oz = Oz€y + TyzCy + Tez€z,
Oy = Tay€s T Oy€y + Toy€s,
0z = Tgz€y 1 Tyz€y + o.€;.
b) A fesziiltségi tenzor matrixa:

Or Txy Taz
[ £ } = | Ty Oy Tyz
Tze Tzy Oz

(46) Szemléltesse a fesziiltségi tenzort az elemi kockdn!

Za
A0
Yz xl Ty
Tzx % Oy
T y
Tyx | Y
e T2
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(47) Hogyan szamithatok a fesziltségi tenzorbdl az adott i normdlisi sikon fellépd o, €s Ton
fesziiltség koordindtdk?

A normal fesziiltségi koordinata: o, =1 -0, =1 - T- 7.

~

A csusztato fesziltségi koordinata: 7., = T =m -0, =n-1T -m=m T -n.

[los!

Az Osszefiiggésekben - a skaléris szorzas jele.

(48) Adja meg a fesziltségi firanyok és fofesziiltségek értelmezését!

Ha az € egységvektorra L elemi feliileten 7, = 0 és ebbél kovetkezsen 0. = 0.€, akkor az
e fesziiltségi f6tengely (fesziiltségi fGirany) és o, f6fesziiltség, valamint az é-re L elemi
feliilet sikja f6fesziiltségi sik .

Megjegyzések:

- A o, is lehet zérus (g, = 0).

- Minden P pontban létezik legaldbb harom fgirany, amelyek kolcsondsen merdlegesek
egymasra.

(49) Milyen esetben beszélink prizmatikus ridrol?

1. definici6: Prizmatikus radrél abban az esetben beszéliink, ha a rad kereszt-
metszeteinek az alakja és térbeli elhelyezkedése a rud hossza mentén nem
valtozik.

2. definici6: Prizmatikus az az egyenes kézépvonala rad, amelynek keresztmetszetei
allando6 alakuak és a kézépvonal mentén parhuzamos eltolassal egymasba
tolhatok.

(50) Adja meg a homogén, izotrop, linedrisan rugalmas test (anyag) definicidjat!
Homogén: Az anyagi tulajdonsagok a test minden pontjaban azonosak.
Izotrop: Az anyagi tulajdonsagok nem fiiggnek az iranytol.

Linearisan rugalmas: Ha a fesziiltségek és az alakvaltozasi jellemz6k kozott linedris
fiiggvénykapcsolat all fenn.

(51) Irja fel az eqyszert Hooke torvényt hizds-nyomdsra!
o,=Fe, & ¢ec,=¢,=¢,=—VE,.

ahol: - 0, a kozépvonal iranya normalfesziiltség,

¢, a kozépvonal irdnyn fajlagos nytlas,

- €5 = £y = €, a keresztiranyu fajlagos nytlés,
E a (Young-féle) rugalmassagi modulus,

v a Poisson tényezd.

(52) Fogalmazza meg dltaldnosan a szildrdsdgtani méretezés feladatdt ridszerkezetek esetén!
Adott: A rud anyaga és terhelése (igénybevételei).

Feladat: A rad keresztmetszeti méreteinek meghatarozasa gy, hogy a rud az adott
terhelést kell§ (megfelels) biztonsaggal elviselje.

(53) Fogalmazza meg dltaldnosan a szildrdsdgtani ellendrzés feladatdt ridszerkezetek esetén!



(54)

(55)

(56)
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Adott: a rad anyaga, keresztmetszetének méretei és terhelése (igénybeveételei).

Feladat: Annak eldontése, hogy a riud az adott terhelést kell§ (megfelels) biztonsaggal
elviseli-e.

Irja fel a P ponti fesziiltségi tenzort és adja meg a benne szerepld fesziltség koordindtdk,
valamint az | hosszisdagi rid rugalmas alakvdltozdsi energidjanak kiszdmitdsi modjat
prizmatikus Tid huzds-nyomdsa esetén!

A fesziiltségi tenzor matrixa:

00 O
(£]={0 0 0
0 0 o,
5 ) N
A normélfesziiltség kiszamitasa: o, = e
ahol: N a ruder§ és A a keresztmetszet teriilete.
1 N2
A | lakvaltozasi ia: U=-—=1
rugalmas alakvaltozasi energia 5AE "

ahol: E a rugalmassagi modulus.

Irja fel a P ponti fesziiltségi tenzort és adja meqg a benne szerepld fesziiltség koordindtdk,
valamint az | hosszusdgu rud rugalmas alakvdllozdsi energidjanak kiszamitdsi modjat
prizmatikus, kor- és kérqyird keresztmetszetd rid csavardsa esetén!

A fesziiltségi tenzor matrixa Rz henger koordinata-rendszerben:

0 0 O

[ F } =10 0 7.

Ryz 0 7o O
M.

R,

A csuisztato fesziiltség kiszdmitasa: 7,, = 7., = T
p
ahol: M. a csavar6 nyomaték, I, a keresztmetszet polaris mésodrendd nyomatéka és
R a P pont stulyponttol mért tavolsaga.
1 M?
A rugalmas alakvéltozasi energia: U = ——% [,
21, G
ahol: G a csusztaté rugalmassagi modulus.

Adja meg az I, poldris mdsodrendid nyomaték értelmezését és kiszamitdsdt kor- és kor-
gytrd keresztmetszetre!
Ertelmezés: I, = f R2dA.
(4)
Kiszamitas:
d*n (DY — dYr

kor keresztmetszetre: [, = 32 korgytrd keresztmetszetre I, = 5

Adja meg prizmatikus rid tiszta hajlitdsanak az értelmezését és ismertesse a Bernoulli
hipotézist!

Tiszta hajlitas: ha a vizsgalt rudszakaszon az igénybevétel kizardlag hajlitonyomaték.
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Bernoulli hipotézis: Tiszta hajlitas esetén a rad deformalt keresztmetszetei sikok
maradnak, a keresztmetszetek sikjaban nem lép fel szégtorzulas és
a keresztmetszetek az alakvaltozés utan is merdlegesek maradnak
a rad alakvaltozott .S ponti szalara.

(58) Milyen esetben beszéliink egyenes hajlitdsrol és ferde hajlitdsrol?

Egyenes hajlitas: Ha az M s hajlitdo nyomaték parhuzamos a keresztmetszet valamelyik
S ponti tehetetlenségi fGtengelyével.

Ferde hajlitds: Ha az Mg hajlit6 nyomaték nem parhuzamos a keresztmetszet
egyik S ponti tehetetlenségi f6tengelyével sem.

(59) Irja fel a P ponti fesziiltségi tenzort és adja meg a benne szerepld fesziiltség koordindtdk,
valamint az | hossziusdgu rid rugalmas alakvdltozdsi energidjanak kiszdmitdst modjat
prizmatikus rid tiszta, eqyenes hajlitdsa esetén!

A fesziiltségi tenzor matrixa:

00 0
[F]=|0 0 0
0 0 o,
Mpa
A normaélfesziiltség kiszamitasa: o, = ]h v,

ahol: - M, a hajlité nyomaték x iranyﬁxkoordinatéja,
- I, a keresztmetszet x tengelyre szamitott masodrendi nyomatéka és
- y a P pont z tengelytsl mért elGjeles tavolsaga. (Az x tengely a kereszt-
metszet S ponti tehetetlenségi fGtengelye.)
1 MZ,
21, F

A rugalmas alakvaltozasi energia: U = l

ahol: F a rugalmassagi modulus.

(60) Ertelmezze keresztmetszet tengelyre, tengelypdrra és pontra szdmitott mdsodrendi
(tehetetlenségi) nyomatékdt!

Az x és y tengelyekre szamitott méasodrendii

A
y nyomatékok:
A I, = [ y*dA >0, I,= [ 2*dA>0.
dA (4) (4)
// | Az x, y tengelyparra szamitott masodrendi
/ | nyomaték:
F4 Ly=1,= [2ydA= [ yzdA.
/ 1y (4) (4)
L/ | X o , ) ,
o _X_ - Az O pontra szamitott masodrendi nyomaték:
Iy= [(M*dA= [(*+y*)dA=1,+1,>0
(4) (4)

61) Irja fel a keresztmetszet S ponti tehetetlenségi tenzordnak mdtrizdt és adja meg a mdtric
J g ] g
elemeinek értelmezését!
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A tehetetlenségi tenzor a keresztmetszet S silypontjahoz kotott &, n koordinata-

rendszerben:
1 —1,
I ] _ [ ¢ & ]
[:S —ILe I

A tenzor elemeinek értelmezése:

Ie = /nQdA, I, = /§2dA, Iy = /gndA.
(A) (A) (A4)

(62) Az S ponti &, n koordindta-rendszerbeli is tehetetlenségi tenzor ismeretében hogyan
szamithatok ki az S ponti n és m tengelyekre és az n,m tengelypdrra szamitott I,,
L, I, tehetetlenségi nyomatékok?

Az n és m tengelyekre szamitott masodrendii
nyomatékok:

]nzén-is-én, ]m:€m'£s'€m-
Az n, m tengelyparra szamitott masodrendi
nyomaték:

'€m=—€m'£5'6n.

Az Osszefiiggésekben €, és €, az n és m
irdnyu egységvektorok:
€y = COS a€¢ +sinae,, €, = — sinaeg + cos ae,,.
(63) Irja fel a keresztmetszet tehetetlenségi nyomatékaira vonatkozd Steiner-tételt tenzoridlis
és skaldris alakban!

Y 17 A
A tenzorialis alak:

I =I1I_+1
/f dA )} A Zo %5 T 2o ys?  —ysz
————— F= ahol: | I, [ =a| % svs |
[ X n =08 —TsYs  Ts

¢
sl |1 ] .
y / A skalaris alak:
/ | [x - [f + AyS ’
| X Iy = IW + Al’sz,
| > ]zy = ]577 + AZL’SyS

OT

(64) Adja meg keresztmetszet tehetetlenségi fotengelyeinek és fo tehetetlenségi nyomatékainak
az értelmezését!

Tehetetlenségi f6tengely az n és m tengely (nlm) , ha az n, m tengelypéarra szamitott
nyomatékok eltiinnek: I,,, = I,,, = 0.

F6 tehetetlenségi nyomatékok az n és m tehetetlenségi f6tengelyekre szdmitott I, és I,
méasodrendi nyomatékok.
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(65) Irja fel a szildrd testre vonatkozd egyensilyi egyenletet koordindta rendszertdl figgetlen
vektoridlis alakban és adja meg a skaldris eqyenleteket x,y, z derékszogd descartesi koor-
dindta-rendszerben!

Vektorialis alak: F-V+q=0,
ahol: F a fesziiltségi tenzor,
V a Hamilton-féle differencial operator és

q a térfogati terhelés stirtiségvektora.

Skaléris egyenletek x,y, z koordinata-rendszerben:

0oy, OTyy Oy

ox oy + 0z

01y  Ooy 0Ty,

ox * oy 0z

0Ty 0Ty 0o,
+ =2+

ox dy 0z

_I'Qx:Oa

+Qy:O>

+QZ:0

(66) Adja meg a derivdlt tenzormezd és az elmozduldsmezd, az alakvdltozdsi tenzormezd és
az elmozduldsmezd, valamint a forgato tenzormezd és az elmozdulasmezd kapcsolatdt
koordindta rendszertdl fiiggetlen alakban!

A derivalt tenzor: D=iioV,
e e L .
Az alakvaltozdsi tenzor: A = §(u oV +Vou),
4 ]' — —
A forgato tenzor: ¥ = §(u oV —-Vou),

ahol: « az elmozdulési vektormezs,
V a Hamilton-féle differencial operator és

o a diadikus szorzas jele.

(67) Irja fel az alakvdltozdsi jellemzdk és az elmozdulds-koordindtdk kizotti kapesolatot skaldris

alakban!
o o o
T ox’ Ty oy 0z’
e
Yoy’ Yooy 07
o _ouow
© 0z 0z Ox

(68) Irja fel az dltaldnos Hooke tirvény izotrdp anyagra vonatkozd mindkét tenzoridlis alakjdt
és adja meg az egyenletekben szerepld mennyiségek jelentését!

1 I/F] I/A[
—(F — E F=2G(A E
2G<: 1—#1/:)7 = Gla+ 1—21/:)7

ahol: A az alakvéltozasi tenzor,

é:



(69)

(71)

(72)
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F a fesziiltségi tenzor,

E az egység tenzor,

G a cstusztato rugalmassagi modulus,

v a Poisson tényezd,

F; a fesziiltségi tenzor els6 skalar invaridnsa és
A az alakvaltozasi tenzor elsé skalar invariansa.

Vezesse le az E rugalmassdgi modulus és a G csusztato rugalmassdgi modulus kézétti
kapcsolatot!

Egytengelyt fesziiltségi allapot esetén: €, = ¢, = —ve,.
Az egyszerti Hooke torvény: o, = Ee,.
v
Az altalanos Hooke torvény: o, =2Ge, + T (ex+ey+e)] =
—2v
=2G[e, + = 2V(—1/52 —ve, +¢e,)] =.

= 2Gle, + ve,)] = 2G(1 + v)e,.

Az egyszer( és az altalanos Hooke torvényt osszevetve: E =2G(1+v).

Adja meg a redukdlt (egyenértéki) fesziltség definiciojat!

Olyan fesziiltség, amely a pontbeli fesziiltségi allapotot tonkremenetel szempontjabol
egyértelmiien jellemzi.

A redukalt fesziiltség bevezetésével a tetszbleges térbeli fesziiltségi allapotot egytengelyii
fesziiltségi allapotra vezetjiik vissza.

Hogyan értelmezziik a Coulomb-féle redukdlt fesziltséget?

Ored(Coulomb) = Opar = maz(|oy|, |os]),
ahol: o7 a legnagyobb, o3 pedig a legkisebb fffesziiltség.

Coulomb szerint a pontbeli fesziiltségi allapotot karosodas szempontjabol a legnagyobb
abszolat értékd normal fesziiltség jellemzi.

Hogyan értelmezziik a Mohr-féle redukdlt fesziiltséget?

Orea(Mohr) = o1 — 03,

ahol: o; a legnagyobb, o3 pedig a legkisebb féfesziiltség.

Mohr szerint a pontbeli fesziiltségi allapotot karosodas szempontjabol a legnagyobb
Mohr kor atmérgje jellemzi.

(73) Hogyan értelmezzik a Huber-Mises-Hencky-féle redukdlt fesziltséget?

ored(HMH) = \/%[(01 —09)2 4+ (09 — 03)% + (03 — 01)?] ,

vagy
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1
ored(HMH) = \/5[(050 —0y)?+ (0y —0.)* + (0, —02)* + 6(7—1?;/ + Tsz + 72

ahol: oy, 09, 03 f6fesziiltségek,
0z, 0y, 0, normal fesziiltségek,
Tey, Tyz, Ta» CsUsztato fesziiltségek.

A Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség négyzete ardnyos az ur fajlagos torzulasi
energiaval.

Adja meqg a redukdlt fesziiltség szamitdsanak maodjdt abban az esetben, amikor eqy pont-
beli fesziiltségi dllapotot egy normdl fesziltség és eqy (vele azonos sikon fellépd) csisztato
fesziiltség jellemzi!

Ored = \/ o? + 57—2 ’
ahol: Mohr esetében 3 =4 és

Huber-Mises-Hencky esetében 5 = 3.

Adja meg ferde hajlitds esetén a zérusvonal értelmezését és irja fel a zérusvonal eqyen-
letét!

Zérusvonal: A keresztmetszet azon pontjai, ahol o, = 0.

A zérusvonal egyenlete:

Mha + Mhy:t va, = —%ﬁx
I Y I, 8y Y My 1,

o,=0=

ahol: My, My, az x,y tehetetlenségi f6tengely iranyt hajlitonyomatéki koordinaték,
I, 1, az z,y tehetetlenségi f6tengelyekre szamitott masodrendd nyomatékok.

Irja fel a P ponti fesziltségi tenzort és adja meg a benne szerepld fesziiltség koordindtdk
kiszamitdsi modjdt prizmatikus rid ferde hajlitdsa esetén!

A fesziiltségi tenzor matrixa:

00 0
[F]=]00 0
0 0 o,
My, M,
A normaél fesziiltség kiszamitasa: o, = I—hy + ]hyL
x Y

ahol: My,, My, az z,y tehetetlenségi fGtengely iranyt hajlitonyomatéki
koordinatak és
I, I, az x,y tehetetlenségi f6tengelyekre szamitott masodrendti nyomatékok.

Adja meg a ferde hajlitds mindkét értelmezését!

Ha az Ms nyomatékvektor nem parhuzamos az egyik S ponti tehetetlenségi
fétengellyel sem.

Ha az Mg nyomatékvektor nem parhuzamos a zérusvonallal.
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Irja le prizmatikus rid hajlitds-nyirdsindl alkalmazott feltételezéseket!

- A 0, Ggy szamithatd, mint tiszta hajlitas esetén.

- A 7,, egyensulyi feltételbdl hatarozhaté meg.

- Az z és y tengelyek a keresztmetszet S ponti tehetetlenségi fGtengelyei.

- Az x tengelyen fellépo 7. fesziiltségek az y tengelyen egy pontban metsz&dnek.
- Minden x tengellyel parhuzamos egyenes mentén a 7,, allando.

Irja fel a P ponti fesziiltségi tenzort és adja meg a benne szerepld fesziiltség koordindtdk
kiszamitdsi modjdt prizmatikus rid hajlitds-nyirdsa esetén!
A fesziiltségi tenzor métrixa:

0 0 7
[g}: 0 0 7,

Tex Tzy Oz

. My,
A normal fesziiltség kiszamitasa: o, = ——v,

I
ahol: My, az x tehetetlenségi fGtengely ir%nyéba mutato hajlitobnyomaték,
I, az x tehetetlenségi fGtengelyre szamitott masodrendi nyomaték.

Ty Sx(y)

A 7, cstusztato fesziiltség kiszamitasa: 7, = —I—(),
z Ay

ahol: T}, az y tengely irdnyu nyiroerd,
S:(y) a keresztmetszet y = dll. egyenes folé (ald) es§ részének az = tengelyre
szamitott statikai nyomatéka,
a(y) a keresztmetszetbe metsz6 y = dll. egyenes hossza.

A 7, cstsztato fesziiltség kiszamitasa abbol a feltételbdl torténik, hogy a 7, fesziiltségek
az y tengelyen egy pontban metsz&dnek.

Hogyan szamithato ki ridszerkezetek alakvdltozdsi energidja dltaldnos esetben?

U:/UdV: UN + U]Mh + UO + UT.
—~— ~—~ ~—~ ~—
V)
hiizas-nyomasi hajlitasi csavarasi nyirési
alakvaltozasi  alakvaltozasi alakvaltozasi alakvaltozasi

energia energia energia energia

1 N2 M2 M M?
Ha U ~ 0, akkor U = — ha Y < | ds.
T e, anker 2/(AE+]xE+[yE+[pG) i
1)

Ismertesse a Castigliano tételt!
ouU
1. alak: P = —.
ala Ui = o

7
A szerkezetet terhel§ F; eré tamadaspontjanak az F; erd iranyaba es6 u; elmozdulasa
7 7 7
egyenld a szerkezet U alakvaltozasi energidjanak az F; erd szerint vett derivaltjaval.

ou
2. alak: ;= —.
4 0 M;
A szerkezetet terhel§ M; nyomaték keresztmetszetének az M; nyomaték iranya koriili
Y; szogelfordulasa egyenlG a szerkezet U alakvaltozasi energidjanak az M; nyomaték

szerint vett derivaltjaval.
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(82) Mikor statikailag hatdrozott egy szerkezet?
Ha az ismeretlen tadmaszto és bels6 erd koordinatak szdma egyenls a szerkezetre felirhato,
egymastol fiiggetlen skalaris statikai egyenstlyi egyenletek szaméaval.

Ha a szerkezet tamaszté és belsd erérendszerének skalaris koordinatai statikai egyensulyi
(vetiileti és nyomatéki) egyenletekbdl meghatarozhatok.

(83) Mikor statikailag hatdrozatlan egy szerkezet?
Ha az ismeretlen tamaszto és bels er6 koordinatak szama nagyobb, mint a szerkezetre
felirhato, egymastol fiiggetlen skalaris statikai egyenstlyi egyenletek szama.

Ha a szerkezet tamaszt6 és belsd er6rendszerének skalaris koordinatai statikai egyenstlyi
(vetiileti és nyomatéki) egyenletekbdl nem hatarozhatok meg.

(84) Irja le a statikailag hatdrozatlan tartdszerkezetek tdmasztoerdi meghatdrozdsdinak gon-
dolatmenetét!

- A szerkezet statikailag hatarozotta tétele (torzstarto).

- Az alakvéltozési (geometriai) korlatozasi egyenlet felirasa.

- Az alakvaltozasi korlatozasbol a Castigliano tétellel a plusz tdmasztoers koor-
dindta meghatarozésa.

- Statikai egyensiilyi egyenletekbdl a tobbi tAmasztoers koordindta meghatarozasa.

(85) Adja meg a sik-alakvdltozasi dllapot definicidjat!
Ha a testnek van egy olyan kitiintetett sikja, amellyel parhuzamos valamennyi sik
alakvaltozasa azonos és alakvaltozas kézben a sikok tavolsdga nem valtozik.

(86) Irja fel fesziiltségi és az alakvdltozdsi tenzort sik-alakvdltozdsi dllapot esetén!

Op Taoy O

A fesziiltségi tenzor: [ F(z,y) | = | 7o o0y 0
0 0 o,
€y %’yxy 0
Az alakvéltozasi tenzor: | A(z,y) | =] 1
- 2’7@@ gy
0 0 0

(87) Adja meg az dltaldnositott sik-fesziltségi dllapot definicidjat!
Altalanositott sik-fesziiltségi allapotban a sajat sikjukban terhelt lemezek vannak.
A lemez olyan test, amelynek egyik mérete a masik két kiterjedéséhez képest kicsi és
értelmezhetd kozépsik.
A terhelés vastagsag menti eredGje a lemez kozépsikjaban miikodik.

(88) Irja fel fesziiltségi és az alakvdltozdsi tenzort dltaldnositott sik-fesziltségi dllapot esetén)

B Oy Tay O
A fesziiltségi tenzor: [g(:r, Y) } = | Ty Ty O
0 0 0
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_ 1

€z §’Yzy 0

Az alakvaltozasi tenzor: [ A(z,y) | = | 1 _ 0
— 2,}/7;9: Ey

0 g,

(89) Irja fel dltaldnositott sik-fesziillségi dllapot esetén az dtlagos fesziiltségek értelmezését!

.(z,y) —Efal,xy, 2)dz, o,(z,y) ——fayxy, 2) dz,
(b) ()

Tuy(T,y) = frxyxy, z) dz.

(90) Hogyan kell felvenni sik alakvdltozdsndl és dltalanositott sik fesziltségi dllapotndl a fe-
sziiltségfiigguényt és hogyan szdrmaztathatok a fesziltségek a fesziltséqfiigguénybdl?

A fesziiltségfiiggvényt gy kell felvenni, hogy a bel6le szamitott fesziiltségek kielégitsék
az egyensilyi egyenleteket.

x(z,y) x(z,y) Px(z,y)
x ‘1.7 = —7 ‘1.7 = —7 €T x? =~ 7" &3 &
g ( y) ayQ Uy( y) axg 7. y( y) axay
(91) Adja meg anyagi pont mozgdstorvényének (mozgdsfigguényének) és palydjinak defini-
ciojat!
A Z
P() A mozgastorvény az az 7 = 7(t) helyvektor -
Py id6 (vektor - skalar) fiiggvény, amely az anyagi

palyagorbe

pont pillanatnyi helyzetét meghatarozza.

Anyagi pont palyaja az a térgérbe, amelyen
a pont a mozgés soran végig halad.

(92) Adja meg az s=s(t) wkoordindta értelmezését!

Az s ivkoordinata egy adott O kezd&ponttdl, a palyagdrbe mentén mért elGjeles tavolsag
(elgjeles ivhossz), amely a tomegpont helyét a palyagorbén egyértelmiien megadja.

(93) Ertelmezze anyagi pont pdlyagirbéjének egy tetszéleges pontjdban a t t, ,gkz’séré’ triédert!
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A Z - Az érint6 irdnyi egységvektor:
LI
i N dS’ . o
P Ly - A fénormalis egységvektor:
palyagorbe dr . 1.
i — =krn=-n, |1 =1
" ds
- A binormalis egységvektor:
b=tx, |b=1.

s - ivkoordinata (elGjeles ivhossz),
\y, Kk - a palyagorbe gorbiilete,

o0 - a palyagdrbe gorbiileti sugara.

Adja meg anyagi pont U (t) sebességfiigguényének, valamint pillanatnyi sebességvektord-
nak értelmezését és irja le a pillanatnyi sebességuektor tulajdonsdgait!

A sebességfiiggvény a mozgastorvény (mozgasfiiggvény) idé szerint vett elsg derivaltja:
7(t) = #(t) =
u(t) =71(t) = )

dt
A pillanatnyi sebességvektor a sebesség-fiiggvény egy adott idépillanatban felvett értéke:
?71 = 17(t1)

A pillanatnyi sebességvektor tulajdonsagai:

- vektor mennyiség,
- irdnya megegyezik a péalyagorbe érint§jének iranyaval.

Bizonyitsa be, hogy anyagi pont sebességuektoranak iranya megegyezik a pdlyagdrbe érin-
tdjének iranydval!

dr dr ds -
Bi itds: U(t) = — = — — = v(t)t.
izonyitas: v(t) 7 df 7 v(t)
t

- a palyagorbe mentén mért ivkoordinata,
- a palyagorbe érint6 egységvektora,
v(t) - a palyasebesség.

S
t

Ertelmezze anyagi pont elmozduldsvektordt és kézepes sebességét!

Az - Az elmozdulas-vektor:
AT =75 — 7.

palyagorbe

- Az elmozduléasvektor az anyagi pont t;
id6pillanatban elfoglalt helyébdl a t,
idépillanatbeli helyzetébe mutatd helyvektor.

- A kozepes sebesség:
AT Ty —1]

Fo= =L = .
PTAL D ty— 1

- Az elmozduléasvektor és a kozepes sebességvektor
is egy adott idé-intervallumra vonatkozik.
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Ertelmezze anyagi pont pdlya menti sebességét (pdlyasebességét) és irja le a tulajdonsd-
gait!
A palya menti sebesség a palyagorbe mentén mért ivkoordinata idS szerint vett elsd
derivaltja: (t) = ds_(t)
erivaltja:  v(t) = — =
Tulajdonsagai:
- (elGjeles) skalar mennyiség,
- eljelét a s ivkoordinata iranyitasa donti el, eljele a t iranyara vonatkozik
(a palyasebesség akkor pozitiv, ha az ivkoordinata nd).

Adja meg anyagi pont gyorsuldsfiigguényének, valamint pillanatnyi gyorsuldsvektordnak
értelmezését és irja le a pillanatnyi gyorsuldsvektor tulajdonsdgait!

A gyorsulasfiiggvény a sebességfiiggvény id§ szerint vett elsG derivaltja, illetve a mozgas-

fiiggvény (mozgastorvény) id6 szerint vett masodik derivaltja:
: d*r(t)
at) =uv(t) = —=—.
(1) = i) =
A pillanatnyi gyorsulasvektor a gyorsulasfiiggvény egy adott idépillanatban felvett értéke:
a, = a(ty).
A pillanatnyi gyorsulasvektor tulajdonsagai:

- vektormennyiség,
- a palyagorbe simuldsikjaba esik és a palyagorbe ¢ érintGje és 7 f6normaélisa irdnyaba
esG OsszetevGkbdl All.

Bizonyitsa be, hogy anyagi pont gyorsuldsvektora a pdlyagirbe t, it simuldsikjiba esik!

L d ﬁ dv(t) - dt ds  dv- v

=d(t) = —[t)tt)] = =2t 4+ v(t) — — = —t+ —1l.

a=a(t) dt[”()<>] i +o(t) N dt+gn
~—~—

(1)

Adja meg az anyagi pont gyorsuldsvektora koordindtdinak elnevezését, kiszamitdsi mdd-

I8

rcl31<
S

jat és fizikai tartalmdt az pélyagorbe t, i, b természetes koordindgta-rendszerében!

Elnevezés: Kiszdmitasi mod: Fizikai tartalom:
du(t
Palya menti gyorsulas ai(t) = dsf ) A sebességvektor nagysaganak
(Palyagyorsulas) valtozasat jellemzi.
02
Normalis gyorsulas a,(t) = — A sebességvektor iranyanak
%

valtozasat jellemzi.

Adja meg a merev test sebességdllapotdnak értelmezését! Milyen mennyiségekkel adhato
meq eqyértelmien merev test sebességdllapota?

Merev test sebességallapota egy adott idGpillanatban a merev test Gsszes pontjahoz tar-
toz6 sebességvektorok halmaza.

Megadas:

- a test pillanatnyi & szogsebességével,

- a test egy adott A pontjanak pillanatnyi v4 sebességével.
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(102) Adja meg egy adott iddpillanatban a merev test két pontjinak sebességuektora kiozotti

dsszefiiggést!

Up = Ua +W X Tap,

W - a test pillanatnyi szégsebessége,

Ua,Up - az A és B pontok pillanatnyi sebessége,

Tap - az A pontbol a B pontba mutatd
helyvektor.

(103) Adja meg egy adott iddpillanatban a merev test két pontjidnak gyorsuldsvektora kézotti
dsszefiiggést térbeli mozgds és sikmozgds esetén!

Térbeli mozgas: dp = da + & X Fap + & X (0 X Tap),

g - a test pillanatnyi szoggyorsulésa,

w - a test pillanatnyi szogsebessége,

aa,dp - az A és B pontok pillanatnyi gyorsulasa,

Tap - az A pontbol a B pontba mutatd
helyvektor.

Sikmozgas: dg = @4 + il X Rap — w?Rap,
7 - a sik normalis egységvektora,
Rap - az 74 helyvektor sikba es§ Osszetevije.

(104) Adja meg a merev test gyorsuldsdllapotdnak értelmezését! Milyen mennyiségekkel adhato
meq eqyértelmien merev test gyorsuldsdllapota?

(105)

Merev test gyorsulasallapota egy adott idGpillanatban a merev test Osszes pontjahoz
tartoz6 gyorsulasvektorok halmaza.

Megadas:

- a test £ pillanatnyi szoggyorsulésaval,
- a test W pillanatnyi szégsebességével,
- a test egy adott A pontjanak a4 pillanatnyi gyorsulaséval.

Ertelmezze a test tomegét és a test O pontra szimitott statikai nyomatékdt!

Készitsen magyarazo dbrat!

A test tOmege a test tehetetlenségének mérdszama:
m= [ dn= [ pdV.
(m) (V)

A test O pontra szamitott statikai nyomatéka:
So= [ Fdm= [ FpdV.
(m) V)
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(106) Ertelmezze a test koordindta sikokra szimitott statikai nyomatékdt!
Készitsen magyarazo abrat!

A koordinata sikokra szamitott statikai nyomatékok:
Sey= [ zdm= [ zpdV =5¢-¢€,
(m) V)

ahol:

SE — a test O pontra szamitott statikai nyomatéka,
€x €y , € — a sikok normalis egységvektorai.

(107) Adja meg az dsszefiiggést eqy merev test két pontra szamitott statikai nyomatéka kézitt!

Sp=Sa—miap, wvagy Sp=Sa+mipa

ahol A és B a tér két tetszGleges pontja,

merev test esetén: m= [ dm= [ pdV.
(m) V)

(108) Definidlja merev test T tomegkdzéppontidt és adja meg a tomegkizéppont helyvektorinak
kiszamitdsi modjdat! Milyen esetben esik eqybe a tomegkédzéppont a siulyponttal?

- A tomegkozéppont az a pont, amelyre szamitott statikai nyomaték zérus.
- A tomegkozéppont helyvektora: ror = rr = %O,
ahol O a koordinata-rendszer kezdGpontja,
m a rendszer tomege és
So a koordinata-rendszer kezdGpontjara szamitott statikai nyomaték.

- A tomegkozéppont akkor azonos a stulyponttal, ha a graviticids gyorsulas allandé.

(109) Ertelmezze merev test pontra és a koordindta-rendszer tengelyeire szamitott tehetetlen-
ségi nyomatékdt! Adja meg a pontra és a tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok
legfontosabb tulajdonsdgdt!

Pontra szamitott:
Ja= [ ridm= [ (2® +y*+ 2%)dm.
(m) (m)

A koordinata tengelyekre szamitott nyomatékok:
Jo = [ (y* + 2%)dm - x tengelyre szamitott,
(m)
Jy = [ (% + 2%)dm - y tengelyre szamitott,
(m)
J. = [ (#* + y*)dm - z tengelyre szamitott.
(m)

Tulajdonsag: J4 >0, J, > 0.

(110) Ertelmezze merev test koordindta-sikpdrokra szdmitott tehetetlenségi nyomatékdt!
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A koordinata-sikparokra szamitott nyomatékok:

[ (zy)dm - az |yz|-|xz] sikparra szamitott,

—~

Joy =
Jy. = [ (yz)dm - az |xz]-|xy]| sikparra szamitott,
(
J.o = [ (zx)dm - az |xy|-[yz] sikparra szamitott.
(

(111) Adja meg a merev test S silyponti e tengelyre szamitott tehetetlenségi vektordnak, valamint
tehetetlenségi tenzoranak értelmezését és irja fel a tenzor mdtrizdt az S ponthoz kétott
&,m, C koordindta-rendszerben!

Tehetetlenségi vektor értelmezése:

Tenzor értelmezése:

A tenzor matrixa:
Je o —Je —Je

[ig}: _Jné Jn _JnC-
—Jee —Jen e

(112) Hogyan szamithatdk ki a ls stlyponti tehetetlenségi tenzor, valamint az 1 és az m irdny

eqyséquektorok ismeretében a J, tengelyre és a Joy, sikpdrra szdmitott tehetetlenségi ny-
omaték?

(113) Irja fel merev test tehetetlenségi tenzordra a Steiner tételt!

A Steiner tétel Osszefiiggést ad meg az egymassal parhuzamos S stlyponti és tetszéleges
A ponti tengelyekre (és sikparokra) szamitott tehetetlemségi nyomatékok kozott.

Tenzorialis alak:
Sy =Lt g,

Skalaris alak:

Jo = Je +m(yhs + 24s) = Je +m(nga + C3a),
Jy = Iy +m(a%e + 234g) = Je +m(E&s + CGa);
J. = Je +m(a%s + yhs) = Jo +m(E& s +nza),

Joy = Jen + M asyas = Jey + mEsansa,
Jyr = Jnc + myaszas = Jyc + mnsalsa,
Joz = Je¢ +maaszas = Je¢ + mEsalsa.
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(114) Adja meg az impulzus vektorrendszer eredd vektorkettdsének értelmezését merev test
esetén!

Merev test esetén:

Az ered6 impulzus vektor:
I'= [ @dm.
(m)
Az eredd impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor:
HA = f 7 X vdm.
(m)

(115) Hogyan szamithatd ki az impulzus vektorrendszer S silyponti eredd vektorkettdse merev
test esetén!

Az eredd impulzus vektor kiszamitasa: I = mug.

Az eredd impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor kiszdmitasa: Ilg = S

m - a test tomege, Ug - a test S sulypontjanak sebességvektora,
W - a test szogsebességvektora,

J - a test S ponti tehetetlenségi tenzora.

(116) Hogyan szdmithatd ki az impulzus vektorrendszernek a test tetszéleges A pontjdara szdmi-
tott eredd vektorkettdse!

Az eredd impulzus vektor kiszamitasa: I = mug.

Az eredd impulzus-nyomaték (perdiilet) vektor kiszamitasa: [, = g, W+ Fag X MUa.

m - a test tomege, Ug - a test S pontjanak sebességvektora,
Ua - a test A pontjanak sebességvektora,
W - a test szogsebességvektora,

J , - atest A ponti tehetetlenségi tenzora.

(117) Adja meg a kinetikai (mozgdsi) energia értelmezését merev test esetén!

Merev test esetén:

E= [ v¥dm > 0.
(m)

A mozgasi energia pozitiv skaldr mennyiség.

(118) Hogyan szamithatd ki merev test kinetikai (mozgdsi) energidja a szigsebesség és az im-
pulzus vektorrendszer eredd vektorkettdsének felhaszndldsdval?

1 =d —
A tetszbleges A ponti vektorkettdssel: £ = 5(17,4 A+ G- 11y),

Az S silyponti vektorkettéssel:
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E==(s-I+&-1g), vagy
2
1 1 1
E = §mv§ + §sz2, ahol Jy = — (- J - &) a test &-val parhuzamos S ponti

tengelyére szamitott tehetetlenségi nyomaték.
(119) Hogyan szamithatd ki merev testre hato erdk teljesitménye?
Merev testre hato erk teljesitménye:

— —

<.

—

P=Pg= -UA+MA-<D',ah01

B

F - a kiils6 erérendszer ered erdje,

U - a test A pontjanak sebessége,

)/ N My - a kiils6 erérendszernek az A pontra szamitott
nyomatéka,

W - a test szogsebessége.

(120) Hogyan szamithatd ki tomegpontra, illetve merev testre hatd erdrendszer munkdja?

A tomegpontra hato erérendszer munkaja:

to tz_‘ 772_’
Wiy = [Pdt = [F-vdt = [ F -dr,
t1 t1 1

F' - az erérendszer eredGje, U - a tomegpont sebessége.

A merev testre hat6 erérendszer munkaja:
t2 ta | .
lezfpdt:f(F’UA‘i‘MA'@)dt;
t1 t1
F - a kiils§ erérendszer ereds erGje, Ua - a test A pontjanak sebessége,
MA - a kiilsG erérendszer A pontra szamitott nyomatéka,
W - a test szogsebessége.

(121) Ismertesse a dinamika alaptorvényét, valamint az ebbdl kivetkezd impulzus- és perdilet-
tétel differencidlis alakjdat merev test (vagy tomegpont-rendszer) S sulypontjdra, illetve
tetszdleges A pontjdra felirval!

Merev test, (vagy tomegpont-rendszer) impulzusanak id6 szerinti els6 derivaltja egyenls
a merev testre (vagy tomegpont-rendszerre) hato kiilsg erérendszer eredGjével.

Merev test S pontjara szamitott perdiiletvektor id§ szerinti els§ derivaltja egyenls a
testre hato erérendszer S pontra szdmitott nyomatékaval.

Impulzus tétel: Perdiilettétel:
Spont: f:m_’szﬁ, ﬁS:éS'g+&xﬁS:MS;
ApOIltI f:mﬁgzﬁ, ﬁAzéA'g+@XéA'@+mFASXaA:MA.

(122) Ismertesse a mechanikai energia-tételt és a mechanikai munka-tételt!
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Energia-tétel: A rendszer kinetikai energiajanak ids szerinti derivéltja (id6 szerinti
megvaltozasa) egyenld a rendszerre hato kiils6 és belss erdk
teljesitményével.

E=Px+Pg=P

Munka-tétel: A rendszer kinetikai energidjanak <ti,t,> id6 intervallum alatti
megvaltozasa egyenlG a rendszerre hato kiils6 és belsG er6knek a <t,t9>
idG intervallum alatt végzett munkajaval.

E2 - El == WK12 + WBlg = W12



