11. lecke: Linearis egyenletrendszerek

Motivacios feladat

A korabbiakban mar lattuk, hogy gazdasagi vagy termelési folyamatok egyszer(ien és szemléletesen
leirhatdak vektorokkal illetve matrixokkal.

Tegylk fel, hogy egy vallalat N agazatbdl all és az egyes agazatok egy bizonyos idészakban rendre

b, by, by, ..., terméket allitanak elé. Ekkora b’ = (b, b,, by, ...b,) vektort a tn. brutté kibocsatasi

nxn

vektornak, a termelés sziikségleteit megadé A € R™" matrixot pedig dgazati kapcsolat matrixanak

szokas nevezni. Ha az AD szorzatmatrix a termel6i fogyasztas vektora, akkor a brutté kibocsatas és
a termeldi fogyasztas vektoranak kildnbségét szokas nettd kibocsatasnak nevezni és N -ral jeldini.

Tehatha | egy Nxn-es egységmatrix, akkor

alapjan a nettd és brutto kibocsatas kozti kapcsolat: (I —A)k_) =Nn.

Sokszor az elirt N nettd kibocsatashoz kell ab brutté kibocsatast meghatarozni. A felirt

matrixegyenlet egy N egyenletbdl és N ismeretlenbdl allé linearis egyenletrendszerbe irhaté at.
Ebben a leckében modszert adunk ezen egyenletrendszerek megoldasara.

Elméleti 6sszefoglalo

Tekintslk az X;,X,,X;,...,X, ismeretleneket. EQy ezekre az ismeretlenekre vonatkozd linearis

egyenlet ugy keletkezik, hogy minden ismeretlent megszorzunk egy tetszéleges szammal, ezeket a
szorzatokat 0sszeadjuk, és az 6sszeget egyenlbvé tessziik egy szammal. (Azaz a linearis kifejezés
azt jelenti, hogy az ismeretlenek csak elsé hatvanyon szerepelhetnek és az egyenletekben nem fordul
el6 az ismeretlenek valamely szorzata.)

Egy lineéris egyenletrendszer ugyanazokra az ismeretlenekre kirott néhany lineéaris egyenlet
egyuttese.

Peéldaul az alabbi az X, X, ,X; ismeretlenekre vonatkozé egyik lehetséges linearis egyenletrendszer:

X, — 2%, + 4x, = -2
X + X, - 2x, = 0

Vegyuk észre, hogy hasonl6 egyenletekkel mar két leckével korabban is talalkoztunk. Az
egyenletrendszerek megoldasa teljesen ugyanaz lesz, csak arra fogunk térekedni, hogy a megoldas
Iépéseit minél egyszerlibben irjuk le matrixok segitségével. A médszert Gauss-eliminacionak fogjuk
nevezni.

Minden linearis egyenletrendszer leirhatdé matrixok segitségével. Tegyuk fel, hogy a linearis
egyenletrendszer N ismeretlenre vonatkozik és M egyenletbdl all. Elsé Iépésként, ha nem ugy lenne



eleve, minden egyenletben az ismeretleneket indexeik természetes sorrendje szerint rendezzik az
egyenletek bal oldalan. Az ismeretlenek egyutthatéira kettésindexek segitségével lehet célszeri

jeldlést bevezetni: a; azt fogja jeldlni, hogy az i-edik egyenletben mennyi a | -edik ismeretlen

egyutthatdja. Az egyenletek jobb oldalan allé6 szamokat is index segitségével jeldljik: b, az i-edik

egyenletben a jobb oldalon allé6 szamot fogja jeldini. Ekkor a linearis egyenletrendszer a kdvetkezé
alaku:

apX A%, o X, = b1

Xy T+ oApX, + o X, = bz
amlx:L + amZXZ + ot amnxn = bm
a; &, - a4, b1
_ & p 8y, , s . el _ bz
Ekkoraz A=| ) . . Mxn tipusu matrixot egyiitthaté matrixnak,a b=| .
a‘ml am2 amn bm
X
X;
mx1 tipust matrixot eredmény matrixnak, az X =| . | nx1 tipust matrixot az ismeretlenek
X

n

matrixanak hivjuk. Ezzel a jel0léssel, a matrixok szorzasanak és egyenléségének definicidja alapjan
a fenti linearis egyenletrendszer igy irhato:

Ax=hb.

ay, &, - 4, b1
Ay 9y oy, bz

Bevezetjik még az B = m x(n +1) tipusu kibévitett matrixot is. A

b

feladatok megoldasanal jo, ha egyértelmiien latjuk a bévitdé oszlopot, ezért a késébbiekben az utolsé
oszlopot egy fiiggéleges vonallal el fogjuk valasztani és a kdvetkezd alaku tablazatot fogjuk mindig
felirni.

a a a

ml m2 mn m

&; 8, - a,lb

A 3y Ay, bz

ml m2

Vegyiik észre, hogy a kibdvitett matrix teljesen meghatarozza az egyenletrendszert, hiszen az
mindegy, hogy az ismeretleneket milyen betiivel jel6ljiik.



A linearis egyenletrendszer egy megoldasat ugy kapjuk, hogy minden ismeretlennek egy olyan
értéket adunk, amelyre az dsszes egyenlet egyszerre teljesul.

A linearis egyenletrendszerek megoldhatdésag szempontjabdl haromféleképpen viselkedhetnek:
egyeértelml megoldas van, végtelen sok megoldas van, végul egyaltalan nincs megoldas.

Vannak specialis szerkezeti linearis egyenletrendszerek, amelyek megoldasa kdnnyen megtalalhaté.
Tekintsuk példaul az alabbi egyenletrendszert.

X + 2x - x =1
3X, + 2%, = 7
3%, = 6

A harmadik egyenletbdl X, = 2. Az X, ismeretében a masodik egyenlet 3X, +4 =7 alakot 6lt,

amibdl X, =1. Ezeket az els6 egyenletbe helyettesitve X, +2—2=1, amibél X, =1.

A fenti egyenletrendszer kibdvitett matrixa

1 2 1|1
0 3 2|7
0 0 316
Ez egy ugynevezett felsé haromszdg matrix, mert a fé6atl6é alatt minden elem nulla. A fé6atlét azok az
elemek alkotjak, amelyeknek a két indexe megegyezik: a,;, a,,, a;; €s igy tovabb, ha vannak még

sorok.

A Gauss-eliminacio lényege, hogy, ha a kibdvitett matrix nem felsé haromszég matrix, akkor az
egyenletrendszer ekvivalens atalakitasaival érjik el, hogy az legyen.

Egy linearis egyenletrendszer ekvivalens atalakitasa egy olyan atalakitas, amelyik nem valtoztatja
meg a megoldast.

Foglaljuk dssze, hogy melyek is ezek az atalakitasok:

Mivel egy egyenletrendszer megoldasa nem valtozik meg, ha barmely két egyenletét felcseréjiik, igy a
bovitett matrix barmely két sora felcserélheto.

Mivel egy egyenletrendszer megoldasa nem valtozik meg, ha valamely sorat egy nullatél kilénbdzé
szammal megszorozzuk, igy a bovitett matrix valamely sora egy nullatol kiilonb6zé szammal
megszorozhato.

Mivel egy egyenletrendszer megoldasa nem valtozik meg, ha az egyik egyenlet valahanyszorosat egy
téle kildonbdz6 egyenlethez adjuk, igy a bévitett matrix valamely soranak barmilyen szamszorosa

egy masik sorhoz adhaté.

Az alabbi jeldlésekkel az ekvivalens atalakitasok leirasat egyszerisithetjik:

az i-edik és a ] -edik egyenlet felcserélése, ezt m <~ m fogja jeldIni;



az i -edik egyenlet megszorzasa tetszéleges nullatol kiilénb6z6 oo szammal, ezt (oc)-]ﬂ fogja jeldIni;

az i-dik egyenlet tetsz6leges oL szamszorosanak hozzaadasa a | -edik egyenlethez, és a ] -edik
egyenlet helyére ezt az Uj egyenletet irjuk, a tdbbi egyenletet pedig valtozatlanul hagyjuk, ezt

(o) [i]+[j] =[] fogiajelsini.

Megmutathato, hogy ezek ismételt alkalmazasaval a kibdvitett matrix mindig felsé haromszog matrix
alakra transzformalhat6. Az atalakitas 1épéseit és a megoldas leolvasasat feladatokon keresztul
mutatjuk be.

A Gauss moédszert lehet tovabb finomitani. Ha nemcsak a f6atl6 alatt, hanem a f6atl6 felett is
elvégezziik az eliminalasokat a tanult ekvivalens atalakitasokkal, akkor a megoldasokat még

egyszeriibben lehet leolvasni. Ezt a mbdszert a tovabbiakban Gauss-Jordan eliminaciénak fogjuk
nevezni. Konkrét feladatok megoldasan keresztil nézziikk meg mindkét modszert.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Oldjuk meg Gauss eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.

X, + 2%
=X + X =1

Megoldas: Ha megnézzik az egyenletetrendszert, akkor ugy indulnénk el, hogy az elsd egyenletet
hozzaadnank a masodikhoz, mert ekkor X; kiesik.

Il
(6]

X, + 2X,
3X, = 6

A masodik egyenlet alapjan X, = 2. Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve X, +4 =5, ahonnan X, =1.

Most nézzilk meg a szamolast Gauss-eliminaciéval. Ugyanezeket a Iépéseket fogjuk végrehaijtani, de
nem egyenletekkel, hanem matrixokkal szamolunk.

irjuk fel az egyenletrendszer kibvitett matrixat. Az indexek természetes sorrendjét kdvetve, az elsd
oszlopba X, , a masodik pedig X, ismeretlen egyutthatoi keriilienek. A bovitd oszlopba pedig irjuk be

az egyenletek jobb oldalan szerepld konstansokat. igy az egyenletrendszerhez az alabbi bdvitett
matrix tartozik.

1 2|5
-1 1|1
Most is az a cél, hogy a masodik egyenletbdl X, essen ki. Ez matrix alakban azt jelenti, hogy masodik

sor elsd eleme, ami most (—1), legyen nulla. (Ha egy ismeretlen hidnyzik valamelyik egyenletbdl,



akkor a matrixban a helyére 0 -t kell irni.) Ezt ugy tudjuk elérni, ha a b&vitett matrix elsé sorat a
masodikhoz adjuk. Ezzel (—1) kinullazédik.

1 2|5
0 3|6

Ennek az ekvivalens atalakitasnak az lett az eredménye, hogy a kibévitett matrix felsé haromszog
matrix alakuva valt.

Olvassuk le, hogy a tablazat milyen 0j egyenletrendszert takar.
1 2|5 + 2X

Lok :
0 3|6 3%,

Most mar az Uj egyenletrendszerrel dolgozzunk tovabb. A masodik egyenlet alapjan X, = 2. Ezt az

5
6

els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy X, =1.

X =1
A megoldas tehat most is .
X, =2

A megoldas helyességérdl az eredeti egyenletrendszerbe val6 behelyettesitéssel kdnnyen meg lehet
gy6z8dni. Ennek elvégzését az olvasoéra bizzuk.

Mivel maga az egyenletrendszer nagyon egyszer( volt, a bévitett matrixszal valé szamolas
bonyolitasnak tlinik. De ha az egyenletek és ismeretlenek szamat néveljik. akkor lathaté lesz milyen
jol mikodik a modszer.

2. feladat: Oldjuk meg Gauss-eliminaciéval az aldbbi egyenletrendszert.

2x, = 3, + X = -1
XX — 2% — 3% = 6
2, + X, + X = 3

Megoldas: Az indexek természetes sorrendjét kdvetve irjuk fel a b&vitett matrixot, azaz a matrix elsé
oszlopaba X, , a masodikba X,, a harmadikba pedig X, ismeretlen egyutthatoi kerlljenek. A bovitd

oszlopba pedig az egyenletek jobb oldalan szerepld konstansokat irjuk be.

2 3 1|1
1 -2 3|6
2 1 13

Ha egyenletekkel dolgoznank, akkor eliminaldssal el kellene érni, hogy egy egyenlet maradjon harom
ismeretlennel, egy amelyikben kett6 van és egy amelyikben mar csak egy ismeretlen van.



A bévitett matrixszal valé szdmolas esetén ez azt jelenti, hogy ekvivalens atalakitdsokkal érjuk el,
hogy egy fels6é haromszdg matrixot kapjunk.

Jeldljuk be azokat a szamokat, amelyeket ki kellene nullazni.

2 3 1|-1
h -2 -3|6
2] ] 113

1
Ha most az elsé sor (—Ej szeresét hozzaadnank a masodik sorhoz, kinullazédna a masodik sor
elsé poziciojan allé 1, de tortekkel kéne szamolni. Ezt, hacsak lehet, kerdiljik el.
A kédnnyebb szamolas érdekében cseréljiuk fel a matrix elsd és masodik sorat.

igy az elsé sor elsé eleme 1 lesz, amivel a legkdnnyebb az alatta 16vé elemeket kinullazni. Ha
sorcserét hajtunk végre, akkor a tablazatban ez legyen az egyetlen atalakitas.

1 -2 -3|6
2] -3 1 |-1
2] ] 113

Az eliminalast kezdjik mindig az els6 oszlopban. Most az elsé sor (—2)-szeresét adjuk a masodik

sorhoz.
1 -2 3| 6
o 1 7 |-13

2] I 1] 3

Most az elsd sor (—2)-szeresét hozzaadjuk a harmadikhoz is.

1 -2 -3| 6
0 1 7 |-13

05 7]-9

Az elsd oszlop készen van. A harmadik sorban kell még eliminalni. Fontos, hogy csak olyan mivelet
engedhetd meg, amely a kialakitott nullakat meghagyja. Ez csak akkor teljesiil, ha a masodik sor

5
(—5)-sz<")rbsét adjuk hozza a harmadik sorhoz. (Ha az elsé sor E -szeresét hozzaadnank a harmadik

sorhoz, az 6t6s kinullazédna, de a mellette [év6 nulla helyére E kerulne.)



1 -2 3| 6
0 1 7 |-13
0 0 -28]| 56

irjuk fel a tablazat alapjan az egyenletrendszer Uj alakjat!

X, —2X, —3%X, = 6
X, +7% = -13
-28%, = 56

Olvassuk le a megoldast.

Az utolsé egyenletbdl adodik, hogy:

Ha ezt a masodik egyenletbe behelyettesitjik, akkor adédik, hogy:
X, =1

Behelyettesitve az els6 egyenletbe X; és X, értékeit kapjuk, hogy:

X =2
X =2
Tehat a megoldas: < X, =1
X, =—2

3. feladat: Oldjuk meg Gauss-eliminaciéval az alabbi linearis egyenletrendszert.

X o+ 2x - X =1
X o+ X o+ 3% =
X, + 5X, — 2% =

Megoldas: Felirjuk a kib&vitett matrixot, és megjeldljik a f6atld alatti elemeket:

1 2 -1]1
1] 1 3 |6].
g 5 212

A megijeldlt elemeket kell kinulldzni. Ahhoz, hogy ne keveredjunk bele a szdmolasba, most is elsd
Iépésben a megjeldlt elemek elsé oszlopat nullazzuk ki az elsé sor felhasznalasaval.



A masik fontos dolog, hogy ugyeljiink minél kevesebb tablazattal dolgozni. Ezért az elsé oszlopban
vald két eliminalast egymas utan, de egy tablazatban fogjuk leirni. A determinansoknal hasznalt
jelolésekkel is fel fogjuk irni, hogy milyen miiveleteket hajtottunk végre. Tehat kezdjik. Az elsé sor
egyszeresét adjuk a masodik sorhoz, majd az elsé sor minusz egyszeresét a harmadikhoz. (Nem kell
sorcserere, mivel az elsé sor elsé eleme 1, ezzel a legegyszer(ibb a szamolas.) Ekkor kapjuk, hogy:

1 2 1|1 1 9 101

Li2l-Rk] | AT T —
1 3|6 HEmaEr|0 3 27
—22 0_11

(A nyilra irt atalakitasok sorrendje, mint a determinansok kiszamitasanal is volt, fellilrél lefelé halad.)

Mivel a kialakitott nullakat nem szeretnénk elrontani, az elsé sorral tovabbi eliminalast nem fogunk
végrehajtani. (Példaul a még bekeretezve maradt 3 -at kinullazhatnank ugy is, hogy az elsé sor
minusz masfélszeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz, de akkor a harmadik sor elsé nullaja elveszne,
ami nem j6 nekink.) Pontozott vonallal levalasztottuk a maradék sorokat, jelélve, hogy ezekkel kell
tovabbdolgozni. A maradék tablazatot nézve a masodik sor minusz egyszeresét kell a harmadik
sorhoz adni, hogy a bekeretezett elem kinulldzddjon.

1 2 -1]1 b
REREAE 03 2|7
0—11 00 =l

Elértiik, hogy a kibdvitett matrix felsé haromszég matrix alakot dltétt. irjuk fel azt az uj
egyenletrendszert, amit az utolsé tablazatunk takar.

1 2 1|1 X + 2x - X =1
03 2|7]| — 3, + 2% = 7
0 0 -3|-6 - 3% = -6

A megoldas innen mar sorozatos visszahelyettesitéssel megkaphato.

Az utolso egyenletet szerint X, = 2. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe: 3X, +4 =7 kapjuk,

hogy X, =1. A két kiszamolt értéket behelyettesitve az egyenletbe, azt kapjuk, hogy X, =1. A

megoldas tehat

SO X X
(I T
N b -



2, + X, 4+ X + X, =1
=X + 2X, + X + X, = -3
4. feladat: Oldjuk meg Gauss-eliminaciéval a linearis
3% + X, 4+ X o+ 33X, =
X + X = X - %X, = 0

egyenletrendszert.

Megoldas: irjuk fel a bévitett matrixot, megjeldlve a kinullazandoé elemeket:

Ezért felcseréljiik az elsd és a negyedik sort. igy az elsé sor elsé eleme 1 lesz, amivel a kdnnyii lesz
az alatta 1évd elemeket kinullazni. (Az els6 és masodik sor cseréje is j6 6tlet lenne.) Ha sorcserét
hajtunk végre, akkor csak ez legyen az egyetlen atalakitas.

2 1 1 1|1 1 1 -1 -1]0
211—3@211—3.
Bl 1 1 3]0 Bl [ 1 3|0
ol [ [ -afo 2 i @ 11

A szamolast most is az els6 oszlopban kezdjuk:

-1 -1(0

1 1 1
(I

2 1 1|3 Soag |0
1 3|0 | PEEET 4 60

0

2 I I 11

Tovabbi szamolashoz az els6é sor nem hasznalhato, ezért szaggatott vonallal levalasztjuk a maradék
tablazatot. A masodik oszlopban 1évé bekeretezett szamok kinullazasa legyen a kdvetkezd 1épés. Az
egyszer(ibb szamolas miatt cseréljik fel a masodik és negyedik sort.

1 1 -1 -1]0 1 1 -1 -1]0

0 3 0 0]-3 0 -1 3 3
Rl |

0 [-2] 4 6 02 4 60

0o [-1 [3 31 0 [3 [0 o]-3



Eliminaljuk ki (—2)-tés a 3-t.

1 1 -1 -1]0 11—1—1‘0
0 13 3l g |0 1 3 8|1
0 6|0 | OZELE "o 0 -2 0 |-2|
0o [3 [o] o]-3 0 0 [9 9]0

Tovabbi szamolashoz az elsé két sor nem hasznalhatd, szaggatott vonallal kijel6ljuk a maradék
1
tablazatot. A szamolas ugy a legegyszeriibb, ha megszorozzuk a negyedik sort §—del, azaz elosztjuk

kilenccel, majd felcseréljik a harmadik és negyedik sort. Ezt két Iépésben hajtjuk végre.

1 1 -1 -1]0 1 1 -1 -1|0
0 -1 3 3|1 (gj 0 -1 3 3|1
0 0 -2 0]-2 1670 20 [Z2 )
00 9 9]0 00 [ 1]0
1 1 -1 -1 11 -1 —1‘0
0 -1 3 3 0 -1 3 3|1
Blofal |
0 0 -2 0]-2 00 1 110
00 [ 1]o0 0 0 [-2] of-2

Az utolsé elem kinullazashoz értlink: a harmadik sor kétszeresét hozzaadjuk a negyedik sorhoz.

1 ‘1‘0 1 1 -1 -1]0
0 -1 3 3 }
_@@Mbg |0 -1 3 31
0-0 1 1 00 1 1]0
0 0 [-2] o0]-2 0 0 0 2|2

irjuk fel azt az uj egyenletrendszert, amit az utolsé tablazat takar.

1 1 -1 -1|0 X + X, - X - X, = 0
0 -1 3 3|1 - X + 3% + 3 = 1
00 1 1|0l X, + X = 0
0 0 0 2]|-2 2%, = -2

Ezzel az egyenletrendszerrel dolgozzunk tovabb.

Az utolsé egyenlet 2X4 =—2, amibdl X, =—1. A harmadik egyenlet a behelyettesités utan
X, —1=0, amibél X, =1. A masodik egyenlet a behelyettesitések utan —X, +3—-3=1, innen

X, =—1. Végll az els6 egyenletbe behelyettesitve X, —1-1+1=0, amibél X, =1.

10



X, =1

X, =-1
A megoldas tehat .
X, =1
X, =-1
2+ X+ 3 =1
5. feladat: Oldjuk meg Gauss-eliminaciovala —3X, + 2X, + 4X, = -5 linearis
X, — X, — X = 5

egyenletrendszert.

Megoldas: Most is a kibdvitett matrix felirasaval és a kinulldazando elemek kijeldlésével kezdlnk.

2 1 311
3| 2 4 |-5].
B [ -1]5

Lattuk, hogy elény6s volna, ha az elsé sor elsé eleme %1 lenne. Ezt most sorcserékkel nem lehet
elérni. De hozzaadhatjuk a masodik sort az elséhdz.

2 1 311 1 3 7 |-4
2 4 |-5| QEMED 2 4|5/

5 [ -1fs 5 [ -1l

Most mar kénny( a kinullazas az els6 oszlopban.

s A 13 7 |4
o 4| 5| _AWELE | TS

(5)/ J+3]5)]

[5] [-1] -1|5 0 [14] 34 |-15

]

=]
@]

Szerencsés a maradék tablazat, mivel (—7) -tel az alatta 1évé 14 -t konny( kinullazni. Tehat most elég

a masodik sor kétszeresét hozzaadni a harmadikhoz.

-1 3 7 |-4 1 3 7 |-4

0 -7 17| 7 |—@EERR o 7 177

0 [14] 34 |-15 0 0 0 |-1

A kibdvitett matrix felsé haromszdg matrix, véget ért az eliminalas folyamata. Hatra van a megoldas
leolvasasa. irjuk fel az Uj egyenletrendszert.

11



-1 3 7 -4 _X1 + 3X2 + 7X3 = -4
0 -7 17| 7| - - IX, - 17X, = 7
0O 0 0 |- 0-x, + 0-x, + 0-x -1

Az utolsé egyenletet egy nyilvanvalé ellentmondas. Ez azt jelenti, hogy ennek az egyenletrendszernek
nincs megoldasa. Altalaban is kimondhatjuk, az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha a Gauss-
eliminalas soran keletkezik egy sor, amelyben az egyutthaté matrix részen csupa nulla all, de a sor
utols6 eleme nem nulla.

X + 2X + X =8
6. feladat: Oldjuk meg Gauss-eliminaciovalaz —X, + X, + 2X; = 7 linearis
2x, + X, = X =1

egyenletrendszert.

Megoldas: A kibdvitett matrix a kinullazandé elemekkel:

1 2 1
-] 1 2
2] [ -1

Szamolas a masodik sorban:

1 2 1|38 12 1|8
0 3 3|15 |—WBbEl g 3 315/
00 0

0 [-3] -3|-15 0

A kibdvitett matrix felsé haromszdg matrix, véget ért az eliminalas folyamata.

irjuk fel az uj egyenletrendszert.

1 2 1|8 X + 2% 4+ X = 8
0 3 3|15] —» + 3X, + 3x = 15
0 00]O0 0-x, + 0-x, + 0-x, = 0

Az utolso egyenlet szerint most 0 =0, ami igaz (itt nincs ellentmondas). De ez az egyenlet nem ad U]
informaciot az ismeretlenekre nézve. A masodik egyenlet
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3X, +3X%, =15.
EgyszerUsités utan
X, + X, =9.

Ebbdl sem az X,, sem az X, nem szamolhato ki egyértelmien. Akarmilyen értéket adunk az egyik
ismeretlennek, a masik ismeretlen mar egyértelmiien meghatarozhaté ugy, hogy teljesiljén az
egyenlet. Ha példaul X, =2, akkor X, = 3. Ha bevezetjik az X, =t paramétert, amely tetszéleges

valods értéket felvehet, akkor adddik, hogy X, =5—1t.Ha X, -t és X -t ezen szabaly szerint valasztjuk,

akkor teljesll az egyenlet. Ha ezeket behelyettesitjlik az els6é egyenletbe, akkor
X +2(5-t)+t=8,

amibdl

X, =—2+t.

Azt kaptuk tehat, hogy tetszéleges t e R-re az X, =—2+t, X, =5—t, X; =t harom olyan szam

amire mindharom eredeti egyenlet teljesul. Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, és
ez kényelmesen az

X, =—2+t
X,=5-t,teR
Xy =t

formaban adhat6é meg.

Példaul, ha t =0, akkor kdnnyen ellenérizhetd, hogy az X, = -2, X, =5, X; =0 szdmharmas egy

megoldas. Ha t =11, akkor az XI =-0,9, X; =3,9, X; =1,1 szamharmas egy masik megoldas, és

igy tovabb.
XX — X, + X + 2X, = 3
. o X o+ X o+ X - X = 2 .
7. feladat: Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az linearis
- X, + 3% + 3, = 8
XX + 3% + X - 4x, =1

egyenletrendszert.

Megoldas: A kibdvitett matrix, megjeldlve a kinullazandé elemeket:

13



1 -1 1 2|3
11 1 1 1|2
B =1 3 3 |8]
o [&l I -4l1

Els6 oszlop eliminalasa:

1 -1 1 213 1 -1 1 2|3
(-ih2]-f] N
11 12| Gpam |02 0 3|
3 3 |g| (Vikabll g 0 -3|-1
W [ A -4l o [4 [ol 6]-2
Mésodik oszlopban Iévé kijeldlt elemek eliminalasa:
1 -1 1 2|3 1 -1 1 2 ‘ 3
0 2 0 -3|-1 ()ELELE | 0 2 0 -3|-1
0 0 -3|-1| P2MHE "o 0 0 00
0 o] —6-2 0 0 o] ofo

A fels6 haromszdg matrix elég gyorsan kialakult, az eliminalas befejez6dott.

Egy érdekes eset adddott, mivel két csupa nulla sorunk van. Ezek nem ellentmondé egyenleteket,
hiszen azt jelentik, hogy 0 =0, ami igaz. De az ismeretleneinkre nézve nem hordoznak semmilyen
érdemi informaciot. Tehat a tablazat alapjan csak két egyenletet tudunk felirni a négy ismeretlenre.

1 11 2|3
020—3‘—1_)x1—x2+x3+2x4:3
0 0 0|0 2X, - 3, = -1
OOOO‘O

Vizsgaljuk azt az egyenletet, amelyik kevesebb ismeretlent tartalmaz, azaz a masodikat.
2X, —3%, =-1.

Ez azt jelenti, hogy ha a két ismeretlen kdzll az egyiknek adunk valamilyen értéket, akkor a masik
egyértelmiien megadhato. Valasszuk ki X, -t ( X, -t is lehetne) és helyére vezesslk be a V paramétert,

azaz, ha X, =V, akkor atrendezeés utan
3

X, =——+—=V.
2

Az X, és X, paraméteres értékét az els6 egyenletbe beirjuk, akkor azt kapjuk, hogy
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1 3
| —=+=V |+ X +2v=3.
w50 av )
Rendezve
iy =2ty
X+ X 5 oV

Ebbél sem X, , sem X, nem fejezhets ki egyeértelmien, egyik helyére egy Uj paramétert kell bevezetni.

Legyen X; =U. Ekkor
X1_5 1, 4
2 2 '

A megoldas tehat

x1—§——v—u
2
1 3 uelR
X==51t5V, .
2 velR
X3=
X, =V

Példaul, ha U =1, v =1, akkor kapjuk az X, =1, X, =1, X, =1, X, =1 megoldast, amit konny

ellenérizni.
XX — X + 2% = -1
8.feladat: Oldjuk megaz 2X, + X, — X, = 9 egyenletrendszert Gauss-Jordan
-X + 2X, + X = 0
eliminacioval.

Megoldas: Most is azzal kezdlink, hogy felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixat.

1 -1 2|1
2 1 119
-1 2 1|0

Jeldljik be a kinullazandé elemeket. Most nemcsak a féatlé alatti, hanem a féatlo feletti elemeket is ki
kell elimindlni.

1 -] [2] |-1
2] 1 [ o9
[ [2] 1]o0
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Haladjunk fokozatosan, elsé Iépésként csak a féatlo alatt eliminaljunk, ahogy eddig is tettik.

Jeldljik be a kinullazandé elemeket.
1 -1 2 |-1

2] 1 -1]09
] 2 1]o

Az elsé sor els6 eleme 1, kezdhetjiik a szokasos modon megoldani az egyenletrendszert.

Els6 oszlopban dolgozzunk. Az elsé sor (—2)-szeresét adjuk a masodik sorhoz, majd az elsét a

harmadikhoz.

1 -1 2|1
0 3 5|11

0 i 3|1

Most a masodik sorban Iévé 3-sal kellene kieliminalni az 1-t. Mar tudjuk, hogy forditva egyszeriibb,
igy cseréljik fel a masodik és harmadik sort.

1 -1 2|1
01 3|1

0 [3] -5]|11

A masodik sor (—3) -szorosaval ki tudjuk eliminalni a harmadik sorban Iévé harmast.

1 -1 2 |-1
0o 1 3 |1
0 0 -14|14

Ha leosztunk (—14)-gyel az utolsd sorban, akkor leolvashatnank, hogy X, = -1

1 -1 2|-1
0 1 3|-1
0 0 1|-1

Gauss-Jordan eliminaciéval dolgozunk, ezért itt még nem allhatunk meg. A f6atlé felett is szeretnénk
folytatni az eliminalast. Most is jel6ljik ki a kinullazando elemeket.
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'_\
= [eo] [

o O -

1
0
Most ugy kell szamolnunk, hogy a mar meglévé nullaknak meg kell maradniuk. Haladjunk a harmadik

oszlopban és az utolsé sorral eliminalunk. Adjuk a harmadik sor (—3) -szorosat a masodikhoz, majd a

(—2) -szeresét az els6hoz.

1
1 2
0 -1

o O -
= O O

Ha a masodik sort hozzaadjuk az els6héz, akkor elvégeztiik az eliminalasokat.

3
2

o O B+
o - O

0
0
1|-1

irjuk fel az uj egyenletrendszert.

100]3 X =3
0102 > x=2
00 1|-1 X, =1

Vagyis az Uj egyenletek val6jaban a megoldast adjak.

A megoldas tehat

X =3
X, =2 .
X; =1

Megjegyzés: Tovabbiakban, ha az egyenletrendszernél az egyenletek szama megegyezik az
ismeretlenek szamaval, akkor a Gauss-Jordan eliminaciot ugy végezziik el, hogy a tablazat bal
oldalan jelenjen meg az egységmatrix. A b8vité oszlopban pedig ott lesznek a megoldasok az
ismeretlenekre. (Természetesen, ha van megoldas.)

2, — X, + X = 3
9.feladat: Oldjuk mega 2X, + 2X, — 4X; = 4 egyenletrendszert Gauss-Jordan
XX — 2% + 3 =1

eliminacidval.
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Megoldas: Most is azzal kezdink, hogy felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixat.

2 -1 13
2 2 414
1 -2 3|1

Jeldljuk be a kinulldzandé elemeket.

2 [-1] [ |3
2] 2 [4]|4
=2 31

A f6atl6 alatt kezdjunk elimindlni. Az egyszer(ibb szamolas miatt cseréljuk fel az els és utolsé sort.

2 -1 13 1 -2 3|1
2] 2 -4|4|-BB,[2] 2 44

b [2] 31 2l [ 113

Végezzik el az eliminalast az els6 oszlopban a jeldlések szerint.

1 -2 3|1 1 -2 3 |1
2 = 13 o] B -5 1

Mielétt eliminalnank a masodik sorban, cseréljink sorokat.

1 -2 3 |1 1 -2 3 |1
0 6 -10|2|—2B o0 3 51

03 51 0 [6] -10]2

Folytassuk az eliminalast.

1 -2 3|1 1 -2 3|1
0 3 -5 |1|@EELE 19 3 51
0 [6] -10]2 0 0 0]0

Kialakult a felsé haromszdg matrix. De vegyuk észre, hogy most a teljes harmadik sor kinullazédott.
Nincs ellentmondé sor a tablazatban, de az utolsé sor nem ad érdemi informaciot az ismeretlenekre
nézve.

Tehat csak két egyenletiink van a harom ismeretlenre. irjuk fel a tablazat alapjan az (j
egyenletrendszert.
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X, — 2%, + 3X =
3X, — 5% =

Az el6z6 feladatok megoldasabdl tudjuk, hogy ilyenkor a masodik egyenletbdl kivalasztunk egy
ismeretlent és egy paraméterrel helyettesitjik. Gauss-Jordan modszer szerint is ezt fogjuk tenni.

Példaul most legyen X, =1t. Ezt az egyenletet hozzavessziik az elébb kapott két egyenlethez, majd

felirjuk az Uj bévitett matrixot.

XZ, — 2%, + 3% =1 1 -2 3|1
3X — 5% =1 - 10 3 5|1
X, =t 0 0 1|t

Tovabbi feladatoknal az egyenletek felirasa nélkil a tablazatban csak a kdvetkezé atakakitast hajtjuk
végre.

1 -2 3|1 1 -2 3|1
0 3 5j1, - |0 3 5|1
0 0 010 0 0 1|t

Most mar a szokott médon haladunk tovabb. Harmadik oszlopot eliminaljuk.

1 [2] [g |2 1 [22] of1-at

0 3 1| @B g 3 145t
0

(-5)3}2]52]
0 1 |t 0 0 1| t

A masodik oszlopban folytatjuk, de elébb a harmas helyére 1-t hozunk be.

1 [2] ol1-3t o 12 of1-x
0 3 0f1+5t|—¥ 5|0 1 0%
0 0 1| t o o0 1| ¢

Nullazzuk ki a (—2)-t a mésodik sorral.

5+t

1 0] 1-3 N
o 1 o0 145t | oo 010 Leot
3 3

0 0 1 t 0 01 t

Kialakult az egységmatrix. Olvassuk le a megoldasokat.
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A megoldas:

_ 5+t
"3
=2 teR

3

X, =t

10. feladat: Oldjuk meg egyszerre Gauss-Jordan eliminacidval az alabbi két egyenletrendszert.

X o+ X+ X = -1 X o+ X+ X = 4
2% + X, + X = 0 és 2% + X, + X = 6,
X + 2X, — 3% = 0 X + 2X, — 3% = -3

Megoldas: Vegylk észre, hogy a két egyenletrendszernek ugyanaz az egyiitthaté matrixa, csak a
bévité oszlopban van eltérés. Mivel a bal oldali tablazat hatarozza meg a 1épéseket, ezért egyetlen
tablazattal is tudunk dolgozni. A kib&vitett matrix most olyan lesz, ahol a jobb oldali tablazatban két
oszlop is van. Az egyenletrendszerek jobb oldali konstansait fogjuk betélteni ezekbe az oszlopokba.

1 1 1 (-1 4
2 1 1|0 6
-1 2 3]0 -3

Most mar a szokott médon szamoljunk. Eliminaljuk ki az elemeket a f6atl6 alatt, majd felett is.

1 [ [f]-1 4
2l 1 o 6
-1 [2] -3|0 -3

Mivel az egyenletek és ismeretlenek szama is harom,ekvivalens atalakitasokkal érjik el, hogy a
tablazat bal oldaléan jelenjen meg az egységmatrix.

1 [ f|-1 4
2l 1 [f|o 6
-1 [2] -3|0 -3

Elsé lépésként dolgozzunk csak a f6atlé alatt, tehat csak ott jeldljuk ki az elemeket, amelyeket ki kell
klsz6bolni.

1 1 1|-1 4

2] 1 1|0 6|
-1 [2] 3]0 -3
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Az els6 oszlop eliminalasaval kezdjuk.

11 1|14 1 1 1]|-1 4
1 1|0 6 |-AEEE, 0TI 2.

3

1 [2] 3|0 -3 03 —2]-1 1

Masodik oszlopban folytassuk, de csak a féatlo alatt.

=]
»
i
[©]

1 1 1]-1 4 1 1 11]-1 4
0 -1 -1|2 —2|_@BEBDBI g 1 _1]2 -—2].
0_2 1 1 0 0 5|5 -5

Az egyutthatd matrix felsé haromszog matrix, folytassuk az eliminalast a f6atlo felett.

Mivel utolsé sorral fogunk dolgozni, hozzunk be osztassal a (—5) helyére egy l-est.

11 1|-1 4) ,, 1 1 1]-1 4
He

0 -1 -1]2 —2|— 5%, -1 -1]2 -2

0 0 5|5 -5 00 1]-1 1

Eliminaljunk a jeldlések szerint.

1 [ [ [-1 4 1 [l olo 3
0 -1 [-|2 -2|—2E2 50 -1 0|1 -1
00 1 ]-11 00 1|-1 1
1 1 ojlo 3 1 0 0|1 2
0 -1 0|1 -1|WekbL g 1 o1 -1
00 1]/-1 1 00 1|-1 1

Mar csak egy szorzast kell elvégezni a masodik sorban és a megoldasokat le lehet olvasni.

1 0 0|1 2 1001 2
0 -1 0|1 —1/—= 401 0|-11
00 1|-1 1 00 1|-11

A leolvasasnal arra kell Ggyelni, hogy az els6 egyenletrendszer megoldasait a tablazat jobb oldalan
lévé elsd oszlopbdl vegylunk. A masodik egyenletrendszer megoldasait pedig a masodik oszlopbdl.
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X =1
Az els6 egyenletrendszer megoldasa tehat § X, = —1.

X, =-1

X =2
Az masodik egyenletrendszer megoldasa tehat X, =1.

X, =1

10. feladat: Egy gazdasagban két agazat van. Az agazatok kozotti kapcsolati matrix legyen:
0,2 0,3
0,4 01

Ha az agazatokhoz tartozo netto kibocsatasi vektor n :( 90 ] akkor hatarozzuk meg a brutto

kibocsatasi vektort.

Megoldas: Tudjuk, hogy a netto és brutto kibocsatas kdzti kapcsolat: (I - A)Q =0, ahol A az

agazati kapcsolatok matrixa és | egy kétszer kettes egységmatrix. A matrixegyenletbe

helyettesitsunk be:
1 0) (0,2 0,3))(b ) (120 0,8 -0,3)(b ) (120
0 1) (0,4 01))(b,) (90 0,4 09 )b,) (9 )
ahol b :[ j a keresett brutt6 kibocsatas vektora és b, €s b, az ismeretlen koordinatak, amelyeket
2

meg szeretnénk hatarozni.

irjuk fel a matrixegyenlethez tartozé egyenletrendszer

0,8, - 0,3,
—-0,4b, + 0,9b,

120
90

irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat és Gauss-Jordan eliminaciéval oldjuk meg az
egyenletrendszert.

0,8 -0,3|120
-0,4 0,9 | 90
Végezzik el a szamolast a szokott médon.

08 -0,3[120) oz (04 09 ]90) oz [(-04 09| 90
0,4 0,9 | 90 0,8 -0,3|120 0 15300
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0 15300 0 1 | 200

0,4 0]-90) [4jtbd (1 0225
, ;
0 1]200 0 11200

Olvassuk le a megoldas: b, = 225 és b, = 200.

Tehat a bruttd kibocsatas vektora:

225
b=
(200}
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