12. lecke: Inverzmatrix
Motivacios feladat

Tegyilk fel, hogy egy vallalat N &gazatbél &l és b’ = (bl, b,, b;, ...bn) a brutté kibocsatasi vektor, a

termelés sziikségleteit megadd A az agazati kapcsolatok matrixa, | egy Nxn egységmatrix és N
pedig a nettd kibocsatas vektora, akkor a koztiik [évé kapcsolat:

(I-A)b=n.

Levezethetd, hogy ekkor az N nett6 kibocsatas ismeretében a b bruttd kibocsatas felirhato a

kévetkezd alakban: b = (1 - A)flg, ahol (I - A)f1 matrix az | — A matrix inverze.

Az (1- A)_l matrixot szokas a teljes szikséglet matrixanak nevezni.

Ebben a fejezetben modszert adunk arra, hogy Gauss-Jordan eliminacioval hogyan tudunk
inverzmatrixot eléallitani.

Elméleti 6sszefoglalo
definicio rész

Definicio: Legyen A € R™ . Az A™" szintén NxN tipusu matrixot az A matrix inverzének hivjuk,
ha

AAT=ATA=1.
normal rész

Nem minden négyzetes matrixnak létezik inverze. Gondoljunk példaul a 3x 3 -as zérusmatrixra. Mivel
minden eleme nulla, barmivel is szoroznank, az eredmény biztosan egy zérusmatrix lesz.

Tétel: Egy négyzetes matrixnak akkor és csak akkor létezik inverze, ha a matrix determinansanak

értéke nem nulla, azaz det(A) # 0 és ekkor az inverz egyértelm(i.

Prébaljunk meg médszert adni az inverz meghatarozasara.

3 4
Induljunk ki példaul az A = (2 3] matrixbol. Mivel det(A) =10, van inverz.

ay, aﬂj

A matrix inverzét keressiik a kdvetkez6 alakban: A™ = (
aZl a22



3 4 10
A definicié szerint [2 j(a“ a“J:[O 1) kell, hogy teljesiiljon.

3 a'21 a22

Az inverz matrix elsé illetve masodik oszlopaban szereplé ismeretlen elemekre a kdvetkezd
egyenletrendszereket irhatjuk fel a szorzasi szabaly alapjan:

3a,+4a, =1 3a,+4a, =0
2a,,+3a, =0 2a,+3a,, =1

Gauss-Jordan modszert hasznalva, a két egyenletrendszerhez a kdvetkez6 két bdvitett matrix tartozik.

3 41 3 410
2 3|0 2 3|1
Jol lathato, hogy az egyenletrendszerek matrixai megegyeznek, csak a bévité oszlopban van eltérés.

Ha a két egyenletrendszert egyidejlileg szeretnénk megoldani, akkor a Gauss-Jordan modszerhez az
alabbi tablazatot kapjuk.

3 4|11 0
2 3|01

Tudjuk, hogy Gauss-Jordan eliminacié alkalmazasanal a cél az, hogy olyan eliminalé lIépéseket kell
végrehaijtani, hogy a tablazat bal oldalan alakuljon ki az egységmatrix

Kezdjiik el az eliminalast.

Az elsé sor elsé eleme 3. Ha ezzel a harmassal szeretnénk az alatta 1év6 kettest eltiintetni, akkor az

elsd sor [—gj -szorosaval kellene szamolni. Ahhoz, hogy ezt elkertljik, prébaljunk meg helyette

harmas helyére 1-et vagy (—1) behozni. Ehhez elegendd most a masodik sor (—1) -szeresét
hozzaadni az els6 sorhoz

3 4(1 0 1 1|1 -
%
2 3|0 1 2 3|0 1
Dolgozzunk az elsé oszlopban, azaz az elsé sor (—2)-szeresét adjuk a masodik sorhoz.
1 1 -1
0 1-2 3

A f64atl6 alatt csak nulla van. Folytassuk a szamolast a f6atlo felett. A masodik sor (—1) -szeresét

adjuk hozza az elsé sorhoz.



1 03 -4
0 1-2 3
A tablazat bal oldaldn megkaptuk az egységmatrixot. Az eliminalasnak vége van.

Az elsb egyenletrendszer megoldasa:

3a,+4a, =1 - a,=3
2a,,+3a, =0 a, =2

A mésodik egyenletrendszer megoldasa:

3a, +4a, =0 a, =4
=
2a,,+3a,, =1 a,, =3

A jobb oldali matrix elsé illetve masodik oszlopa éppen megadja az inverz matrix elsé illetve masodik
oszlopaban 1év6 elemeket. Ez azt jelenti, hogy a jobb oldali tAblazat maga az inverz matrix.

Tehat:

A-l= 3 -4

-2 3
A megadott modszer mikddik tetszdleges négyzetes matrixra is. Tehat egy NxN-es inverz matrix
ismeretlen oszlopvektoraira N db egyenletrendszer irhato fel. Ezeket Gauss-Jordan modszerrel
egyidejlleg megoldva egy olyan tablazattal dolgozunk, ahol a bal odalon mindig az eredeti matrix, a

jobb oldalon pedig az egységmatrix szerepel. Az eliminalassal el kell érnlink, hogy a tablazat bal
oldalan szerepeljen az egységmatrix és akkor jobb oldalon megjelenik a keresett inverz.

(A\ E)— (E\A—l)
Kétszer kettes matrixok eseten azonban az inverz sokkal egyszeriibben is megadhaté.

a b
Ha egy 2x2-es A matrixnak létezik inverze (det(A) = 0)és A :( dj ,ahol a,b,c,d valds
C

szamok, akkor levezethetd, hogy

o 1 [ d —b]
A= . :
det(A) (-c a

Azaz elsé lépésként adjuk meg azt a 2x 2 matrixot, amelyet az eredetibél Ugy képeziink, hogy a
féatldban felcseréljik az elemeket, a mellékatiéban pedig elbjelet valtunk. A kapott matrixot pedig
szorozni kell az eredeti matrix determinansanak reciprokaval. A mintapéldanal a determinans értéke
éppen 1, igy az osztas elhagyhatd. De a hely és eljel csere valoban megtortént. A leirt modszer csak
2 x 2 matrixra igaz.




Kidolgozott feladatok

5 -4
1. feladat: Hatarozzuk meg az A = (2 :J matrix inverzét.

_ a b ) 1 d -b
Megoldas: Tudjuk, hogy ha A = és det(A) =0, akkor A~ = .
c d det(A) \—Cc a

Most det(A) =13.

Tehat
1 4
A-lzi. 14 = 13 13
13\-2 5 —_2 i
13 13

2. feladat: Hatarozzuk meg a kdvetkez6 matrix inverzét Gauss-Jordan eliminacioval.

0 0 2
A=12 10 0
0 5 2

Megoldas: A matrix determinansanak meghatarozasaval vizsgaljuk meg, hogy létezik-e a feladatnak
megoldasa. Mivel det(A) =—-20 = 0 van inverz.

Készitslk el a szamolashoz szikséges tablazatot.

0 0 21 0 O
2 10 00 1 O
0 5 2001

Gauss-Jordan eliminacioval olyan lépéseket kell végrehajtani, hogy a tablazat bal oldalan jelenjen
meg az egységmatrix. Ha ez sikerll, akkor a jobb oldali tablazatban megjelenik a matrix inverze. Mivel
sok nulla szerepel a matrixban, a sorok rendezésével el tudjuk érni, hogy a f6atlé alatt csak nullak
legyenek.

0 0 21 0 O 2 10 00 1 O
2 10 00 1 0|—»|{0 -5 20 0 1
0 5 20 0 1 0 0 21 0 O

Most mar alakitsuk ki a féatlo felett is a nullakat. Jeldljuk ki a fé6atlo felett azokat a szamokat,
amelyeket ki kell nullazni. Majd kezdjuk a szamolast a harmadik oszlopban. A harmadik sor (—1) -

szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz.



2 [100 o|0 1 0 2 [10] o]lo 1 0
0 -5 [2/|0 0 1|=|0 5 0|-1 0 1|—>
0 0 2|1 00 0 0 2|1 00

Térjiunk at masodik oszlopra. Mar csak 10 -t kell kikiiszébdlni. A méasodik sor 2 -szeresét adjuk hozza
az els6 sorhoz.

2 0 0-2 1 2
0 50-101
0 0 271 0 O

Sikerdlt kialakitani a diagonalis matrixot. A f6atldban megjelennek az egyesek, ha soronként leosztunk
a féatloban 1évé elemekkel.

2l 0 of|-212) (100-1 05 1
0 [-5] o|-1 0 1|>|0 1 002 0 -02
0 0 [2]|1 oo 0 0 1105 © 0

Most mar olvassuk le a keresett inverzet.

-1 05 1
A*=(02 0 -0,2
05 0 0

Végezziik el az ellenérzést. Ha az AA™ vagy A A szorzas eredménye az egységmatrix lesz,
akkor jél szamoltunk.

-1 05 1 Y}0 0 2 100
A*A=/02 0 -0,2|2 10 0|=|0 1 O
0,5 0 0 N0 -5 2 0 01

Tehat helyes az eredmény.

3. feladat: Hatarozzuk meg A értékét ugy, hogy kdvetkezé matrixnak legyen inverze.

-1 1 4
4 -4 8
A 1 2

Megoldas: A matrixnak van inverze, ha determinansa nem nulla. Tehata A értékét ugy kell
megvalasztanunk, hogy a matrix determinansanak értéke ne legyen nulla, azaz



1 12
4 -4 8=%0
A 12

irjuk fel a matrix determinansat A -val kifejezve. Hasznaljuk az elsé sor szerinti kifejtést:

1 12
4 -4 8=-1(-8-8)-1B8-81)+A(4+4A)L=16—8+81+41+44°
A1 2

Rendezzik a kapott kifejezést, majd oldjuk meg nullara.
42° +124+8=0 — A*+31+2=0

Hasznaljunk gyokképletet.

_ 3+.9-8 -3+l
2 2

A

Két esetben lesz a determinans értéke nulla, ha 4 =—1 vagy 4, =-2.
Es ezekben az esetekben nem létezik inverz.
Ha azonban A #—1 és A # —2, akkor létezik a matrixnak inverze.

4. feladat: Hatarozzuk meg X értékét Ggy, hogy az A matrixnak ne legyen inverze!

>

Il
= O X |
X o
o X =

Megoldas: Az osztas miatt a megoldast az X # 0 valés szamok halmazan kell keresni. A matrixnak
nincs inverze, ha determinansa nulla. Elsé Iépésként fejezzik ki X -szel a matrix determinansanak
értékét. Az elsd sor szerinti kifejtéssel a kdvetkezét kapjuk:

det(A) :%(6— x*)-0+1(-1) :%(6— x?) -1

1
Ezek szerint ugy kell megvalasztani X értékét, hogy — (6 — X2) —1=0 teljestljon. Szorozzuk meg az
X

egyenlet mindkét oldalat X -szel, majd rendezziik a kapott egyenletet!

~X*—x+6=0



A kapott egyenletet oldjuk meg a gydkképlettel:

_1+1424 145

2 ) )

X, =-3 €és X,=2
Tehat a matrixnak nincs inverze, ha X, =-3 vagy X, =2.

5. feladat: Hatarozzuk meg a kdvetkez6 matrix inverzét.

-2 3 1
A=-1 1 1
2 -2 -1

Megoldas: Elészér nézzik meg, hogy van-e inverze a matrixnak. Hatarozzuk meg a matrix
determinansanak értékét. Ezt megtehetjiik a szokasos elsé sor szerinti kifejtéssel. De a szamolas
gyorsabb, ha észrevesszik, hogy az utolsé sort hozzdadva az elsé sorhoz, akkor két nulla is
megjelenik. Most mar szamoljuk ki a determinans értékét az els6 sor szerint.

2 3 1|/ 1]0 1 o
det(A)=|-1 1 1|=|-1 1 1
2 -2 -1 |2 -2 -

=-11-2)=1

Tehat det(A) =1+ 0, van inverze a matrixnak.

Az inverzet Gauss-Jordan eliminacioval fogjuk megoldani. Készitsuk el a kiindulési tablazatot.

-2 3 11 0 0
-1 1 110 1 O
2 -2 -10 0 1

Az elsé sor elsé eleme 2 . Eliminalé elemként célszer(i egyet vagy minusz egyet valasztani. igy az
elsd lépésben cseréljik fel az elsd és masodik sort, majd jeléljik be a féatlé alatti kinullazando
elemeket.

-1 1 1ijp 1 0
3 111 0 0

2] [ -10 0 1

Majd végezzik el az elsd oszlop eliminalasat. Jeldljuk ki az oszlopban azokat az elemeket, amelyeket

szeretnénk kinullazni. Az elsé sor (—2)-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz.



-1 1 10 1 O
o 1 -11 -2 0

_1001

Majd az els6 sor 2 -szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz.

-11 10 1 O
0 1 -11 -2 O
0 0 110 2 1

Az utolso I1épéssel kialakult a felsd haromszogmatrix. A matrix féatldja felett folytassuk az eliminalast.
Jeldljik be a f6atlo feletti kinullazandd elemeket. Majd kezdjik a harmadik oszlopban a szamolast. A
harmadik sort adjuk hozza a masodik sorhoz.

-1 ] Mo 1 0oy (-t [ Mo 1 o
0 1 [-11 -2 o|>|0 1 o1 01
0 0 1]0 2 1 0 0 10 2 1

Majd az utolsé sor (—1) -szeresét adjuk hozza az elsé sorhoz.

-1 [ oo -1 -1
0 1 01 0 1
0 0 10 2 1

Mar csak egyetlen elemet kell eliminalni a masodik oszlopban. A masodik sor (—1) -szeresét adjuk az

els6 sorhoz.

-1 0 O-1 -1 -2
0 101 0 1
0 0 130 2 1

Ha pedig az elsé sort végig szorozzuk (—1) -gyel, akkor kialakult a tdblazat bal oldalan az

egységmatrix.

-1 0 o-1 -1 -2} (1 0 01 1 2
0 101 0 1|>/0 1 01 01
0 010 2 1 00 10 2 1

A jobboldali matrix lesz a keresett inverzmatrix.



Tehat

>
L
|
O R
N O

2
1
1

Szamolasunkat ellenérizzilk le. Ha elvégezzik az AA™" vagy A A szorzatok valamelyikét és az
eredmeény az egyseégmatrix lesz, akkor jol szamoltunk.

-2 3 1)1 1 2 100
AA*=-1 1 1{1 0 1|=|/0 1 0
2 -2 -1)\0 2 1 0 01

Tehat helyes az eredmény.

6. feladat: Hatarozzuk meg az a kévetkez6é matrix inverzét Gauss-Jordan eliminacié hasznalataval.

141
A=|1 5 2
16 2

Megoldas: Elészor nézzik meg, hogy van-e inverze a matrixnak. Hatarozzuk meg a matrix
determinansat. Vegyuk észre, hogyha az elsé oszlop (—2)-szeresét hozzaadjuk a harmadik

oszlophoz, akkor a harmadik oszlopban két nullat kapunk. igy a harmadik oszlop szerint kifejtést
hasznalva a determinans értéke gyorsan meghatarozhato:

14 1 14 -1
det|1 5 2|=det|1 5 0|=-1-(6-5)=-1
16 2 16 0

Tehat a determinans értéke nem nulla, van inverze az A matrixnak.

irjuk fel a Gauss eliminacidhoz tartozé tablazatot.

Kezdjuk el a szamolast. Eddig mindent nagyon részletesen leirtunk, egy tablazatban csak egy elem
eliminalasat végeztik el. A megoldas gyorsabb és atlathatobb lesz, ha egy oszlopon bellli szamolast
egy tablazatban irunk le. De most is elsdre a féatlo alatt szamoljunk és kezdjuk az elsé oszloppal. Az

els6 sor els6 eleme 1, hasznalhatjuk eliminalo elemként. Adjuk az elsé sor (—1) -szeresét a masodik
és harmadik sorhoz.



1 4 11 00 1 4 11 00
] 5 20 1 0/>0 11-110

M [6] 20 0 1) |0 [2] 11 0 1

A masodik oszlopban folytassuk az eliminaciot. A masodik sor (—2)-szeresét adjuk a harmadik

sorhoz.

14 11 0 O
0 1 -1 1 O
0 0 -1j12 -2 1

A f6atl6 alatt kialakultak a nullak. Folytassuk az eliminalast a f6atlo felett. Kezdjuk a harmadik
oszlopban. A harmadik sort adjuk hozza a masodik, majd az elsé sorhoz.

1 1 0 0) (1 o2 2 1
0 1 [g-1 1 o|»|0 1 o0 -1 1
0O 0 -1 -2 1 0O 0 -11 -2 1
Mar csak a masodik oszlopban kell kikiiszobdlni a 4 -est. A masodik sor (—4)-szeresét adjuk hozza

az elsé sorhoz.

10 02 2 -3
01 00 -1 1
00 -1j1 -2 1

Majd az utolsé sort szorozzuk végig (—1) -gyel. Ezzel a tablazat bal oldalan megjelent az

egységmatrix.
10 02 2 -3 1 0 02 2 -3
0 1 o0 -1 1(—->|0 1 00 -1 1
00 1 -2 1 0 0 -1 2 -1
Tehat

2 2 -3
At=l0 -1 1

-1 2 -1

Szamolasunkat ellenérizzik le. Végezzik el az A'A szorzast. Ha eredmény az egységmatrix lesz,
akkor jol szamoltunk.

10



2 2 -3\1 4 1 100
0 -1 1j|1 5 2(={0 1 0
-1 2 -1){1 6 2 0 0 1
Tehat helyes az eredmény.
2 1 3
7. feladat: Hatarozzuk megaz A=| -1 3 2 | matrix inverzét Gauss-Jordan eliminacio
-3 4 2

hasznalataval.
Megoldas: A feladat megoldasat prébaljuk meg még egyszeribben leirni.

Hasznaljuk a szokott jeldléseket az ekvivalens atalakitasokra:

az i-edik és a | -edik sor felcserélése, ezt D > fogja jeldlni;

az i -edik sor megszorzéasa tetszéleges nullatol kilénbézé o szammal, ezt m fogja jeldlni;

az i-dik sor tetszéleges o szamszorosanak hozzaadasa a ] -edik sorhoz, és a | -edik sor helyére

ezt az uj sort irjuk, a tobbi sort pedig valtozatlanul hagyjuk, ezt m m m fogja jeldIni.

irjuk fel a kiindulasi tablazatot.

2 1 3|1 00
-1 3 2|0 10
-3 4 2|0 0 1

Maijd jeldljik be a féatlé alatti kinullazando elemeket.

2 1 3|1 00

1] 3 2|0 10
[-3] [4] 2]0 0 1

Legyen a bal oldali matrix els6 soranak elsé eleme 1

2 1 3|1 00 1 4 5|1 10
[ 3 2|0 1 o|—W2MbL 17771 3 210 1 0],

[-3] [4] 2]0 0 1 [-3] [4 2|0 0 1

Végezzik el az eliminalast az els6 oszlopban.

11



1 45110 1 4 5|1 10
1-+—>
32010077120,

[-3] [4] 2]0 0 1 0 [16] 17|3 3 1

Folytassuk a szamolast a féatl6 alatt a masodik oszlopban.

1 4 5|1 10 1 4 5|1 1 0

0 7 711 2 ol—®™E 0 112 112|16 32 0]
0eE

0 [16] 17(3 3 1 0 [112] 11921 21 7

1 4 5|1 1 0 1 4 51 1 0

0 112 1121|116 32 0 “)*]% 07 7|1 2 ol

= |[2.
0 J112] 11921 21 7 10 0 0 7|5 -11 7

A bal oldali tablazat egyszer(i marad, ha a masodik és harmadik sorban egyszerUsitunk.

1 4 511 1 0 1 4 5|1 1 0
(DEHEHE 1 2
0 712 0l—ggEEEl0 L 1S o o),
0 0 5 11 7
00 1|2 -2
7 7
Kialakult a fels6 haromszdg matrix.
Folytassuk a szamolast a f6atl6 felett a harmadik oszlopban.
18 62
1@ E1 1 o 1o\ = 8
1 2 (,1).+ 4 13
0 0 1 > 4 1 0 0 1 > U 1
7 7 7 7
Mar csak egyetlen elemet kell eliminalni.
18 62 2 10
1 |4 0|-— — -5 1 00|—— — -1
7 7 7 7
0 1 ol 2 1B @l g q o2 B
7 7 7 7
0 0 1 E —E 1 0 01 E —E 1
7 7 7 7

12



Az utolsé tablazatbdl kiolvashato, hogy

21
7 7

Al= _4 13 -11.
77
5 iy
7 7

_ 1
Ennek helyességét ugy érdemes ellendrizni, hogy kiemelink A bl 7 -et:

2 10 -7
A-lzé- 4 13 -7/,
5 11 7

és nézzuk meg, hogy teljesil-e az

2 1 3)-2 10 -7 7 00
-1 3 2|4 13 -7|=(0 7 O
-3 4 2)\5 -11 7 0 0 7

egyenléség.

8. feladat: Egy vallalatnal az agazati kapcsolatok matrixa a kovetkezé:

0,30 0,12 0,14
A=| 0,10 0,44 0,18
0 0,20 0,40

Hatarozzuk meg (I — A)f1 -vel jel6lt un. teljes sziikséglet matrixat.
Megoldas: Elsé lépésként szikségink van az (1 — A) matrix eldallitaséra.

1-0,30 0-0,12 0-0,14 0,70 -0,12 -0,14
I-A=0-0,10 1-0,44 0-0,18|=|-0,10 0,56 -0,18
0-0 0-0,20 1-0,40 0 -0,20 0,60

Most mar a szokott médon szamolhatunk. Csak az a kulénbség, hogy az eddigi szép egész szamok
helyett tizedes tortekkel kell szamolni.

Kezdjik a tablazat elkészitésével.
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0,70 -0,12 -014/1 0 O
-0,10 0,556 -0,180 1 O
0 -020 0,600 0 1

Ha eddig eliminalasra a legjobb elem 1 vagy (—1) volt, akkor most legyen ezen szamok tizede, azaz

(—O,l) . igy a kénnyebb szamolas miatt cseréljiik fel az elsé és masodik sort. Jeléljik be a

kinullazando elemeket a f6atld alatt.

0,10 056 -018p 1 o
0,70 -0,12 -0,14[1 0 0

0 0600 0 1

Az elsé sor 7 -szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz.

-0,10 056 -0180 1 O
0 3,8 -14|1 7 O

0 0600 0 1

A masodik oszlopban folytatjuk az eliminaciot. Egyszeriibb szamolas miatt a masodik és harmadik sort
cseréljuk fel.

-0,10 0,56 -0,180 1 O
0 0,20 0,600 0 1

0 38 -14/1 7 0

A masodik sor 19 -szeresét adjuk a harmadik sorhoz.

-0,10 0,56 -0,180 1 O
0 -0,20 0,600 0 1
0 0 10 |1 7 19

Az utolso sorban osztani kell 10-zel. A szamolast segiti, ha a masodik sort pedig szorozzuk (—10)-

zel.

-0,10 0,56 -0,18/0 1 0
0 2 -6 [0 0 -10
0 0 1101 0,7 19

Folytassuk a szamolast a f6atl6 felett. Jeldljik ki a kinullazandé elemeket.

14



-0,10 [0,56] |-0,18] o0 1 0

o 2 [6]|0o o -10

0 0 1 |01 0,7 19

A harmadik sor 6 -szorosat adjuk hozza a masodik sorhoz, majd a harmadik sor 0,18 -szorosat az

elsé sorhoz.

-0,10 (0,56 0]0,018 1,126 0,342
0 2 006 42 14
0 0 1 01 0,7 19

Osszunk le a masodik sorban 2 -vel.

-0,10 (0,56 0]0,018 1,126 0,342
0 1 0] 03 21 07
0 0 1 01 0,7 19

A masodik sor (—0, 56) -szorosat adjuk hozza az els6 sorhoz.

-0,10 0 0}-0,15 -0,05 -0,05
0 1 0] 0,3 2,1 0,7
0 0 1] 01 0,7 19

Szorozzuk meg az elsé sort (—10)—zel.

1 0 0L5 05 05
0 1 003 21 0,7
0 0 1301 0,7 19

Tehat a teljes szikséglet matrixa:

15 05 05
(1-A)"=03 21 07
01 07 19
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