
K-1.: (1/1-es lecke)
Egy hang hangnyoḿasszintj́et 75 dB-nek ḿerjük 0,2 dB hibakorĺattal. Mekkora a hangintenzitásés

annak relat́ıv hibája?

Megoldás: Tudjuk, hogy azn hangnyoḿasszint az alábbi ḿodon fejezhet̋o ki azI intenzit́asb́ol:

n = 10lg
I

I0

Innen egyszer̋u átrendeźessel megkapható az intenzit́as, mint a hangnyoḿasszint f̈uggv́enye:

I(n) = I0 · 10
n
10

Sźamszer̋uen ez:

I = 10−12 W
m2

· 107,5 = 3,16 · 10−5 W
m2

A hibakorĺatokra vonatkoźo alap̈osszef̈ugǵes szerint a hangintenzitás hibakorĺatja megkapható az
intenzit́as megad́o fenti összef̈ugǵesb̋ol:

δ(I) = |I ′n|δ(n) = I0 · 10
n
10 ln10

1

10
· 0,2 = 1,46 · 10−6

Így a relat́ıv hiba:

R(I) =
δ(I)

|I|
= ln10

1

10
δ(n) = 0,046 = 4,6%

(Érdekes, hogy a relatı́v hibáb́ol magaI ért́eke kiesett. Ebb̋ol az k̈ovetkezik, hogy a 0,2 dB hibakorlát
a hangnyoḿasszintben minden intenzitás eset́en 4,6%-os relatı́v hibát jelent az intenzit́asban.)
⇒ A hangintenzit́as teh́at3,16 · 10−5 W/m2, ennek relat́ıv hibája 4,6%-os.

K-2.: (1/1-es lecke)
Egy ǵepsor kis cs̋odarabokat gýart aćelból, melyeknek hossza 100 mm, külső sugara 11 mm, belső

sugara 9,5 mm. A megmunkálás kisśe pontatlan, eźert mindh́arom ḿeretet csak 0,03 mm-es hiba-
korláttal tudjuk béallı́tani.

Mekkora a cs̋odarabok ẗomeǵenek relat́ıv hibája? Míert sokkal nagyobb ez, mint a bemenő adatok
relat́ıv hibája?

Megoldás: Jel̈oljük a cs̋o bels̋o sugaŕat r-rel, a k̈ulsőt R-rel, hossźat h-val. (Ezekneḱert́ekei adottak.)
Tudjuk még aδ = δ(r) = δ(R) = δ(h) = 0, 02 mm közös hibakorĺat ért́ekét is.

A csődarabok ẗomege nyilv́an:

m = ρ · V = ρ(R2 − r2)πh

A tömeg hibakorĺatja:
δ(m) = |m′

r|δ + |m′
R|δ + |m′

h|δ
Az egyes deriv́altak nyilván:

m′
r = πρ(−2r)h, m′

R = πρ(2R)h, m′
h = πρ(R2 − r2)

Ezeket béırva a ẗomeg hibakorĺatja a k̈ovetkez̋o lesz:

δ(m) = δπρ(2rh + 2Rh + R2 − r2)

A tömeg relat́ıv hibája teh́at:

R(m) =
δ(m)

|m|
=

2h(R + r) + R2 − r2

(R2 − r2)h
δ =

(
2

R− r
+

1

h

)
δ = 0,040 = 4,0%
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A bemen̋o adatok relatı́v hibája legfeljebbR(r) = 0,03/9,5 = 0,0032 = 0,32% volt. Az, hogy
a végeredḿeny relat́ıv hibája enńel lényegesen nagyobb, annak kösz̈onhet̋o, hogy k̈ozeli nagyśagrend̋u
pozit́ıv sźamok kivońasa is szerepelm képlet́eben. (R2 − r2.)
⇒ A csődarabok ẗomeǵenek relat́ıv hibája teh́at kb. 4%-os, ami f̋oként aźert sokkal nagyobb a bemenő
adatoḱeńal, mert k̈ozeli nagyśaǵu, hib́aval rendelkez̋o mennyiśegek kivońasa szerepel a végeredḿeny
meghat́aroźaśaban.

K-3.: (1/1-es lecke)
Egy csillapod́o rezg̋omozǵasβ csillapod́asi t́enyez̋ojét szeretńenk meghat́arozni mińel pontosabban.

Megmérjük a kezdetiA0 amplitúdót, valamint egyt időpontbeliA amplitud́ot.
Fejezze ki a ḿeŕesi adatok segı́tséǵevel a csillaṕıtási t́enyez̋ot! Adja meg annak hibakorlátját, ha

azR(A0), R(A) ésR(t) relat́ıv hibák ismertek. Milyen ḿeŕesi id̋ot kell választani, hogyβ hibája
minimális legyen?

Megoldás: Tudjuk, hogy:
A = A0 · e−βt

ahonńet egyszer̋u átrendeźessel azt fejezhetjük ki:

β =
1

t
ln

A0

A
=

1

t
(ln A0 − ln A)

Ennek hibakorĺatja:
δ(β) = |β′

A0
|δ(A0) + |β′

A|δ(A) + |β′
t|δ(t)

A deriválásokat igen k̈onny̋u elvégezni. A sźaḿıtások soŕan ḿeg az abszolút ért́ek jelekńel kell
figyelni.

δ(β) =
∣∣∣∣1t 1

A0

∣∣∣∣ δ(A0) +
∣∣∣∣−1

t

1

A

∣∣∣∣ δ(A) +
∣∣∣∣− 1

t2
(ln A0 − ln A)

∣∣∣∣ δ(t) =

=
1

t

1

A0

δ(A0) +
1

t

1

A
δ(A) +

1

t2
(ln A0 − ln A)δ(t) =

=
1

t
(R(A0) +R(A)) +R(t)β

Innen ĺatszik, hogy ha a bemenő adatok relatı́v hibáján nem tudunk cs̈okkenteni, akkor a le-
het̋o legnagyobb ḿeŕesi id̋ot kell választanunk, hogy a csillapı́tási t́enyez̋ot minél pontosabban
meǵallaṕıthassuk.
⇒ A csillaṕıtási t́enyez̋o teh́at:

β =
1

t
(ln A0 − ln A)

ennek hibakorĺatja:

δ(β) =
1

t
(R(A0) +R(A)) +R(t)β

és a lehet̋o legnagyobb ḿeŕesi id̋ot kell választanunk, ha kis relatı́v hibával akarjuk meghatározni a
csillaṕıtási t́enyez̋ot.
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K-4.: (1/2-es lecke)
Egy gýarban 1 mélű betonkocḱakat gýartanak. A gýart́as folyamat soŕan a kocḱak élének sźorása

1,5 cm-nek ad́odik. A beton s̋urűśege 2500 kg/m3, de ennek sźorása 50 kg/m3 az alapanyag nem egyen-
letes volta miatt.

Mekkora a kocḱak tömeǵenek sźorása? Ha 5%-nyi betonkockát leselejtezhetünk, mekkora mi-
nimális és maxiḿalis tömeget tudunk garantálni? (Az eloszĺasf̈uggv́enyeket tekinthetjük norḿalisnak.)

Megoldás: A kockák átlagos ẗomege nyilv́an:

m = ρa3 = 2500 kg

A tömegek sźorása a Gauss-féle hibaterjed́esi ẗorvényb̋ol hat́arozhat́o meg:

σ2(m) = (m′
a)

2σ2(a) + (m′
ρ)

2σ2(ρ)

A deriválásokat elv́egezve:

σ2(m) = (ρ · 3a2)2σ2(a) + (a3)2σ2(ρ)

Sźamszer̋uen az eredḿeny:
σ(m) = 123 kg

Normális eloszĺas eset́en az esetek 95%-ában a v́arhat́o ért́ek kétszeres sźorás sugaŕu környezet́ebe
es̋o eredḿenyt kapunk, azaz:

mmin = m− 2σ(m) = 2254 kg

mmax = m + 2σ(m) = 2746 kg

⇒ A betonkocḱak tömeǵenek sźorása teh́at 123 kg,ı́gy abban lehetünk biztosak, hogy a legyártott
kockákb́ol 5%-ot leselejtezve tartani lehet a 2250és 2750 kg k̈ozti tartoḿanyt.

K-5.: (1/2-es lecke)
Egy automata ǵep f́emlemezb̋ol téglalapokat v́ag ki, melyeknek egyforḿaknak kellene lenniük. Öt

véletlenszer̋u terḿek rövidebbés hosszabb́eleit leḿerve a k̈ovetkez̋o ért́ekeket kaptuk mm-ben:
Rövidebbik oldal: 10,21; 10,58; 10,22; 10,46; 10,30
Hosszabbik oldal: 25,70; 25,75; 25,53; 25,80; 25,62
Mekkora az egyes oldalak tapasztalati várhat́o ért́ekeés -sźorása? Mekkora lesz a lapok terület́enek

sźorása? Milyen hat́arok garant́alhat́oak a lapok 95%-́anak ter̈ulet́ere ha a ǵep ugyanilyen béallı́tásokkal
fog üzemelni a tov́abbiakban is? (Feltételezhetj̈uk a mennyiśegek norḿalis eloszĺaśat.)

Megoldás: A rövidebbik oldalátlaga a defińıció szerint:

a =
1

5
(10,21 + 10,58 + 10,22 + 10,46 + 10,30) = 10,354 mm

A tapasztalati sźorás ńegyzet́et ćelszer̋u meghat́arozni el̋osz̈or:

s2(a) =
1

5− 1

(
(10,21− 10,354)2 + (10,58− 10,354)2 + (10,22− 10,354)2+

+ (10,46− 10,354)2 + (10,30− 10,354)2
)

= 0,0260

Így:
s(a) = 0,161 mm

A hosszabbik oldaĺert́ekei hasonĺoan hat́arozhat́ok meg. Ezt terjedelmi okokb́ol nem ŕeszletezz̈uk
itt, csak az eredḿenyt adjuk meg.

b = 25,680 mm s(b) = 0,107 mm
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A lapok ter̈ulete nyilv́anA = a · b. Az átlagos ter̈ulet teh́at:

A = a · b = 265,89 mm2

A Gauss-f́ele hibaterjed́esi ẗorvény szerint a ter̈ulet sźoráśanak ńegyzete:

σ2(A) = (A′
a)

2σ2(a) + (A′
b)

2σ2(b) = b2σ2(a) + a2σ2(b)

A szórásokat a tapasztalati szórásokkal k̈ozeĺıthetjük, azazσ(a) = s(a) ésσ(b) = s(b). Így

σ(A) = 4,28 mm2

ad́odik.
Normális eloszĺas eset́en a v́arhat́o ért́ek kétszeres sźorásnyi k̈ornyezet́ebe esik aźert́ekek 95%-a.

Feladatunkban ez az intervallum:

[A− 2σ(A); A + 2σ(A)] = [257,3; 274,4] mm2

⇒ A rövidebb oldal tapasztalati várhat́o ért́eke teh́at 10,354 mm, -sźorása 0,161 mm, a hosszabik ta-
pasztalati v́arhat́o ért́eke 25,680 mm, -sźorása 0,107 mm.

Teh́at kb. 257és 274 mm2 közé fog esni a lapok terület́enek 95%-a.
Megjegyźes: a gyakorlatban 5-nél sokkal ẗobb adattaĺerdemes ilyen jelleg̋u sźaḿıtásokat v́egezni,

hogy a tapasztalatiért́ekek mińel jobban k̈ozeĺıtsék az elḿeletieket. Az adatok számának n̈oveĺee azon-
ban elvi újdonśagot nem tartalmaz, ezért egy ilyen ṕeldában elegend̋onek tartottuk az 5 adatra való
sźamoĺast.

K-6.: (1/2-es lecke)
U0 = 12 V-os fesz̈ultségforŕasra egyR1 = 50 Ω és egyR2 = 70 Ω elleńalláśu elleńallást k̈otünk

sorba. MekkoraU1 fesz̈ultség ḿerhet̋o ekkorR1-en?
Legfeljebb mekkora lehetR1 ésR2 sźorása, ha azt akarjuk, hogy azU1 fesz̈ultség az esetek 95%-

ában legfeljebb 0,1 V-tal térjen el a pontośert́ektől? (Tegÿuk fel, hogy a ḱet elleńallás azonos sźoráśu
normális eloszĺast k̈ovet.)

Megoldás: Tudjuk, hogy a fesz̈ultség ebben az esetben az ellenállások aŕanýaban oszt́odik, azaz:

U1 = U0 ·
R1

R1 + R2

= 5 V

A Gauss-f́ele hibaterjed́esi ẗorvény szerint:

σ2(U1) =

(
∂U1

∂R1

)2

σ2(R1) +

(
∂U1

∂R2

)2

σ2(R2) =

= U2
0

(
R2

(R1 + R2)2

)2

σ2(R1) + U2
0

(
− R1

(R1 + R2)2

)2

σ2(R2)

Felhaszńalva, hogyσ(R1) = σ(R2) = σ(R) és egyszer̋uśıtve:

σ(U1) = U0

√
R2

1 + R2
2

(R1 + R2)2
σ(R)

A feladat sz̈ovege szerintσ(U1) = 0,05 V, hisz norḿalis eloszĺas eset́en ennek ḱetszerese az, amely
meghat́arozza azt a k̈ornyezetet, melybe az esetek 95%-ában beleesik a végeredḿeny.

Így viszont ḿar a keresettσ(R) könnyen kisźaḿıthat́o:

σ(R) = σ(U1)
(R1 + R2)

2√
R2

1 + R2
2

1

U0

= 0,70 Ω

⇒ Az R1 elleńalláson teh́at 5 V-ot ḿerheẗunk és ha azt akarjuk, hogy ettől a mért ért́ekek legfeljebb
0,1 V-tal t́erjenek el az esetek 95%-ában, akkor az ellenállások sźorása teh́at legfeljebb 0,7Ω lehet.
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K-7.: (1/3-es lecke)
Egy ismeretlen ẗomeg̋u dobozba k̈ulönb̈oző sźamú (N ) egyforma csaṕagygolýot tesz̈unk. Több

esetben megḿerve a doboźes a golýok egÿuttesM tömeǵet az aĺabbi eredḿenyt kapjuk:

N 10 20 30 35
M [g] 37 54 70 78

A legkisebb ńegyzetek ḿodszeŕevel hat́arozza meg ebb̋ol a doboz és egyetlen csapágygolýo
tömeǵet!

Megoldás: Jel̈olje m0 a doboz,m1 egy csaṕagygolýo tömeǵet. Ekkor nyilv́an:

M = m0 + m1 ·N

Így M lineáris függv́enyeN -nek, mely f̈uggv́eny meredekśegem1, tengelymetszetem0. Könny̋u
teh́at az egyenesillesztés tanult formuĺaját alkalmazni erre az esetre, csupán azáltaĺanos formuĺakbax
helyéreN -t, y helyéreM -et,m helyérem1-et,b helyérem0-t kell ı́rnunk.

A normálegyenletek teh́at:

m1

∑
N2

i +m0
∑

Ni =
∑

NiMi

m1

∑
Ni +m0n =

∑
Mi

Itt egyszer̋u alapm̋uveletekkel meghatározhatjuk az egyenlet együtthat́oit. Ennek eredḿenye:

m12625 +m095 = 6280

m195 +m04 = 239

Ebb̋ol m0 ésm1 egyszer̋uen meghat́arozhat́o. A sźamoĺas eredḿenye:

m0 = 20,9 m1 = 1,64

⇒ Az üres doboz ẗomege teh́at 20,9 g, a golýok átlagẗomege 1,64 g.
Megjegyźes: Ilyen jelleg̋u sźaḿıtásoknak akkor vańertelme, ha vagy nem tudjuk a golyókat

tetsźes̈unk szerint ki-be rakni a dobozba vagy ha a közvetlen ḿeŕesńel pontosabb eredḿenyt szeretńenk
kapni. Elvileg ugyanis a ḿerleg seǵıtséǵevel k̈ozvetlen̈ul is meghat́arozhat́ok a ḱerdezett mennyiśegek,
ha a golýokat kivehetj̈uk a dobozb́ol. Mégis, sok ḿeŕes eredḿenýenek egÿuttes felhaszńalása a leg-
kisebb ńegyzetek ḿodszeŕenek seǵıtséǵevel lehet̋ové teszi a k̈ozvetlen ḿeŕes pontosśaǵanak megha-
ladáśat. Így a gyakorlatban a feladatbeli 4 méŕesi adatńal jóval több (10 vagy 20) ḿeŕesi adattal meg-
ismételve a sźamoĺast, a doboz ẗomege pontosabban kapható meg, mintha k̈ozvetlen̈ul megḿerńenk
azt.

K-8.: (1/3-es lecke)
1 mmátmérőjű, kör keresztmetszetű gumisźal hossźat mérjük különb̈oző er̋ovel vaĺo nyújtás eset́en

és az aĺabbi adatokat kapjuk:

F [N] 2 5 10 20
l [m] 0,572 0,588 0,613 0,664

Felt́etelezve a linéaris er̋otörvényt (Hooke-ẗorvény) hat́arozza meg a gumi Young-moduluszát és a
sźal nyújtatlan hossźat a legkisebb ńegyzetek ḿodszeŕenek alkalmaźaśaval.

Megoldás: A gumisźal keresztmetszete:

A =

(
d

2

)2

π = 7,85 · 10−7 m2
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Hooke ẗorvénýet feĺırva erre az esetre:

F = EA
∆l

l0
= EA

l − l0
l0

= l
EA

l0
− EA

F teh́at linéaris függv́enye l-nek, ı́gy F és l fenti adatsoŕara alkalmazhatjuk az egyenesillesztés
tanult ḿodszeŕet. (Megjegyezz̈uk, hogy a ḱet lehetśegesút közül az egyiket j́arjuk végig, teh́at amikor
F -et tekintj̈uk l függv́enýenekés nem ford́ıtva. Mindegyik megk̈ozeĺıtés helyes.)

Az előző formula alapj́an azt mondhatjuk tehát, hogyF l-nek linéaris függv́enye, melynek mere-
dekśegem = EA/l0, tengelymetszeteb = −EA. Így a tanult norḿalegyenletek ezt az alakotöltik:

m
∑

l2i +b
∑

li =
∑

liFi

m
∑

li +bn =
∑

Fi

Az egÿutthat́okat kisźaḿıtva ennek sźamszer̋u alakja:

m1,4896 +b2,437 = 23,494

m2,437 +b4 = 37

Ennek megold́asa:
m = 195,9 b = −110,1

Ezzel ḿeg nem v́egezẗunk, mert ezekb̋ol vissza kell k̈ovetkeztetni a ḱerdezett mennyiśegekre. Ezt
azonban egyszerűen megtehetjük, hisz pl.b = −EA, ahonńet:

E =
−b

A
= 1,40 · 108 N

m2

tovább́am = EA/l0 alapj́an:

l0 =
EA

m
= 0,562 m

⇒ A gumi Young-modulusza tehát1,40 · 108 N/m2, a gumisźal nyújtatlan hossza 0,562 m.

K-9.: (1/3-es lecke)
Egy U nagyśaǵu fesz̈ultségforŕasra ḱet elleńallás van ṕarhuzamosan k̈otve. Az egyik (R1)

változtathat́o nagyśaǵu. Ennek k̈ulönb̈oző ért́ekeińel megḿerjük a fesz̈ultségforŕasonátfolyó áramI
erősśeǵet. Az aĺabbi t́abĺazatot kapjuk:

R1 [Ω] 300 600 900 1200
I [mA] 54,6 35,2 28,2 25,1

A legkisebb ńegyzetek ḿodszeŕenek seǵıtséǵevelállaṕıtsa meg a ḿasik elleńallás nagyśaǵat (R2) és
azU fesz̈ultségért́ekét!

Megoldás: A párhuzamos k̈otés miatt mindḱet elleńallásra azU fesz̈ultség esik, a ḱet elleńallás
áraḿanak pedig az̈osszege folyiḱat azáramforŕason. Azaz:

I =
U

R1

+
U

R2

= U · 1

R1

+
U

R2

Teh́at nemI ésR1, hanemI és1/R1 közt van linéaris kapcsolat. Az egyenesillesztést teh́at az aĺabbi
két adatsor k̈ozt lehet elv́egezni: (SI-egyśegekben)

1/R1 3,333 · 10−3 1,667 · 10−3 1,111 · 10−3 8,33 · 10−4

I 0,0546 0,0352 0,0282 0,0251
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A fenti egyenlet szerint az erre az adatsorra illeszett egyenesm meredekśegeU lesz,b tengelymet-
szete pedigU/R2.

Az illesztend̋o egyenes norḿalegyenletei az alábbiak lesznek: (a megfelelő összegek kisźaḿıtáśat
nem ŕeszletezz̈uk)

1,58 · 10−5m + 6,944 · 10−3b = 2,929 · 10−4

6,944 · 10−3m + 4b = 0,1431

Ennek megold́asa:
m = 11,9 b = 1,52 · 10−2

Innét a fentiek alapj́an a ḱet keresett mennyiség megkapható:

U = m = 11,9 V R2 =
U

b
= 790 Ω

⇒ A fesz̈ultségforŕas teh́at 11,9 V-os, a ḿasik elleńallás pedig 790 ohm-os.
Vigyázat! A sźamoĺas k̈ozben legaĺabb 4ért́ekes jegyet meg kell tartani, hogy ne szaporodjanak fel

a kereḱıtési hib́ak!
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K-10.: (2/1-es lecke)
A Föld mágneses teréatlagosan5 · 10−5 T erősśeg̋u a ĺegk̈orben. Mekkora az elektronok körfrek-

vencíaja itt? Mekkora a ṕalyasugara egy, az erővonalakra mer̋olegesen mozǵo elektronnak, ha mozgási
energíaja 1/40 eV?

Megoldás: Az elektronok k̈orfrekvencíaja a ciklotronfrekvencia:

ω = ηB =
q

m
B = 8,9 · 106 1

s

Az 1/40 eV mozǵasi energia Joule-ban:

E =
1

40
· 1,6 · 10−19 J = 4 · 10−21 J

A mozǵasi energia viszont a sebességgeláll egyszer̋u kapcsolatban:

E =
1

2
mv2

innen a sebesség:

v =

√
2E

m
= 9,43 · 104 m

s

Az egyenletes k̈ormozǵasra vonatkoźo v = rω összef̈ugǵes alapj́an a keresett ṕalyasuǵar:

r =
v

ω
= 0,011 m

⇒ Az elektronok k̈orfrekvencíaja a F̈old mágneses terében mintegy 9 MHz, az 1/40 eV mozgási
energíajú elektronok ṕalyasugara 11 mm

Megjegyźes: az 1/40 eV mozǵasi energia a szobahőmérśeklet̋u hőmozǵasnak felel meg. Ĺatjuk,
hogy ekkor a mozǵasi sebesśeg sokkal kisebb a fény sebesśeǵeńel. Ekkor vaĺoban jogosak az itt alkal-
mazott formuĺak. A következ̋o lecke alapj́an ĺatni fogjuk, hogy ez az elektronok esetén nem mindig
maǵatól értet̋odő.

K-11.: (2/2-es lecke)
Mekkora fesz̈ultséggel kell gyorśıtani egy elektront, hogy fajlagos töltése a nyugalmíert́ekńel 2%-

kal kisebb legyen? Mekkora ilyenkor a sebessége?

Megoldás: A fajlagos ẗoltés aźert változik, mert a sebesség n̈oveĺese a ẗomeget n̈oveli. (A töltésálland́o
marad.) Azaz:

η =
q

m
= 0,98 · η0 = 0,98

q

m0

Innét:

m =
1

0,98
m0

Tudjuk, hogy:

m =
m0√

1− (v/c)2

Ezeketösszevetve:
0,98 =

√
1− v2/c2

Ebb̋ol a keresett sebesség egyszer̋u átrendeźessel:

v = c
√

1− 0,982 = c · 0,199 = 5,97 · 107 m
s
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A mozǵasi energia megegyezik a gyorsı́táskor felvett energiával:

qU = Emozg = mc2 −m0c
2 = m0c

2

(
1

0,98
− 1

)

Innét a keresett feszültség:

U =
m0c

2

q

(
1

0,98
− 1

)
= 10 300 V

⇒ Az elektron fajlagos ẗoltése teh́at 10 300 V gyorśıtás eset́en lesz 2%-kal kisebb a nyugalmiért́ekńel.
Ekkor sebesśege 5,97·107 m/s, azaz kb. a fényseebsśegötödŕesze.

K-12.: (2/2-es lecke)
1 000 000 V fesz̈ultséggel elektront gyorsı́tunk, majd homoǵen ḿagneses térbe l̋ojük, ahol 0,55 m

sugaŕu, v́ızszintes śıkú körpályáraáll. Mekkora er̋osśeg̋u és milyen iŕanýu a ḿagneses tér? Mekkora az
elektron kerinǵesi ideje?

Megoldás: A gyorśıtófesz̈ultség eĺeg nagy, teh́at mindenḱepp a relativisztikus formulával kell
sźamolnunk:

v = c

√√√√√1− 1(
qU

m0c2
+ 1

)2

A formula kiért́ekeĺesekor ćelszer̋u aqU/(m0c
2) ért́ekét kisźamolni.

qU

m0c2
= 1,98

Így áttekinthet̋obb a sebességet megad́o formula:

v = c

√√√√1− 1

(1,98 + 1)2 = c · 0,942 = 2,82 · 108 m
s

Ki kell számolnunk ḿeg az elektron ẗomeǵet is, hisz az is nyilv́an megv́altozott:

m =
m0√

1− v2/c2
= 2,98 ·m0 = 2,68 · 10−30 kg

A pályasuǵarról tudjuk, hogy:

R =
v

ηB

ahonńet
B =

v

ηR
=

mv

qR
= 8,58 · 10−3 T

A mágneses tér teh́at 8,58 mT er̋osśeg̋u és nyilv́an függ̋olegesen mutat, hisz körmozǵas homoǵen
mágneses térben mindig a ḿagneses térre mer̋oleges śıkban ẗorténik. (Az, hogy felfele, vagy lefele
mutat a t́erer̋osśeg, nem hat́arozhat́o meg a feladat sz̈oveǵeb̋ol, mert nem adt́ak meg a kerinǵesi iŕanyt.)

A keringési id̋ot egyszer̋u meghat́arozni, hisz egyenletes körmozǵasŕol van sźo:

T =
2π

ηB
=

2πm

qB
= 1,23 · 10−8 s

⇒ A mágneses tér függ̋oleges iŕanýu és 8,58·10−3 T erősśeg̋u, az elektronok kerinǵesi ideje pedig1,23 ·
10−8 s.

Megjegyźes: A relativisztikus hatások ebben a feladatban alapvető fontosśaǵuak, ezekt̋ol eltekintve
teljesen rossz eredḿenyt kapunk, pl. a sebesség f́enysebesśeg felettinek ad́odik.
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K-13.: (2/2-es lecke)
5000 V-tal gyorśıtott elektron homoǵen ḿagneses térbe ker̈ul. Itt spirálpályájának sugara 8 mm,

menetemelked́ese 5 mm. Mekkora a ḿagneses tér er̋osśegeés az az id̋o, ami alatt az elektron egy
menetemelked́est megtesz?

Megoldás: A felgyorśıtott elektron sebessége:

v = c

√√√√√1− 1(
1 + qU

m0c2

)2 = 0,14c = 4,19 · 107 m
s

Ekkora sebesség eset́en a ẗomegv́altoźassal is sźamolnunk kell:

m =
m0√
1− v2

c2

= 1,01m0 = 9,09 · 10−31 kg

A spirálpálya paraḿetereir̋ol tudjuk, hogy:

R =
v sin α

ηB

h =
2π

ηB
v cos α

Innen a ḱet egyenlet elosztáśaval:
R

h
=

1

2π
tan α

ahonńet a ḿagneses tér és a sebességvektoráltal beźart sz̈og megkapható:

α = arctan
(
2π

R

h

)
= 84,3◦

Innét pl. a fentir-t megad́o egyenlet́atrendeźeśevel a ḱerdezett ḿagneses térer̋osśeg:

B =
v sin α

ηr
=

mv sin α

qr
= 0,030 T

A kérdezett períodusid̋o egyszer̋uen megkapható, hisz a sebességt̋ol független̈ul ω = ηB a mozǵas
körkörös komponenśenek frekvencíaja:

T =
2π

ηB
=

2πm

qB
= 1,20 · 10−9 s

⇒ A mágneses tér teh́at 0,03 T er̋osśeg̋u, és egy menetemelkedéshez 1,20·10−9 s-ra van sz̈ukśege az
elektronnak

Megjegyźes: Ebben a feladatban is fontos volt a relativisztikus hatások figyelembe v́etele. Ha ezt el-
hagyńankés nem sźamolńank a ẗomegn̈oveked́essel illetve av =

√
2ηU képletb̋ol venńenk a sebességet,

néh́any sźazaĺekos hib́at követńenk el.
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K-14.: (2/3-es lecke)
Egy elektronmikroszḱopban 100 V fesz̈ultség gyorśıtja az elektronokat. Becsülje meg ez alapján az

elektronmikroszḱop elvi felbont́oképesśeǵet!

Megoldás: A gyorśıtófesz̈ultség itt eĺeg kicsi, eźert sźamolhaunk a klasszikus fizikai közeĺıtéssel,́ıgy
az elektron sebessége:

v =
√

2ηU = 5,96 · 106 m
s

Ez vaĺoban sokkal kisebb, mint a fénysebesśeg, teh́at jogos volt ez a k̈ozeĺıtésés a ẗomegn̈oveked́es
is elhanyagolható. (Sźamolhattunk volna a relativisztikus formulával is, de a megadott tizedesjegyekben
nem ẗorténne v́altoźas. De terḿeszetesen nem baj, ha a relativisztikus formulákat haszńaljuk, csak akkor
sokkal ẗobb m̋uvelettel tudjuk a sebességet meghatározni.)

Az elvi felbont́oképesśeg a de Broglie-hulĺamhossz (ĺasd els̋o féléves fizika, kvantummechanika):

λ =
h

p
=

h

mv
= 1,24 · 10−10 m

⇒ Teh́at elvileg 1,24·10−10 m-es ŕeszleteket is megpillanthatunk egy ilyen mikroszkóppal.
Megjegyźes: a gyakorlatban az elektromos lencsékkel kapcsolatos technikai problémák miatt inḱabb

ezenért́ek 100-szoros k̈orül van az a felbont́oképesśeg, ami t́enylegesen kihozható ezekb̋ol a beren-
deźesekb̋ol.
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K-15.: (3/1-es lecke)
A leveg̋o átlagos molekulatömege 29 g/mol. Sźamolja ki, h́any ḿeter szintk̈ulönbśeg eset́en cs̈okken

a légnyoḿas 10%-nyit, ha a h̋omérśeklet−20◦C!

Megoldás: A barometrikus magasságformula szerint:

p(h) = p(0)e−
mgh
kT

A feladatbanp(h) = 0,9p(0), ı́gy

0,9p(0) = p(0)e−
mgh
kT

Innét a keresett magasság egyszer̋u átrendeźessel megkapható: (p(0) kiesik)

h = − kT

mg
ln 0,9

Egy molekulam tömege az alapján kaphat́o meg, hogy tudjuk, hogy egy ḿolnyi, azaz6 · 1023 db
leveg̋omolekula 29 g ẗomeg̋u:

m =
0,029 kg
6 · 1023

= 4,83 · 10−26 kg

Ezt ésT = 253 K-t béırva a sźamszer̋u eredḿeny:

h = 776 m

⇒ Teh́at 776 m magasan csökken a ĺegnyoḿas 10%-nyit, ha−20◦C a h̋omérśeklet.

K-16.: (3/1-es lecke)
A tiszta sziĺıcium Fermi-szintje 0,4 eV-nyira van a vezetési śav alatt. H́anyszor kisebb́ert́eket vesz

fel a beẗoltési vaĺosźınűśeg-függv́eny a vezet́esi śav alj́an, mint a Fermi-szinten, ha a hőmérśeklet 300 K,
illetve ha 400 K? Mit mondhatunk ez alapján a ḱet esetbeli vezetőképesśegekr̋ol?

Megoldás: A betöltési vaĺosźınűśeg függv́eny:

p =
1

e
E−EF

kT + 1

A Fermi-szintenE−EF = 0, eźert a h̋omérśeklett̋ol független̈ul itt a beẗoltési vaĺosźınűśeg függv́eny
ért́eke:

pF =
1

e0 + 1
=

1

2

Feladatunk sz̈ovege szerint a vezetési śav alj́anE−EF = 0,4 eV = 0,4 ·1,6 ·10−19 J = 6,4 ·10−20 J.
Így már a ḱet esetben egyszerű behelyetteśıtéssel megkapható a beẗoltési vaĺosźınűśeg függv́enyért́eke.
Az eredḿenyek:

T1 = 300 K ⇒ p1 = 1,93 · 10−7

T2 = 400 K ⇒ p2 = 9,22 · 10−6

A feladat ezeḱespF aŕanýat kérdezi.T1 = 300 K-en ez az aŕany:
pF

p1

= 2,59 · 106

mı́g T2 = 400 K eset́eben:
pF

p2

= 5,42 · 104

⇒ A vezet́esi śav alj́an teh́at mindḱet esetben sokkal kisebb a betöltési vaĺosźınűśeg függv́eny ért́eke,
mint a Fermi-szinten (́ert́ekeket ĺasd el̋obb), de mintegy 50-szeres különbśeg van a ḱet h̋omérśeklet
eset́eben aźert́ekek k̈ozt, ami azt jelenti, hogy 400 K-en sokkal több elektron jut fel a h̋omozǵas miatt a
vezet́esi śavba, mint 300 K-en,́ıgy 400 K-en a szilı́cium sokkal jobban vezet.
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K-17.: (3/2-es lecke)
Az Al fajlagos elleńallása 0,026 Ωmm2/m, s̋urűśege 2700 kg/m3, atomśulya 27 g/mol, és 3

vegýert́ekű. Hat́arozza meg ezekből az elektronmozǵekonyśagot az Al belsej́eben!
Mekkora az elektronoḱatlagsebessége, ha egy1 mm2 keresztmetszetű Al-huzalban 2 A er̋osśeg̋u

áram folyik?

Megoldás: 1 m3 Al 2700 kg ẗomeg̋u, eźert2700/0,027 mol anyagot, teh́at

n0 =
2700

0,027
· 6 · 1023 = 6 · 1028

Al atomot tartalmaz.
Minden Al atom 3 vezet́esi elektront ad a kristálynak, mivel 3 vegýert́ekű fém. Eźert a vezet́esi

elektronok koncentrációja sźamért́ekileg megegyezik az 1 m3 aluḿıniumban taĺalhat́o atomok sźamának
3-szorośaval.

n = 3n0 = 1,8 · 1029 1

m3

A σ = enµ összef̈ugǵes alapj́an az elektronmozǵekonyśag:

µ =
σ

en

Haszńaljuk fel a vezet̋oképesśegés a fajlagos elleńallás kapcsolatát, azaz helyettesı́tsünk σ helyére
1/ρe-t. A feladat sz̈ovege szerintρe = 0,026 Ωmm2/m = 2,6 · 10−8 Ωm

Így az elektronmozǵekonyśag sźamszer̋uen megkapható:

µ =
1

ρeen
= 1,34 · 10−3 m2

V s

Tudjuk, hogy aźarams̋urűśegés aźatlagos elektronsebesség k̈ozt egyszer̋u kapcsolat van:j = env,
tovább́a hogy azárams̋urűśeg azáramer̋osśeg és a keresztmetszet hányadosa, azazj = I/A. Ezek
alapj́an nyilvánvaĺoan:

v =
j

en
=

I

enA
= 6,94 · 10−5 m

s
⇒ Az Al-ban teh́at az elektronmozǵekonyśag 0,00134 SI egység,és a megadott vezetékben az elektro-
nok átlagos (drift) sebessége kb. 0,07 mm/s.

Megjegyźes: Nem irréalis ez az alacsony drift sebesség, mivel az elektronok csak sodródnak
az elektromos t́errel, a jelet a vezeték körüli elektromos t́er sźallı́tja, ami k̈orülbelül a közegbeli
fénysebesśeggel terjed.

K-18.: (3/2-es lecke)
Egy fémhuzal keresztmetszete 2,5 mm2, hossza 100 m, ellenállása 2,0Ω. Mekkora a ve-

zet̋oképesśege?
Azt is tudjuk, hogy anyaǵaban1,8 ·1029 1/m3 koncentŕacióban vannak vezetési elektronok. Mekkora

benne az elektronmozgékonyśag?
Ha a vezet́ekben 15 A er̋osśeg̋u áram folyik, mekkora az elektronoḱatlagsebessége?

Megoldás: Középiskoĺab́ol ismert, hogyan kapható meg a vezeték elleńallása a fajlagos ellenállás (ρe),
a vezet́ekhossz (l) és a keresztmetszet (A) függv́enýeben, valamint az, hogy a vezetőképesśeg (σ) a
fajlagos elleńallás reciproka. Eźert:

R = ρe
l

A
=

1

σ

l

A
ahonńet a keresett vezetőképesśeg:

σ =
l

AR
= 2,0 · 107 1

Ωm
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Ismert az is hogy:
σ = enµ

(n = 1,8 · 1029 az elektronkoncentráció.)
Innét az elektronmozǵekonyśag:

µ =
σ

en
= 6,94 · 10−4 m2

V s

Tudjuk, hogy aźarams̋urűśeg:

j =
I

A
= env

A keresett́atlagsebesség most ḿar könnyen meghatározhat́o:

v =
I

enA
= 2,09 · 10−4 m

s

⇒ A huzal anyaǵanak vezet̋oképesśege 2,0·107 1/(Ωm), az elektronmozǵekonyśag 6,94·10−4 SI-egyśeg,
és a megadott esetben kb. 0,2 mm/sátlagsebességgel sodŕodnak az elektronok.

K-19.: (3/3-es lecke)
Egy félvezet̋o diódán 0,47 V nyit́ofesz̈ultség eset́en 0,2 A er̋osśeg̋u áram folyik. Mekkora a díoda

záróárama?
Mekkora nyit́ofesz̈ultség eset́en lesz aźaramer̋osśeg a fentiért́ek 1/10 ŕesze, azaz 0,02 A? (Tegyük

fel, hogy a h̋omérśeklet 300 K.)

Megoldás: A dióda karakterisztiḱaja:

I = I0

(
eU/UT − 1

)
ahol azUT termikus fesz̈ultségért́eke 300 K-en:

UT =
kT

e
= 0,0259 V

A dióda karakterisztiḱajáb́ol egyszer̋uen kifejezhet̋o a źaróáram a megadott paraméterekkel:

I0 =
I

eU/UT − 1
= 2,63 · 10−9 A = 2,63 nA

A második ḱerd́es: milyenU2 fesz̈ultségńel lesz a díodaáramaI2 = 0,02 A. Ez is könnyen meg-
hat́arozhat́o a karakterisztiḱab́ol, hisz a 2. estere felı́rva azt:

I2 = I0

(
eU2/UT − 1

)
Egyszer̋u átrendeźesekkel a ḱerdezett fesz̈ultség:

U2 = UT ln
(

I2

I0

+ 1
)

= 0,41 V

⇒ A dióda źaróárama teh́at 2,63 nA,és 0,41 V nyit́ofesz̈ultség eset́en ḿar a tizede lesz aźatfolyó áram
az eredeti, 0,47 V-on vettért́eknek.

Megjegyźes: A feladat j́ol tükrözi a díoda er̋osen nemlinéaris viselked́eśet: egyŕeszt źaróirányban kb.
sźazmilliószor kisebb́aram folyik rajtaát, mint nyit́o 0,47 V eset́eben, de ḿeg nyit́oirányban is 0,06 V
fesz̈ultésgv́altoźas tized́ere cs̈okkentette a díodaáraḿat.
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K-20.: (3/3-es lecke)
Egy félvezet̋o dióda h̋omérśeklete azáramk̈or bekapcsoĺasakor 20oC, de folytonosüzem mellett

ez 50oC-ra emelkedik. Ha k̈ozben v́egig 0,42 V nyit́ofesz̈ultség esett rajta, az eredetiért́ek h́any
sźazaĺekára cs̈okkent a rajtáatfolyó áram er̋osśege ek̈ozben?

Megoldás: Induljunk ki a díoda karakterisztiḱajának k̈ovetkez̋o alakj́ab́ol:

I = I0

(
e

qU
kT − 1

)
EztT1 = 20◦C=293 KésT2 = 50◦C=323 K eset́ere feĺırhatjukés kifejezhetj̈uk a ḱet esetbeliI1 ésI2

áramer̋osśegeket. Ezek sźamszer̋u ért́ekét nem tudjuk megkapni a záróáram (I0) ismeret́enek híanýaban,
de a feladat sz̈ovegeúgyis csak ezek aránýat kérdezi. Ekkor viszont a źaróáram kiesik a sźamoĺasok
soŕan.

Az üzemiés a kezdetíaramer̋osśeg aŕanya teh́at:

I2

I1

=
I0

(
e

qU
kT2 − 1

)
I0

(
e

qU
kT1 − 1

) = 0,21

(Itt q-val jelöltük az elemi ẗoltést a szoḱasose helyett, hogy v́eletlen̈ul sem keverj̈uk a terḿeszetes alaṕu
logaritmus alapsźamával.)
⇒ Az új áramer̋osśeg az eredetinek 21%-a.

Jól mutatja ez a feladat a félvezet̋o eszk̈ozök er̋os h̋omérśekletfügǵeśet.
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K-21.: (4/1-es lecke)
Egy lézerT = 300 K-en működve7 · 10−7 m hullámhossźuśaǵu suǵarźast bocśat ki. Miért nem

működhet optikai rezońator ńelkül? Válasźat sźamoĺassal is indokolja!

Megoldás: Az optikai rezońator ńelküli kvantumer̋ośıtők működéśenek egyik alapfelt́etele az, hogy a
p-aŕany 1-ńel nagyobb legyen. (A p-arány az induḱalt- és spont́an fotonkibocśat́asok aŕanya, a ĺezer
fényben pedig az indukált fotonkibocśat́asoknak kell ẗobbśegben lennïuk.)

Ebben az esetben ez nem teljesül, eźert nem m̋uködhet a berendezés optikai rezońator ńelkül.
Ugyanis a p-aŕany ekkor:

p =
1

e
hν
kT − 1

A ν frekvencia pedig:

ν =
c

λ
= 4,29 · 1014 Hz

ı́gy teh́at

p =
1

e68,3 − 1
= 2,13 · 10−30 � 1

⇒ Teh́at a p-aŕany vaĺoban nagyśagrendekkel kisebb mint 1,ı́gy a ĺezer nem tudna m̋uködni optikai
rezońator ńelkül.

K-22.: (4/1-es lecke)
A Nap felsźıne kb. 6000 K h̋omérśeklet̋u és leger̋osebben6 · 10−7 m hullámhosszon sugároz foto-

nokat. Az ilyen hulĺamhossźuśaǵu fotonok eset́en h́anyszor ẗobb foton keletkezik spontán emisszíoval,
mint induḱalttal? Mekkora az a hullámhossz, mely esetén az induḱalt- és spont́an emisszíok sźamaépp
megegyezik? Milyen szı́nképtartoḿanyba esik ez? (Ŕadió, infravörös, ultraibolya, ...)

Megoldás: Az els̋o kérd́esre a v́alaszt (defińıció szerint) a p-aŕany adja meg. Azaz az indukált és spont́an
emisszíok sźamaŕanya:

p =
1

e
hν
kT − 1

=
1

e
hc

λkT − 1

A feladat adataival:
p = 0,0186

Teh́at az induḱalt emisszíoval keletkez̋o fotonok kb.1/p ≈ 54-szer kevesebben vannak, mint spontán
emisszíoval keletkez̋ok.

A második ḱerd́esben keresett hullámossz esetén a p-aŕanyépp 1 lesz, azaz:

1

e
hc

λ2kT − 1
= 1

Innét egyszer̋u átrendeźessel:

λ2 =
hc

ln 2kT
= 3,46 · 10−6 m

Ez az infrav̈orös tartoḿanyba esik.
⇒ Teh́at a Nap f́enýeben a6 ·10−7 m hullámhossźuśaǵu fotonok k̈ozt 54-szer ẗobb a spont́an emiiszíoval
keletkez̋o, mint az induḱalttal. Az a hulĺamhossz, ahol a kétféle kibocśat́as sźama megegyezik:3,46 ·
10−6 m, és ez infrav̈orös suǵarźast jelent.
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K-23.: (4/1-es lecke)
Valaki 5 · 10−8 m hullámhossźuśaǵu suǵarźast szeretne optikai rezonátor ńelküli l ézerrel el̋oállı́tani.

(Röntgenĺezer.) Milyen h̋omérśeklettartoḿanyban ḱepes egy ilyen berendezés elvilegüzemelni?

Megoldás: Optikai rezońator ńelkül akkor m̋uködik egy ĺezer, ha a p-arány 1-ńel nagyobb, azaz ha

p =
1

e
hν
kT − 1

> 1

Ezt átrendezve:
hν

kT
< ln2

Kihaszńalva, hogyν = cλ:
hc

λkT
< ln2

Átrendezve:

T >
hc

λkln2
= 4,14 · 105 K

⇒ A röntgenĺezer teh́at legaĺabb 414 000 K-es h̋omérśeklet eset́enüzemel.
Megjegyźes: Ez terḿeszetesen azt jelenti, hogy normál körülmények k̈ozt nem tudunk r̈ontgentar-

tománybanüzemel̋o lézert el̋oállı́tani.
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K-24.: (5/1-es lecke)
Egy hangsźoró 500 Hz-es hangot egyenletesen sugároz a t́er minden iŕanýaba. Kimen̋o hang-

teljeśıtménye 1,5 W. Mekkora a levegőrészek elmozdulásaés a maxiḿalis nyoḿasv́altoźas t̋ole 3 m
távolśagban? (A hangelnyelődést hanyagoljuk el.)

Megoldás: A 1,5 W teljeśıtmény 3 m sugaŕu gömb felsźınén oszlik el egyenletesen. Ezért a hanginten-
zitás:

I =
P

A
=

1,5

4π32
= 1,33 · 10−2 W

m2

A hang k̈orfrekvencíaja:

ω = 2πf = 2π500 Hz = 3 142
1

s

Tudjuk, hogy a nyoḿasv́altoźasok maximuma: (ρ0 = 1,3 kg/m3, c = 330 m/s.)

pm =
√

2ρ0cI = 3,37 Pa

A leveg̋orészek maxiḿalis elmozduĺasa pedig:

ξm =
pm

ωρ0c
= 2,5 · 10−6 m

⇒ A leveg̋orészek elmozdulása a ḱerd́eses helyen2,5 · 10−6 m, a nyoḿasv́altoźasok pedig 3,37 Pa
nagyśaǵuak.

K-25.: (5/1-es lecke)
Egy falon a bees̋o hangintenzit́as 0,05%-a hatoĺat. Hány decibellel hangosabb az egyik oldalon a

hang, mint a ḿasikon? Hogyan aránylanak egyḿashoz a ḱet oldalon ḿerhet̋o nyoḿasv́altoźasok?

Megoldás: Legyen a bees̋o hangintenzit́as jeleI1, a kimen̋oé I2. A feladat szerint:

I2 = I1 · 5 · 10−4

A hangnyoḿasszint (decibel-sḱala) defińıciója szerint a fal t́uloldaĺan ḿeret̋o hangnyoḿasszint: (I0

a küsz̈obintenzit́as)

n2 = 10 lg
I2

I0

Egyszer̋u átalaḱıtásokkal:

n2 = 10 lg
I2

I0

= 10 lg
(

I1

I0

· 5 · 10−4
)

= 10 lg
I1

I0

+ 10 lg(5 · 10−4)

Itt viszont felismerhetj̈uk, hogy bees̋o hang hangnyoḿasszintje ĺep fel, azaz:

n2 = n1 + 10 lg(5 · 10−4) = n1 − 33,0

A kérdezett decibelért́ek különbśeg teh́at:

n1 − n2 = 33 dB

A nyomásv́altoźas és az intenzit́as k̈ozti pm =
√

2ρ0cI összef̈ugǵes alapj́an a nyoḿasv́altoźasok
kérdezett aŕanya:

p1

p2

=

√
2ρ0cI1√
2ρ0cI2

=

√
I1

I2

=

√
1

5 · 10−4
= 44,7

⇒ A hangnyoḿasszintek 33 dB-lel k̈ulönb̈oznek, a nyoḿasv́altoźasok aŕanya pedig 44,7.
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K-26.: (4/2-es lecke)
Vonatablakon kihajolva egy sı́n melletti duda hangját 954 Hz-esnek halljuk, amikor közeled̈unk

feléjeés 903 Hz-esnek, amikor ḿar t́avolodunk t̋ole. Mekkora a vonat sebességeés a duda frekvenciája?
(Tegÿuk fel, hogy sźelcsend van.)

Megoldás: Vegyük észre, hogy a forrás a k̈ozeghez ḱepestáll (vf = 0), a közeled́eskor a megfigyelő
sebesśegevm1 = +v, a t́avolod́askorvm2 = −v. Így a két esetben a Doppler-effekust leı́ró összef̈ugǵest
alkalmazva:

ν1 = νf
c + v

c
, ν2 = νf

c− v

c
Ebb̋ol átrendeźesekkel:

v = c
ν1 − ν2

ν1 + ν2

= 9,06
m
s

νf =
ν1 + ν2

2
= 928,5 Hz

⇒ A vonat sebesśege 9,06 m/s, a duda frekvenciája 928,5 Hz.

K-27.: (4/2-es lecke)
Egy aut́o közeledik feĺenk. Hangj́at 550 Hz-esnek halljuk. Amikor elment mellettünk, és azonos

sebesśeggel t́avolodik, a hangja 430 Hz-es lesz. Mekkora az autó sebesśege?

Megoldás: Legyen az 1-es eset a közeled́es, a 2-es a távolod́as esete.
1-es esetben a megfigyelő áll, a forŕasv sebesśeggel k̈ozeledik:

ν1 = νf
c

c− v

2-es esetben a megfigyelő áll, a forŕasv sebesśeggel t́avolodik:

ν2 = νf
c

c− (−v)

Ebb̋ol az egyenletrendszerből az aut́o sebesśege egyszerűen kifejezhet̋o:

v = c
ν1 − ν2

ν1 + ν2

= 0,122 c = 40,4 m/s

⇒ Az aut́o teh́at 40,4 m/s sebességgel halad.

K-28.: (4/2-es lecke)
Egy szuperszonikus repülőgép rep̈ul el a fej̈unk felett v́ızszintesen, egyenletes sebességgel. Amikor

a hangj́at hirtelen meghalljuk, a repülő nem a fej̈unk felett van, hanem tőlünk sźaḿıtott iránya 20o-ot zár
be a f̈ugg̋oleges iŕannyal. Becs̈ulje meg a rep̈ulőgép sebesśeǵet! Milyen irányb́ol halljuk meg a rep̈ulő
hangj́at legel̋osz̈or? (Ćelszer̋u ábŕat késźıteni.)

Megoldás: A feladat sz̈oveǵeb̋ol nyilvánvaĺo, hogy a rep̈ulő Mach-ḱupjának nýılássz̈ogeΘ = 70o-os.
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Ez a sz̈og viszont a rep̈ulési sebesśeggel (v) van kapcsolatban:

sin Θ =
c

v

ahonńet:
v =

c

sin Θ
= 1,06 c ≈ 351

m
s

Amikor legel̋osz̈or halljuk meg a rep̈ulő hangj́at, akkorépp a Mach-ḱup felület́en vagyunk. Eźert a
hang a ḱup felület́ere mer̋oleges iŕanyb́ol ér el minket, ami azt is jelenti, hogy a repülőgépre mer̋oleges
irányb́ol. A hangot teh́at olyan iŕanyb́ol halljuk meg el̋osz̈or, amelyik iŕany mer̋oleges a rep̈ulőgép
iránýavalés a rep̈ulő egy olyan koŕabbi helyzet́ebe mutat, amikor a repülő még k̈ozeledett feĺenk. (Ĺasd
a fentiábra.)
⇒ A repülő sebesśege teh́at kb. 350 m/śes amikor meghalljuk hangját, a hang iŕanya mer̋oleges a rep̈ulő
ekkori iránýara,és a v́ızszintessel 20o-os sz̈oget źar be.
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