2.1. Descartes-féle koordinata rendszer, vektorok koordinatas alakja

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a harom tengely egymasra merdleges, €s egy pont
helyzetét — koordinatait — az X, y és z tengelyekt6l mért tdvolsaga hatdrozza meg. A
tengelyek metszéspontja az origd. Az origobol kiindulo, és a tengelyek iranyaba mutato,
egymasra kolcsonOsen merdleges egységvektorokat nevezziikk alapvektoroknak vagy
bazisvektoroknak. Az origobol az (1, 0, 0) pontba mutaté (X irdnyt) egységvektor jele i, a (0,
1 0) pontba mutatd (y iranyu) egységvektor jele j, mig a (0, 0, 1) pontba mutatd (z irdnyu)
egységvektor jele a k.

Az i, j, k egységnyi hosszl, egymasra paronként merdleges vektorok ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkotnak. Ez azt jelenti, hogy ha a k vektor irdnyaval szemben nézve
letekintlink az i €s a j vektorok altal kifeszitett sikra, akkor ezen a sikon az i vektort az
oramutato jarasaval ellentétes iranyu 90 szogi forgatas viszi a j vektorba.
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Az el6z0 fejezetben targyalt, vektorok egyértelmii felbonthatosdgara vonatkozo tétel alapjan,
egy P(x,y,z) pontba mutatd helyvektor egyértelmiien felirhatdé a tengelyeken vett
egységvektorok (bazisvektorok) linearis kombinaciojaként p = Xi+ yj+ zk alakban.

Ekkor az (x,y,z) rendezett szamharmast a p vektor Descartes koordinatainak nevezziik,
szokasos jelolés: p = (x,y,2)




Miiveletek koordinatiakkal (0sszeadas, kivonas, skalarral vald szorzas)
Tétel: Legyen a = (aq, a,,as) és b = (by, by, bs). Ekkor
a+b=(ay,a,a3)+ (by,by,b3) =(a; +by,a, + by,a3 + b3 )
a—b = (ay, a3 a3) — (by, by, b3) = (a; — by, a; — by, a3 — bs)
Aa = A(ay,a,,a3) = (Aal,/laz,/la3)

la|l = /a% + a3 + a2

Tétel: Legyen A = (a4, a, a;) és B = (by, b, bs) két tetsz6leges pont, tovabba a és b az
adott pontokba mutat6 helyvektorok. Ekkor

ﬁ:b—a:(b1_a1,b2_a2;b3_a3)

[AB]|=[b—a] =6, ~a)* + b, ~a,7 + (b, ~a,)

1. feladat: Hatdrozzuk meg az a+b, a—b, 3a, 2b-4a,a_ vektorokat,haa = (1,2, 3)
ésb = (=3,4,-2)! (jelolje a, az a iranyt egységvektort)

Megoldas
a+b=(1,23)+(-3,4-2)=(-26,1)
a—-b=(1,23)-(-3,4,-2)=(4,-2,6)
3a=3(1,2,3)=(3,6,9)
2b —4a =2(-3,4,-2)—-4(1,2,3) = (—10,0,—-16)

lall = /12 + 22 + 32 = V14

Jeldlje a. az a iranyu egységvektort. Ekkor

1 1
e =——a=—

llall V14

1 2 3)

.23 = (7

2. feladat: Dontsiik el, hogy parhuzamosak-e az adott vektorparok:
a) a=(-4,12,8) és b=(-2,6,4)
b) a=(9,3,12) és b=(3,1,5)

Megoldas

Két vektor parhuzamos, ha az egyik vektor el6all a masik nullatol kiilonbozo
szamszorosaként, azaz ha létezik olyan A # 0 valos szam, amelyre a=Ab.

a) Konnyen lathato, hogy ebben a részben a A =2 értéket valasztva, a=2b, tehat ezek a
vektorok parhuzamosak.
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Eszrevehet6, hogy ha a = Ab, akkor A = 4.3%_3% Osszefiiggés is teljestil, azaz a

1 2 3
vektorok azonos indexii koordinatainak hanyadosai egyenldk. Ezzel a modszerrel:
_4_ 128
2 6 4
b) Kihasznalva, hogy ha az azonos indexii koordinatak hanyadosai egyenldk, akkor az egyik
vektor a masik szdmszorosa, azaz parhuzamosak. Ebben az esetben:
9 3 12
—=——,
3 1 5

Tehat ez a két vektor nem parhuzamos.

3. feladat: Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi pontok egy egyenesre esnek-e? A(l,-2,3),
B(-1,1,-1) és C(-3,-2,3).

Megoldas

A harom pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha AB és AC vektorok parhuzamosak
egymassal. (Természetesen itt masképpen is ki lehetne valasztani két-két vektort.)

Legyenek a, b, és ¢ az A, B és C pontokban mutato helyvektorok. Ekkor:
AB=b-a=(-2,3,-4) és AC =c—a=(-4,0,0).
Mivel:

4 0 0
— gt —=—
273 4

2

ezért a harom pont nem esik egy egyenesre.

4. feladat: Az el6z6 feladatban megadott pontok nincsenek egy egyenesen, tehat egy
haromszoget hatdroznak meg. Szamitsuk ki a haromszog keriiletét!

Megoldas

A kertlet kiszamitasahoz ismerni kell mindharom oldal hosszat. Az oldalak hossza nem

mas, mint az adott pontok tavolsaga. Az A és B pontok tavolsaga az AB vektor hosszaval
egyezik meg.

AB=b-a=(-23,-4) [AB[=y(-2)+3+(-4y =v29.
Hasonloan szamoljuk a masik két oldal hosszat is:
BC=c-b=(-2-3,4) [BC|=\(-2)"+(-3) +4* =/29.

A haromszog keriilete:

K =29 +4++29 ~14,77.



5. feladat: Hatarozzuk meg az AB szakasz F felez6pontjat s az A -hoz kdzelebb esé Ha
harmadol6 pontjanak koordinatait, ha A(4,1,-2) és B(3,—1,1)!

Megoldas

Hasznaljuk fel, hogy az F pontba mutatdé f helyvektor felirhaté a végpontokba mutato
a+b

helyvektorok segitségével f = alakban. Mivel ez egy vektoridlis egyenlet, ez az

Osszefiiggés a koordinatakra kiilon-kiilon is felirhatd, azaz

f=31+b1 f:a2+b2 f:a3+b3
! 2 ? 2 ’ 2
Tehat:
_ - _
2 2 2 2 2

A kapott eredmények alapjan a felez6pont:

F(Lo-1)
2 2

A Ha pontba mutatdé h, helyvektor szintén felirhaté a végpontokba mutatd helyvektorok
segitségével:

h :2a+b.

! 3

Elvégezve a szamolast:

a:23+b:za+lb22(4:19_2)+l(3’_1’1): E’l,—l .
3 3 3 3 3 - (373

Tehat a keresett harmadol6 pont koordinatai:
111
H,|—,—,-1].
( 373 j

6. feladat: Adott az a =(—4,3,0) vektor. Allitsuk el

a) az a-val azonos irdnyl a, egységnyi hosszusagl vektort

h

b) az a-val ellentétes iranyt, 8 hosszusagu b vektort!
Megoldas

a) Tudjuk, hogy



1
a =—a,
[al
ezért ebbe az Osszefiiggésbe behelyettesitve:
1 ’ 3 ’ Oj
J(=4)? +3% +0° 5

b) Elészor adjuk meg az a vektorral azonos iranyu, iranyitottsagl €s egységnyi hosszusagi
a, vektort. Ezt az el6z6 részben szamoltuk ki,

(-4,3,0) = %(—4,3,0) = (—

|

a :La =
el

Ezt az egységnyi hosszsagu vektort nyujtsuk meg 8 egységnyire:

-4 20) (2.2
55 55

Képezziik az ellentett vektorat, azaz szorozzuk meg (—1)-gyel:

b=-1(8a,) = —1(—£,E,OJ = (2,—§,oj.
575 575



