Tovabbi kidolgozott feladatok:

X2

(x+1)?

11. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szélsdérték szempontjabol az f(x) =
fliggvényt!

Megoldas: Amikor egy fiiggvényt valamilyen szempontbo6l vizsgalunk, akkor elséként mindig
az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Jelen esetben ki kell kotniink, hogy a nevezd
nem lehet 0, s ebbdl az kovetkezik, hogy x = —1. A fliggvény értelmezési tartomanya tehat:
D, =R\{-1} .

A monotonitas vizsgalata azt jelenti, hogy meghatarozzuk, hol n6, hol csokken a fiiggvény.
Ehhez el kell allitanunk a fliggvény derivaltjat. Alkalmazzuk a tortekre vonatkozé derivalasi
szabalyt.

2X-(X+1)> =x>-2(X+1)
) 2
((x+1)?)
Ez ilyen forméban nagyon csiinyan néz ki, ezért prébaljunk alakitani rajta. Emeljiink ki a

szamlaldban, amit csak lehet, a nevez6t pedig irjuk egyetlen hatvanyként.
2X(X+D[(x+1)—x]

f'(x)=

f'(x)=
) (x+1)*
Ezutan egyszerisitsiink, és a szogletes zarojelen beliil vonjunk dssze.
, 2X
f'(x) = 3
(x+1)

A derivalt minél egyszerlibb alakra hozésa azért fontos, mert ezutan meg kell oldanunk az
f'(x) =0 egyenletet, valamint vizsgalnunk kell majd a derivalt el6jelét. Ha a derivalt
bonyolult alakban van felirva, akkor mind az egyenlet megoldasa, mind az eldjel vizsgalata
nehézségekbe iitkozik. Altalaban elmondhatjuk, hogy ha lehetdség van kiemelésre, akkor
ezzel a lehet6séggel €lni kell, s tortek esetében egyszertsitsiink, ha erre lehetdség van.
Most oldjuk meg az f'(X) =0 egyenletet, hogy megkapjuk, hol lehet sz¢éls6értéke a
fliggvénynek.
2x

(x+1)°

Tort csak ugy lehet egyenld 0 -val, ha szamlalgja 0, igy egyszeriibb egyenletet kapunk.
2x=0 < x=0

Ezutan a szokasos modon tablazatot készithetiink. Elséként csak az elso sort toltsiik ki,
melyben feltiintetjiik az értelmezési tartomany részeit, melyeken beliil méar nem véltozik a
derivalt eldjele. Az értelmezési tartomanyt a derivalt zérushelye és az értelmezési
tartomanyban levo szakadés bontja részekre. A szakadési hely oszlopaban X-ekkel
jelolhetjiik, hogy ott a fliggvény nem értelmezett.

X (—oo,—l) -1 (—1,0) 0 (0,00)
f'(x) X
f(x) X

Most vizsgéljuk meg a derivalt eldjelét az egyes részeken. A derivalt tort, igy kiilon
vizsgalhatjuk a szamlalo és a nevezd eldjelét, amibdl kovetkeztethetiink a tort eldjelére.



Ha x < -1, akkor a szamlalo, azaz 2X negativ, és a nevezd, azaz (X+1)° is negativ, igy a
derivalt ekkor pozitiv. Ebben az esetben tehat n6 a fliggvény.

Ha —1< x<0, akkor 2X negativ, de (Xx+1)’ pozitiv, igy negativ lesz a derivalt. A fiiggvény
tehat ekkor csokken.

Ha 0< x , akkor 2X is pozitiv, és (x+1)’ is pozitiv, azaz pozitiv lesz a derivalt. Ebbél

kovetkezden itt n6 a fiiggvény.

Az X =0 helyen a derivalt eldjele megvaltozik, igy itt sz€éls6értéke van a fliggvénynek. Mivel
a derivalt negativbol pozitivba megy 4t ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fliggvénynek.

Készitsiik el a teljes tablazatot.

X (—oo,—l) -1 (—1,0) 0 (O,oo)
f'(x) + X - 0 +
f(x) V4 X N lok. min. /

A tablazattal igy megadtuk, hogy hol nd, és hol csokken a fiiggvény, valamint hol, milyen
jellegl széls6értéke van. Mar csak egyetlen feladatunk van, megadni a szélséérték nagysagat.
Helyettesitsiik be a fliggvénybe azt a helyet, ahol sz¢élsdértéke van.
2
o __ 0
(0+1)°
A lokalis minimum értéke tehat 0 .

A fiiggvény grafikonja az alabbi dbran lathato.
s

f(0)=

5o 3 2 -]
kA

12. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szé&lséérték szempontjabdl az f (x) = x’e ™
fliggvényt!

Megoldas: Hatarozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhet6 a fliggvény. Nem kell
kikotést tenniink, igy D, =R.
Derivaljuk a fliggvényt. Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozo6 derivalasi szabalyt, és ne
feledkezziink el arrol, hogy szorzat masodik tényezdje dsszetett fliggvény.

f'(x) =2xe™ + x’e-(-2)
Emeljiik ki amit lehet.

f'(x)=2xe™* (1-x)



Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

2xe (1-x)=0

Egy harom tényezds szorzat egyenld 0 -val, ami csak ugy lehetséges, ha valamelyik tényez6
0. Igy harom egyszeriibb egyenletet kapunk.

x=0, vagy e =0, vagy (1-x)=0.

Az els6 egyenlettel semmit sem kell tenni, a harmadiknak pedig X =1 megoldasa.

A masodik egyenletnek nincs megoldéasa, mert exponencidlis fliggvény csak pozitiv értékeket

vesz fel, azaz € >0 minden X esetén, igy e ¥ #0.
A derivalt zérushelyeinek ismertében készitsiik el a tablazatot, egyeldre csak az els6 sort
kitoltve.

0y [ 1 | (=)

Vizsgaljuk meg a derivalt eldjelét az egyes intervallumokon.

(-0,0): f/(=1)=2(-1)e”(1-(~1))=—4e’ <0

(0,1): £'(0.5)=2-0.5e"*(1-0.5)=0.5¢"' >0

(Loo): f'(2)=2-2e7?(1-2)=—4e"* <0

Megjegyezziik, hogy a derivalt eldjelét a szorzat egyes tényezdinek eldjelébdl is konnyen
vizsgalhatjuk. Példaul a (—o0,0) intervallumon X nyilvan negativ, az €** mindig pozitiv, az

1—X szintén pozitiv. Mivel a harom tényezdobdl csak egy negativ, igy negativ lesz a szorzat is.
Hasonlo6an jarhatunk el a masik két intervallumon is.
Most toltsiik az egész tablazatot.

X (—oo,O) 0 (0,1) 1 (l,oo)
f’(X) - 0 + 0 -
f(x) N lok. min. 4 lok. max. N

A tablazatbol lathato, hogy a fiiggvény a (—,0) és (1,00) intervallumokon csdkken, a (0,1)

intervallumon pedig né. Az X =0 helyen lokéalis minimuma, az X =1 helyen pedig lokalis
maximuma van.
Hatarozzuk meg a minimum ¢és maximum értékét is.

A lokalis minimum értéke: f(0)=0’e>"=0.
A lokalis maximum értéke: f(1)=1"¢>"' =e” ~0.135.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.



13. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitds és szélséérték szempontjabol az f (x)=x"In(x*)

fliggvényt!

Megoldéas: Hatarozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhet6 a fliggvény. A
logaritmus miatt kell kikotést tenniink. Mivel csak pozitiv szamoknak 1étezik logaritmusa, igy

kikotjiik, hogy x* > 0. Ez minden 0 -t6l kiilénb6z6 szdm esetén teljesiil, igy D, = R\ {0} .
Eléallitjuk a fliggvény derivaltjat. Szorzatot derivalunk, melynek masodik tényezdje dsszetett
fliggvény.

, |
f'(x) = 2xln(x2)+ X’ sz = 2xln(x2)+2x
Emeljiik ki amit lehet.

f'(x) = 2x(ln(x2)+1)
Oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet.
2x(In(x*)+1)=0
Vizsgaljuk kiilon a szorzat tényezdit, hogy mikor egyenldk 0 -val.
Els6 tényez6: X =0. Ez nem eleme a fiiggvény értelmezési tartomanyanak.
Masodik tényezo: ln(x2 ) +1=0. Ez atrendezve In ( Xz) =—1 lesz.

A —1-etirjuk fel In (e"l) formaban, igy az ln(xz) =In (e" ) egyenletet kapjuk.

A logaritmus fliggvény szigorii monotonitasa miatt elhagyhatjuk az egyenlet két oldalarol a

. : . 1
logaritmust. Igy kapjuk x* =e™' =—.
€

1
Ennek megoldasai: x=+—.
¢ Je

Most készitstik el a szokasos tablazatunkat. Ez most egy kicsit hosszabb lesz mint az
eddigiek, hiszen a derivaltnak két zérushelye is van, és a fliggvény értelmezési tartomanyaban
is van szakadas. EgyelOre csak az elsd sort toltsiik ki, és a szakadast jeloljiik.



1 1 1 1 1 1
X —0,——F= T __50 0 07_ N —=,©
K I O e | R o)
f'(x) X
f(x) X
Hatarozzuk meg f' eljelét az egyes intervallumokon.
1 Ty 2 - -
_oo,—ﬁ) = =2-(=1)(n((<1)") #1) = —2(0+1)= -2 <0
1 1 1 1Y 2 2
——,0]: f'|——|=2]——||In||—=]| [+]1|===(2+1)==>0
JEJ (ej (eJ{n[( eU ] =g
1 1 1Y’ 2 2
0,—|: f'|—|=2- In||—| [+]1|==(-2+1)=—=<0
\/Ej (ej ( j[n((en J 2=
1 i 2 _ _
ﬁ,ooj. F(1)=2:1(In(1”)+1) =2(0+1)=2>0
Most toltsiik ki a teljes tablazatot.
G )l i G | Bl L g
R R |® R ® |\ &
f'(x) = 0 + X = 0 +
f (X) Ny lok. min. Ve X Ny lok. min. Ve
A tablazatbol lathato, hogy a fliggvény csokken a (—oo,—L] és (O,Lj intervallumokon,
Je Je
1 1 1
nda|———,0]| és | —,o | intervallumokon. Két lokalis minimuma van az X=+*—
( e ] (JE j Je
helyeken.

Hatédrozzuk meg a lokalis minimumok értékét is.

(5
(4

SR
)+

A két minimum értéke megegyezik.
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(=1)=—=~-0.368
(-1)=-

1
-1)=——~-0.368
(-1)=-1

Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathat6. Az origdban az iires karika jelzi a fiiggvény

szakadasat.
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14. feladat: Egy 10 cm sugar, 20 cm magassagu egyenes korkupba hengert irunk gy, hogy
forgastengelye megegyezik a kup forgéstengelyével, alapkdre a kup alapkdrére esik, fedokore
pedig érinti a kup palastjat. Mekkora legyen a henger sugara és magassaga, hogy térfogata
maximalis legyen? Mekkora a maximalis térfogat?

Megoldas: Jeldljiik a henger sugarat r -rel, magassagat pedig h -val. Ekkor a henger
térfogata, aminek sz¢lsdértéke kell, hogy legyen, az alabbi mddon irhat6 fel:
Vhenger = ”rzh

Ebben két valtozo van, hiszen ha valtozik a henger sugara, akkor a magassag is valtozik.
Amint azt korabbi feladatban tettiik, itt is Osszefiiggést keresilink a két valtozd kézott. Ehhez
szlikséglink lesz egy abrara. Képzeletben vagjuk el a kiipot és a hengert egy a kozos
forgastengelyre illeszkedd sikkal, és a sikmetszetrdl készitsiink abrat. Ezen metszeten a kup
nyilvan egyenld szaru haromszognek latszik majd, a henger pedig egy olyan téglalapnak,
amely ezen haromszdgbe van irva igy, hogy két csticsa az alapra, masik két cstcsa pedig egy-
egy szarra esik.

C
E
20
b
D flj-.?"
A ¥ i B

Az édbrardl nyilvanvalo, hogy a KBC derékszogli haromszdg hasonlo a DBE derékszogi
haromszoghdz, igy a két haromszogben megegyezik a befogdk aranya. Irjuk ezt fel.
h 20
= —= 2
10-r 10
Fejezziik ki ebbdl h -t az r -rel.




h=20-2r

Helyettesitsiik be ezt a henger térfogataba, s igy olyan fiiggvényt kapunk, amiben mar csak r
lesz a valtozo.

V(r)=zr’(20-2r)=20xzr> -2xr’

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a maximumat. A véltozora nyilvana 0 <r <10
feltételnek kell teljesiilni. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy szigoru egyenldtlenségek vannak,
mert egyenldség esetén a henger elfajulna. Az r =0 esetben egy szakassza, a kiip
magassagava valna a henger, az r =10 esetben pedig egy korlapp4, a kip alapkoréveé valna.
Ezutan a szokott modon hatarozzuk meg a szélséértéket. Allitsuk el a térfogatfiiggvény
derivaltjat.

V'(r)=40zr—6xr’

Oldjuk meg a V'(r) =0 egyenletet. Ehhez célszerii a derivaltat szorzatta alakitani.
V'(r)=27r(20-3r)=0

fgy nyilvanvalé, hogy az egyenletnek két megoldasa van, az egyik r =0, a masik
pedigr = ? .Az r =0 nem felel meg a 0 <r <10 feltételnek, igy csak a masik zérushellyel

kell foglalkoznunk. Készitsiik el a megszokott tablazatot, melyet toltsiink most ki egybdl
teljesen. A derivalt eldjelét példaul a kovetkezd modon kaphatjuk meg a két intervallumon.

20 , 5
0,? V'(1)=407-1-67-1> =347 >0

20 , )
o103 V/(8) =407 8- 6787 = 647 <0

X O,E 20 (Q,IOJ
3 3 3
V'(X) + 0 —
V(x) / lok. max. Ny

20 : : :
Lathato, hogy az r = 3 helyen lokalis maximuma van a fiiggvénynek, amia 0 <r <10

feltétel mellett globalis maximum is.

A henger térfogat tehat akkor maximalis, ha r = ? .

Ekkor a henger magassaga a kovetkezo:

h-20-2.20_20
33

Végiil a maximalis térfogat:

Vmax =V [Ej
3

[20j2 20 8000
T|— | —=7x

3 3

~930.84.

Utolso6 feladatként pedig, amint azt korabban igértiik, visszatériink a lecke elején vazolt
probléma megoldasdhoz.



15. feladat: Egy telep iiresjarasi fesziiltsége U, bels6 ellenallasa R, . Mekkora R, kiilsé
ellenallast kell a telepre kapcsolni, hogy a kiils6 ellenallés teljesitménye P, maximalis
legyen? Mekkora ez a maximalis teljesitmény?

Megoldas: Amint az a kdzépiskolai fizika anyagbol ismert, az R, kiils6 ellenallas
teljesitménye a raja atfoly6 aram erdsségének négyzete szorozva az ellenallassal, azaz
P=I"R,.
Az dram erdsségét az Ohm-torvénybdl kapjuk.
| = Yy

R, +R,
Ezutan a kiilsé ellenallas teljesitménye:

2
p=| o | R -u2 "
Rk+Rb (Rk+Rb)

Mivel U, és R, konstansok, ebben csak az R, kiils6 ellenallas a véltozo, azaz a fenti

Osszefiiggés pontosan a teljesitményt irja le az R, fiiggvényében. Ezt jelolésben is
hangsulyozzuk.
R
P(R)=U,—*—
(R) " (R +R,)
Az R, kiilsé ellenallas nyilvan a (0,o) intervallumba esik, igy itt keressiik ennek a

fliggvénynek a maximumat.

Mivel a feladatban most nem szerepelnek konkrét szamadatok, kicsit jobban kell figyelniink
arra, hogy melyik betii jelenti a valtozot az 6sszefliggésben, és melyek konstansok. Ha valakit
zavar ilyen formaban a jel6lés, akkor valtoztassa meg, €s kozelitse a szokdsos matematika

jelolésekhez. A R, helyett hasznaljon x-et, P(R,) helyett f (x)-et, az U, és R, konstansok
2

(x+b)’
¢lni ezzel, hanem szeretnénk az eredeti jeloléssel végigvinni a megoldast.
Derivaljuk most a P ( R, ) fiiggvényt az R, valtozo szerint. A konstans szorzot emeljiik ki a

helyett pedig a-t és b -t. igy a kovetkezot kapja: f (X) = . Mi most nem kivanunk

derivalas soran, s alkalmazzuk a tortekre vonatkozo6 derivalési szabalyt.

ot {5
(R +R) (Re+Ry)

_UZR (R +R,) k(R+R)f_
_u, -

((R +R )2)
1-(R +R,)" R, -2(R +R,)
(R +R,)’
Emeljiink ki a szamlaloban (R, + R, )-t, és egyszerUsitsiink.
2 (Rk + Rb)((Rk + Rb)_sz) —-U 2 Rb — Rk
(R +R,)" " (R+R)

=U,’

P'(R)=U,



Ezutén hatérozzuk meg, hogy a P'(R, ) derivalt mikor 0.
Uz Rb — Rk
" (R+R)

A megszokott tdblazatunk segitségével ellendrizziik le, hogy ezen a helyen a P ( R, )

=0 < R -R =0 R =R,

fiiggvénynek valoban maximuma van. Toltsiik ki egybdl a teljes tablazatot. A masodik sorban
az eldjeleket példaul az alabbiakbol kaphatjuk.

R 1 1
R ——2 ~-R ~R 5
(OR): P[Re]oyp—2 —yp2" _yp 2 AU
2 R 3 27,5 27R
] T
2 P 2P 8
R.—2R -R "R 1 U2
R,»©): P'(2R,)=U—2—">2_=U2 b _y2 » __ 1Y
(Ro): PR ) =0y ooy Rt e
R, (0,R,) R, (R,,o0)
P’(Rk) + 0 _
P(R,) /! lok. max. Ny

Amint l4that6, amikor a kiils6 ellenallas megegyezik a bels6 ellenallassal akkor valoban
maximuma lesz a kiilso ellenallés teljesitményének.
A maximalis teljesitmény a kovetkezo:

R R U,
P, =P(R)=U — =y’ =0
max ( b) 0 (Rb+Rb)2 0 4Rb2 4Rb




