Elméleti 6sszefoglald: A hatarozott integral nem csak olyan alakzatok teriiletének
meghatarozasat teszi lehetove, melyek egy fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozott

helyezkednek el, hanem mas gorbékkel hatarolt alakzatokét is. Ha példaul a folytonos f (X)
és g (X) fiiggvények grafikonjai nem metszik egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor

a fiiggvények grafikonjai, valamint az x =a és X =b egyenesek altal hatarolt sikrész teriilete,
vagy maképp fogalmazva a fiiggvények grafikonjai kozti teriilet az [a, b] intervallumon a

kovetkezd:
b

If(x)—g(x)dx.

a

T =

Ha tudjuk, hogy az [a,b]-n f(x)>g(x), akkor az abszolut érték elhagyhato, hiszen

f (x)—g(x) nem negativ értéki fiiggvény az [a,b]-n. Az allitas helyességét az egyszertiség
kedvéert f(x) és g(x) [a,b]-n pozitiv fiiggvények esetén az alabbi dbra segitségével
lathatjuk be.
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Ezen lathat6, hogy az J‘ f (X) dx megadja a pirossal és kékkel jelolt alakzatok teriiletének

a

Osszegét, az I g(x dx pedig csak a piros alakzat teriiletét. A kékkel jelolt sikrész teriilete igy

a

a kettd kiilonbsége, tehat: T = I x)dx — '[g X)dx . A hatarozott integral tulajdonsagai

kozott szerepelt, hogy azonos 1nterva11urnon vett integralok kiillonbsége megegyezik a
ﬁiggvények kﬁlénbségének integrélj aval, azaz:

T.f dxjgdxj

Két fuggveny graﬁkonja koz‘u teriiletet tehat ugy kapjuk, hogy a nem kisebb fliggvénybol
kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk.

Ha a két fiiggvény grafikonja metszi egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor a
grafikonok kozti teriiletet részletekben szamolhatjuk. Az alabbi abran lathato, hogy az f (X)
és g(x) fiiggvények grafikonjai metszik egymast a ¢ helyen.



Az [a,c] intervallumon f (x)>g(x), igy ezen a részintervallumon f (x)—g(x)-et
integraljuk, mig a [c,b] intervallumon g(x)> f (x), igy ezen a részintervallumon

g(x)— f (x)-et integraljuk. A teriilet tehat a kdvetkezo:

T :j f (x)—g(x)dx+j.g(x)— f(x)dx.

Amennyiben nem szeretnénk vizsgalni, hogy az egyes részeken melyik fliggvény vesz fel
nagyobb értékeket, akkor megtehetjiik azt is, hogy tetszélegesen vessziik a két fliggvény
kiilonbségét, azt integraljuk az egyes részeken, s az integraloknak vessziik az abszolut értékét.

Ezt az alabbi modon irhatjuk.
b

jf(x)—g(x)dx

C

If (x)—g(x)dx
Ha a fliggvények grafikonjai nem csak egy helyen metszik egymast, akkor természetesen tobb
részletben kell szamolnunk.

T-= +

Lényegében ugyanigy jarhatunk el, ha két fliggvény grafikonja 4altal kozrezart sikrész teriilete
a kérdés. Az ilyen alakzat a grafikonok metszéspontjai kozott helyezkedik el, amint az alabbi
abran lathato.

fix)

Ilyenkor elészor meg kell oldanunk az f (x)=g(x) egyenletet. Ezzel kapjuk meg a
metszéspontok helyét, azaz a-t és b -t. Ezek utan az [a,b]-n nem kisebb fliggvénybdl

kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk [a, b] -n.

A gorbe vonallal hatérolt alakzatok teriiletének szdmoldsa a hatarozott integral
legkézenfekvobb alkalmazasa. De a hatarozott integral nem csak erre jo. Az alabbiakban a
forgéstestek térfogatanak meghatdrozéasara ismeriink meg egy alkalmazast.



Tekintsiik az [a,b] intervallumon nem negativ, folytonos f (x) fiiggvényt. Az f (x)
grafikonja, az X -tengely, az X =a €és x=Db egyenes altal hatarolt alakzatot forgassuk meg az
X -tengely koriil, igy egy forgastestet kapunk. Ez lathat6 az alabbi abrakon.

v
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Hatarozzuk meg ennek a forgastestnek a térfogatat. Hasznaljuk ehhez azt az eljarast, amit a
teriilet meghatarozasakor alkalmaztunk. Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre. Az

intervallum felosztasa a forgastestet vékony rétegekre bontja.
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A vékony rétegekben hatarozzuk meg kozelitéleg a térfogatot ugy, hogy lapos hengerrel
kozelitlink. Tekintsiik a k -adik részintervallumot, melynek szélessége AX, . Vélasszunk a

részintervallumbol egy szdmot, legyen ez c, . Hanyagoljuk el a fliggvény véltozéasat a
részintervallumon, és tekintsiik tigy, mintha az egész részen az f (Ck) érteket venné fel a

fliggvény. A forgatas soran igy az ivelt oldalu rétegbdl egy lapos henger lesz, melynek sugara
f (c, )-val egyenld, magassaga pedig AX, . Ez lathato az alabbi abran.

Hajtsuk végre ezt a kozelitést minden részintervallumon, igy a forgastestet egymas melletti
lapos hengerek sokasagaval kozelitjiik.



p[p, -{- |B] -|- D,

frjuk fel, hogyan szamolhato ki egy ilyen lapos henger térfogata. Mivel a k -adik henger
sugara f (Ck ) , magassaga pedig AX, a térfogata az alabbi:

V, =7 f(c,)Ax,.

Osszegezziik ezutan a hengerek térfogatat, ezzel egy kozelitést kapunk a forgastest
térfogatéra

V =~ ZV Zﬂ'f (¢, ) AX,

Ebben az dsszegben felismerheté, hogy a 7 f? (X) fliggvény integralkozelitd osszege.

A kozelités nyilvan annal pontosabb lesz, minél laposabbak a hengerek. Noveljiik ezért az
osztopontok szamat, s vegylik a fenti 6sszeg hatarértékét n — oo esetén, mikozben a felosztas
finomséaga egyre kisebb lesz, azaz max AX, — 0. Ha létezik a hatarérték, megkapjuk a

pontosan a test térfogatat. A kozelitd dsszeg hatarértéke pedig nem mas, mint a 7 f (X)

fiiggvény hatarozott integralja az [a,b] intervallumon.

V= lim z":vkz lim Zﬂf C, ) AX, = j;zf

max Ax, —0 max Ax, -0
A konstans 7 kiemelhetd az integralbdl, s igy a forgastest térfogatara az alabbi dsszefliggést
kapjuk:

szrjlfz(x)dx

a
Ezzel olyan képlethez jutottunk, amibe egy konkrét feladat esetén csak be kell
helyettesiteniink az adott fliggvényt és az intervallum hatarait, majd végre kell hajtanunk az
integralast.
A fenti eljaras segitségével sok mas dologra lehet olyan képletet levezetni, amiben integral
szerepel. Ilyenek példaul a gorbe ivhossza, forgastest paldstjanak felszine, kiterjedt test
tomegkdzéppontja és tehetetlenségi nyomatéka.

Kidolgozott feladatok:

15. feladat: Mekkora az f (x)=4x—x*+1 és g(x)= 1 fiiggvények grafikonjai kozotti
X

teriilet az [1,4] intervallumon.



Megoldés: Készitsiink egy abrat a két fliggvényr6l a megadott intervallumon. Ha kiszamoljuk
a két fliggvény értékét az intervallum végpontjaiban, akkor a gorbék jelleg alapjan kénnyti
elkésziteni az abrat.

f(1)=4-1-1"+1=4

f(4)=4-4-4+1=1

9(1)=3=1

9(4)=7

Az f (X) grafikonja egy konkév parabola, g (X) grafikonja pedig hiperbola. Illessziink ilyen

gorbéket a meghatarozott pontokra.
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Amint lathat6, a megadott intervallumon beliil nem metszi egymast a két fiiggvény. igy

egyszertien venniink kell a két fiiggvény kiilonbségét, s azt kell integralnunk a megadott
intervallumon. Mivel tudjuk, hogy az adott intervallumban f (x)> g(x), igy ha az

f (x)—g(x)kiilonbséget vessziik, akkor nincs sziikség abszolit értekre.
4
1
T =|(4x—x*+1)——dx
st

Hatéarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

4 3
1 X
T :I(4x—x2 +1)——dx =|2X* ——+Xx-InX
1 X 3 1
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiilonbségét, és
végezziik el a miiveleteket.

3 4 3 3
T :{2% —X?+x—lnx} =[2-42 —4?-1-4—1114]—[2-12—%-ﬁ-l—lnlj:

1
=(32—%+4—ln4j—(2—%+1—0j=12—ln4z10.61

A kérdéses teriilet tehat kozelitdleg 10.61 egység.

16. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=e* és g(x)=x’—-2x+1 fiiggvények grafikonjai kozti

teriiletet a [—1,1] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink most is abrat a két fliggvényrdl. Célszerii most is meghatarozni a
fliggvények értékét a megadott intervallum végpontjaiban.



Az f(x) exponencialis fliggvény, g(X) pedig masodfoku tehat parabola. A gorbék jellege

alapjan igy mar konnyii abrazolni a fiiggvényeket.
27

g(x)
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Az abrarol ugy latszik, a két grafikon X =0 -ndl metszi egymast. Ezt a fliggvényekbe
helyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik.

£(0)=¢"=1
9(0)=0>-0-1+1=1
Mindkeét fliggvény 1-et vesz fel, tehat az X =0 helyen valoban metszik egymast. Mas

metszéspont nincs.
A kérdezett teriiletet a metszéspont miatt most két részletben integralva tudjuk meghatarozni.

Az els6 részen —1 és 0 kozott g(x)> f(x),igyitta g(x)— f(x) figgvényt integraljuk, a
masodik részen 0 és 1 kozott f(x)>g(x), ezértittaz f(x)—g(x) figgvényt integraljuk,

majd a két integralt 6sszeadjuk. Igy nem sziikséges az abszolut értékét venni egyik
integralnak sem.

T= i(x2 —2x+1)—eX dx+jeX —(x2 —2x+1)dx
-1 0

Hatéarozzuk meg a primitiv fliggvényeket.

X’ ' X’ 1
T=|| ==X +x|—-€| +|e" -] ==XxX"+X
3 L 3 0

Helyettesitsiik a Newton-Leibniz-formulanak megfelelden az integralasi hatarokat, és hajtsuk
végre a milveleteket.

T =(0§—02 +0—e°J—(g—(—1)2 +(—1)—e“}+(el —§+12 —lj—(e°—0§+02 —oJ:

1 1 1

:(_1)_(_5_2__j+(e—§j—(1):e+éz3.09

e
A kérdéses teriilet tehat kozelitéleg 3.09 egység.



17. feladat: Mekkora teriiletli sikrészt zarnak kozre az f (x)=x"—1 és g(x)=1-x
fliggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két gorbe altal kozrezart sikrész teriilete a kérdés, ezért meg kell
hataroznunk a metszéspontjaikat. Oldjuk meg tehat az f (x)=g(x) egyenletet.

, , —1E 1P -4-1:(=2) (1
X—1=1-X & X" +x-2=0 = X, = =
’ 2-1 -2
A kérdezett teriiletet ezutan gy kaphatjuk, hogy a két fiiggvény kiilonbségét integraljuk a két
metszéspont kozott, azaz a [—2,1] intervallumon, s vessziik az integral abszolut értékét. Ha

azonban el tudjuk donteni, melyik fliggvény nagyobb az intervallum belsejében, és a nagyobb
értékil fliggvénybdl vonjuk ki a kisebb értékiit, akkor nincs sziikség az abszolut értékre. Ha
készitiink egy abrat, akkor arrdl ezt le tudjuk majd olvasni. Az intervallum végpontjaiban a

két fliggvény most ugyanazon értékeket veszi fel. Mivel g (X) az egyszerubb, igy ebbe
célszerli helyettesiteni.

f(-2)=g(-2)=1-(-2)=3

f(1)=g(1)=1-1=0
Az f (X) masodfoku fliggvény, grafikonja konvex parabola, g (X) elséfoku, grafikonja
egyenes. Ezek utan mar kdnnyi egy jo abrat késziteni.

g(x)

P

A [-2,1] intervallum belsejében lathatoan g (x)> f (x), ezérta g(x)— f (x) fiiggvényt
integraljuk, s igy nem lesz sziikség abszolut értékre.
1 1
T= J-(l—x)—(x2 —l)dx: IZ—x—xz dx
-2 -2
Hatédrozzuk meg a primitiv fliggvényt.

1 2 x3 !
T= J.2—x—x2 dx:{zx————}
2 2 3],

Helyettesitsiik a hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiilonbségét, és végezziik el a
miiveleteket.

o] (k) (a2
(10 a2

A két grafikon altal kozrezart teriilet tehat 4.5 egység.



18. feladat: Forgassuk meg az X -tengely koriil az f (x)= Ix fiiggvény [0,8]

intervallumhoz tartozo ive €s az X -tengely kozotti sikrészt, és hatarozzuk meg a keletkezo
forgastest térfogatat.

Megoldas: A megadott fliggvényt és intervallumot helyettesitsiik be a forgastest térfogatanak
képletébe amit az elméleti 6sszefoglaloban ismertiink meg.

V= njf x) dx = zj( )

Alakltsuk at az 1ntegrandust egyetlen hatvannyd, majd hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényt.

8
3

8 1\2
X3 3 8
= 3 3 A 22 3
V_n'([(\/—) dx = ﬂj[XJdX 7Z'IX dx=7 5 57[[ xl)
3 o

Helyettesitsiik a felsd hatart, és vonjuk ki beldle az alsé hatar helyettesitési értékét. Azutan

végezziik el a mﬁveleteket
vzg [\/_J (s - \/0_5) 7(32- 0):95—67r 60.32

A keletkez6 forgastest térfogata tehat kozelitéleg 60.32 egység.

VX+1
X

19. feladat: Forgassuk meg az X -tengely koriil az f (x)= fiiggvény [1,5]

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt, és hatarozzuk meg a keletkezd
forgéstest térfogatat.

Megoldéas: Mint az el6z6 feladatban, most is behelyettesitiink a forgastest térfogatanak
képletébe.

\Y; :ﬂj‘ fZ(X)dxzﬁj[mjz dx

0 X

Végezzﬁk el a négyzetre emelést.
"X+ 1

Bontsuk fel a tortet két tort 0sszegére, és végezziik el kiillon-kiilon az osztast.
"X+ 1

V =x

tx o1 rl
= 7z_|.—2+—2dx = 7ZJ-—+ X dx
o XX o X
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

—1 5 5
V = zj +x72dx = z{lnx+x—l} _z[lnx—l}
X
0

- 0
Helyettes1tsuk az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formula szerint, és végezziik el a
miiveleteket.

et s

= ﬂ(ln5+%j ~7.57

A forgastest térfogata kozelitéleg 7.57 egység.



