Elméleti 6sszefoglalo:

Sokszor egy-egy fliggvény abrajat egy mar ismert elemi fiiggvény gorbéjébdl eltoléassal,
tiikr6zéssel, nytjtassal vagy zsugoritassal, azaz transzformacioval kapjuk meg.

Tekintsiikk 4t a leggyakrabban el6forduld fiiggvény transzformacidkat, s azok hatasat a
fliggvénygorbére.
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Erdemes megjegyezni, hogy ha egy fiiggvény esetében tobb transzforméciot kell elvégezni,
akkor eldszor a valtoz6 transzformaciokat, majd az érték transzformaciokat kell elvégezni. A




valtozod transzforméciok az értelmezési tartomanyra, mig az érték transzformdiciok az
értekkészletre hatnak, s azt valtoztatjadk meg.

Korabbi leckében lattuk, hogy a fiiggvényekkel kiillonféle miveleteket lehet végezni. Gyakran
eléfordul, hogy két fiiggvény (f és g) Osszegét, kiillonbségét, szorzatat vagy hanyadosat kell
abrazolni, azaz

y=f@+g®, y=f@-g®, y=fg®, y=L2

egyenletli gorbéket. Ilyenkor az f és g fliggvények azonos x értékhez tartozo y értékeit kell
Osszeadni, kivonni, szorozni vagy osztani. Nézziink minden miiveletre egy példat. Legyen

f(x) =sinx g(x) = x.

Altalaban néhany nevezetes pontban vett helyettesitési érték kiszamitasaval felrajzolhato a
jelleggorbe.

Nézziink néhany konkrét x-re kiszadmolva a helyettesitési értékeket
ha x = 0, akkor y = f(0) + g(0) =sin0+0 =10

T 1 [ . T Y
ha x = > akkor y =f(;) +g(5) =sin +-~ 1+1,57 = 2,57
ha x = m, akkory = f(m) + g(n) = sinm + w = 3,14
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hax = by akkory = f(_E) +9 (_E) = sin (_E) -5~ —-2,57
ha x = —m, akkor y = f(—m) + g(—n) = sin(—m) —w =~ —3,14

Abréazoljuk az eredeti fiiggvényeket és a kiszamolt néhany helyettesitési érték alapjan az
Osszeg fliggvényt (1. abra).

1. dbra. f(x) = sinx + x fiiggvény abrdja

Hasonloan az el6zé feladathoz, néhany helyettesitési érték kiszamolasaval felrajzolhato a
jelleggorbe. A fliggvények kiilonbségekor az f és g fliggvények azonos x értékhez tartozé y
értékeit kell kivonni egymasbol (2. abra).



y = sinx

Y = 8INT — T

2. dbra. f(x) = sinx — x fiiggvény dbrdja

A fiiggvények szorzatakor az f és g fliggvények azonos x értékhez tartozo y értékeit kell
0sszeszorozni egymassal (3. abra).

o= "TaNT

y = sinx

3. dbra. f(x) = xsinx fiiggvény dabrdja

A fiiggvények hanyadosa esetében az f &s g fliggvények azonos x értékhez tartozé y értékeit
kell egymassal elosztani (4. abra).



Yy = sinx
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4. dbra. f(x) = Si%ﬁiggvény abrdja

Vizsgaljuk meg az értelmezési tartomanyokat.
f(x) = sinx D =R
glx)=x Dy; =R

Korabban lattuk, hogy a fliggvényekkel végzett miiveletek esetén az 0j értelmezési tartomany
az eredeti fliggvények értelmezési tartoméanyainak metszete.

igy Dryg =RNR =R, s hasonléan Ds_; =R, Drg = R. A két fliggvény hanyadosa

esetében viszont a g(x) # 0, azaz x # 0. Ennek megfelelden Dy = R\{0}, mely a 4. abran is
g

lathato.

Két fiiggvény szorzatara gyakorlati példa a csillapitott rezgést leir6 fiiggvény. A valosagban a
testek ritkan végeznek iddben allandosult harmonikus rezgdmozgast, mivel a rugo altal
kifejtett visszatéritd erdn kiviil is hat még fékezo erd (ez lehet surlodas, kozegellenallas).

A csillapitott rezgdmozgast leird egyenlet megoldasa nem tal nagy csillapitas esetén (8 <
wo)

x(t) = Ae Pt sin(w't + @,),

k
2m’

ahol g = w' =/ wé — B2, w, sajat-korfrekvencia, 4 amplitado, ¢, kezd6fazis.

Itt egy exponencialis és egy szinusz fliggvény szorzata adja a csillapitott rezgdmozgast leird
fliggvényt.

Surlédasos csillapitas esetén az amplittdok egy egyenesre illeszkednek, mig
kozegellenallasos csillapitaskor a maximum kitérés az iddvel exponencidlisan csokken (5.
abra).



5. abra. Surlodasos és kézegellenalldasos csillapitas esetében a rezgémozgas

Kidolgozott példak:
1. feladat: Abrazolja az f(x) = 3x2_+1 fliggvényt.

Megoldéas: Fiiggvényabrazolaskor érdemes elszor az értelmezési tartomanyt megvizsgalni a
tanult modon, s az abrazolast kdvetden pedig ellendrizni, hogy az dbra valoban megfelel az
értelmezési tartomdny miatt tett kikotéseknek. Ebben az esetben a linearis fliggvény
értelmezési tartomanyéra nem kell kikotést tenni, a fliggvény a teljes R-en értelmezve van.

Az &brazolas elott egy atalakitast kell elvégezni

3 .1
ATy

3x+1
2

flx) =

Ebbdl az alakbol mar lathatd, hogy egy linearis egyenes lesz a fiiggvény képe. Az x
egylitthatdja adja a meredekséget (m = ;), ¢s a konstans tag pedig, hogy hol metszi a
fliggvény az y tengelyt (y tengely menti eltolas pozitiv iranyba %—el). Ezek alapjan a fiiggvényt

a 6. abra mutatja.
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6. dbra. f(x) = T“ﬁiggvény dbrdja



2.

feladat:  Abrazolja linearis  fiiggvény  transzformaciok  segitségével  az

f() = (x + 3)% — 5 fiiggvényt.
Megoldas: A masodfoka fliggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikotést tenni, a

fliggvény a teljes R-en értelmezve van. A fiiggvényt a kovetkezd transzforméacids sorrendben
érdemes abrazolni:

3

b

xZ

(x + 3)? (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén 3-mal balra eltoljuk)
% (x + 3)? (Az €l8z6 gorbét az y tengely mentén felére zsugoritjuk)
%(x + 3)%2 — 5 (Az €l6z6 gorbét az y tengely mentén negativ irAnyba 5-tel eltoljuk) (7.

abra)

7. abra. Fiiggvény transzformacio tobb lépésben

feladat:  Abrazolja linearis  fiiggvény  transzformaciok  segitségével  az

f(x) = —2x2 + 4x + 6 fliggvényt.

Megoldas: A masodfoku fliggvény értelmezési tartomanya R. Ez a masodfoka fiiggvény az
elézd fiiggvény felirdsatdl abban kiillonbozik, hogy nem olvashatoak le rola kozvetleniil a
fliggvény transzformacios lépések (a fliiggvényben tobb helyen szerepel az x véltozo). Ehhez
eldszor teljes négyzetté kell alakitanunk:

fx)=—-2x*+4x+6=-2x*-2x—-3)=-2((x—-1)?—-4)=-2(x—1)?+8

Ez alapjan a fliggvényt a kovetkez6 transzformacids sorrendben érdemes abrazolni:

=

x2

(x — 1)? (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén 1-el jobbra eltoljuk)
2(x — 1)? (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén kétszeresére nyujtjuk)
—2(x — 1)? (Az el6z06 gorbét az x tengelyre tiikrozziik)



5. —2(x — 1)? + 8 (Az ¢l6z8 gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnyba 8-al eltoljuk)
(8-9. abra)

2 —2(x—1)*+8

8. abra. Fiiggvény transzformdacio elsé hdarom lépése 9. abra. Fiiggvény transzformadcio utolso két

lépése

3

4. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f(x) = 2 -

fliggvényt, majd az abrarol olvassa le, hogy hol van a fiiggvénynek aszimptotaja.

Megoldés: A tortfliggvény esetében a nevezore kikotést kell tenniink, mégpedig a nevezd
nem lehet 0, azaz x + 4 # 0, amibdl x # —4. Tehat az értelmezési tartomany R\{—4}. A
fiiggvényt a kovetkezd transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:

1. =
X

x—; (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén 4-el balra eltoljuk)

% (Az eldz6 gorbét az y tengely mentén hdromszoroséra nyujtjuk)

- x% (Az el6zd gorbét az x tengelyre tiikrozziik)

A

2 — x% (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnyba 2-vel eltoljuk) (10-11.
abra)

Az 11. abran jol latszik, hogy a fliggvény valoban nincs az x = —4-ben értelmezve,
fliggdleges aszimptotaja van ott. Valamint vizszintes aszimptotat latunk az y = 2-ben.
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10. abra. Fiiggveny transzformdcio elsé harom lépése 11. abra. Fiiggvény transzformdcio utolso ket lépése

x+2

5. feladat: Abrazolja linedris fiiggvény transzformaciok segitségével az f(x) = o
fliggvényt.

Megoldas: A tortfliggvény esetében a nevezore itt is kikotést kell tenniink, mégpedig a
nevezO nem lehet 0, azaz x — 3 # 0, amib6l x # 3. Tehat az értelmezési tartomany R\{3}.

Ez a tort fliggvény az el6zd fiiggvény felirasatol abban kiilonbdzik, hogy nem olvashatdak le
rola kozvetleniil a fiiggvény transzformacios 1épések (a fliggvényben tobb helyen szerepel az
x valtozo). Ehhez eldszor a kovetkezd atalakitasokra van sziikség (a nevezot kialakitjuk a

szamlaloban, majd egyszerusitiink):

()_x+2_(x—3)+5_x—3+ 5 14 5
fx_x—B_ x—3  x—-3 x—-3 x—3

Errdl a felirdasbol mar egyértelmiien leolvashatéak a fliggvény transzformadacios lépések,
melyeket a kovetkezo sorrendben érdemes elvégezni:

1. -

X

2 x_i?; (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén 3-al jobbra eltoljuk)

3. % (Az eldz0 gorbét az y tengely mentén 6tszordsére nyujtjuk)

4. 1+ xSTs (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 1-el eltoljuk) (12-13.
abra)

A 13. abrén jol latszik, hogy a fliggvény valoban nincs az x = 3-ban értelmezve, fiiggdleges

aszimptotdja van ott.



12. abra. Fiiggvény transzformdacio elsé harom lépése 13. abra. Fiiggvény transzformdcio utolso két
lépése

6. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f(x) = gln(—x) -4
fliggvényt.

Megoldas: A logaritmus fiiggvény argumentumara kikotést kell tenniink, mégpedig az

argumentumnak 0-nal nagyobbnak kell lennie, azaz —x > 0, amibél x < 0. Tehat az
értelmezési tartomany xe(—o0, 0).

A logaritmus fiiggvény abrazoldsakor mindig meg kell nézniink a logaritmus alapjat, mert az
alap hatarozza meg a fliggvény monotonitasat. Itt a logaritmus alapja e, ami 1-nél nagyobb
(e = 2,71), igy a logaritmus fiiggvény ebben az esetben szigoruan monoton névekvo lesz. A
fliggvényt a kovetkezd transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:

In(x)
In(—x) (Az alapfiiggvényt az y tengelyre tiikkrozziik)
%ln(—x) (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén %—szoroséra zsugoritjuk)

ol o e

%ln(—x) — 4 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ irdnyba 4-el eltoljuk) (14.
abra)

A 14. abrén jol latszik, hogy a fliggvény valdban csak negativ értékekre van értelmezve, s az
x = 0-ban fiiggbleges aszimptotdja van.



In(—z) - __ Inx

14. abra. Fiiggveny transzformacio tobb lépésben

, 2x
7. feladat: Abrazolja linearis fuggvény transzformaciok segitségével az f(x) = =5 G) +1

fiiggvényt. Hol metszi a fliggvény az y tengelyt?

Megoldas: Az exponencialis fiiggvény értelmezési tartomanyara nem kell kik6tést tenniink,
igy a fliggvény a teljes R-en értelmezve van.

Az exponencidlis fliggvény esetében is hasonldan a logaritmus fliggvényhez mindig meg kell
vizsgalnunk az alapot, mert az alap itt is meghatarozza a fliggvény monotonitasat. Ebben az

esetben az exponencidlis kifejezés alapja é, ami 1-nél kisebb, de 0-nal nagyobb, igy az

exponencialis fliggvény szigoriian monoton csdkkend lesz.

A fliggvényt a kovetkez6 transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:

L)

2x
G) (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén felére zsugoritjuk)

o

2x
3. 5 (%) (Az eldz6 gorbét az y tengely mentén 6tszordsére nyujtjuk)
2x
4. =5 G) (Az el6z6 gorbét az x tengelyre tikrozziik)

2x
5. =5 G) + 1 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnyba 1-el eltoljuk) (15.

abra)

A 15. ébrardl leolvashatd, hogy a fiiggvény az y = —4-ben metszi az y tengelylinket.
(Egyszertien végiggondolhatd, hogy miért. Az alapfiiggvény az y = 1-ben metszi az y
tengelyt. A 2. transzformacios 1épés ezt a metszéspontot nem valtoztatja, mig a kovetkezd
1épésben az 6tszorosét kell venni, azaz felkeriil a metszéspont az y = 5-be. A tiikr6zés soran
y = —5-be kerlil, s az utolsé 1épésben 1-et hozzaadva y = —4-et kapunk.)

Egy 1épéssel kevesebbet is végezhettiink volna, ha egy hatvanyazonossagot alkalmazunk az
abrazolas el6tt, mégpedig

x x

B =B -0



Ezzel az atalakitdssal a masodik transzformécids 1épés kihagyhato, s alapfiiggvényként az

X
(%) kertil abrazolasra, a tobbi 1épés megegyezik az eldzovel.

15. dbra. Fiiggvény transzformacio tobb lépésben

8. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f(x) =/3x + 6+ 5
fliggvényt. Az abrarol olvassuk le a globalis szélséértéket.

Megoldas: A gyokfuggvény esetében a gyok alatti kifejezésnek nemnegativnak kell lennie,
azaz 3x + 6 = 0, amibdl x > —2. Tehat az értelmezési tartomany xe[—2, o).

Az abréazolas el6tt az argumentumon atalakitast kell végezni a kdvetkezoképp

fx)=V3x+6+5=,3(x+2)+5
Ezt kovetden mar leolvashatdak a fiiggvény transzformacios 1épések:

1. Vx

2. V3x (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén harmadara zsugoritjuk)

3. /3(x + 2) (Az el6z6 gorbét az x tengely mentén 2-vel balra eltoljuk)

4. 3(x+2)+5 (Az el6zd gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnyba 5-el eltoljuk)
(16. abra)

A 16. abran jol latszik, hogy a fliggvény valoban csak az x > —2 értékekre van értelmezve.

A 16. é4brarol leolvasva a globalis minimum helye x = —2, értéke y = 5. (Egyszeriien
végiggondolhatd, hogy miért. Az alapfliggvénynek az origdban van globalis minimuma. Az
elsd transzformdacios 1épés nem valtoztat ezen, a kdvetkezd viszont eltolja balra 2-vel, azaz
atkeriil az x = —2,y = 0-ba. Az utols6 transzformacié soran a felfelé tolassal az y értéke
valtozik a minimumnak, igy lesz a minimum helye x = —2, értéke y = 5.)
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16. abra. Fiiggvény transzformacio tobb lépésben

9. feladat:  Abrazolja linearis  fiiggvény transzformaciok  segitségével  az
fx) = %cos(Zx + m) — 1fiiggvényt.

Megoldéas: A koszinusz fiiggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikotést tenniink, igy az
értelmezési tartomany R.

Az &brazolas el6tt itt is az argumentumon atalakitast kell végezni a kdvetkezoképp

f(x) =%cos(2x+n) -1 =%cos (2(x+g)) -1

A fiiggvényt ilyen alakban mar a kdvetkezd transzformécios sorrendben érdemes abrazolni:

1. cosx
2. cos2x (Az alapfiiggvényt az x tengely mentén felére zsugoritjuk)

cos (2 (x + g)) (Az el6z6 gorbét az x tengely mentén g-vel balra eltoljuk)
4. %cos (2 (x + g)) (Az el6zd gorbét az y tengely mentén felére zsugoritjuk)

5. %cos (Z(x +g)) —1 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ irdnyba 1-el
eltoljuk) (17-18. abra)
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17. abra. Fiiggvény transzformacio elsé harom lépése

18. abra. Fiiggvény transzformacio utolso két lépése



