1.2. Vektorok szorzatai
Skalaris szorzat

Gyakran sziikségilink van arra, hogy ismerjiik egy testre hatd F erének a mozgas iranyaba eso
Osszetevojét. Megmutatjuk, hogyan lehet egyszeriien kiszamitani két vektor altal kdzbezart
szoget. A szamitas kulcsa a skalarszorzatnak nevezett kifejezés, amit belsé szorzatként vagy
skalaris szorzatkent is emlegetnek. Azért beszéliink skalarszorzatrol, mert az eredmény egy
skalar (valés szam), nem pedig vektor. A skalarszorzat segitségével ki tudjuk szamitani egy
vektor masik vektorra vonatkozo vetiiletét ¢és valamely allandd eré altal az elmozdulés
iranyaban végzett munkat is.

Definicio: Két egyallasu vektor esetében ha a vektorok egyirdnyuak, akkor hajlasszogiik 0°,
ha pedig ellentétes iranyuak, akkor hajlasszogiik 180°. Nem egyallast vektorok esetén a
vektorok hajlasszdgén a kdzds pontbol kiinduld vektorok altal bezart konvex szoget értjiik.
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Definicio: Tetszbleges a és b vektor skalaris szorzatan az (a, b)=||a||||b|| cos ¢ mennyiséget
értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kozbezart szog.

A skaldris szorzat tulajdonsagai:
(a,b)=(b,a)
(a + b, c)=(a, c)+(b,c)
(Aa,b)=(a, 1 b)

(a,a)=[la]|*

Tétel: Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skaléris szorzatuk nulla.

Definicio: ha két vektor merdleges egymasra, akkor ezeket ortogondlis vektoroknak
nevezzik.

Tétel: Két vektor hegyesszoget zar be egymassal akkor €s csak akkor, ha skalaris szorzatuk
pozitiv. Két vektor tompaszoget zar be egymassal akkor és csak akkor, ha skalaris szorzatuk
negativ.

A skalaris szorzat egyik fontos alkalmazasi teriilete: adott a és b vektorok esetén az a vektort
egyértelmiien fel tudjuk bontani b-vel parhuzamos és b-re merdleges 6sszetevokre.

Tétel: Legyen adott a és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor b irdnyéaba esé merdleges
vetiiletvektora (az a vektor b-vel parhuzamos 0sszetevdje):
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Vektorialis szorzat

Két vektor esetében értelmezhetiink egy masféle szorzasi miiveletet is. Ennek a szorzdsnak az
eredménye egy 0j vektor, az elnevezése pedig vektorialis szorzat lesz.

A vektorialis szorzat fogalmat széleskoriien alkalmazzak az elektromossag, magnesesség, az
aramlastan ¢s az égi mechanika jelenségeinek leirdsaban.

Definicido: Adott a és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges a-
ra és b-re, hossza ||a x b|| = ||a||||b|| sin ¢ , ahol @az a és b vektorok altal bezart szog, és a,
b, a x b ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.
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A vektorialis szorzat tulajdonségai:
axb=-bxa
(atb)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc

(La)xb=ax(b)=A(axDb)

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok esetén a vektoridlis szorzatuk akkor és csak akkor
nullvektor, ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az
||a x b|| pozitiv valds szam.




llaxbl|

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszog tertilete éppen az

pozitiv valos szam.

Vegyesszorzat

A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszamitdsdnal mindkét vektorszorzas
miiveletre sziikségiink lesz.

Definicio: Adott a, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abe = (a x b, ¢) valds szamot
értjiik.
Tétel: Az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor egysikuak, ha abe=0. Ha a vegyesszorzat

nem nulla, akkor annak abszolut értéke az a, b és ¢ vektorok éltal kifeszitett paralelepipedon
V, térfogatat adja:

V,=|labc]|.
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Az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett tetraéder V, térfogata:

v __labc|
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1. feladat: Legyen a és b két olyan vektor, melyek hajlasszog %, valamint ||a||:5 és

[Ib|| = 4. Szamolja ki az albbi skalaris szorzatok értékeét:
a) (a,b)

b) a’

c) (a+b)’

d) (a-b)’

e) (3a—2b)(a+2b)

Megoldas

a) <a,b>=||a||||b||cos%=s.4§=1oﬁ



b) a’=(a,a)=|al||a]cos0’ =5-4-1=20
¢) (a+b)’=(a+b,a+b)=(a,a)+(a,b)+(b,a)+(b,b)=

3

= |a|” +2|Ja]|b| cos% +[b[ =25+40 S H15%74,64.

& ()" =(a-b.a-b)=(a,a) (a0} (b,a} - (b.b) =
NG

= |a|” - 2[Ja]|Ib| cos%+||b||2 =25-40-—=+15~5,36
e) (3a—2b)(a+2b)=(3a—2b,a+2b)=3(a,a)+6(a,b)—2(b,a)—4(b,b)=

3

= 3[a||" + 4[| cos%—4||b||2 =75+80-~~64~80,28

2. feladat: Hatdrozzuk meg az a és b vektorok szogét, ha ||a|| =3, b|| =4 és <a,b> =-50.

Megoldas
A skalaris szorzat definicidja szerint: <a,b> = ||a||-||b||-cos¢, ahol ¢ a két vektor altal bezart
szO0g. Innen:
-10 1
cosp=——=—— —> =120°.
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3. feladat: Az ABCDEF szabalyos hatszdg oldalainak hossza 10, a hatszog kozéppontja O.
Szamitsa ki a kdvetkez6 skaléris szorzatokat:

(48,40), (48, 4C), (BC,EF), (FC.BD), (FC,EF).
Megoldas
Rajzoljuk fel a szabalyos hatszoget.

<E,E>=1o-1o-cos6o° ~100-0,5=50.

<E,A—c>:10-1o\/§-cos3o° =100-\/§-g:150.



(BC,EF)=10-10-cos180" = -100.
(FC,BD)=20-10y/3-c0s90" =0.
<Fcﬁ> =20-10-cos120° =200 (0,5) = —100.
4. feladat: Mekkora az a és b egységvektorok szoge, ha (a-2b)(2a—b)=0,5.
Megoldas
Az egyenlet bal oldalin végezzik el a miiveleteket és hasznaljuk ki az (a,a)=|a =1 &s
<b,b> = ||b||2 =1 Osszefliggést:
(a-2b)(2a—b)=2(a,a)—1(a,b)—4(a,b)+2(b,b) =2-5(a,b)+2=4-5(a,b).

Eszerint:

4-5(a,b)=0,5 —(a,b)= 3;_5 — p=45,57".

5. feladat: Hatarozzuk meg az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma tertiletét, ha a
két vektor egymassal 30°-os szoget zar be és ||a|| =5 valamint ||b|| =10!
Megoldas

Tudjuk, hogy az a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az
||a x b|| pozitiv valds szam, azaz

T = |laxb|| = ||a||||b]|sin¢ =5-10-5in30° = 25.

6. feladat: Tekintsiik az i, j, k egységvektorokat. Milyen eredményt ad a (jxi)x j mivelet?
Megoldas

A keresett miivelet eredménye egy vektor lesz, mivel két vektorialis szorzatot kell egymas
utan elvégezni. Tudjuk, hogy a vektoridlis szorzat eredménye egy vektor, igy ezt kétszer
egymds utan elvégezve is egy vektort kapunk. Ha a jobbsodrasu koordinata rendszerre
gondolunk, akkor tudjuk, hogy

jxi=—(ixj) =k
—kxj=—(kxj)=—(-i)=i.
7. feladat: Tekintsiik az ABCDEF szabalyos hatszoget, melynek oldaléle 15 cm hossz.
Mivel egyenl6é az ABBCCD?
Megoldas

Tudott, hogy az ABBCCD vegyesszorzat abszolit értéke az AB , BC és CD vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat adja meg. Ebben az esetben, mivel ezek a vektorok egy
szabalyos hatszog oldal vektorai, ezért ezek egy sikban vannak. Ha a vektorok egy sikban
vannak, akkor nem feszitenek ki testet, tehat a vegyesszorzat értéke nulla.

Eszerint:

ABBCCD=0.



