Elméleti 6sszefoglalo

A mérnoki munka soran gyakran hallunk olyan allitdsokat, hogy egy valtozé fiiggvénye egy
masik véltozonak. Példaul egy jarmii maximalis sebessége fiigg a motor maximalis
teljesitményétdl, fligg az ut meredekségétol, a jarmi frontalis keresztmetszetétdl, vagy éppen
a jarmu fogyasztasa fligg a guminyomastol. Két valtozo kozotti 0sszefliggés tobbféleképpen is
megadhato, csak néhanyat emlitve diagrammal, tablazattal, grafikonnal, formulaval.

Eszrevehetjiik, hogy a fenti példakban a véltozoink egy-egy adott tartoméanybol (halmazbol)
keriilnek ki. Példaul ha egy jarmii fogyasztasat vizsgaljuk a guminyomads fliggvényében,
akkor a guminyomadst 1,5 és 3 bar kozott érdemes vizsgalni, mivel alacsonyabb és magasabb
érték thlzott kopashoz vezet és csokken a gumi élettartama (1. abra).
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1. abra. A fogyasztas valtozdasa a guminyomas fiiggvényében

Nézziik a fenti fliggési viszonyok matematikai altalanositasat.

Definicié: Legyen 4 és B két nem iires halmaz. Ha az 4 halmaz minden egyes eleméhez
hozzarendeljiik a B halmaz egy-egy elemét, akkor az 4 halmazon egy fiiggvényt
értelmeztiink. Az 4 halmaz a fiiggvény értelmezési tartomanya, a B halmaz pedig a
figgvény képhalmaza. B-nek azon elemei, amelyek a hozzarendelésben részt vesznek, a
fliggvény értékkészletét alkotjak. Tehat az értékkészlet a képhalmaz része. Jeldlés: az f
fuggvény értelmezési tartomanya Dy, az f fliggvény értekkészlete Ry (2. abra).



2. abra. Fiiggveény értelmezési tartomanya, képhalmaza, értékkészlete

Definicié: Ha a fiiggvényt £ jeloli és x € A, akkor az x-hez rendelt B-beli elemet f(x)-el
jeloljik, amit az f fiiggvény x helyhez tartozo helyettesitési értékének nevezzik.

Definiciéo: Az x valtozé neve fiiggetlen valtozé (vagy argumentum), az f(x) neve pedig
fiigg6 valtozé, amit szokas y = f(x)-el is jeldlni.

Definicio: Azokat a fiiggvényeket, amelyek értelmezési tartomanya és értékkészlete is valds
szdmokbdl all, egyvaltozos valés fiiggvényeknek nevezziik.

Definicio: A P(x, f (x)),x € Dy pontok halmazat az f fliggveény grafikonjanak nevezziik,
ahol x végigfutja az f értelmezési tartomanyat.

A grafikonok rengeteg kiilonboz6 alakot olthetnek, de fontos megjegyezni, hogy nem minden
sikgorbe fliggvény grafikonja. Egy fliggvény az értelmezési tartomanyanak tetszéleges
pontjahoz csak egyetlen y értéket rendel. Ez a tulajdonsadg konnyen ellendrizhetd, mivel a
fliggvény grafikont az x tengely barmely pontjan atmend fiiggdleges egyenes legfeljebb egy
pontban metszi (3-4. abra).

3. dbra. Ez a gérbe fiiggvénygrafikon 4. abra. Ez a gorbe nem fiiggvénygrafikon

A mérnoki munka soran gyakori feladat, hogy mérési eredményekbdl az adott folyamatot jol
leiro, képlettel is megadhaté fliggvényt hatarozzunk meg.



A fliggvények abrazolasakor sokszor elegendd egy jelleggérbe megrajzolasa, mely
egyértelmiien mutatja a fliggvény eldjelviszonyait (az értelmezési tartomany mely részein
halad a fliggvény az x tengely alatt és felett), a zérushelyeket, a szakadasi helyek és a
végtelen(ek) kornyezetében valo viselkedését.

Egy filiggvény megadasdhoz meg kell adni az értelmezési tartomanyt, a képhalmazt és a
hozzarendelési szabdlyt, melynek segitségével minden x € A elemhez meghatirozhatd a
hozzatartozé f(x) € B elem. Altalaban a hozzarendelési szabalyt képlettel adjuk meg.

Példaul: f(x) =Vx + 4

A gyakorlatban nem mindig adjuk meg az értelmezési tartomanyt és az értékkészletet.
Ilyenkor azon x szdmok halmazat értjiilk az értelmezési tartomany alatt, amelyekre a
hozzarendelési utasitas elvégezhetd, illetve azon y értékek halmazat értjiik értékkészlet alatt,
amelyek egy-egy x szdmhoz tartoznak.

Ebbdl kifolydlag, ha nem adunk meg értelmezési tartomanyt a linedris fliggvény,
hatvanyfiiggvény, exponencialis fiiggvény, szinusz fliggvény, koszinusz fliggvény esetén,
akkor a legbdvebb halmaz, melyen ezek a fliggvények értelmezve vannak a valdés szamok
halmaza (R).

Azonban néhany fliggvény esetében nem minden valos szdmra végezhetd el a hozzarendelési
utasitas. Ide tartozik a paros pozitiv egész kitevoji gyokfliggvény, a valos tortfiiggvény és a
logaritmus fliggvény. Vegyiik sorra, hogy melyik fliggvény esetében milyen kikotést kell
tenni.

a) f(x) = Vx, ahol n paros pozitiv egész
Negativ szamokbo6l nem tudunk gyokdét vonni a valdés szamok halmazan (csak
komplex szdmok korében, ahogy az el6zd leckékben lattuk), igy az argumentum
nagyobb egyenld, mint 0, azaz x > 0.

b) f(x) =log,x,ahola # 1,a>0
0-nal nagyobb szamoknak van csak logaritmusa, azaz a kikotés x > 0.

1
) flx)= "

Egy tort nevezdje nem lehet 0, mivel 0-val nem tudunk osztani, azaz a kikotés x # 0.
Vizsgaljuk meg az értelmezési tartomany és az értékkészlet fogalmat szemléletesen a
fiiggvények abrajahoz kapcsolodoan. A fliggvények abrajardl az értelmezési tartomanyt az x
tengelyrdl, mig az értékkészletet az y tengelyrdl olvassuk le.
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5. dbra. Az értelmezési tartomdany és értékkészlet leolvasdsa a tengelyekrol

A fiiggvények értelmezési tartomanyanak meghatarozasakor lattuk, hogy mely fliggvények
esetében milyen kikotést kell tennlink. Nézziik meg most ezen fiiggvények abréjat, s ez
alapjan is olvassuk le az értelmezési tartomanyt az x tengelyrol.
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6. abra. Gyok fiiggvény értelmezési tartomanya 7. abra. Logaritmus fiiggvény értelmezési
tartomanya
Y
Df r

8. abra. Tort fiiggvény értelmezési tartomanya



Kidolgozott feladatok:

1
x2+x

1. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: A fiiggvény hozzarendelési utasitasa egy tort. Tudjuk, hogy egy tort nevezdje nem
lehet nulla. Most tehat a valos szamok koziil azokat kell kizarni az értelmezési tartomanybol,
amelyekre a nevezé nulla. Megoldjuk tehat az

x2+x=0

egyenletet. Hasznalhatjuk a masodfokt egyenlet megoldoképletét, vagy az x(x +1) =0
szorzatra bontast.

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, azt kapjuk, hogy egyenletiink
két megoldasa: x; = —1¢ésx, = 0.

Ebbél a két szambol allo halmazt kell tehat a valés szamok halmazabél kivonni. Igy az f
fliggvény Df-el jelolt értelmezési tartomanya:

Dy = R\{~1,0} = (—o0,—1) U (=1, 0) U (0, o).

2. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = Vx? — x — 2 fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Négyzetgyokot a valds szamok korében csak nemnegativ szambdl vonhatunk.
Ezért az a feltétel, hogy

x?—x—-2>0.
Ennek az egyenlélenségnek a megoldashalmaza adja az értelmezési tartomanyt.

A masodfoku egyenlétlenség megoldasat a kovetkezoképp kaphatjuk meg. El6szor megoldjuk
az

x*—x—-2=0

egyenletet. Szorzatra bontva a masodfoku kifejezést

x+1D(x-2)=0,

a két gyok tehat x; = —1 és x, = 2. Persze a megoldoképletet is hasznalhattuk volna.

A masodfoku kifejezés foegylitthatdja pozitiv, igy grafikonja egy felfelé nyild parabola, tehat
a kifejezés a két gyokén kiviil pozitiv, és a két gyoke kozott negativ (9. dbra). Az értelmezési
tartomanyt ugy kapjuk meg, hogy a valos szamok koziil elhagyjuk azokat, ahol a masodfoku
kifejezés negativ, azaz a (—1, 2) nyilt intervallum pontjait.
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9. dbra
Ezek alapjan
Dy = R\(-1, 2) = (-, —1] U [2, »).

Figyeljiink a zargjelekre! Az el6zé feladatban a valds szdmok halmazabdl egy kételemi
halmazt vontunk ki, ezért hasznaltunk ott kapcsos zardjelet. A mostani feladatban egy nyilt
intervallum Osszes elemét kellett elhagyni a valds szamok halmazabol.

3. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = fiiggvény értelmezési tartomanyat.

In(x2-2x+1)

Megoldas: Most két dolog jelent korlatozast. Az elsé az, hogy logaritmusat csak pozitiv
szamnak vehetjiik, tehat teljesiilnie kell az

x2—2x+1>0
egyenl6tlenségnek.
A masodik az, hogy a nevezoben nem allhat nulla.

Az értelmezési tartomanyt tehat ugy kapjuk meg, hogy a fenti egyenl6tlenség
megoldashalmazabol elhagyjuk a nevezd gyokhelyeit.

Megoldjuk az x? —2x+1>0  egyenldtlenséget. Mivel x2—2x +1=(x—1)%, a
masodfoku kifejezés minden 1-t6l kiilonbdzd szam esetén pozitiv (grafikonja egy felfelé nyild
parabola, zérushelye x = 1-ben). Tehat az egyenl6tlenség megolddshalmaza

Hy = (—o, 1)U (1, x).

A masodik feltételnek megfeleléen In(x? — 2x + 1) # 0. Mivel a logaritmus fiiggvény csak
1-ben nulla, a nevezo akkor lesz nulla, ha

x> —-2x+1=1,
azaz, ha
x?—2x=0.

Ennek a masodfoku egyenletnek a két megoldasa x; = 0 és x, = 2. Ezt a két szamot kell
tehat még elhagyni a H; halmazbol.

Ezek alapjan végiil is

Dy = Hy\{0, 2} = (=00, 0) U (0, 1) U (1, 2) U (2, o).



4. feladat: Mi az értelmezési tartomanya az f(x) = V2 — x + In(x — 1) fiiggvénynek?

Megoldas: Nyilvan értelmesnek kell lenni kiillon a gyokos és kiilon a logaritmusos
kifejezésnek is.

Jelolje H; azt a halmazt, ahol a gyokos kifejezés értelmes, H, azt a részhalmazt, ahol a
logaritmusos kifejezés értelmes.

A Dy ennek a két halmaznak a metszete.

Meghatarozzuk eldszor H,-et. Az a feltétel, hogy
2—x2=0,

azaz x < 2 legyen. Ez alapjan

Hy = (oo, 2].

H, esetén az a feltétel, hogy

x—1>0,

azaz x > 1 legyen. Ebbdl

H, = (1, o0).

Ennek a két halmaznak a metszetébdl kapjuk, hogy
Dy =(1, 2].

Egyvaltozos fliggvények értelmezési tartomanyat gyakran valds szdmok részhalmazainak
metszeteként, vagy unidjaként kapjuk meg. Metszetet hasznalunk abban az esetben, ha egyik
¢s masik feltételnek is egyszerre kell teljesiilnie. Unidt hasznalunk olyankor, mikor az egyik
vagy a masik feltétel teljesiil.

A valds szamok részhalmazai abrazolhatok a valos szamegyenesen. Az ilyen részhalmazok
metszeteit és unidit, kiilondsen, ha azok tagjai tobb darabbol allnak, grafikusan célszerii
meghatarozni a kovetkezd modon. A metszet, vagy unié minden tagjat feltiintetjiik egy valos
szamegyenesen, Ugy, hogy a halmazhoz tartoz6 pontokat megvastagitjuk. Ezeket egymas ala
rajzoljuk, ugy, hogy a origdk egy fiiggéleges vonalban legyenek. Az egységet is mindegyik
abran ugyanakkoranak valasztjuk. Az tires kor azt jelzi, hogy az a szdm nincs a halmazban, a
teli kor azt, hogy benne van.

Ezutan a metszetet ugy kapjuk, hogy legalul felvesziink még egy szamegyenest, tligyelve arra,
hogy az origdja és az egysége a fentiek ald essen, és azon megjeldljiik azokat a pontokat,
amelyek mindegyik szamegyenesen meg voltak jelolve. Az unidnal azokat a pontokat kell a
legals6 szamegyenesen megjeldlni, amelyek valamelyik fentin meg voltak jelolve.

A feladatunk esetében ezt mutatja az alabbi dbra.
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5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = ’% fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Annak kell teljesiilni, hogy

Ez akkor igaz, ha a tort értéke nulla, ami a valés szdmok egy H; részhalmazan teljesiil, vagy
ha a tort értéke pozitiv, ami egy H, részhalmazon teljesiil. Most ennek a két halmaznak az
unidja adja a Ds-et.

Kezdjiik H; meghatarozasaval.

Egy tort akkor nulla, ha a szdmlaldja nulla, és a nevezd pedig értelmes. Az x —2 =0
feltétel teljesiil, ha x = 2. Mivel 2-ben a nevezd nem nulla, igy ez a tort egyetlen zérushelye,
vagyis

Hl == {2}.
Ratériink H, meghatdrozasara.

Egy tort két esetben pozitiv. Ha mind a szamlalo, mind a nevezd pozitiv, ez egy H; halmaz
pontjaiban teljesiil, vagy ha mind a szamlald, mind a nevezd negativ, ez egy H, pontjaiban
teljesiil. Ezek unioja adja H,-t.

Meghatarozzuk el6szor H,-t. Annak kell teljesiilni, hogy

x—2>0,

azaz x > 2,

és

x+1>0,

azaz x > —1.

Ez a két egyenl6tlenség egyszerre az x > 2 szamokra teljesiil, tehat
H), = (2, ).

H,' esetén annak kell teljesiilni, hogy

x—2<0,

azaz x < 2,



ésx+1<0,

azaz x < —1.

Ez a két egyenl6tlenség egyszerre az x < —1 szamokra teljestil, vagyis
H) = (=00, —1).

Ezeket felhasznalva, amint az az alabbi abrardl is leolvashatd

{ ; H
0 2
| H”,
L0
} - Hy = H5 U H",
10 2
Végiil is
Df = Hl UHZ = (_ool _1) U [2I OO)
Az Dy grafikus eldallitasa szerepel a kovetkez6 abran.
| . H,
0 2
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x2—x-2
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6. feladat: Hatatozzuk meg az f(x) = In ( ) fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: A logaritmus argumentumara vonatkoz6 kikotés alapjan teljesiil az

xt—x—2 >0
x? 4+ x—2
egyenl6tlenség.

Egy tort két esetben pozitiv. Ha mind a szamlald, mind a nevezd pozitiv, vagy ha mind a ketto
negativ.

Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket.
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H,-el jeldljiik azt a halmazt, ahol a szdmlalo | H,-vel azt a halmazt, ahol mindkettd
¢s a nevezd is pozitiv. negativ.
H; jelolje azt a | H; azahalmaz, ahol | H; az a halmaz, ahol | H; az a halmaz, ahol
halmazt, ahol a | anevezd pozitiv. a szamlalo negativ. a nevezO negativ.
szamlalo pozitiv.
Ezek metszete H; = H{ N H{'. Ezek metszete H, = H, N HY
Ezek unidja adja az értelmezési tartomanyt.

Dr=H, UH,

Kezdjik H; meghatarozéasaval.

Mivel a szamlalo €s a nevezd képe is felfelé nyilo parabola, ezek a gyokeiken kiviil pozitivak,
¢s a gyokeik kozott negativak.

Egyenlévé téve a szamlalot is és a nevezoOt is nullaval, és megoldva az egyenleteket, azt
kapjuk, hogy a szamlalé gyokei -1 és 2, a nevezd gyokei pedig -2 és 1.

A lenti abrardl leolvashatjuk, hogy
Hl = (—OO, _2) U (ZI OO)

% ' Hi

| H”,

b

| : H, = H!n H",

Térjiink ra H, meghatarozasara.

Mivel a szamlal6 és a nevezd képe is felfelé nyilod parabola, ezért gyokeik kozott negativak
(Lattuk, hogy a szamlalé gydkei -1 és 2, a nevezd gyokei pedig -2 és 1). A lenti abra alapjan
meghatarozhatd a metszet.

H, = (-1, 1.

| : H},
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: Hy=H,nH"»



Végiil, az unidt is grafikusan meghatarozva, az alabbi abrabol kapjuk, hogy

Dy = H, UH, = (—0, =2) U (=1, 1) U (2, ).

| = !{1

' 5 1”_'

6 HyUH



