3.4. Osszetett feladatok

1. feladat: irja fel az A(1,3,-2) ponton athalado, az e és f egyenesekre meréleges g egyenes
egyenletét, ha

e: X=y=12 f:-x=2z, y=3.
Adja meg a g egyenes ¢s az Xy sik metszéspontjat!
Megoldas

Az egyenes egyenletrendszerének felirdsdhoz sziikkségiink van egy pontra és egy
iranyvektorra. Egy pontja adott a keresett egyenesnek. Nézziikk meg, hogy mit tudunk
mondani a keresett egyenes egy irdnyvektorarol. Jeldlje v,, v, és v, aze, f és g egyenesek
iranyvektorait. Ha a keresett g egyenes merleges e és f egyenesekre, akkor v, L v, és
v, L v is teljesiil. Tehat egy olyan vektort keresiink, amelyik merdleges a két ismert vektorra.
A v, xv, éppen megfelel a feltételeknek, mivel az meréleges a v, ésa v, vektorokra is, azaz

legyen v, =v xv,.

Kiolvasva az egyenesek iranyvektorait:

v.=(LL1) v,=(-10,1).

i j k
v,=v,xv,=I1 1 1/=(,-2]1).
-1 0 1
Eszerint a g egyenes egyenlete:
g: XT_I Y30

Meg kell hataroznunk a most felirt egyenes és az Xy sik metszéspontjat. Ehhez irjuk fel a g
egyenes egyenletét paraméteres alakban. Ehhez a kovetkez6bdl kell elindulni:

=742t

Xx-1 y-3
1
majd valtozonként kiilon-kiilon rendezéssel a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
X—1

T:t - X=1+t

Y3 ¢ L y-3-nt
-2
Z+2=t —> z7=-2+t.
Mi az egyenesnek azt az M pontjat keressiik, amelyik rajta van az xy sikon. Az ilyen pont
koordinatai altalanosan: M (X, y,0). Mivel a harmadik koordinata 0, ezt behelyettesitve az

egyenes egyenletrendszerébe:

z=-2+t 0=-2+t t=2.



A kapott t értéket visszahelyettesitve szamoljuk a pont hianyzé koordinatait:
X=1+t X=1+2=3
y=3-2t y=3-2.-2=-1.
Tehat a keresett metszéspont:

M(3,-1,0).

2. feladat: Adottak az A(3,-1,2), B(4,1,1) és C(7,-2,5) pontok.

a) Irjuk fel az ABC haromszdg S stilypontjan atmend, a haromszog sikjara meréleges
egyenes paraméteres egyenletrendszerét!

b) Irjuk fel a haromszog sikjanak egyenletét!

¢) Adja meg a haromszog B cstcsabdl induld magassaganak hosszat!

Megoldas

a) Mivel az AB ¢s az AC vektor is a harom pontra illeszkedd sikban van, ezért vektorialis
szorzatuk merdleges lesz a sikra. Mivel az altalunk keresett egyenes is merdleges a sikra,

ezért a keresett egyenes egy iranyvektora legyen v = ABxAC .

Végezziik el a szamolast:

AB=(1,2,-1) AC=(4,-1,3)

i j kK
v=ABxAC=|l 2 -1=(5,-7,-9).
4 -1 3

Meg kell még hataroznunk a haromszog stlypontjanak koordinatait:

3+4+7 14
S, = S, =—

! 3 '3
o TlHAED 2
s _2+1+45 _8
: 3 3
S[E,_%ﬁj

37 373

A keresett egyenes:
e:x:£+5t, y:—g—7t, z:§—9t teR.
3 3 3

b) A haromszog sikjanak felirdsdhoz sziikséges a sik egy normalvektora és egy ismert
pontja.



A normalvektor merdleges a sikra, igy kihaszndlva az el6z6 feladatrészben kapott
eredményt:

n=ABxAC =(5,-7,-9).
A sik egyenletét az n normalvektor és az A pont segitségével irjuk fel:
5(x=3)-7(y+1)-9(z-2)=0

Atrendezve:
S5Xx-=7y—-9z=4.

c) A B csucsbdl induldé magassaganak hossza nem mas, mint a B csticsbol az AC oldalra
bocsatott merdleges szakasz hossza. Masképpen fogalmazva, a B cstcs és az AC
oldalegyenes tavolsaga. Ezt viszont a kovetkez6képpen lehet szdmolni:

. Jma
.

Kihasznélva az elsé részben kapott eredményeket:

ABx AC = (5,-7,-9) Hﬁxﬁuzw +(=7) +(=9)* =A/155
AC = (4,-1,3) H\A—CH = J# (1) +3 =26

> 2,44,

J155
V26

Tehat a keresett magassag hossza:

3. feladat: Tiikrozziik az A(-2,1,—1) pontotaz S: X+ Yy+2z=1 egyenletli sikra!
Megoldas
Egy pontot egy sikra ugy tlikroziink, hogy eldszor a pontbdl merdlegest allitunk a sikra,

megkeressiik a meréleges egyenes és a sik M metszéspontjat, majd kihasznaljuk, hogy ez a
metszéspont felezOpontja az eredeti pont és a tiikorkép alkotta szakasznak.



1 A

Ha egy egyenes merdleges egy sikra, akkor a sik egy normalvektora lehet az egyenes egy
iranyvektora. Hivjuk ezt az egyenest € egyenesnek, ekkor

v, =ng =(1,1,1)
Felirhatjuk a sikra merdleges, az A ponton atmend e egyenes egyenletét:
e: x=-2+t, y=1+t, z=-1+t teR
Az M metszéspont meghatarozasdhoz helyettesitsilk be az e egyenes egyenletét az S sik
egyenletébe:

2+t+1+t-1+t=1 —» -2+3t=1 — t=1
azaz
M (-12,0).
Kihasznalva, hogy M felez6pont és a tiikorkép pontot A'(X,y,z) modon jeldlve, a
felez6pontra vonatkozo6 dsszefliggés alapjan:

=2 xeo
2

2__1+y - y=3
2

0:—1+z 1
2

A keresett tiikorkép:

A'(0,3,1).

4. feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,3,5) ponton és
illeszkedik az y tengelyre!

Megoldas

A sik megadédsahoz sziikségiink van egy pontra ¢€s egy normalvektorra. A pont adott, a
normalvektort kell meghataroznunk. Ha a sik illeszkedik egy egyenesre, akkor a sik egy
normalvektora merdleges lesz az egyenesre, €s igy az egyenes egy iranyvektorara is. Tehat
olyan n normalvektort keresiink, amely merbleges az y tengely v, =j=(0,1,0)

iranyvektorara.

Masrészt, ha megadnank egy Q pontot az y tengelyen, akkor a QP vektor illeszkedik a sikra,
tehat merdleges az n normdlvektorra. Adjunk meg egy pontot az y tengelyrdl! A



legegyszeriibb az origo, azaz Q(0,0,0) . Ekkor 65 =(2,3,5). Tehat keresiink egy 65 es v,

vektorokra merdleges vektort. A feltételnek megfelel a vektorialis szorzata. Ezért legyen

i j ok
n=QPxv, =2 3 5|=(-5,0,2).
010

Az S sik egyenlete:
S: —-5(x=2)+0(y-3)+2(z-5)=0.
Rendezéssel a kovetkezd egyenlethez jutunk:

—5x+22=0.

5. feladat: Mekkora teriileti haromszoget metszenek ki a koordinatasikok az
S: 2x—-y+3z =06 egyenletii sikbol?

Megoldas

Hatéarozzuk meg eldszor a kimetszett haromszog csticspontjainak koordinatait.

A

O

v

Az X tengelyre esd A cstcspontrol tudjuk, hogy a masodik és harmadik koordinétdja O,
azaz Y =17=0. A sik egyenlete alapjan, akkor x=3.

Az y tengelyen 1év6 B csucspontnal X =z =0, behelyettesitve a sik egyenletébe: y=—6.
A z tengelyen 1év6 C csucspont koordinatai, ha X=y =0, akkor z=2.

Tehat a csticspontok:
A(3,0,0) B(0,-6,0) C(0,0,2).

Vélasszuk ki az egyik pontot, példaul A-t. Inditsunk vektorokat A-bdl a haromszog masik
két csucsaba. A megadott két vektor kifesziti a hdromszdget és teriilete pedig

t= %HE X A—CH .
Végezziik el a szamolast!

AB =(-3,-6,0) AC =(-3,0,2)



i j k
ABxAC =|-3 -6 0|=(-12,6,-18)
3 0 2

t=%”ﬁxﬁ”=%dl44+36+324 =126 .

6. feladat: Adott az ABCD tetraéder, ahol A(4,7,6), B(0,1,-2), C(-1,5,3) és D(4,-5,2).
a) Hatarozzuk meg a tetraéder ABC és BCD oldallapjai altal bezart szogét!

b) Hatarozzuk meg az ABCD tetraéderben az ABC oldallap és az AD oldalegyenes altal
bezart szoget!

Megoldas

a) Két sik hajlasszoge megadhato, ha ismerjiik a sikok normalvektorainak hajlasszogét,
tehat nem kell a sikok egyenletét felirni, elég a normalvektort ismerni. Ezért allitsuk
eld a feladatban szerepl6 sikok egy-egy normalvektorat.

Az ABC oldallap norméalvektora egy olyan vektor lehet, amely merdleges az ABC
sikra. Az adatokbol ismerhetiink két olyan vektort, amely benne van az emlitett

sikban, ezek az AB ¢és AC vektorok. A keresett normalvektor mindkét vektorra
merdleges, tehat adodik, hogy valasszuk normalvektornak az n . = ABxAC .

Adatokkal:
AB =(-4,-6,-8) AC =(-5,-2,-3),
i i k
Nye=ABxAC=|4 -6 -8=(2,28-22),
-5 -2 -3

N e =427 +287 +(-22)° = 2318

Hasonlé megfontolasok alapjan a BCD oldallap egy normalvektora pedig legyen

Ngep = BDxBC.
Adatokkal:
BD=(4-6,4) BC=(-14.5)
i j ok
Ngep =BDxBC=|4 -6 4|=(-46,-24,10)
-1 4 5
Ngep = \/(_46)2 + (—24)2 +10% =2/698 .
Ekkor:
cosg = <nABC’nBCD> _2:(-46)+28-(-24)+(=22)-10 _
”nABCHHHBCD” 2+/318 -2+/698
-984

= p~121,48°

44221964



b)

Mivel 90° < ¢, ezért a két sik hajlasszoge:
a=180"—p~180"—121,48" ~ 58,52°.

A hajlassz6g meghatarozéasédhoz elegendd ismerni az ABC oldallap egy normalvektorat és
az AD oldalegyenes egy iranyvektorat. Haszndljuk fel, hogy az el6zd részben mar
meghataroztuk az ABC oldallap egy normalvektorat:

n,,. = ABxAC =(2,28,-22)
Az AD oldalegyenes egy irdnyvektora lehetne az:
AD = (0,—12,-4).

Ekkor a keresett szog:

0S¢ = <§’“ABC> 0-2+(—12)-28+(-4)-(-22)
A5

Inme] V02 +(=12)2 +(—4)? 22 + 28 +(-22)? B

—248

T 4102318

Mivel 90° < ¢, ezért a keresett hajlasszog:

~-0,5497 ¢ ~123,35°.

a=p-90"~123,35" -90° ~ 33,35°.



