2.3. Vektorok vektorialis szorzata
Emlékeztetd az 1. leckébol:

Definicié: Adott a és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges
a-ra és b-re, hossza ||a x b|| = ||a]|||b]| sin¢ , ahol ¢ az a és b vektorok altal bezart szog, és
a, b, a x b ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok esetén a vektorialis szorzatuk akkor és csak akkor
nullvektor, ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az

”a X b” pOZitiV Val(')S SZéIIIl.
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Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszog teriilete éppen az

pozitiv valos szam.
A vektorialis szorzat szamolasa koordinatakkal

Tétel: Legyen a = (a4, a,, as) és b = (by, by, b3). Ekkor

i j k
axb = (ay,a,,a3) x (by,by,b3) =|a; a; as|=
by b, bs
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1. feladat: Szamitsa ki az a x b értéket, haa = (2,1,—1) és b = (—1,0,2)!

Megoldas
i j ok
axb=|2 1 -1=[1-2=(-1)-0]i—[2-2=(-D)-(-D]j+[2-0-1-(-1) ]k =2i -3j+k.
-1 0 2
Tehat:

axb=(2,-3,1).



2. feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma teriiletét és C csucsanak koordinatait,
ha A(1,1,0), B(-1,0,3) és D(1,4,1)!

Megoldas

A paralelogrammat 1ényegében az AB és AD vektorok feszitik ki. Tudott Osszefligges,
hogy ebben az esetben a paralelogramma tertilete:

T= Hﬁxﬁ”
Allitsuk el6 ezeket a vektorokat, ha a csucsokba mutatd helyvektorokat rendre a, b és d
vektorokkal jeloljiik.

AB=b-a=(-2,-1,3) AD=d-a=(0,3,1)
Ekkor:
]
ABxAD=[-2 -1 3|=[(-1):1-3-3]i-[(-2)-1-3-0]j+[(-2)-3-1-0]k =
0 3 1
=—-10i +2j—6k

1= HEXEH = |-10i +2j - 6k]| = /(-10)* +2? +(=6)* =+/140.

A C cstces koordinatdinak meghatarozasanal hasznaljuk ki azt, hogy a paralelogramma 4tl6i
felezik egymast. Ez a kozos felezOpont a paralelogramma kozéppontja, jeloljiik K-val.
K felezOpontja a BD atlonak ezért:
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azaz

K(0,2,2).

Mivel K az AC atlonak is felezépontja, ezért:
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0 5 c, =-1
2:12% =3
=Y ;C3 =4,
Tehat a keresett C csucs:
C(-1,3,4).

3. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszog A cstcsabol induldé magassagvonalanak
hosszat, ha A(3,-3,4), B(-1,2,4) és C(-1,6,1)!



Megoldas
Készitsiink abrat.

A

A megoldas soran hasznaljuk ki, hogy a haromszog teriiletét kétféleképpen is ki tudjuk
szamolni:

T
2
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ahol a szokasos jelolést megtartva azuﬁ , m, pedig az A cstcsbol induld magassag.

Mivel a kétféleképpen felirt teriilet megegyezik, ezért:
31A8=AC| = Bc|m.
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Allitsuk el6 a szamolashoz sziikséges vektorokat.

AB =(-4,5,0) AC =(-4,9,-3) BC =(0,4,-3)

i j ok
ABXAC=|-4 5 0|=[5:(=3)-0-9]i—[(-4)(-3)-0-(-D)]j+[(-4)-9-5-(-4) ]k =
4 9 -3

= —15i-12j-16k

[ABxAC| JCisy+ciprciof 2

m = "l -5,
HBCH 02 +42 1 (=3) 5
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Vektorok vegyesszorzata
Emlékezteto az 1. leckébdl:

A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszamitasdnal mindkét vektorszorzas
miveletre sziikségiink lesz.



Definicio: Adott a, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abc = (ax b, c) valos
szamot értjik.

Tétel: Az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor egysikuak, ha abc=0. Ha a vegyesszorzat
nem nulla, akkor annak abszolut értéke az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon
V), térfogatat adja:

Vy=|abc|.
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Az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett tetra¢der V; térfogata:

__labc|
Vi = 6

4. feladat: Hatarozzuk meg az abc értékét, ha a=(2,-4,3), b=(1,-1,5) és c=(-2,3,1).
Egysikuak-e ezek a vektorok?

Megoldas

Tudjuk, hogy abc = (a x b, ¢). El6szor az axb vektort szamoljuk ki.

i j kK
axb=]2 -4 3|=[(-4)-5-3-(-D]i-[2-5-3-1]j+[2-(-D—(-4)-1]k =
1 -1 5

=-171-7j+2k.
A most kapott vektort skalarisan szorozzuk c-vel:
abc=(axb,c)=((-17,-7,2),(-2,3,1)) = (=17)-(-2) + (-7)-3+2-1=15.
Mivel a vegyesszorzat nem lett nulla, ezért ezek a vektorok nem egysiktak.
5. feladat: Hatarozzuk meg az a=(4,1,1), b=(2,1,3) és c=(-1,2,-5) vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat!
Megoldas
Tudjuk, hogy a V = |abC

, azaz ki kell szdmolni a harom vektorok vegyesszorzatat, majd az

eredmény abszolut értékét kell venni. A szamolast most is két 1épésben fogjuk elvégezni.



aXb: :2|—10j+2k
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abc=(axb,c)=((2,-10,2),(-1,2,-5)) =-32.
Ebbdl a keresett térfogat:
V =|-32|=32.
6. feladat: Egysikuak-e az alabbi pontok: A(1,—1,0), B(0,1,-1), C(2,0,-2) és D(1,1,-2)?
Megoldés

Ha a négy pont egy sikban van, akkor az egyik pontbol a masik harom pontba iranyitott
vektor is egy kozos sikban van. Ez az allitas forditva is igaz. Ha kivalasztjuk az A pontot, és

képezziik az E, AC és AD vektorokat, akkor ha ezen vektorok vegyesszorzata nulla
értéket ad, akkor a vektorok egysikuak, de ekkor a pontok is olyanok.

AB=(-1,2,-1) AC=(1,1,-2) AD=(0,2,-2).
Képezziik az
ABACAD = <ﬁ xA—C,ﬁ>

vegyesszorzatot. Ezt most is két Iépésben fogjuk szdmolni.

i j k
ABxAC =|-1 2 -1|=-3i-3j-3k
1 1 -2

ABACAD = <K§ x KE,K6> =((-3,-3,-3),(0,2,-2)) =0.

Mivel a harom vektor vegyesszorzata nulla, ezért a harom vektor egysika. Ez viszont csak
ugy lehetséges, ha az eredeti négy pont is egysik.

7. feladat: Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha A(1,—1,0), B(-6,0,-1), C(-2,-4,1)
és D(-2,-4,-3)?

Megoldas

Tudjuk, hogy a tetraéder térfogata vegyesszorzat segitségével szamolhatd, ha rendelkeziink
egy kozos csticsbol induld harom élvektorral. Ennek érdekében valasszuk ki az A cstcsot, €s
hatarozzuk meg a tobbi csucsba mutatd élvektort.

AB=(-7,1,-1) AC =(-3,-3,1) AD =(-3,-3,-3)
Képezziik eldszor az
ABACAD = <K|§ x AC, K6>
vegyesszorzatot. Ezt most 1s két Iépésben fogjuk szamolni.
I J k
ABxAC=|-7 1 —1=-2i+10j+24k
-3 3 1



ABACAD = <E§ x E,E> = ((-2,10,24),(-3,-3,-3)) = 9.
Innen a tetraéder térfogata:

=16.

[ABACAD| |94
V, = =
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