Elméleti 6sszefoglald:

Tétel: Minden o #1 valos szdm esetén

j fe(x)- f'(x)dx = )

a+1
Bizonyités: A tételt az integralas eredményének derivalasaval igazoljuk. Ekozben

felhasznaljuk az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalyat, amikor az f“*'(x) fiiggvényt
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derivaljuk. Ekkor a kiils6 fliggvény X“*, a bels6 fiiggvény pedig f(X).
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A tételt szovegben is megfogalmazhatjuk a feladatokban val6 alkalmazashoz. Ha olyan
szorzatot kell integralnunk, melynek egyik tényezdje egy fliggvény hatvanya (a kitevo = —1),
masik tényezdje pedig a hatvanyozott fliggvény derivaltja, akkor az integralas eredményében
eggyel alacsonyabb hatvanyra emeljiik a fiiggvényt, és osztunk az uj kitevdvel.

Kidolgozott feladatok:

6. feladat: j(x2 +5)6 -2xdx

Megoldas: Az integrandusban most azt ismerhetjiik fel, hogy egy fiiggveny hatvanya all
benne megszorozva a hatvanyozott fiiggvény derivaltjaval. Ugy is mondhatjuk, hogy az

integrandus f“(X)- f'(x) tipust. Alkalmazhatjuk a most megismert szabalyt.

Ebben a feladatban nyilvan f(X)= x> +5 az a fiiggvény, aminek a hatvanya szerepel, s

mellette ott all szorzoként a derivaltja, hiszen (X2 +5 ) =2X.

A szabaly azt mondja ki, hogy ilyen esetben a fiiggény 1-gyel magasabb kitevdjii hatvanya
lesz az integral, elosztva ezen 1-gyel nagyobb kitevével. Igy az alabbi eredményt kapjuk:

J‘(x2 +5)6 -2xdx:.|'(x2 +5)6 -(x2 +5)'dx:M

Lathatd, hogy a megoldas soran nem volt sziikség az integrandus hosszas atalakitasara. Az
volt a fontos, hogy felismerjiik, az integrandus tipusat. Erre akkor van csak esélylink, ha
rendelkeziink az alapderivaltak biztos ismeretével.
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7. feladat: I(x2 —1)3xdx

Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasanak mintajara azt mondhatjuk, hogy legyen
f (X) = x> —1, hiszen ennek a fiiggvénynek hatvanya szerepel az integrandusban. A gondot az

okozza, hogy ennek derivaltj a(x2 - 1) = 2X, és nem pontosan ez szerepel a fliggvény

hatvanya mellett szorzoként, hanem csak X . Ezen azonban segithetiink, ha az integrandust
szorozzuk is, és osztjuk is 2 -vel. Igy elérjiik, hogy a fliggvény hatvanya mellett a
hatvanyozott fliggvény derivaltja alljon.



x* —1)3 2X

J'(x2 —1)3xdx = J'(de =

Mivel konstans szorz6 kiemelhetd az integralbdl, ezért a 2 -vel osztés helyett célszerlibb 3

del szorzést irni az integral elé. Igy az integrandus egyértelmtien f“(x)- f'(X) tipusi.

j@dx =%J‘(x2 —1)32xdx :%I(x2 —1)3 -(x2 —1)’ dx

Alkalmazzuk a fent megismert szabalyt.
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A megoldasbol lathato, hogy ha az integrandus egyik tényezdje egy fliggvény hatvanya, a
masik pedig ezen hatvadnyozott fliggvény derivaltjdnak szdm szorosa, akkor kialakithato az
f*(x)- f'(x) tipusu integrandus. Ilyenkor megfelelé konstanssal szorzunk is és osztunk is,
hogy a hatvanyozott fliggvény derivaltja jelenjen meg. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ilyet
csak akkor tehetiink, ha a hatvanyozott fiiggvény derivaltjatol csak konstans szorzo erejéig tér
el a tényezd. Ha nem konstans szorzo az eltérés, akkor a fiiggvény nem integralhato ilyen
modon.

8. feladat: I%/cos X -sin Xdx

Megoldas: Az el6z6 két feladatban egyértelmiien lathato volt egy fiiggvény hatvanya, most
ehhez egy kicsit alakitanunk kell az integranduson. A gyok helyett irjunk tortkitevOs hatvanyt.

1
j%/cos X -sin xdx = j(cos X)? -sin X dx

gy mar megvan, hogy a cos x fiiggvény hatvanya szerepel az integrandusban egyik
tényezoként. Mellette sin X all, ami csak egy eldjelben kiilonbozik a cos X derivaltjatol,
hiszen (cos X)' = —sin X . Erjiik el, hogy megjelenjen a negativ eléjel az integrandusban. Ha két

negativ eldjelet is kitesziink, akkor mintha nem is tettiink volna semmit. Az egyiket tegyiik ki
az integral elé, a masikat pedig beliil a sin X -hez. Igy elérjiik, hogy a hatvanyozott fiiggvény

derivéltja alljon az integrandusban.
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J.(cos X)3 - sin xdx = —J.(cos X)3 - (—sin X)dx = —_[(cos X)3 - (cos X)"dx
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Ezutan mar alkalmazhato6 az I f*(x)- f'(x)dx = f—(lx) +C szabaly, s az alabbi eredményt
+
kapjuk:
4
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—,[(cos X)3 - (cos X) dx = —@4‘ c= —%(cos X)3 +cC.
3
9. feladat: [ gx
ch’x



Megoldéas: Ebben a feladatban sem nyilvanvald, hogy fliggvény hatvanya szerepel, ezért
alakitunk az integranduson. A tort helyett most irjunk negativ kitevds hatvannyal valo
szorzast.

j shx dx I(chx) -sh xdx

Mar csak annyit kell észrevenni, hogy (chx)’ =shx, tehat a masodik tényezében a
hatvanyozott fliggvény derivaltja all.
j (chx)™ -shxdx = j (chx)™ - (chx)'dx
Alkalmazva a megfeleld szabalyt, a kdvetkezd eredményt kapjuk:
(chx)™ -1
+c= ~+C
-2 2(chx)

J'(chx) (chx)'dx =

10. feladat: | ! dx

(1+ Xz)-arctgzx

Megoldéas: Tudjuk, hogy (arctgx)' =7 ! - . Ezért célszerlinek latszik két tort szorzatara
+ X

bontani az integrandust, majd negativ kitevds hatvanyt irni. gy jol lathatova tehetjiik, hogy az
integrandus f“(x)- f'(x) tipust.
1 1 1

J-(1+XZ)-:clrctgzxdxz 1+x2).arctg2XdX:

= I (arctg X) 2 dx = I(arctg X) 7 - (arctgX)'dx

Alkalmazzuk az f“(x)- f'(x) tipusu fiiggvényekre vonatkozo integralasi szabalyt.

(arctg x)™ fee -1 ‘e
arctg X

J-(arctg X)~ - (arctgX)'dx =
11. feladat: jhlidx
X

. . 1 : .
Megoldéas: Tudjuk, hogy (In X)" = —, ezért célszerii a tortet szorzatta bontani. Még annyit kell
X

felismerniink, hogy a In X -et is tekinthetjiik egy fiiggvény hatvanyanak, hiszen (ln X)1 -6l van

520, csak az 1-et nem irtuk ki a kitevében. Igy jol lathatova valik, hogy az integrandus
f*(x)- f'(x) tipusu fiiggvény.

J‘ln_xd — J‘ln X -ldx = J‘(ln X)" - (In x)'dx
X

Alkalmazva a megfeleld integralasi modszert, a kovetkezd eredményt kapjuk:

2
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J‘(ln X)'-(In x)'dx = _Eln2 X+C.




