Elméleti osszefoglalo

A hatarértékek pontos megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a kétoldali és a bal, illetve jobb
oldali pontozott kornyezetek fogalmara. Ezekben a definiciokban o alatt mindig egy pici
pozitiv szdmot kell érteni.

Definicio: Legyen 8> 0. Az a € R valds szam & sugari kornyezete az (a—35,a+38) nyilt

intervallum.
Ennek tehat az a szam eleme, éppen az intervallum kozepe. Egy x szdm pontosan akkor eleme

a 0 sugaru kornyezetnek, ha |x — a| <9d.

Definicio: Legyen 0 > 0. Az a € R valds szam J sugaru pontozott kornyezete az
(a—8,a+8)\{a} =(a—8,a)U(a,a+3) nyilt halmaz.

A § sugaru pontozott kornyezete kdrnyezetet tehat ugy kapjuk, hogy a 6 sugart kornyezetbdl
elhagyjuk az a szdmot, igy az szétbomlik két, a bal és jobb oldalan 1évd intervallum unidjara.
Egy x szam pontosan akkor eleme a & sugari pontozott kérnyezetnek, ha 0 < |x - a| <3d.

Definicio: Legyen 6 > 0. Az a € R valds szam bal oldali d sugaru pontozott kornyezete az
(a—8,a) nyilt intervallum, jobb oldali5 sugari pontozott kérnyezete az (a,a+3) nyilt

intervallum.

Definicié: A —oo pontozott kornyezetei a (—oo,a) tipust nyilt intervallumok, a co pontozott

kornyezetei az (a, oo) nyilt intervallumok.

Ezutan mar megfogalmazhatd a hatarérték definicioja.

Definicio: Az f fliggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen L € R, ha minden € >0
szamhoz van olyan & >0 szdm, hogy a-nak & sugaru pontozott kornyezete része D, -nek, és

0<|x—a|<3desetén [f(x)—L|<e.Ezt limf(x) =L fogja jeldlni.
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A fenti abra az el6z6 definicié geometriai szemléltetése. Ez a definicid pontosan azt fejezi ki,
hogy f(x) tetszélegesen kozel lesz L-hez, ha x mar elég kozel van a-hoz.



Definicio: Az f fliggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen L € R, ha minden € >0
szamhoz van olyan o >0 szdm, hogy a-nak 0 sugaru jobb oldali pontozott kérnyezete része

D, -nek, és 0 <|x —a|=x—a<desetén |f(x)—L|<e. Ezt lim f(x)=L fogja jeldlni.

Definicio: Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen L € R, ha minden £ >0
szdmhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak o sugart bal oldali pontozott kornyezete része

D, -nek, és 0 <|x—a|=—(x—a)<Jesetén |f(x)—L|<e.Ezt lim f(x) =L fogja jeldIni.

A kovetkez0 hat definici6 a véges helyen vett végtelen hatarértékekrdl szol.

Definicio: Az f fliggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szadm, hogy a-nak 6 sugaru pontozott kornyezete része D, -

nek, és 0 < |X —a| <desetén f(x)>M. Ezt limf(x) = oo fogja jeldlni.

Definicio: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetsz6legesen nagy
M >0 szamhoz van olyan 6 >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott jobb oldali kornyezete

része D, -nek, és 0 <|x —a|=x—a<3§esetén f(x)>M. Ezt lim f(x) = oo fogja jeldlni.

Definicio: Az f fliggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetszdlegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan 6 >0 szam, hogy a-nak 0 sugaru pontozott bal oldali kdrnyezete
része D, -nek, és 0 <|x—a|=—(x—a)<desetén f(x)>M.Ezt lim f(x) = oo fogja jeldlni.

Definicio: Az f fliggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen —oo, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szadm, hogy a-nak 6 sugaru pontozott kornyezete része D, -

nek, és 0 < |X - a| <desetén f(x)<—M. Ezt limf(x) = —oo fogja jeldlni.

Definicio: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen —oo, ha tetszélegesen
nagy M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak 6 sugart pontozott jobb oldali

kornyezete része D -nek, és 0 < |x - a| =x—a<desetén f(x)<—-M. Ezt lim f(x) = —oo fogja
jelolni.

Definicio: Az f fliggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen —o, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan 6 >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott bal oldali kdrnyezete

része D;-nek, és 0 <|x—a|=—(x—a)<8esetén f(x)<-M.Ezt lim f(x)=—oo fogja jeldIni.

A kovetkezd két definicid a végtelenben vett véges hatarértékrol szol.

Definicio: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszéleges
¢ >0szamhoz van olyan a >0 szam, hogy (a,%) =D, és x >aesetén |f(x)—L|<e. Ennek

jele imf(x)=L.



Definicié: Az f fliggvény —oo -ben vett hatarértéke az L € R szdm, ha tetszéleges
€ > 0 szamhoz van olyan a >0 szam, hogy (—oo, —a) c D; és x <—aesetén |f(x) - L| <e.

Ennek jele lim f(x)=L.
Végiil hatra van még a négy végtelenben vett végtelen hatarérték.
Definicio: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van

olyan a >0 szam, hogy (a,0) =D, és x >aesetén f(x)>M . Ennek jele limf(x)=oco.

Definicié: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke a —co, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (a,oo) c D;és x >aesetén f(x) <—M. Ennek jele lim f(x) =—o.

Definicio: Az f fliggvény —oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (—o,—a) < D, és x <—aesetén f(x)>M. Ennek jele lim f(x)=o0.

Definicié: Az f fliggvény —oo -ben vett hatarértéke a —oo, ha tetszéleges M > 0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (—oo, —a) c D;és x <—aesetén f(x) <—M. Ennek jele

lim f(x)=—.

X—>—0

Az alabbi abrarol leolvashat6 az abrazolt fliggvény esetén az imént definialt 15 fajta
hatarérték koziil hat. Melyik hat, és mennyi azok értéke?
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A tovabbiakban persze az lesz a célunk, hogy minél tobb fliggvény mindenféle hatarértékét ki
tudjuk szamitani. Ehhez, mint majd latni fogjuk az elemi fiiggvények hatarértékeit, a
hatarértékekrol szolo tételeket és néhany nevezetes limeszt fogunk felhaszndlni. Kezdjiik a
hatarérték tételekkel.

Egy bonyolult fliggvény az elemi fiiggvényekbdl épiil fel a fliggvénymiiveletek segitségével.
Ezért fontos kideriteni, hogy mi a kapcsolat a fiiggvénymiiveletek és a hatarérték kozott.
Ezeket a tételeket hivjuk hatarértéktételeknek.

A véges hatarértékekre, tehat amikor a hatarértékek értéke véges, érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegyiik fel, hogy limf(x)=L ¢és limg(x)=M.Itt LMeR,é a aza, a+, a—,

o, —oo szimbolumok egyike. Ekkor

a) lim(f(x)+g(x))=L+M,



b) lim (F(x)2(x)) = LM,

c) lim(cf (x)) =cL, minden c¢ € R konstansra,

d) lim (@j = L , feltéve, hogy M #0.
X—>a g(X) M

Ha az el6fordul6 hatarértékek kozott végtelen is van, joval bonyolultabb a helyzet.
Bevezetiink egy jeldlést, amely segitségével, persze kicsit pontatlanul, ezek a tételek tomoren
Osszefoglalhatok. (A comostandig a plusz végtelent jelentette, igy lesz ez a tovabbiakban is,
de az alabbi tételekben a hangstly kedvéért kiirjuk a + jelet.) A

[oo] [ oo| =[]

jelsorozat azt fogja jeldlni, hogy ha egy fliggvénynek valamelyik, (véges helyen vett kétoldali
vagy egyoldali, valamelyik végtelenben vett) hatarértéke +oo, egy masik fiiggvénynek
ugyanott, ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo, akkor a szorzatuknak, szintén ugyanott,
ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo. Az aldbbi formuldkban A € R, és ha A a nevezdben all,
akkor A #0.

|—oo| + | oo] = [ e0],
[-to0] —| 00| = |+<0],
|o0] —|too] = |=c0],

|+00] - [400] = [ +o0],

|=o0] | oo] = [ 0],

[+oo] | oo] =[],

=[] =0,

[+o0| +[A] =[40] , ha A >0,

[o0] < [A] = [F0], ha A <0.

+ = , (anevezd a pozitiv szamokon keresztiil tart nullahoz),
+ = , (anevezd a negativ szamokon keresztiil tart nullahoz).

A hatarérték segitségével megfogalmazhat6 a fliggvények egy nagyon eldnyos tulajdonsaga.

Definicio: Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmazza az a szdm egy
nyilt kornyezetét. Ekkor f folytonos a -ban, ha limf(x) =f(a).



Definicio: Tegylik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy
[a, a+ 8) szerkezetli intervallumot valamilyen & > 0-ra. Ekkor f jobbrol folytonos a -ban, ha

lim £(x) = f(a).

Definicio: Tegylik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy
(a -9, a] szerkezetli intervallumot valamilyen & > 0-ra. Ekkor f balrél folytonos a -ban, ha

lim £(x) = f(a).

Tétel: Ha pontosan akkor folytonos a -ban, ha balrol is és jobbrol is folytonos a -ban.
Sokszor nagyon hasznos az alabbi tétel.

Tétel: Ha a g fliggvény folytonos L-ben, és limf(x) =L, akkorlimg(f(x))=g(L) . Itta
helyett allhat a + vagy a — is.

Kiilonosen hasznos, ha egy fiiggvény egy intervallum minden pontjaban, a végpontokban a
megfeleld oldalrol, folytonos, plane, ha az egész értelmezési tartomanyan folytonos.

Szinte az Osszes elemi fliggvény az egész értelmezési tartomanyan folytonos, a végpontokban
legalabb valamelyik oldalrol. Sét, a fiiggvénymiiveletek altalaban nem rontjak el a
folytonossagot, pontosabban érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az f és a g fiiggvények folytonosak a-ban. Ekkor

a) az f £ g fiiggvény is folytonos a-ban,
b) az fg fiiggvény is folytonos a-ban,
c) a cf fiiggvény is folytonos a-ban tetszdleges c € R esetén,

d) az f fliggvény is folytonos a-ban, ha g(a)#0.
g

Tétel: Ha az f fliggvény folytonos a-ban, a g fliggvény folytonos f(a) -ban, akkor a
gof Osszetett fliggvény is folytonos a-ban.

A folytonos fiiggvények egy, szemléletesen magatol értetddd, tulajdonsagat fogalmazza meg
a kovetkez6 kozépértéktétel.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az [a, b] zart intervallum minden pontjaban,
a végpontokban a megfeleld oldalrol. Legyen az M szam f(a) és f(b) kozott egy tetszéleges
érték, azaz f(a) <M <f(b). Ekkor van legalabb egy ¢ [a,b] szam, ugy, hogy f(c)=M.

Mas szdval egy folytonos fiiggvény két értéke kdzott minden értéket felvesz, a grafikonja
megszakitas nélkiil 6sszekéti az (a,f(a)) koordinataji pontot a (b, f(b)) ponttal. A fenti tételt

szemlélteti az alabbi abra.
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Ismertetiink két nevezetes trigonometrikus hatarértéket.

Tétel:
a) lim 22X 1,
x>0 x
1=
b) lim— % _ g,
x—0 X

A legtobb fliggvény, amivel taldlkozni fogunk olyan lesz, amelynek az értelmezési
tartomanya véges vagy végtelen hosszu intervallumok diszjunkt unidja. Mivel az értelmezési
tartomany belsd pontjaban ezek a fiiggvények folytonosak, csak az értelmezési tartomany
sz¢€lein felvett hatarértékek az érdekesek.

A limesz kiszamolasakor most is, hasonloan a szamsorozatokhoz, a
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0

o0’
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hatarozatlan alakok jelentenek gondot. Ki fog deriilni, hogy ezek nagyrészt ugyanolyan
atalakitasokkal kezelhetok, mint amilyeneket a szdmsorozatoknal lattunk.

Kiilon vizsgalatot igényel az ° tipusu limesz is.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Tekintsiik az f(x) = 2 !

fliggvényt, és szamoljuk ki az 6sszes, nem trivialis
hatarértékét.

Megoldas: Mostantol nem trividlis hatarérték alatt olyan hatarértéket értiink, amelyet nem
lehet kdzvetlentil behelyettesitéssel kiszamolni. E16szor is megallapitjuk, hogy a fliggvényiink

értelmezési tartoménya a D = (—o0,2)U(2,0) halmaz. Ez két végtelen hosszu intervallum

unidja. Két darabbdl all, igy négy ,,széle” van, és minden pontja belsd pont, a D, egy nyilt



halmaz. Azt is latjuk, hogy az lelemi fliggvény linearis transzformaltjaval van dolgunk. fgy f
X

mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van. Ezek miatt csak az alabbi limeszek az érdekesek:

lim f(x), lirgl f(x), lirgl f(x), lim f(x).
Minden mas hatarérték a helyettesitési érték, példaul liI(I)l f(x)= 1 12 0 = %

Ha a vizsgalt fiiggvényrdl jo dbrat tudunk késziteni, az a hatarértékek leolvasasat lehetdve
teszi. De fiiggvények linearis transzformaltjanak abrazolasat mar ismerjiik. Ehhez érdemes

elvégezni a kdvetkezd atalakitast: f(x) = —%% . Ezt felhasznalva az alabbi abra mutatja a

fliggvénylink grafikonjat.

Errél mar konnyen leolvassuk a kérdéses limeszeket. Mindegyiket a mar bemutatott kis
numerikus probéaval érdemes demonstralni. Tehat

a) lim ! =0, b) lim =, ¢)lim =—o0, d)lim =0.
xo>—o 4 —2x x>2-4 —2x x22+ 4 —2x x4 —2x

1 . e
2. feladat: Hatarozzuk meg az f(x)=— fiiggvény minden nem trividlis hatarértékeét.
e

Megoldas: Most a fiiggvényiink az e* elemi fliiggvény reciproka. Az e¢* abraja az alabbi:
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Errdl is latjuk, hogy e*soha nem nulla, ezért f mindeniitt értelmezett: D, =R = (—oo, oo) , ami

egyetlen darabbdl all6 nyilt halmaz, két széle van, a —o és a . Csak az itt felvett
hatarértékek a nem trividlis limeszek, hiszen f mindeniitt folytonos.

.1 . : : : .
a) lim — =o0, hiszen €” abrajarol latjuk, hogy lim e* =0, rdadasul a nulldhoz a pozitiv

X—>—00 e

, - o x ‘ .1 —
szamokon keresztiil kozeledik €”, ha x tart —oo-be. Igy az lim — hatéarértékben az egyet
X—>-0 @
egyre kisebb pozitiv szdmmal osztjuk, ezért plusz végtelen ez a limesz. (A keretezett
képleteket tartalmazo6 tétel utolsé eldtti sora.)

b) lirnix =0, hiszen e” abrajarol latjuk, hogy lime* =0, ésigya lim LX hatarérték 0. (A
X—>0 e X—>00 X—>—00 e

keretezett képleteket tartalmaz6 tétel alulrdl 6tédik sora.)

1
3. feladat: Szamoljuk ki az f(x) = e* fliggvény minden nem trivialis hatarértékét.

Megoldas: Fiiggvényiink egyediil a nullaban nincs értelmezve, az értelmezési tartomany a
D, = (—oo, 0) ) (0,00) két darabbol all6 nyilt halmaz, aminek négy széle van. Mivel f

mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van, csak ez a négy limesz a kérdéses.
Az f fiiggvény az —elemi fliggvénynek, mint bels6 fiiggvénynek, és az e* szintén elemi
X

figgvénynek, mint kiilsé fliggvénynek a kompozicidja. Ezek abrdja van az aldbbi dbran.



1
a) Kezdjiink a lim e* limesszel. Az 1 bal oldalon 1év0 abréjardl latszik, hogy ha x tart —oo -

X—>—00 X

be, akkor 1 a negativ szamokon keresztiil tart nullaba. A jobb oldali abrardl leolvashato, hogy
X

ha az exponencialis fliiggvény argumentuma balrél kdzeledik nulldhoz, akkor e* egyhez tart,
1
(az mar nem fontos, hogy alulrél). Ezek miatt lim e* =1.

X—>—%0
1

b) A lim e* limesz esetén a gondolatmenet a kdvetkezd: ha x tart nulldba a negativ

x—0-

szamokon keresztiil, akkor — a —oo-be tart. Ha az exponencialis fliggvény argumentuma
X
1

—oo -be tart, akkor e* tart nullahoz, igy lim er =0.

x—0—

1
T . e " . 1
c) A lim e* limesz esetén, ha x a pozitiv szdmokon keresztiil nullaba tart, akkor — a oo -be

x—0+ X

tart. Ha pedig az exponencialis fliggvény argumentuma oo -be tart, akkor e* is tart o« -be,
1

ezért lim e* = 0.
x—0+

1
e Tmesog s . : 1 P
d) Végiil a lim e* hatarérték esetén, amennyiben x -tart o -be, akkor —a pozitiv szamokon

X—»00 X

keresztiil tart nulldba. Ha az exponencidlis fiiggvény argumentuma jobbrol kézeledik
1

nulldhoz, akkor e*egyhez tart. Ezért lime* =1.

X—>0



4. feladat: Szamoljuk ki a lim (—2X3 +X7+3x+ 2) limeszt.

Megoldas: Ez egy hatarozatlan alaku limesz, mert a polinomunk kdzépsé két tagja ellenkezd
elgjelll végtelenbe tart. Ugyanugy, mint sorozatok esetén, a legnagyobb kitevdjli x hatvany
kiemelése a megoldas kulcsa.

lim (—ZX3 +x% +3x +2) = lim (x3 (—2+l+i+in =

X—>—00 X—>—00 X X2 X3

:Xlirgo(x3)-xlirgo(—2+l+%+%j

X X X
A szorzat elsé tényezdjében allo limesz —oo, a masodik tényezdben 1évd -2, ezért (mivel

tudjuk, hogy[—oo]-[-2] =[e0])

lim (—2X3+X2+3X+2)=OO.

Konnyen végiggondolhatjuk, hogy minden polinomnak mindkét végtelenben valamelyik
végtelen a limesze, a fenti modszer minden esetben célhoz vezet.

2
5. feladat: Szamoljuk ki a lim X +§X ! hatarértéket.

o (2X + 1) —4x?

+
Megoldas: Az elébbi megjegyzeésbdl is vilagos, hogy a I;.O hatarozatlan alakkal van
100

dolgunk. A megoldas kulcsa ismét ugyanaz, mint a sorozatok korében mar latott hasonlo
feladatnal: szamlalobol és nevezobdl is kiemeljiik a levezd legnagyobb kitevdjlii x hatvanyat.
Eldszor persze a nevezdben elvégezziik a négyzetre emelést és a kivonast.

. —x?+2x-1 . —x?+2x-1
lim 5 =lim 5 5=
X”“°(2X+1) —4x? 2 4x"+4x+1-4x

1
x> +2x-1 . x _X+2_;
m—————  =lim————— %=
oo A4x 41 xow ( lj

X| 4+—

X
-X+2- 1
= lim : S

X—>0 4+7

X
Itt a szdmlalo —oo -be tart, ( +12|- @ = ), anevezd 4+0 =4-be, tehat

. =X +2x-1

lim =—00,

o0 (0x +1) —4x>
(2x+1)

felhasznalva, hogy + = .

2
6. feladat: Szamoljuk ki a lirnxz-|_—2X1 hatarértéket.
xol-2x7 +3x =5

Megoldas: Kiilon-kiilon a szamlalé €s a nevezd is mindeniitt folytonos fiiggvényeket, a véges
1 helyen vett két- €s egyoldali limeszeik is a helyettesitési értékek. Ezért a szamlalo 2-be, a

nevezd nullaba tart, az %problémés esettel van dolgunk. (% =2 %j



Ilyenkor az a dont6, hogy a nevez6 hogyan tart nulldba. Ezt legegyszeriibben a nevezd
grafikonjanak felrajzolasaval tisztazhatjuk. Ez most konnyti, mert a nevezd két gyoke 3 és

1, a grafikonja felfelé nyilo parabola, amely 4tmegy a gyokokon. Az dbréja aldbb lathato.

r20

Errdl latjuk, hogy ha x tart az 1-be balrdl, akkor a nevezd a negativ szamokon keresztiil tart

nullaba. Ezek alapjan, felhasznalva a + = tételt,

o xP+2x-1
lim =

_ = —00,
- 2x% +3x =5

2 —
Konnyen meggondolhatjuk, hogy a jobb oldali limesz o, azaz lim X2+—2X1 =0
=k 27 +3x -5

x> +2x -1

A ketoldali lim ——————hatarérték pedig nem létezik, amirdl egy kis numerikus kisérlettel

x>l 2x° +3x -5
meg is gy0zodhetiink. (Kiszdmolva a tort értékét példaul x =0.999 és x =1.00001 esetén, két
nagyon kiilonboz6 értéket kapunk.)

A fenti abra két fiiggvényt mutat, amelyeknek a nulldban nem létezik a kétoldali limesze, a
masodik, oszcillalo fiiggvénynek még az egyoldali limeszei sem 1éteznek.

22X +Xx+6

7. feladat: Szamoljuk ki a lim————— hatarértéket.

x=>2 X°+2x-8
Megoldas: Kettdben a szamlalo és a nevezd helyettesitési értéke is nulla, a ° hatarozatlan

alakkal van dolgunk. Ilyen esetben a masodfokt polinomok gyoktényezds felbontasa segit. A




szamlalo gyokei —% és 2, ezért gyoktényezos felbontasa —2x> +x +6 = —2(){ +%j(x — 2) :

A nevezd gydkei —4 és 2, az 6 gyoktényezds felbontdsa x” +2x —8=(x+4)(x-2).1gya

tortiinket egyszertsiteni tudjuk x —2 -vel, ami utan a limesz mar leolvashatova valik. Tehat

3
. 2xP+x+6 _2(X+2j(x_2)
lim—; =Ilim
=2 X 42x—-8 x»2 (x+4)(x—2)

4—x, ha x<2,

Vvx-1+1, 2<x

¢s ha igen, akkor mennyi az értéke?

8. feladat: Tekintsiik az f(x) = { fliggvényt. Létezik-e a lin; f(x) hatareérték,

Megoldas: Latjuk, hogy a 2 jobb és bal oldaldn mas formula definidlja f -et. Ilyenkor tigy
jarhatunk el, hogy kiszamoljuk 2 -ben az egyoldali limeszeket. Ha azok 1éteznek és egyenlok,
akkor 1étezik a kétoldali limesz is, és a kozos értékkel egyenld. De most az egyoldali limeszek
egyszeruek:

o lim £05)= lim (4-3) =2,

b) lir? f(x)= lirgl Vx—-1+1=2.
Ezekbdl mar kovetkezik, hogy lirr21 f(x)=2.

—x?+x+2, ha x<0,
9. feladat: Tekintsiik az f(x) = I, ha x=0, fliggvényt. Létezik-¢ a
e*+cosx+1, ha 0<x

ling f(x) hatarérték, és ha igen, akkor mennyi az értéke?
X—>

Megoldas: Ismét az egyoldali limeszekkel kezdiink.
a) lim £(x) = lim (—x*+x+2)=2.

b) )}Lrgf(x):)}ira(e +cosx+1):3.

Kiilon-kiilon 1étezik a bal és a jobb oldali hatarérték, de nem egyenldk, igy a kétoldali
ling f(x) limesz nem létezik.

10. feladat: Szamoljuk ki a lirrolﬂhatérértéket.

X



Megoldas: A szamlalo és a nevezd is nulldhoz tart nulldban, a 0 hatdrozatlan alakkal van

dolgunk. Es mivel a szamlaloban 16vé gyokok kiilonbsége (v/4 —x — J4 ) is szerepet jatszik
ebben, ismét a sorozatokhoz hasonléan, gyoktelenitjiik a szamlalét. Ezt kovetden
egyszerlsités utan a limesz megallapithat6.

I.M—zlm\f

(Vax - )(V“ x+V4)  aoy-a
=1lim =lim =
x>0 x(\/4—x+\/4) HOx(x/4—x+\/4)

=1lim 1

-X -1
=lim———=——.
"_’Ox(\/4—x+\/Z) S0 Ja—x++/4 4
VS—-x-2

11. feladat: Szamoljuk ki a lim———
! =1 J10-x =3

Megoldas: Ismét nulldhoz tart a szamlalo és a nevezd is, de most a a gyokok kiilonbsége a

hatarértéket.

szamlaloban €s a nevezdében is hozzajarul a 0 hatarozatlan alak kialakulasahoz. Ezért

gyoktelenitjiik a szamlalot €s a nevezdt is. Elvégezve €s a kinadlkozo6 egyszertsitéseket

(V5—x—V4)(V5-x +4)

Vi oxiifd i
J0-x B (Yi0—x ~9)(Vi0—x +9)

V10-x +/9

lim

VS—-x-2 1. VS—-x —
=1 J10—x =3 -1 J10—-x —

(5—X)—4 1-x
fim =X +VA o VSox eV V10-x+3
w1 (10-x)-9 x> 1-X =1 J5_x +2
J0—x+49  ~10-x+9
sin (3x)

5x

12. feladat: Szamoljuk ki a lim hatarértéket.

le

0 sin
Megoldas: El0szor is a limesz ° tipus, €s a tort szerkezetérol esziinkbe jut a llrr(}
X—> X

nevezetes limesz. Atalakitjuk tgy a tortiinket, hogy ez felhasznalhaté legyen,
Sil’l(3X) 3 . sin(3x)
— ==lim————=.

lim
x>0  §x 5x-0 3x
.sin(3x) . L . .
Haa 11r133— limeszben elvégezziik a 3x = u helyettesitést, akkor, mivel
X—> X
: . __sin(3x) sinu
3x — 0 pontosan akkor igaz, ha u — 0, azt kapjuk, hogy lm& =lim ) =1.Ezt
Xx—> u—> u

sin(3x i
felhasznalva tehat a végeredmény hmg = 3 lim XY E
x—0 5x S5u=>0 qyu 5



tg(4
13. feladat: Szamoljuk ki a lim g( X) hatarértéket.
x>0 sm(3x)

Megoldas: Az vilagos, hogy a limesz %tipusﬁ. Felhasznalva, hogy tg x = SInx kapjuk, hogy
COS X
sin(4x)
tg(4x) _ cos(4x) 1 sin(4x)

li =i =1 =
x50 sm(3x) Xli% sin ( X) w50 cos(4x) sin(3x)
1

sin(4x)

=lim -lim .
x>0 cos (4x) *-0sin(3x)
1 1
De itt, mivel a cosx fliggvény mindeniitt folytonos lim = =1,igyeléga
x>0 cos(4x) cos0
osin(4x) o : e e :
lim————= hatarértéket kiszamolni. Ezt a tortet is at fogjuk alakitani, agy, hogy a fenti

x=0 sin (3X)
nevezetes limesz felhasznalhato legyen.

i S14%) hm(sm(4x);] _

x>0 §in (3x)  x20 sin (3x)

:hm[4xsm(4x) 3x L]:hm(ism(m{) 3x ]:

x>0 4x  sin(3x)3x ) 0|3  4x  sin(3x)

in (4
A S 3
3520 4x  x0sin(3x)’
Most mar, az eldz6 feladatban latott helyettesitést alkalmazva latjuk, hogy itt mindkét limesz

eggyel egyenld, ezért

li =
Xli% sin(3x)

1—+/cosx

14. feladat: Szamoljuk ki a lirr(}z— hatarértéket.
X—> X

tg(4x) 4
T

Megoldas: Ebben a %tipusﬁ limeszben a szamlaloban gyokok kiilonbsége all, ezért

gyoktelenitiink, és atalakitds utan a masodiknak emlitett nevezetes trigonometrikus limesz

felhasznalhato.
i 1-=Jcosx .. (1—\/cosx)(1+\/cosx)
lim =1lim
0 x>0 2x(1+\/cosx)

X—>

lim 1—cosx _lim 1 .l—cosx B
x>0 2x(1+\/cosx) x>0 2(1+\/cosx) X
— lim ~lim1_COSX=%-O=O.

2021+ oosx ) 0 x



sin (2x )(1—cosx)

XZ

hatarértéket.

15. feladat: Szamoljuk ki a ling

Megoldas: Ebben a Py tipust limeszben mindkét emlitett nevezetes trigonometrikus limesz

felbukkan alkalmas atalakitasok utan.
- sin (2x )(1—cosx) _ lirr(}[ sin(2x) 1-cos x)

2
X X

x—0 X

_1im(2.sm(2x).I_COSX]=2-nmsm(2x) lim %% _5.1.0=0.

2xX X 2X x>0 X

x—0



