2.2. Vektorok skaléaris szorzata
Emlékeztet6 az 1. leckébol:
Definicio: TetszOleges a és b vektor skalaris szorzatan az (a, b)=||a||||b|| cos ¢ mennyiséget

értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kdzbezart szog.

Tétel: Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.

Definicié: ha két vektor merdleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak
nevezziik.

A skalaris szorzat szamolasa koordinatakkal
Tétel: Legyen a = (aq, a,,as) és b = (by, by, bs). Ekkor

(a,b) = a;b; + a,b, + azbs.
Megjegyzés: ortonormalt bazisvektorok esetén (i, j) = (i, k) = (j, k) = 0.

Tétel: Legyen a = (a4, a,, az) és b = (by, by, b3) nullvektortol kiilonb6zo két vektor. Ekkor
az altaluk kozbezart szog:

(a.b)

COS @ = =t

el ol

Kovetkezmény: Ha

o <a, b> >0 akkor a két vektor hegyesszoget zar be egymassal,
 (a,b)<0 akkor a két vektor tompaszoget zar be egymassal,

 (a,b)=0 akkor a két vektor meréleges egymasra.

Tétel: Legyen adott a és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor egyértelmiien felbonthato b
vektorral parhuzamos (ap) és b vektorra merdleges dsszetevokre (am), ahol

_{ab)

a, = ||b||2 b ¢é a,=a-a,.

1. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkez6 vektorparok szogét:
a) a=(5,-1,2) b=(31,-2)
b) a=(4,-2,2) b=(3,6,0)
c) a=(-2,-1,2) b=(3,12)

Megoldas
Jeloljiik a két vektor altal kozbezart szoget ¢ -el. Ekkor a

(a.b)

COS @ = Tt
[ale]



Osszefliggés alapjan fogunk szamolni.

a) Haa=(5-12) és b=(3,1,-2) , akkor

cos¢:<a’b>= 53+ (=1)-1+2-(=2) _
lalllol /5> +(=1)> + 2237 + 1> + (-2
10

~0,4880 — ¢@=~60,79°.
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b) Ha a=(4,-2,2) és b=(3,6,0), akkor

(ab) _ 4-3+(=2)-6+2-0 _
lalllo]  4? +(-2)* +22 V32 + 6> + 07

cosQ =

=0 > @=90".

2aas

¢) Ha a=(-2,-1,2) és b=(3,1,2), akkor

(@b)  (23+(-D1+2:2
lelllbll 2y + (17 + 2743 41 42

cosp =

~-0,2673 — ¢~105,50".
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2. feladat: Adjuk meg z értékét tigy, hogy a és b vektorok merélegesek legyenek egymasra,
ha a=(-2,-12) és b=(4,-1,2).
Megoldas
Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0. Tehat tgy kell
z értékét megvalasztani, hogy (a,b) =0 teljesiiljon.
(a,b)=(-2)-4+(-D)-(-D+2-2=0 — -7+2z=0

z=35.

3. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszdg legnagyobb szogét, ha A(1,1,0),
B(-2,-1,1) és C(2,1,-1)!

Megoldas

Mivel csak a legnagyobb szog a kérdés, jo lenne eldonteni, melyik csticsnal talalhato,
kiilonben mindegyik szoget ki kell szdmolnunk, s kivalasztani a legnagyobbat. Mivel a
haromszogekben nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van, a legnagyobb szog a
legnagyobb oldallal szemben lesz. Az oldalak hosszanak meghatarozasahoz irjuk fel az AB,

AC és BC vektorokat.



AB=(-3.-21) — [AB|=\(-3)7+ (27 +1* =14
AC=(1,0,-1) — HA_CH: P+0% + (1) =
BC=(4,2-2) — Hﬁ”: 421274 (2) =

Mivel BC a leghosszabb oldal, ezért az A csticsndl 1évd o szdg a haromszdg legnagyobb
szoge. Ez a sz0g 1ényegében az AB és AC vektorok altal bezart szog, igy:

(RB/AC) (13)14(:2)041-(1)
T N TN

107559 5> p~139,10°.
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4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy az a=(2,-3,-6), b=(6,-2,3) és c=(3,6,—2) vektorok
kockat feszitenek ki!

Megoldas

Ez ugy értendd, hogy ha a harom vektort k6zds kezddpontbol mérjiik fel, akkor egy kocka
egy csticsbol induld harom élvektorat kapjuk.

Ennek teljesiiléséhez az sziikséges, hogy a vektorok hossza azonos legyen, s egymasra
paronként merdlegesek legyenek, azaz barmelyik merdleges legyen barmelyikre.

Szamoljuk eldszor a vektorok hosszat:

el = /2% +(=3)* +(-6)* =/49 =7

A masik két vektor hossza is ugyanennyi, hiszen a koordinatak csak fel vannak cserélve,
valamint az eldjelek valtoznak, de ez a négyzet miatt nem szamit.

Mar csak a paronkénti merdlegességet kell ellendrizni. A merdlegességhez az kell, hogy
barmely két vektor skalaris szorzata 0 legyen.

(a,b)=2-6+(-3)-(-2)+(-6)-3=0
(a,c)=2-3+(-3)-6+(-6)-(-2)=0
(b,c)=6-3+(-2)-6+3-(-2)=0.

Mivel a merdlegességek is teljesiilnek, ezért ezek a vektorok valoban kockat feszitenek ki.

5. feladat: Bontsuk fel az a=(2,1,—1) vektort a b =(-3,—1,1) vektorral parhuzamos és ra
merdleges dsszetevokre!



Megoldés

A feladathoz Iényegében két képletet kell ismerniink:

a = (a,_b> b
P 2
[b]

2 :<a,tz>b= 2.(—3)+1.(—1)+(—1)2-1(_3,_1,1)=__g(_3’_1,1)=(§’§’_§)
o (\/(-3)2+(_1)2+12) 11 11 11

a'm :a_ap :(2,1’_1)_(ﬁ,§’_§j:(_E’i’_ij_
11 11 11 1111 11




