3.2.Térelemek kolcsonds helyzete, kozds pontjai

Két egyenes metszéspontja

Mivel kozds pontot keresiink, ezért két ismeretlenes, de harom egyenletbdl allo linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk. Ezt gy érdemes megtenni, hogy tetszdlegesen
kivalasztunk két egyenletet, azokat megoldjuk, majd leellendrizziik, hogy a kapott megoldas
kielégiti-e a harmadik egyenletet. Ha igen, akkor van megoldas, azaz a két egyenes metszi
egymast, ha nem, akkor nincs megoldas, azaz a két egyenes nem metszi egymast. Ezeket
ilyenkor kitérd egyeneseknek nevezziik.

1. feladat: Hatarozzuk meg az e:x=2+4+t,y=-1-t,z=1-2tteR ¢és az
f:x=4+t,y=1+3t,z=t te R egyenesek metszéspontjat, ha l1étezik!

Megoldas
Az egyenesek iranyvektorai: v, =(1,-1,-2) és v, =(1,3,1). Mivel a két iranyvektor nem

parhuzamos egymassal, ezért a két egyenes sem az, tehat vagy metszik egymast vagy kitérok.
Probaljunk metszéspontot keresni. Ebben az esetben célszerli a két egyenes egyenletében
szereplO paramétert mas-mas betiivel jelolni, ezért az f egyenes paraméterét a tovabbiakban

u-val jeloljiik. Ha a két egyenesnek van metszéspontja, akkor az azt jelenti, hogy van olyan t
¢és U paraméter, amelyek ugyanazt az M (X, Y, z) pontot hatdrozzak meg. Ez azt jelenti, hogy

ennek a két paraméternek ki kell elégitenie a kovetkezd egyenletrendszert:
2+t=4+u —-I-t=1+3u I-2t=u.
A harmadik egyenletb6l megvan u, ezt beirva az elsé egyenletbe:

2+4t=4+1-2t > t=1 —>u=-1
Ha van metszéspont, akkor ezeknek az értékeknek ki kell elégitenilik az eddig altalunk fel
nem hasznalt masodik egyenletet is. Ha ez nem teljesiil, akkor a két egyenesnek nincs
metszéspontja.
Behelyettesitve a masodik egyenletbe:
—1-1=1+3-(-1)
Az egyenléség teljesiil, tehat van metszéspont. Ez a metszéspont meghatarozhatdo a t

paraméterrel az e egyenesbdl, vagy az u paraméterrel az f egyenesbdl is.
Haa t =1 értéket behelyettesitjiik az e egyenesbe, akkor a metszéspont: M (3,-2,-1)

Egyenes és sik metszéspontja

2. feladat: Hatarozzuk meg az e: X=2+t,y=-2+t,z=3t teR egyenes és az
S:Xx—-2y+5z2=20 sik metszéspontjat!



Megoldés

Keressiik azt az egyenesen 1évé M (2 +t, —2+1,3t) pontot, amely rajta van az S sikon is. Ha

egy pont rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Helyettesitsiik be a
pont koordinatait a sik egyenletébe:

(2+1)-2(=2+1)+5(31) =20 — 14t=14 —>t=1.

Ez azt jelenti tehat, hogy az egyenes t =1 paraméterértékhez tartozd pontja rajta van az S
sikon, vagyis a metszéspont M (3,-1,3)

Két sik metszésvonala

3. feladat: Hatarozzuk meg az S;:X+y-z=1 ¢é S,: x—y+2z=2 sikok
metszésvonaldnak egyenletét!

Megoldas
Olvassuk ki a sikok normalvektorait: ng = (1,1,-1) és N, =(1,-1,2). Lathat6, hogy a két

normalvektor nem egymas skalarszorosa, azaz a sikok nem parhuzamosak.

Sy




Ez pedig azt jelenti, hogy egy egyenesben metszik egymast. A metszésvonal
meghatarozasdnak az a legegyszeriibb moddja, ha keresiink két olyan pontot, amely a
metszésvonalon rajta van. Ez egyben azt is jelenti, hogy ez a két pont mindkét sikon is rajta
van. Azaz kell két olyan (X,y,z) harmas, amely mindkét sik egyenletét kielégiti. Ekkor a
metszésvonal a két ponton atmend egyenes lesz, ami igy mar konnyen felirhato.

Tekintsiik a sikok egyenleteibdl all6 egyenletrendszert:
X+y—-z=1 X-y+2z=2
Ennek végtelen sok megoldéasa van. Ezért lehetdségiink van olyan pontokat keresni, amelyek

valamelyik koordinatajat mi magunk valasztjuk meg tetszOleges értékkel. Célszerii egy
A(X,Y,0) ésegy B(0,y,z) pontot keresni.

Az A pont meghatarozasa soran az egyenletekbe a z helyére nullat irva, megoldjuk az igy
kapott egyenletrendszert.

X+y=1 x-y=2 - x=1L5y=-0,5 - A(5,-0,5,0).
Hasonldan keressiik meg a B pontot is:
y—-z=1 -y+2z=2 —> z=3 y=4 —B(0,4,3)

A keresett egyenes két pontjabol meghatirozzuk az egyenes irdnyvektorat:
v=AB=(-15,4,53)=(-3,9,6), majd a B pont segitségével felirjuk a metszésvonal
egyenletét.

X=-3t

S;NS,=qy=4+0t teR.
z=3+6t



