Elméleti 0sszefoglald: Az alapintegralok ismeretében, és az el6z6 leckében megismert
egyszerl tételek felhasznalasaval a fliggvények elég széles korében meghatarozhat6 a primitiv
fliggvény. Az aldbbiakban olyan modszereket ismertetlink, melyekkel a primitiv fliggvényt
még szélesebb korben meghatarozhatjuk.

Tétel: Ha tudjuk, hogy az f fiiggvény primitiv fliggvénye F , akkor
F(ax+Db) e

9

J‘ f(ax+b)dx =

ahol a,beR és a=0.

A tételeket sok esetben bizonyitas nélkiil adjuk csak meg, de az egyszeriibb esetekben
megmutatjuk a bizonyitast is.

Bizonyitas: Azt kell belatnunk, hogy az integralas eredményének (M + Cj a
a

derivéltja az integralando fiiggvénnyel ( f(ax+ b)) egyenld. Ehhez hasznaljuk fel az dsszetett
fiiggvények derivalasi szabalyat és azt, hogy ha F primitiv figgvénye f -nek, akkor F'=f .

(M+cj :(Mj +c’:l(F(ax+b))'+0:
a a a

~ LErax+b)-(ax+b) =L f(@ax+b)-a= faxtb)
a a

A feladatokban valo alkalmazashoz a tételt masképp gy is megfogalmazhatjuk, hogy ha
olyan Osszetett fliggvényt kell integralnunk, melynek belsé fiiggvénye linedris, akkor
integraljuk a kiilso fiiggvényt, s 0sszetételt alkotunk az eredeti belso fiiggvénnyel, valamint
osztunk a belso fliggvénybdl x egyiitthatdjaval.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Isin(3x + )dx

Megoldéas: Az integrandusunk jol lathatoan olyan Osszetett fliggvény, amelynek bels6
fiiggvénye els6fokl polinom, vagy mas szoval linearis. Alkalmazhatjuk a fent megismert
szabalyt.

A kiilsé fiiggvény sin X . Ennek integralja: jsinxdx =—COSX+C.

A belsé fiiggvény 3x+ 7, ez felel meg ax+b-nek, azaz a=3 és b=r.
Ezutan egyszeriien behelyettesitiink a szabalyba.

J-sin(3x +r)dx=—— "7 cos(3x +7) +C

Az ilyen feladatokban altaldban nem sziikséges sok atalakitast végrehajtani az integranduson,
a hangsuly azon van, hogy felismerjiik, ilyen tipust Osszetett fliggvényiink van. Ha ez
sikertilt, akkor mar konnyti alkalmazni a szabalyt.
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5X—8

dx

2. feladat: I



Megoldéas: Az integranduson megint azt ismerhetjiik fel, hogy olyan Gsszetett fiiggvény,
melynek belsd fliggvénye elsdfok.

: 1 : : .l
A kiils6 fliggvény most nyilvan az — . Ennek integralja a kdvetkezd: '[—dx =In|X|+C.
X X
A belso fiiggvény most 5x—8, tehat a=5 és b=8§.

Alkalmazva az j f(ax+b)dx = Fax+b) +C szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:
a

1 In|5x—8|
j dx = e
5X—8 5

3. feladat: I dx

cos® 5x

Megoldés: Ha most derivalnunk kellene, akkor azt mondanank, jelen esetben egy

1
tobbszordsen Osszetett fliggvényiink van. Kiils6 fiiggvény az —, k6z€épsd a cos X, €s belsd az
X’

5x . Nem musz4j azonban ennyire felbontanunk a fliggvényt, sot integralasnal nem is
célszerii. Az el6z6 felbontasban szerepld belso fliggvény, az 5X, egy linearis fiiggvény. Csak
annyit kell tenniink, hogy amit az elébb kiils6 és kozépso fliggvénynek tekintettiink, azt nem

bontjuk fel, hanem egyben tekintjiik kiilsé fiiggvénynek. Azaz most -— lesz a kiils6

cos” X
fliggvény. Azért célszen'j ez a felbontas, mert igy a kiils6 fliggvény egy alapintegral. Tudjuk

ugyanis, hogy I dx=tgx+c.

cos’ X

Amint mar emlitettiik, a bels6 fiiggvény 5x,azaz a=5 és b=0.
Alkalmazva a korabban ismertetett szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:
J- | dx = tg5x

: = +C.
oS~ 5X 5

4. feladat: j\3/4x +7dx

Megoldés: Az integrandus ebben az esetben is olyan Osszetett fiiggvény, melynek belsé
fiiggvénye els6foka.

1 4
A kiils6 fiiggvény nyilvan a Ix, melynek integralja: J‘i/;dx = J‘ x3dx = % X3+C= %%/X—4 +cC.

A belso fiiggvény 4x+7,tehat a=4,¢és b="7.
Alkalmazva az el6zéekben ismertetett szabalyt, a kovetkezot kapjuk:

\3/ 4x+17)"
J-\/4x+ 7dx = 3. NEx+7) «3/(4x+7) +C.
5. feladat: je“‘xdx
Megoldéas: Most is olyan fiiggvényt kell integralnunk, melynek belsé fliggvénye linearis.

A kiils6 fliggvény most az e*, melynek integralja 6nmaga, azaz: jex dx=e*+c.

A belso fiiggvény 4—x, tehat a=—1,¢és b=4.



Alkalmazva az eldz6ekben ismertetett szabalyt, a kdvetkezot kapjuk:

4-x
_ e
je“ *dx =

4-x

+C=—-€ "+C.

A feladatban arra kell figyelni, hogy a lineéris belsé fiiggvényben most forditott a sorrend,
azaz a konstans all el6l, és az els6foku rész hatul. Valamint ne feledkezziink el arrol sem,
hogy az egyiitthatoba az eldjel is beletartozik. Mivel most —X szerepel, ezért az els6fokl
részben az egyiitthatdo a=-1.



