
3.3. Térelemek távolsága, hajlásszöge 

 

Két pont távolsága 

Definíció: Két pont távolságán az őket összekötő szakasz (vektor) hosszát értjük. 

Tétel: Legyenek ܣሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷሻ és ܤሺܾଵ, ܾଶ, ܾଷሻ adott pontok. Ekkor a két pont távolsága:  

݀஺஻ ൌ ඥሺܾଵ െ ܽଵሻଶ ൅ ሺܾଶ െ ܽଶሻଶ ൅ ሺܾଷ െ ܽଷሻଶ 

 

Pont és egyenes távolsága 

Definíció: Egy pont és egy, a pontra nem illeszkedő egyenes távolságán a pontból az 
egyenesre bocsájtott merőleges szakasz hosszát értjük. 

Tétel: Legyes adott egy P pont és egy v irányvektorú e egyenes. Ekkor ezek távolsága: 
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ahol P0 az e egyenes egy tetszőleges pontja. 

 

Pont és sík távolsága 

Definíció: Pont és a pontra nem illeszkedő sík távolságán a pontból a síkra bocsájtott 
merőleges szakasz hosszát értjük. 

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy n normálvektorú S sík. Ekkor ezek távolsága: 
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ahol P0 az S sík egy tetszőleges pontja. 

 

1. feladat: Határozzuk meg az (2, 1,5)A  , (3, 2,1)B  és (6, 4,3)C  csúcspontú háromszög 
kerületét! 

 
Megoldás 
 
A háromszög kerülete az oldalai hosszának összegével egyenlő, azaz a csúcspontok 
egymástól mért távolságainak összegével. 
Írjuk fel a vektorokat és számoljuk ki a hosszukat: 

(1,3, 4) ( ) 26AB d AB AB   
 

 

(4,5, 2) ( ) 45AC d AC AC   
 

 

(3, 2, 2) ( ) 17BC d BC BC  
 

 

A háromszög kerülete: 26 45 17 15,93K       
 



2. fela
egye
 

Megold

A távo

0 (1, 1P 

A kapot

Az irány

A keres

 

3. fela

Megold
 

A mego
olyan te
szabado
helyette

ekkor z

 

Ekkor: 

dat: Határ
enes távolsá

dás 

olság megh
, 2) , továb

tt vektor ho

yvektor hos

ett távolság

dat: Határo

dás 

oldáshoz szü
etszőleges p
on megvál
esítéssel szá

2z  , tehát 

rozza meg 
ágát! 

határozásáho
bbá kell az e

ssza: 

ssza: 

g: 

ozza meg a 

ükségünk le
pontot kere
laszthatjuk, 
ámoljuk. Ke

0 (0,0, 2)P . 

a (3, 2,P 

oz szükség
egyenes irán

P


0 2

1

P P 
i

v


0P P v


1v

0

Pe

P P
d 



(1, 2, 1P  

esz a sík egy
esünk, amel

míg a 
eressük a P

1)  pont é

günk van 
nyvektor: v

0 (2,3,1P P 


2 3 1

1 2 0




i j k

2 22 1 ( 

2 21 ( 2)  

5

5

P


v

v



1)  pont és az

y tetszőlege
ly rajta van
harmadik 

0 (0,0, )P z  sí

0 ( 1P P  


s az :e x 

egy pontra
(1, 2,0) v

1) . 

2 7  i j k

27) 54 

20 5  

54
3, 29

5
 . 

z : 2 4S x y

es pontjára é
n a síkon, 

koordinátá
íkbeli ponto

1,2,3) . 

1 ,t y   

a az egyen
. Ha (3, 2,P

 

4  

2y z   sík

és a normálv
ezért a pon
át a sík 
ot. Könnyen

 

1 2 ,t z   

nesről. Leg
, 1) , akkor

k távolságát

vektorra. M
nt két koor

egyenletéb
n számolha

2 t R 

gyen ez 
r  

t! 

Mivel egy 
dinátáját 
be való 
ató, hogy 



Olvassu
 

Behelye
 

 

Megjeg

Két pár
ilyenkor
meghatá

Két pár
egyik sí

Egy egy
ugyanis
meghatá

 

Térelem

Térelem

 

Két egy

Definíci
szöggel
hozható

Ez a haj
egy-egy

felhaszn

Ha 00 

uk ki a sík e

ettesítve a tá

yzés: 

rhuzamos e
r az egyik e
ároznunk. 

rhuzamos sí
ík egy tetsző

yenes és eg
s ilyenkor 
ároznunk. 

mek hajláss

mek hajlássz

yenes hajlá

ió: Két met
. Ha a két e

ók. 

ajlásszög me
y irányvekto

nálásával a k

090  , ak

egy normálv

n

ávolságot m

PS

P
d 



egyenes táv
egyenes egy

ík távolság
őleges pontj

gy vele párh
az egyene

szöge 

zöge minden

sszöge 

tsző egyene
egyenes nem

eghatározha
orát ev  és v

következő ö

kkor  

vektorát és s

(2, 4,1) n

megadó képl

0 ,P P 


n

n



volsága viss
y tetszőlege

a visszavez
jának a más

huzamos sík
es egy tets

n esetben le

s hajlásszög
m metszi egy

ató a két eg

fv -fel. Ekk

összefüggés

co

 a hajlásszö

számoljuk k

) 2n

 
letbe:  

2 8 3

21

  


szavezethet
es pontjának

zethető pon
sik síktól m

k távolsága
szőleges p

egfeljebb 90

ge megegye
ymást, akko

gyenes irány
kor az irányv

sből számol

s  e

e

v , v

v v

ög. 

ki a vektor h

2 2( 4) 1  

7 7

21 2




ő pont és 
k a másik e

nt és sík táv
mért távolság

a visszaveze
ontjának a

00 lehet. Ezt

ezik az egye
or párhuzam

yvektorábó
vektorok ál

lható: 

f

f

v

v
. 

hosszát: 

21 21  

1,53
1
 . 

egyenes táv
egyenestől m

volságára, u
gát kell meg

ethető pont 
a síktól mé

t a szöget 

enesek által
mos eltolássa

l. Jelöljük a
tal bezárt sz

 

ávolságára. 
mért távolsá

ugyanis ilye
ghatároznun

és sík távo
ért távolsá

 -val fogjuk

l közbezárt 
al metsző h

az e és f eg
zög skaláris

Ugyanis 
ágát kell 

enkor az 
nk. 

olságára, 
gát kell 

k jelölni.  

kisebbik 
helyzetbe 

gyenesek 
s szorzat 



Ha 090

4. fela

:f x

Megold

Első lép

Ekkor a

Mivel e

5. fela
(5B

Megold

A két 

irányvek
koordin

Számolj

Mivel 

 , akkor 

dat: Ha
1

1
3

z
x


 

dás 

pésként meg

a keresett sz

ez tompaszö

dat: Határo
5, 4,3) , (2C

dás 

átló egyen

ktora az A


nátáit: 

juk ki a vek

cos

090  , ezé

0180  

tározza 

5y  egye

g kell adni m

zög: 

cos 
v

ög, ezért a k



ozzuk meg 
, 1,6)  és D

es irányvek

AC


, a más

A


ktorok által 

s
AC B

AC
 

,
 





ért a kereset

  a két egy

meg az 

nesek hajlá

mindkét egy

( 2 ev

(1fv


e f

e f

v , v

v v

eresett hajlá
0180   

az ABCD p
( 1, 3, 2)D  

ktorának sz

iké pedig 

(0, 5AC  


bezárt szög

20

BD

BD






28

74 86


tt hajlásszög

yenes hajlás

: 3e x 

ásszögét! 

yenes egy-e

2,1, 5) v

1,0,3) fv

17
0,9

300


 

ásszög: 
0180 168 

paralelogram
. 

zögét határ

a BD


 vek

5,7) BD 


gét: 

2( 5) 7  

0,3510 

g 69,45 

sszöge.  

2 , 1t y  

gy irányvek

30e  

10 . 

98  

08,52 11, 4

mma átlóina

rozzuk meg

ktor is lehe

( 6, 7, 1)  

2 2

28

( 6) ( 

69, 4 

05 .  

 

, 4 5t z  

ktorát és azo

0168,52 . 

048 . 

ak hajlásszö

g először. 

et. Adjuk m

) . 

2 2( 7) ( 1)  

045 . 

t t R  

ok hosszát: 

ögét, ha (A

Az egyik 

meg ezen v

2
  

és az 

2,3, 1) , 

egyenes 

vektorok 



Egyene

Definíci
vetületé

Ha isme

vektor á

Ha 00 

 

Ha 090

 

 

6. fela

Megold
A szám
valamin

es és sík haj

ió: Egyene
ének hajláss

erjük a sík 

által bezárt s

090  , ak

 , akkor 

dat: Határo

dás 
moláshoz ism
nt ezen vekt

jlásszöge 

es és sík h
szögét értjük

egy Sn  no

szög:  

kkor 90 

90  

ozza meg az

mernünk ke
torok hosszá

hajlásszögén
k. 

ormálvektor

co

00   a haj

0  hajlásszög

z y  tengely

ell az egyen
át. 

ev

Sn

n az egyen

rát és az eg

s  e

e

v ,n

v n

lásszög. 

g.  

y és az : 2S x

nes egy irá

(0,1,0)

(2, 4,1) 

nes és az 

gyenes egy 

S

S

n

n
. 

2 4x z  

ányvektorát 

1 1 ev

21Sn

egyenes sík

ev  irányve

 

 

4y  sík hajlá

és a sík e

1  

. 

íkra eső m

ektorát, akk

ásszögét! 

egy normálv

merőleges 

kor a két 

vektorát, 



A keres

 
Ez alapj

 

 

Két sík 

Definíci
esetén 1

Ha isme

Ha 00 

 

Ha 090

 

7. fela

ett szög: 

ján az egyen

hajlásszög

ió: Két sík 
0180 -ból azt

erjük a két s

090  , ak

 , akkor 

dat: Határo

co

nes és sík h

ge 

hajlásszög
t kivonva k

sík 1n  és n

kkor  

0180  

ozza meg az

s  e

e

v ,n

v n

hajlásszöge:

9  

ge normálve
apjuk a síko

2  normálvek

co

 a hajlásszö

  a két sík

z 1 :S x y 

4

21


S

S

n

n


090 150, 46

ektoraik haj
ok szögét. 

ktorát, akko

s  1

1

n ,n

n n

ög. 

k hajlásszög

1z   és 2S

0,87 

0 06 90 6 

jlásszöge, h

or  

2

2n
. 

e.  

2 : 2x y z 

0150, 46  

00, 46 . 

ha az hegye

 

 

0z   síkok 

esszög. Tom

hajlásszögé

mpaszög 

ét! 



Megoldás 

Kiolvasva a síkok egy-egy normálvektorát és meghatározva azok hosszát: 

(1,1, 1) 3  
1 1S Sn n  

(1, 2,1) 6  
2 2S Sn n . 

Majd ezekkel az adatokkal számolva: 
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Innen az általunk keresett hajlásszög: 
0 0 0 0180 180 118,12 61,88      . 


