Elméleti 6sszefoglalo:

A fiiggvényekkel kiilonféle miiveleteket végezhetiink. Ertelmezziik az f és g egyvéltozos
valos fliggvények Osszegét, kiilonbségét, szorzatat, hanyadosat, melyek csak azokban a
pontokban értelmezettek, amelyekben f és g is értelmezett (azaz értelmezési tartomanyuk
koz0s részein).

h(x) = f(x) + g(x),ahol D, = Dy N Dy
h(x) = f(x) — g(x),ahol D, = Dy N Dy
h(x) = f(x)g(x), ahol D, = Dy N D,

h(x )—f(x) ahol Dy = Df N Dy és g(x) # 0
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tekintjiik a legfontosabb fiiggvénymiiveletnek.

Deﬁnici()' Az f és ¢ ﬁiggvényekbc’il f (g(x)) modon konstruélt fﬂiggvényt osszetett
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f(x) fiiggvényt Kkiilsé fiiggvénynek nevezziik. Az f ( g (x)) kiértékelésekor elészor a g(x)—et
szamoljuk ki, majd masodszorra alkalmazzuk f-et g(x)-re (1. abra).

1. dbra. Osszetett fuiggvény alkotasa

Az Osszetett fliggvény masik szokasos jeldlése (fo g)(x). Mi az elsd jelolést fogjuk hasznalni.

Ha kettdnél tobb fliggvény felhasznalasaval alkotunk meg egy Osszetett fiiggvényt, akkor
tobbszorosen Osszetett fliggvényrdél beszélink. Példaul f, g, h fliggvények esetén

f ( g (h(x))) tobbszorosen Osszetett fliggvény alkothato.

A fiiggvényeket tetszOleges sorrendben is egymdsba dgyazhatjuk, azonban ezen dsszetételek
eredménye altaldban kiilonbszs: f(g(x)) # g(f(x)).

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Tekintsiik az f(x) = x + 1 ésa g(x) = vx — 1 figgvényt.
Hatarozzuk meg a h = f + g Osszeg fliggvényt és a k = f - g szorzat fiiggvényt.

Megoldas: Az f fiiggvény mindeniitt €rtelmezve van ( Dr =R ), a g fliggvény az 1-n¢l
nagyobb vagy egyenld szamok halmazan ( D, = [1,0) ), ezért

Dp=Dy=DsNDyg =R N [1,00) =[1, o).
A h fiiggvény hozzarendelési utasitasa

h(x)=fx)+gx)=x+1)+Vx—1,



a k fliggvény hozzarendelési utasitasa pedig

k(x) =f(x)gx)=((x+1) vx—1.

2. feladat: Legyen f(x) = (x + 1)? és g(x) = x — 1.
Hatarozzukmegah=f —gésak = gfﬁggvényeket.

Megoldas: Kezdjiik a kiilonbséggel. Mivel mindkét fliggvény értelmezési tartomanya a valds
szamok halmaza, igy D, = Df N D; = RN R = R. A hozzarendelési utasitas pedig

hxX)=fx)—gx)=@x+1)?—-(x—-1)=x>+x+2.
A k fiiggvény értelmezési tartomanyaba a g fliggvény zérushelye nem tartozik bele, igy
D, = R\{1} = (—oo0, 1) U (1, ). A hozzarendelési utasitas pedig

_f) _ (e+1)?
k(x) = = A

3. feladat: Tekintsiik az f(x) = x? + 3x — 2 fiiggvényt. Mivel egyenld f (g) és f G)‘?

Megoldas: Egy fiiggvény hozzarendelési utasitisa mondja meg, hogy az mit rendel az
argumentumahoz.

Most a hozzéarendelési utasitds azt mondja, hogy az argumentum négyzetéhez hozza kell adni
az argumentum haromszorosat és abbdl levonni kettét. Barmi is az argumentum, feltéve
persze, hogy az értelmezési tartomanyban van. Ez most a valos szamok halmaza, ezzel tehat
nem lehet gond. Ezért

F@)=6) +36) 2532

Hasonloan, feltéve, hogy x # 0
ORCREICIEREE)

4. feladat: Tekinsiik az f(x) = x — 1 és a g(x) = Vx — 1 fiiggvényeket. Hatirozzuk meg a
9(f(x)) ¢ésaz f(g(x)) fiiggvények hozzarendelési utasitasat.

Megoldas: A g(f(x)) kompoziciéban a g fiiggvény az f(x)-re, azaz az x — 1-re fejti ki
hatasat. Mivel a g fiiggvény hatdsa az, hogy gyokot von az argumentumabol €s abbdl még
levon 1-et, azt kapjuk, hogy

g(f(x)) =gx—1)=vx—-1-1.
Megjegyezziik, hogy igy is szdmolhattunk volna:

g(f@)=Jf)—-1=vx—1-1.



Hasonloan
fla)=fWx-1)=({x-1)-1=+vx -2,
mivel az f ugy hat, hogy az argumentumabdl levon 1-et.

Mindez a masik felirdsi moddal:

fla)=g)-1=HFx-1)-1=vx -2

5. feladat: Legyen f(x) = e* 1és g(x) =x + i frjuk fel mind a két sorrendii kompozicio
képletét.

Megoldas:

9(f®) = gle*™D) = e* 1+ —,

vagy a masik felirasi moddal

9(F@) =f) +-==e+

foo
Hasonloan
1
flgt) = f(x+3) =™,
vagy

f(g(X)) = eg(x)—l — ex+%_1.

A Kkétfajta felirdsi mod koziil hasznalja az olvasdé a szdmara természetesebbet. Mi a
tovabbiakban csak az egyiket adjuk meg.

6. feladat: Legyen f(x) = x? + x + 2. Hatarozzuk meg f(f (x)) képletét.
Megoldas:

FF@) =fx?+x+2) =2 +x+2)2+ (%2 +x+2)+2=x*+2x 4+ 6x2 + 5x +
8.

7. feladat: Tekintsik az f(x) = % ¢s a gx)= % figgvényeket. Irjuk fel
9(f(x)) képletét.
Megoldas:

X+1
9r) =9 () =E = e =
x—1

x—1 1 (+D+x-1) x




Noha a kompozici6 altalaban bonyolultabb fiiggvény, mint a kiils6 és a belsd fliggvény, a
példank mutatja, hogy ez forditva is lehet.

8. feladat: Tudjuk, hogy f G) = x2 4+ 3x — 1. Mivel egyenld f (x)?

Megoldas: Az a feladatunk, hogy kifejezziik x2 + 3x — 1-et az g fliggvényeként. Amit g-vel

csindlni kell, hogy beldle x% + 3x — 1 legyen, az a keresett hozzarendelési utasitas.
Mivel konnyen lathato, hogy

X

2 X
x2+3x—1=4(5) +6(5)—1,
ezért a keresett hozzarendelési utasitas:

f(x) = 4x? + 6x — 1.

1

9. feladat: Ha f (x + i) =x?+ —» mivel egyenld f(x)?
Megoldas: Most azt keressiik, hogy mit kell az x + i -el csinalni, hogy beldle x2 + x—lz legyen.
Vegyiik észre, hogy
1?2 1
(x+3) =x2+2+,
ahonnan
2,1 _ 1% _
x“t 5= (x + x) 2.
Tehat
fx) =x%-2.

10. feladat: Bontsuk fel két fiiggvény kompoziciojara h(x) = Vx2 + 1 fiiggvényt.
Megoldas: Az egyik lehetséges megoldas a kovetkezo:

Legyen f(x) = x2 + 1 és g(x) = vx. Ekkor

h(x) = g(f (),

hiszen

g(f@) = g(x? +1) =VaZ + 1.

De eljarhattunk volna mashogy is.

Legyen u(x) = x? és v(x) = vVx + 1.



Ekkor
h(x) = v(u(x)),

hiszen

v(u) =yulx) +1=vxz+1.
Latjuk tehat, hogy Osszetett fliggvényt altalaban tobbféleképpen lehet egyszeriibb fiiggvények
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Megoldas: Eldszor egy jeloléssel kapcsolatos megjegyzés. Az ab* alaku hatvanyoknal
felmeriil, hogy ez a®?, vagy (a?)¢ roviditése-e, ez a ketté ugyanis nem ugyanaz. Példaul
2(3%) = 29 = 512, de (2%)? = 82 = 64. Az a konvencid, hogy

ab® = q®9,

Most mar egy lehetséges felbontas

flx) =2,

g(x) = e* — VYx.

Ekkor valéban

h(x) = g(f (),

hiszen

g(fx) = g(x®) =e* —Yx¥ =e* —x.

(Az volt itt a 1ényeg, hogy mivel az eredeti fiiggvényben x3 és x is szerepel, kifejeztiik az x-et
x3-bel.)

12. feladat: Bontsuk fel az u(x) = V2 — sin?x fliggvényt harom fliggvény kompozicidjara.

Megoldas: Most is tobb megoldas van, ezek koziil talan a legtermészetesebb az alabbi.
Legyen f(x) = sin?x, g(x) = 2 — x és h(x) = Vx.

Ekkor u(x) = h (g(f(x))),

hiszen

h (g(f(x))) = h(g(sin?x)) = h(2 — sin®x) = V2 —sinZx.



