Elméleti 6sszefoglalo:

A kovetkez6 részben felsoroljuk azokat a fogalmakat, amelyeket a fliggvények vizsgalata
soran a leggyakrabban hasznalunk.

Definicio: Az f fiiggvénynek az x, helyen globalis maximuma van, ha az értelmezési tarto-
manyba esé minden x esetén f(x) < f(xg) (1. abra).
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1. abra. Globalis maximum definicidja

Definicid: Az f fliggvénynek az x, helyen globalis minimuma van, ha az értelmezési tarto-
manyba esé minden x esetén f(x) = f(x,) (2. abra).
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2. abra. Globalis minimum definicidja

Definicid: Az f(x,) globalis maximumot €s globalis minimumot globalis szélsdértéknek, az
X, helyet pedig globalis szélsdértékhelynek nevezziik. Ha az f(x,) csak az x, hely valamely
kornyezetében maximalis, illetve minimalis, akkor lokalis maximumrdl, illetve lokalis mi-
nimumrol beszélink, x, pedig lokalis maximumbhely, illetve lokalis minimumbhely, k6zds
néven lokalis szélséértékhely (3. dbra).

X5, X4 lokalis minimumhely
X1, X3, X5 lokélis maximumhely
Xs globalis maximumbhely

X4 globalis minimumhely

3. abra. Példa lokalis és globdlis szélsoertékekre



Definicio: Az f fliggvény monoton né az (a,b) c Dy intervallumon, ha minden x4, x, €
(a,b) és x; < x, esetén teljesiil, hogy f(x;) < f(x;,) (4. dbra).
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4. abra. Monoton névekva fiiggvény definicioja

Definicié: Az f fliggvény monoton csokken az (a,b) c Dy intervallumon, ha minden
X1, %, € (a,b) és x; < x, esetén teljesil, hogy f(x;) = f(x;) (5. abra).
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5. abra. Monoton csokkend fiiggvény definicioja

Tehat a monoton ndvekedés (és monoton csdkkenés) definicioja megengedi, hogy a fiiggvény
grafikonjaban legyenek olyan szakaszok, ahol azok parhuzamosak az x tengellyel (tehat kons-
tansok).

Definicié: Hasonloképp fogalmazhatdéak meg a fiiggvények szigoru monotonitasara vonatko-
z0 definiciok is. Az f fliggvény szigordan monoton né az (a,b) € Df intervallumon, ha
minden x4, X, € (a, b) és x; < x, esetén teljesiil, hogy f(x;) < f(x,) (6. abra).

Definicié: Az f fiiggvény szigoraan monoton csokken az (a,b) c Dy intervallumon, ha
minden x;, x, € (a, b) és x; < x, esetén teljesiil, hogy f(x;) > f(x;) (7. abra).
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6. abra. Szigoruan monoton nové fiiggvény definicidja 7. abra. Szigoran monoton csokkend fliggvény
definicioja

Definicio: Az f fliggvényt paros fliggvénynek nevezziik, ha minden x € Dy esetén —x is az
értelmezési tartomanyban van és f(—x) = f(x) (8. abra).

Definicié: Az f fliggvényt paratlan fiiggvénynek nevezziik, ha minden x € Dy esetén —x is
az értelmezési tartomanyban van és f(—x) = —f(x) (9. abra).

8. abra. Paros fiiggvény 9. dbra. Paratlan fiiggvény

Megjegyzés: A paros fliggvény gorbéje az y tengelyre, a paratlan fliggvény gorbéje az origora
szimmetrikus. Az x™ (ahol n paros), cosx fliggvények parosak, az x™ (ahol n paratlan),
sinx, i, tgx, arcsinx, arctgx fiiggvények paratlanok. A tobbi elemi fiiggvény se nem paros, se
nem paratlan.

Definici6: Minden olyan x, érték, amelyre az f fliggvény helyettesitési értéke 0, azaz
f(x) =0, az f fuggvény zérushelye. Azaz a zérushely az f fiiggvény x tengellyel vald
metszéspontja(i)t adja meg.



Elemi fiiggvények

Linedris fliggvény

y

f(x)=mx+b
b az y tengellyel val6 metszéspont
m a meredekség

ha m > 0, akkor szigortian monoton nd

ha m < 0, akkor szigoruan monoton csok-
ken

nincs globalis sz&lséérték

Hatvanyfiiggvény

f(x) = x™, n paros pozitiv egész

szigoruian monoton csokken x € (—oo,0]
tartomanyon

szigoruan monoton nd x € [0, %) tartoma-
nyon

globdlis minimum helye x =0, értéke
y=0

paros fiiggvény

Hatvanyfiiggvény

f(x) = x™, n paratlan pozitiv egész

szigoruan monoton nd R-en

nincs globdlis sz¢&lséértéke

paratlan fliggvény




Gyokfiiggvény

Y
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f(x) = Vx, n paros pozitiv egész

szigoruan monoton nd az Ertelmezési tarto-
manyon

globdlis minimum helye x =0, értéke
y=0

Tortfliggvény

fx) = xin, n paratlan pozitiv egész

Df = R\{0}

Ry = R\{0}

szigortian monoton csokken a (—oo,0) és a
(0, o) tartomanyokon

nincs globdlis sz¢&lséértéke

paratlan fiiggvény

Exponencialis fiiggvény

a>1

f(x)=a*,a>1

szigorian monoton nd R-en

nincs globalis szélséértéke

Fontos kiemelni az e alapu exponencialis
fiiggvényt (mas néven természetes alapu
exponencialis fliggvény), ahol e egy irracio-
nalis szam, melynek értéke
2,7182818284.. ., jelolése: e*.




Exponencialis fliggvény

Y

D<a<l

N

f(x)=a*,0<a<1

szigortian monoton csdkken R-en

nincs globdlis szélsdértéke

Pé¢lda: radioaktiv elemek felezési ideje ex-
ponencialis fliggvényt kdvet

a Fold légkorében a nyomas a magassag
fliggvényében exponencialisan csokken

Logaritmus fliggvény

y

> 1

f(x) =log,x,a>1

szigoran monoton nd az értelmezési tarto-
manyon

—

nincs globdlis szélsdértéke

Fontos kiemelni a természetes logaritmus
fiiggvényt (mas néven e alapu logaritmus
fliggvény), ahol a logaritmus alapja az ex-
ponencialis fliggvénynél mar latott e irracio-
nalis szam. Jelolése: Inx (mas jeloléssel
log, x)

Logaritmus fliggvény

y

f(x)=log,x,0<a<1

szigorian monoton csOkken az értelmezési
tartomanyon

D<a<l

nincs globalis szélsdérteke




Szinusz fliggvény

f(x) = sinx
Ry = [—1,1]
szigordan monoton nd a —g,g] + k2w

tartoményokon, k € Z

k2m tartoményokon, k € Z

. , . T 3T
szigorlan monoton csdkken a [5,7] +

SR

periodikus 2m szerint

értcke y =1

globalis maximum helye x = §+ 2km,

érteke y = —1

globalis minimum helye x = 3;” + 2km,

paratlan fiiggvény

1d6 grafikonja szinusz fiiggvény

Koszinusz fliggvény

Példa: harmonikus rezgdmozgas kitérés-

f(x) = cosx

szigoruan monoton nd a
[, 2r] + k21 tartomanyokon, k € Z

szigoruan monoton csokken a
[0, ] + k2m tartomanyokon, k € 7Z

periodikus 2m szerint

| globalis maximum

helye x = 0 + 2km, értéke y = 1

globalis minimum
helye x = m + 2km, értéke y = —1

paros fliggvény

1d6 grafikonja koszinusz fliggvény

Tangensfiiggvény

f(x) = tgx
T
szR\{§+kn|kEZ}

szigoruan monoton nd az értelmezési tarto-

manyon

periodikus 7 szerint

paratlan fiiggvény

Példa: harmonikus rezgémozgas sebesség-




A trigonometrikus fliggvények periodikusak, ezért a teljes értelmezési tartomanyon nem in-
vertalhatoak. Azonban a szigorian monoton intervallumokon invertalhatéak. Az ilyen modon
kapott inverz fliggvényeket arkuszfiiggvényeknek (vagy ciklometrikus fliggvényeknek) ne-
vezziik. Nézziik a trigonometrikus fiiggvények értelmezési tartomdnydnak leszlkitését és
invertalasat abrak segitségével (10-12. abra). (Erdemes megfigyelni, hogy az arkuszfiiggvé-
nyek a trigonometrikus fiiggvények lesziikitésébdl az y = x tengelyre vald tiikrozéssel meg-
kaphatoak. Emlékeztetd a Fiiggvénytani alapismeretek cimi leckében az inverz fogalmanak
bevezetésekor.)

Y = arcsin, s
. s

™ Py

2 7y = sinT,T € [—E —]
| f y=sinz,x 2
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4 y=sinr.r € R

Y = COST, T € R

y = cosz,x € [0, 7]

11. abra. Arccosx fiiggvény szarmaztatasa a cosx fiiggvenybal



g y=tgr,r e R

w

y = arctge

12. dbra. Arctgx fiiggveény szarmaztatdsa a tgx fiiggvéenybol

Tekintsiik at tulajdonsagaikat.

Arkuszszinusz fiiggvény

f(x) = arcsinx

D = [-1,1]

T Rf: [_%’%]

2 (Erdemes megfigyelni az arcsinx fiiggvény
értelmezési tartomanya, értékkészlete és a
sinx fiiggvény értelmezési tartomanya ¢€s
értekkészlete kozotti dsszefliggést. Emlékez-
tet6 a Filiggvénytani alapismeretek cimi
- leckében.)
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szigoruan monoton nd az Ertelmezési tarto-
manyon

globdlis minimum
helye x = —1, értéke y = —%

b5

globdlis maximum helye x =1, ¢értéke
V1
Yy=3

paratlan fliggvény




Arkuszkoszinusz fliggvény

f(x) = arccosx

(Erdemes megfigyelni az arccosx fiiggvény
értelmezési tartomanya, értékkészlete és a
cosx fiiggvény értelmezési tartomanya és
értekkészlete kozotti 6sszefiiggést. Emlékez-
tetd a Fliggvénytani alapismeretek cimii
leckében.)

szigoruan monoton csdkken az értelmezési
tartomanyon

globalis minimum helye x =1, ¢értéke
y=0

globalis maximum
helye x = —1,¢értékey =

Arkusztangens fliggvény

f(x) = arctgx

y - (53

(Erdemes megfigyelni az arctgx fiigg-
vény értelmezési tartomanya, értékkész-
lete és a tgx fliggvény értelmezési tarto-
manya ¢s értekkészlete kozotti 6sszeflig-
gést. Emlékeztetd a Fiiggvénytani alap-
ismeretek cimi leckében..)

szigoruian monoton nd az értelmezési
tartomanyon

nincs globalis szélsdértéke

paratlan fiiggvény

Definicid: Az aszimptota egy olyan gorbe, tobbnyire egyenes, amelyet egy fiiggvény grafi-
konja tetszélegesen megkdzelit (hozzasimul), de soha el nem éri.

Példaul: Az f(x) = log, x fiiggvénynek fliggéleges aszimptotaja a x = 0 egyenletli egyenes

(13. abra).
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flz) =logx a>1

flz)=log.x 0<a<l

13. abra. Logaritmus fiiggveny fiiggdleges aszimptotdja
Az f(x) = a* fiiggvénynek vizszintes aszimptotaja az y = 0 egyenletli egyenes (14. abra).
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flz)=a" a>1

14. abra. Exponencidalis fiiggvény vizszintes aszimptotdja

Az f(x) =§ fliggvénynek két aszimptotaja van, a fiiggéleges x = 0-ban, a vizszintes

aszimptota y = 0-ban (15. abra).
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15. abra. Tort fliggvény aszimptotai



Az f(x) = tgx fuggvénynek végtelen sok fliggbleges aszimptotija van az x = % + km,k €Z
pontokban (16. abra).

i Y |
i E flz) = tgx
3r | o _‘"'_ 37 ¢
2 2 2] 2
16. abra. Tangens fiiggvény fiiggdleges aszimptotdai
Az f(x) = arctgx fliggvénynek két vizszintes aszimptotaja van y = —g ésy = g ~ben (17.
abra).
s b 7
Y 5
f(z) = arctgx
I
— 2

17. abra. Arkusztangens fiiggvény vizszintes aszimptotai

Kidolgozott feladatok:
1. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = arcsin(2x — 5) fiiggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Az arcsin(x) fiiggvény értelmezési tartomanya a [—1,1] intervallum, tehat az
argumentumra a feltétel

—-1<2x-5<1.

Megoldjuk ezt a kettdés egyenldtlenséget. Az ezekre vonatkozd ekwivalens atalakitasi
lehetéségek hasonldak az egyenl6tlenségekre vonatkozokhoz. Szabad példaul minden
"oldalhoz" hozz4adni ugyanazt a szamot. Otdt hozzaadva minden "oldalhoz" azt kapjuk, hogy

4 <2x<6.

Kettdvel végigosztva



2<x<3.
fgy tehat
Df =[2, 3].

3

x—4

2. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = arccos (T) fiiggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Most is az a feltétel, hogy

3x—4

-1< <1

Ekvivalens atalakitasokat végezve kapjuk, hogy
—2<3x—4<2,
2<3x <6,

<x<2.

wIiN

fgy végiil

b =[5

2.

2

3. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = arcsin (—1) fliggvény értelmezési tartomanyat.

X

Megoldas: Két kikotést kell tenniink, egyrészt
miatt a nevezében x — 1 # 0 = x # 1.

Az arcsin miatti feltétel az, hogy

2

-1<
x-1

<1

a nevezO, masrészt az arcsin miatt. Az 0sztas

Mivel a nevezd nem allando eldjeld, két esetet kell vizsgalni, ha pozitiv és ha negativ. (A

nullat mar kizartuk.)

—+

Ha x —1 > 0, vagyis x > 1, akkor a
nevezdvel beszorozva az eredeti kettOs
egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy
—(x—-1)<2<x-1.

Hax —1<0, vagyis x < 1, akkor a
nevezdvel beszorozva az eredeti kettds
egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy

—(x—1)=2>=x—1. (Ha negativ
szammal  szorzunk  megfordulnak az
egyenlOtlenségek irdnyai.)

Ennek megoldashalmazat jelolje H; .

Ennek megoldashalmazat jellje H,.

Ennek a két halmaznak az unidja adja Dy-et.
Df == Hl

U H,




Foglalkozzunk eldszor H;meghatarozasaval.
Ekkor, az x > 1 feltételen tul, annak kell teljesiilni, hogy
—x+1<2,

azaz x = —1,

és
2<x-—1,
azaz x = 3.

Ez a harom egyenldtlenség egyszerre teljesiil, ha x > 3, tehat
H1 = [3, 00).

Ezt mutatja az alabbi 4bra.

H, esetén, az x < 1 feltételen tul, annak kell teljesiilni, hogy
—x+1=2,

azaz x < —1,

és
2=2x—1,
azaz x < 3.

Ez a harom egyenldtlenség egyszerre teljestil, ha x < —1, tehat
Hz = (—OO' _1)

Grafikusan mindez.
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Ezek alapjan végiil
Df = H U Hy = (—o, —1] U [3, o0).

Az uni6 grafikus eldallitasat mutatja az alabbi abra.

} * H,

> { [I__-

> - - H, U H;

arcsin(3x)—4

. fiiggvény inverzét.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =

Megoldas: Mivel az arcsinx fliggvény szigorian monoton fiiggvény az értelmezési tartoma-
nyan, igy van inverz fiiggvénye. Rendezziik a kovetkez6 egyenletet x-re.

arcsin(3x) — 4
2

2y = arcsin(3x) — 4

2y + 4 = arcsin(3x)

Mindkét oldalnak vessziik a szinuszat:

sin(2y + 4) = sin(arcsin(3x)).

Mivel az inverz fiiggvény inverzét vessziik a jobb oldalon, igy a jobb oldal:
sin(2y + 4) = 3x,

.1 1 SiN(2y+4
amib6l sin@y+4) _ X

Felcserélve a valtozokat kapjuk, hogy

__sin(2x+4)
=

amibdl az inverz fliggvény



_, _ sin(2x +4)

3

5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 7 — 4arctg(x + 1) fiiggvény inverzét.

Megoldas: Mivel az arctgx fiiggvény szigoruan monoton fliggvény R-en, igy van inverz
fiiggvénye. Rendezziik a kdvetkezd egyenletet x-re.

y =7 —4arctg(x + 1)
y — 7 = —4arctg(x + 1)

}]_—4 = arctg(x + 1)

Mindkét oldalnak vessziik a tangensét:

-7
tg (}]_—4) = tg(arctg(x + 1))

Mivel az inverz fliggvény inverzét vessziik a jobb oldalon, igy a jobb oldal:
-7

(o) =x

amibol tg (22) - 1 = .

Felcserélve a valtozokat kapjuk, hogy

4 (x—7> 1
y_g _4 )

amibdl az inverz fliggvény

f1 =tg(x_7> —1.

—4



