1.3.  Osszetett feladatok

1. feladat: Az ABC haromszdg A csucsahoz egy tetsz6leges O pontbol az @, a B csticsba a b,
a BC szakasz felez6pontjaba pedig a p vektor mutat. Allitsuk el6 a, b, és p segitségével :
a) az O-bol a C-be vezetd vektort

b) az AC vektort.

Megoldas

Készitsiink abrat!

&
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A
b
a) OC =0B+BC =0B+2BP =0B+2(OP -OB)

OC=b+2(p-b)=2p-b
b) AC=0C-OA=2p-b-a

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor egyenlé hosszi, akkor Osszegik és
kiilonbségiik merdleges egymasra.

Megoldas

Abban az esetben, ha a két vektor nem parhuzamos, akkor megszerkesztve az dsszegiiket és a
kiilonbségiiket 1ényegében egy rombusz két atlojat kapjuk. Az elemi geometriabdl ismert,
hogy ezek egymadsra merdlegesek.

Ha a két vektor parhuzamos, akkor vagy azonos iranyuak, vagy ellentétesek.

Ha azonos iranyutak, akkor a kiilonbségiik 0, ha ellentétes irdnytak, akkor pedig az dsszegiik
0. Mivel a 0 vektor iranya tetszdleges, ezért a 0 vektor barmely vektorra meréleges is, ezzel az
allitast igazoltuk.

3. feladat: AB és A'B tetsz6leges szakaszok, ezek felezGpontja F és F . Igaz-e, hogy az AA,
BB ¢és CC szakaszok felez6pontjai egy egyenesen vannak!



Megoldéas

A F' B'

Legyen X az AA, Y az FF és Z a BB szakasz felezépontja.
Legyenek az A, B, F, A B, F pontokba mutatd helyvektorok rendre a, b, f, a,b ésf.
Ekkor:

W:a+a 52:b+b.
2 2
~_ a+a b+b" a+b a'+b"
O—Y_OF+OF'_ 2 + ) + 2 OX+0Z
2 2 2 2

Ebbdl az kovetkezik, hogy Y felezOpontja az XZ szakasznak, tehat X, Y €s Z egy egyenesen
vannak.

4. feladat: Az ABCDE szabalyos négyoldalti gula alaplapja az ABCD négyzet. Legyen
AB = a, AD=b és AE =¢. Fejezzik ki az a, b és ¢ vektorokkal:

a) a DE vektort
b) az A csticsbol a CE ¢l felez6pontjaba mutatd vektort
c) az A csucsbol a BCE oldallap sulypontjaba mutatd vektort.

Megoldas

a) A DE vektor felirhato két vektor kiilonbségeként:

DE=c-b.



b) A CE ¢l, mint szakasz F felezépontjaba mutaté vektort akkor tudjuk konnyen
meghatdrozni, ha ismerjik a CE szakasz két végpontjaba mutaté azon helyvektorokat,
amelyek az A csucsbol indulnak. A vektorok 0sszeaddsara vonatkozo szabaly alapjan:

AC=a+b AE-=c.
A szakasz felezOpontba mutato vektor:

AF - AC + AE :a+b+c.
2 2
c) Az A csucsbol a BCE oldallap stlypontjaba mutatd vektort akkor tudjuk eléallitani, ha
ismerjiik a B, C és E csucsokba mutatd, A pontbdl indul6 helyvektorokat. Felhasznélva az
el6z6 eredményeket:

AB=a AC=a+b AE=c.

A BCE oldallap sulypontjaba mutat6 vektor:
A5 AB+AC+AE a+a+b+c 2a+b+c
3 3 3

5. feladat: Az ABC haromszogben AB=6cm, BC=7cm ¢és AC=8cm. Hatarozzuk meg az
(AB,AC) értékét!

7 cm
8 cm

6 cm

Megoldas

A skalaris szorzat kiszamitasahoz sziikségiink van a két vektor altal kozbezart szogre. Jelen
esetben ez a hdromszdg A csticsanal 1évo szoge. Mivel ez egy altaldnos haromszog, ezért ezt a
szoget koszinusztétellel tudjuk kiszamolni. A szokasos betlizést hasznalva:

a’=b’+c’—2bccos
7*=6"+8 —-2-6-8cosa — cosa =% - a~57,91".
A keresett skalaris szorzat:
(AB,AC)=6-8-c0557,91" = 25,2.
Megjegyzés: Mivel a skalaris szorzat szamolasanal a szog koszinuszdra van sziikség, ezért
nem sziikséges magat a szoget kiszdmolni. Megallhatunk a cos«a =;—; Osszefliggésnél, ezt

helyettesitjlik be a skalaris szorzatba, ezaltal pontos eredményt kapva.



6. feladat: A k paraméter mely értékénél lesznek merdlegesek egymasra az a+kb és
a—kb (b=0) vektorok?

Megoldas
Két vektor pontosan akkor merdleges egymadsra, ha skalaris szorzatuk nulla, tehat a

(a+kb,a-kb)=0

egyenletet kell megoldanunk. Kihasznalva a skalaris szorzat tulajdonsagait és az egyenlet bal
oldalat atalakitva:

(a,a)—k(a,b)+k(b,a)-k*(b,b)=0

egyenlethez jutunk.
Ebbdl:
[al]" = k* o] =0.
tehat
=+ 18

7. feladat: Ha az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete 6 egység, akkor
mekkora a terilete a c=4a-b ¢és a d=a+5b vektorok altal kifeszitett
paralelogrammanak?

Megoldas

Tudjuk, hogy a paralelogramma teriilete egyenld az Ot kifeszitd két vektor vektoridlis
szorzatanak abszolut értékével. Tehat a keresett tertilet:
T =|lcxd|.
Behelyettesitve:
T =|(4a-b)x(a+5b)|.

El6szor bontsuk fel a bels6 zarojeleket. Minden tagot minden taggal meg kell szorozni, de
iigyelni kell arra, hogy a vektoridlis szorzatnal szamit a tényezdk sorrendje:

T = [4(axa)+ 20(axb) - (bxa)-5(b xb)].
Vegyiik észre, hogy
axa=[a]-Jal-sin0’ =0
valamint:
axb=-(bxa).
fgy a keresett teriilet:
T =|4(axa)+20(axb)-(bxa)-5(bxb)|=[21(axb)|=21-6=126 teriiletegység.

8. feladat: Ha az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység, akkor
mennyi a térfogata az u=2a-b, v=a+3c, w=2b-c vektorok altal kifeszitett

paralelepipedonnak?



Megoldas

Mivel a paralelepipedon térfogata az Ot kifeszitd vektorok vegyesszorzatinak abszolut
értékével egyenld, ezért

V =|uvw|.
Behelyettesitve:
V =|(2a-b)(a+3c)(2b-c)|.
A vegyesszorzat definicidja szerint a keresett térfogatot tovabb alakitva:
V =|((2a-b)x (a+3c),(2b-c)) .
Végezziik el el0szor kiilon csak a vektorialis szorzast:
(2a-b)x(a+3c)=2(axa)+6(axc)-(bxa)-3(axc).
Kihasznalva, hogy axa =0
(2a-b)x(a+3c)=6(axc)-(bxa)-3(axc).
Helyettesitsiik ezt vissza a keresett térfogatba:

V =[(6(axc)- (bxa)-3(axc),(2b-c))| =

=[(12(axc),b)-6((axc),c)-2((bxa),b)+((bxa),c)-6((bxc),b)+3((bxc),c)

Felhasznalva a vegyesszorzat jelolési modot, folytatva az atalakitast:

V =|[12acb - 6acc - 2bab + bac - 6bcb + 3bcc]

Mivel harom egysiku vektor vegyes szorzata 0, ezért mindegyik tag, amelyben van ismétlddd
vektor, az 0 lesz. (ha harom vektor koziil ketté azonos, akkor a harom vektor biztosan
egysikl)

V =|12ach +bac|.
Felhasznalva, hogy ach =-abc és bac =-abc
V =|-12abc - abc| =|-13abc| = 13|abc|.
Mivel az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység ezért
V =13-5=65.



