Elméleti osszefoglalo

A hatarérték, hataratmenet a matematika egyik legfontosabb fogalma. Mar az okori
matematikaban is felbukkan (a hatarérték az, amihez egy valtoz6 mennyiség egyre jobban és
jobban kozeledik), ma is hasznalatos pontos megfogalmazasa Augustin-Louis Cauchy és Karl
Weierstrass érdeme.

Példaul a korbe irt szabalyos sokszdgek egyre kozelebb vannak a korhoz, ha az oldalszamot
noveljiik. Ez a hatardtmenet lehetdvé teszi a kor kertiletének és teriiletének meghatarozasat.
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Egy gorbe P pontban huzhat6 érintdje a P és Q pontokon atmend szeldk hatarhelyzete, ha a Q
pont minden hataron tul kozeledik a P ponthoz. Az itteni hatardtmenet segitségével felirhatod

az érintd egyenlete.
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Az é&bran lathato S sikidomot (amelynek a teriiletét a geometriaban tanult modszerekkel nem
lehet kiszdmolni) egyre jobban megkdzelitik az alabbi dbran lathaté kis téglalapok unidja, igy
a teriiletét a téglalapok teriiletének Osszege.
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A két legfontosabb probléma, amely a hatarérték fogalmanak kidolgozasédhoz vezetett az
érintd problémaja, és a teriilet problémadja.

A hatarérték intuitiv fogalma

A hatarérték legegyszeriibb fajtaja az egyvaltozos fiiggvény hatarértéke, ezzel foglalkozunk a
tovabbiakban.

x> -1

2(x—l)

érdekelne minket, hogy hogyan viselkedik az f(x) érték, ha x kdzel van 1-hez. Ennek

Tekintstik az f(x) =

figgvényt. Ez a fiiggvény nincs értelmezve az a =1 helyen. Az

érdekében kiszdmoljuk a fliggvény értékét néhany 1-hez kozeli helyen. A szdmitasokat az
alabbi tablazat tartalmazza.

0.5 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1 1.5

X
f(x) 0.75 0.95 0.995 0.9995 | 1.0005 1.005 1.05 1.25

Ezekbdl a szamokbol is lathatd, hogy ha x egyre kozelebb van egyhez, akar balrol, akar
jobbrol, f(x) is kozelebb lesz 1-hez. Ezt igy fogalmazzuk meg, hogy f(x) hatarértéke 1, ha

x kozeledik 1-hez. Ez elvezet a hatarérték alabbi, matematikai szempontbdl nem preciz

crcr

Definicio (intuitiv): Legyen f(x) egy olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya

tartalmaz egy olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kozepe, kivéve esetleg az a

szamot. Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény hatarértéke az a helyen a L szam, ha

f(x) tetszéleges kozel keriil L-hez, ha x mar elég kozel van a -hoz. Ezt igy fogjuk jeldlni:
limf(x)=L.

Definicio: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya €rtelmezve
van az olyan szdmokra, amelyek kozel vannak a -hoz, de anndl nagyobbak. Azt mondjuk,
hogy az f(x) fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszdleges
kozel kertil L -hez, ha x mar a -hoz elég kozeli, de a -ndl nagyobb szam. Ezt igy fogjuk
jelolni:

lim f(x)=L.

X—a+




Definicié: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve

van az olyan szamokra, amelyek kozel vannak a -hoz, de annal kisebbek. Azt mondjuk, hogy
az f(x) fiiggvény bal oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges kozel

keriil L-hez, ha x mar a -hoz elég kozeli, de a -nal kisebb szam. Ezt igy fogjuk jeldlni:

lim f(x)=L.

Xx—a-

A két utdbbi definicié szemléltetésére tekintsiik az f(x) =+4—x> fiiggvényt. Ennek

értelmezési tartomanya a [—2, 2] zart intervallum, és a grafikonja az aldbbi dbran lathato.
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Az abrardl konnyen leolvashato, hogy lirr21 4-x*=0,¢és lim+4—-x*> =0. Mindkét

X——2+ X—2—
eredmény egy gyors numerikus kisérlettel ellendrizhetd. Példaul az eld limesz esetén
£(—1.9999) = 0.1999975 , a méasodik limesz esetén £(1.9999) =0.1999975 . Mindkét szam

kbzel van nullahoz.
Az alabbi tétel a kétoldali és az egyoldali hatarértékek kozotti kapesolatrol szol.

Tétel: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya tartalmaz egy
olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szdm a kozepe, kivéve esetleg az a szdmot. Ekkor
limf(x) =L pontosan akkor teljesiil, ha lim f(x)= lim f(x)=L.

Felmertil a kérdés, hogy hogyan lehet a hatarértéket meghatarozni. Késébb a preciz definicio
birtokaban erre korrekt modszereink lesznek. De addig is, példdul a fenti tdblazatban mutatott
numerikus kisérlettel gyakran ki lehet talalni a hatarértéket. Ha 4dbrat tudunk rajzolni a
fliggvényrdl, az is felhasznalhato a hatarérték leolvasasara. Ha egyszertsiteni tudjuk a
fiiggvény hozzarendelési utasitasat, a hatarérték meghatarozasa is egyszertisodik.



Kidolgozott feladatok

1. feladat: Az alabbi dbra egy f fiiggvény grafikonjat mutatja.
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Olvassuk le az dbrardl az alabbi hatarértékeket: a) ling f(x),b) lir? f(x), c) lin} f(x),

d) lim £(x), €) lim £(x), ) lim £(x), g) lim £(x), h) lim £(x), ) lim £(x), ) lim f(x).

Megoldas: a) Ha megfigyeljiik a fliggvénylink viselkedését a 0 kortil, 1atjuk, hogy az f(x)
fiiggvényértékek tetszélegesen kozel keriilnek 1-hez, ha x elég kozel van nullahoz, ezért
ling f(x)=1.

b) Akarhogyan kozeledik az x az 1-hez, az 4bra alapjan az f(x) fliggvényértékek 2-hoz
kozelednek, azaz lirrll f(x)=2, ésigy lirP f(x) =2is teljestil, ami eredetileg a kérdés volt.

c¢) Konnyen leolvassuk az el6zdéek alapjan, hogy lin% f(x) =3, figyeljiik meg viszont, hogy

£(3)=1.

d)-e) Az eddigiekkel ellentétben a fiiggvénylink 5 koriili viselkedésénél egyaltalan nem
mindegy, hogy az 5-h6z a bal vagy a jobb oldalr6l kozelediink. Latjuk az abrardl, hogy 5-h6z
kozeli, de 5-nél kisebb x értékekre f(x) 1-hez lesz kozel, lir? f(x)=1, de ha x kozel van 5-

hoz, de anndl nagyobb, akkor f(x)4-hez kozeli, azaz lim f(x)=4. Mivel a két egyoldali

x5+

limesz kiilon-kiilon 1étezik ugyan, de nem egyenld, ezért a kétoldali ling f(x) hatarérték nem

1étezik.

)-g)-h) Az el6z6ek alapjan viladgos kell, hogy legyen, hogy ligl f(x)=2, lirgl f(x)=4¢és
lim f(x)=1.

x—10-

1) Az 10-hez kozeli, de 10-nél nagyobb x szdmok esetén az f(x) viselkedése az eddigiektdl
eltérd. De a grafikon azt akarja abrazolni, hogy f(x) minden hataron tl nd, ha x jobbroél
kozeledik 10-hez. Ezt igy jeloljiik: lirll(} f(x)=o0.

7) llyen tipust limesz sem szerepelt az eddigi definiciokban. De nyilvan érezziik a grafikon azt
szemlélteti, hogy ahogy egyre nagyobba valik az x, az f(x) értékek minden hataron tul
kozelednek nulldhoz, amit igy fogunk jelolni: limf(x)=0.



Elméleti osszefoglalo
Szamsorozatok

Az 1) és j) pontokban szerepld hatarértékekkel egyiitt eddig 5 fajta limeszrdl volt sz6. Ki fog
hamarosan deriilni, hogy vannak tovabbiak is, 6sszesen 15 fajta. Ezek ismertetése elott
ratériink a szdmsorozatokra. A preciz definicidk ezek segitségével konnyen megadhatok.

Definicio: Szamsorozatnak hivjuk az a: N — R fliggvényeket, hagyomanyos okokbdl
a(n) helyett a_-et irunk és a_-et a sorozat n-edik elemének hivjuk, n -et pedig az

a_sorozatelem indexének nevezziik.

Magat a sorozatelemeket az index szerinti természetes sorrendjiikben (an) fogja jelolni, tehat
(a,)=(a,,a,,a;,...). A szamsorozat elnevezés helyett réviden sorozatot is szokas mondani. A

sorozatokat leggyakrabban az a_ elem kiszdmolasat lehetdvé tevd képlet megadasaval

definidljuk. Példaul igy: a, =n +l . Ennek a sorozatnak az els6 néhany eleme
n

, 51017 26
72’37475""'

Tekintsiik az 1-1-l sorozatot. Ennek az els6 néhany eleme 2,§,£,§,§,... .Ha

n 2345
abrazoljuk ezeket a szamokat egy szdmegyenesen vagy egy koordindta rendszerben az (n, an)
koordinataju pontokat, az alabbi dbrakat kapjuk.

(Igy minden sorozatot abrazolhatunk, ez a szemléltetés gyakran hasznos.)



Az abrakrol leolvashatjuk, hogy (an) elemei egyre kisebbek, de mindegyik nagyobb, mint 1.

Az elemek kozelednek 1-hez. S6t, igy mondjuk, hogy az elemek minden hataron tal
kozelednek 1-hez, amin azt értjiik, hogy az a, sorozatelem és az 1 tdvolsaga, ami definicio

szerint |an -1

, tetszOlegesen kicsivé valik, ha n elég nagy. Az is igaz, hogy a sorozatelemek

egyre kozelednek pl. a 0-hoz is, s6t minden 1-nél kisebb szdmhoz is, de az ilyen szamokhoz
nem kdzelednek a sorozatelemek minden hataron tul, példaul a 0-t6l vett tdvolsaguk mindig

legalabb 1, az %-t()l vett tavolsaguk mindig legalabb % , €s igy tovabb. Tekintsiink most egy

1-nél nagyobb szamot, példaul 1.025-t. A sorozatelemek eldszor kozelednek 1.025-hoz, de a
40. elem éppen 1,025, és ezutdn a sorozatelemek elkezdenek tdvolodni, és egyre tavolabb
keriilnek 1.025-t6l.

. 1 :
Ebbdl az elemzésbdl lathatjuk, hogy az (1 +—j sorozat esetén az 1-nek kitiintetett szerepe
n

van: 0 az egyetlen valds szam, amelyhez a sorozatelemek minden hataron tal kézelednek.

Ilyen tulajdonsagu szam sok mas sorozat esetén is taldlhatd, de messze nem mindegyik esetén.
Példdul az a_ = (—1)n képlettel megadott sorozat elemei felvaltva -1 és 1, ezek az elemek nem

kozelednek minden hatéron tal semmilyen szdmhoz. Ezek motivaljak a kovetkezd definiciot.

Definicié: Az (a, ) sorozat hatdrértéke vagy limesze az A € R valos szam, ha tetsz6legesen

adott & >0 szamhoz van olyan N(&)e N természetes szam, hogy n > N(&) esetén

an—A|<8.

Azt, hogy az (a, ) sorozat hatarértéke A

a, >A vagy Ilima =A

n—o

fogja jeldlni. Ilyenkor az (a, ) sorozatot konvergensnek hivjuk, az N (&) e N természetes

szamot pedig az ¢ -hoz tartozo6 kiiszobindexnek.

A definici6 szemléletes tartalma a fenti gondolatmenet alapjan az, hogy ha a sorozat
hatarértéke A, akkor a sorozat elég nagy indexii elemei mindannyian barmilyen kis
tavolsagnal is kozelebb lesznek A-hoz. Ez a sorozatok korében a legfontosabb fogalom.

Tétel: Ha egy (a, ) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor az egyértelmii.

Definicio: Az (a, ) sorozat egy részsorozata egy olyan (b, ) sorozat, amely gy keletkezik,

hogy toroljiik az eredeti sorozat véges sok vagy végtelen sok elemét olyan médon, hogy
végtelen sok elem maradjon, és a megmarado elemek a (bn) sorozat elemei.

Példaul az (—j sorozatnak néhany részsorozata az alabbi:
n
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,J , itt a paratlan indexili elemeket tartottuk meg, ¢s minden masodikat tordltiink;

[S—
-

-

, ,j , itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe négyzetszam;

[S—
-

,J , itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe primszam.

Egy sorozatnak nyilvan végtelen sok részsorozata van.

Tétel: Ha a, — A, és (b, ) részsorozata (a, )-nek, akkor b, — A.

Ez a tétel sokszor hasznos, példaul erre alapozva gy lehet megmutatni, hogy egy sorozat nem
konvergens, hogy keresiink két részsorozatot, amelyeknek mas a hatarértéke.

A nem konvergens sorozatokat divergensnek is hivjuk. A divergens sorozatok nagyon
szerteleniil is viselkedhetnek. Két tipusuk azonban mutat némi szabalyszeriiséget, ezek a
minden hataron tal névekedo, és a minden hataron tul csokkend sorozatok.

Definicio: Az (an ) sorozat hatarértéke a plusz végtelen, ha tetszélegesen nagy c € R pozitiv
szdmhoz is van olyan N(c) € N természetes szdm, hogy n > N(c) esetén

a_ >c.
Ezta — oo vagy 1lilﬁrg a, = oo fogja jelolni.
Az (a, )sorozat hatarértéke a minusz végtelen, ha tetszélegesen nagy abszolut értéki
negativc € R szamhoz is van olyan N(c) € N természetes szdm, hogy n > N(c) esetén

a, <c.

Ezta, — —oo vagy lima, = —oofogja jelolni.

Egy masik fajta némileg szabélyos viselkedést jelent, ha a sorozat elemei egy véges
intervallumba esnek. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicid.

Definicio: Az (an ) sorozat feliilrdl korlatos ¢s a K € R szam a felsd korlatja, ha minden
neNesetén a, <K.

Az (a, )sorozat alulrél korlatos ¢s a k e R szam az also korlatja, ha minden n € N esetén
a, >k.

Az (a, )sorozat korlatos, ha alulrol és feliilrdl is korlatos.

Egy tovabbi szabalyos viselkedés, ha a sorozat elemei egyre nének vagy csokkennek.

Definicio: Az (a, ) sorozat monoton névé, ha minden n € Nesetén a, <a_,,, monoton

n+l

csokkend, ha minden ne Nesetén a_ >a__,.

Szokas akkor is azt mondani, hogy egy sorozat monoton novo vagy csdkkend, ha a megfeleld
egyenldtlenség nem minden n-re, hanem csak egy adott K kiiszobszamnal nagyobb vagy
egyenld n-ekre teljesiil.



A monoton sorozatok egy bizonyos értelemben szabalyosan viselkednek. A legtobb sorozat
nem monoton.

Mivel a sorozatok N — R fliggvények, az algebrai fliggvénymiiveletek rajuk is
értelmezhetdk. Példaul az 6sszeg hozzarendelési utasitasa a hozzarendelési utasitasok
Osszege, ¢s igy tovabb. Kicsit pontosabban ez a harom legfontosabb miiveletre az alabbi.

Definicio: Tekintsiik az (a, )és (b, ) sorozatokat. Ekkor a két sorozat dsszege az

(a, +b, )sorozat, szorzata az (a b, )sorozat, és ha b, egyetlen n-re sem nulla, akkor

a
hanyadosa az (b“ ]sorozat.

A sorozatok témakorében a legfontosabb feladat a hatarérték meghatarozasa lesz, amennyiben
1étezik. Ek6zben az alabbi tételeket allandoan fel fogjuk hasznalni. El6szor egy, a konvergens
sorozatokrol szolo tétel kovetkezik.

Tétel: Ha a, > AcRés b, »>BelR, akkor
a,+b, > A+B,

a,b, > AB,
—|A

an

9

ha 1étezik az (;—“J sorozat, és B = 0, akkor {a)—“ - % )

n n

Joval bonyolultabb a helyzet, ha valamelyik vagy mindkét sorozat valamelyik végtelenbe tart.
Csak a legfontosabb eseteket tartalmazzéak az alabbi tételek.

Az 6sszeggel kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (a, )és (b, ) sorozatokat.
Haa, >oés b, ->BelR,akkor a, +b, — 0.
Haa, > oésb — oo, akkor a +b, — 0.

Haa, »>-oés b, >BeR,akkor a, +b, — —0.
Ha a, > —0ésb, - —w, akkor a,_ +b, — —0.

A szorzattal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (an ) és (bn) sorozatokat, és tegyiik fel, hogy a, — 0.
Hab — B >0, akkor a b, &> .
Hab — oo, akkor a b, —» .



Hab, - B<0, akkor a b, - —0.
Hab, — —, akkor a b, - —.

Tétel: Ha a, > o és b, >a, minden n-re, akkor b, — o . Hasonl6an, ha a, — —oo és

b, <a,6 minden n-re, akkor b, — —
Végiil a hanyadossal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (a, ) sorozatot, és tegyiik fel, hogy a, #0 semmilyen n-re.

1
Ha a, — *oo, akkor — —=0.
a

n

. : 1
Ha a, >0 és a, >0, minden n-re, akkor — — 0.
a

n

. . 1
Ha a, -0 és a, <0, minden n-re, akkor — — —o0.
a

n

Ha a, — 0, akkor L—>oo.
a

n

Ezeknek a tételeknek a kombinaldsaval, mint majd latjuk, szamos sorozat hatarértéke
kiszdmolhat6. A tételek masik csoportja, ami megkonnyiti a limeszek kiszdmitasat a
nevezetes limeszekrdl szo616 tételek.

Tétel: a =l —0.
n

o, ha a >0,
Tétel: a, =n” —»>< 1, ha a =0,
0, ha a<0.

o, ha g>1,
I, ha q=1,

Tétel:a_ =q" —>
0, ha —1<q<1,

nem létezik a hatarérték, ha q<-1.

a, _l

Legyen a_ =n, b, =n’. Ekkor a_ —> 0, és b_ —> oo. Kénnyen lathato, hogy -0,

n

b, . . . . . o
ugyanakkor — =n — o. Ez azt mutatja, hogy pusztan az az informacio6, hogy mi egy tort
a

n

szamlaldjanak és nevezdjének kiilon-kiilon a limesze a tort limeszét nem hatdrozza meg. Ezt



ugy mondjuk, hogy a i tipusu tort hatdrozatlan alak. Ilyen hatarozatlan alak, nem csak tort
(e8]

esetén, tobb fajta is van. A legfontosabbak az aldbbiak:

iﬁ, 9’ 0-+00, o0—00, —oo—(—oo), 1”.
+00 0

Az ilyen sorozatok limeszének meghatarozasa nehézséget jelent. A megoldas minden esetben
abban all, hogy azonos atalakitasokkal 4talakitjuk a_ képletét, hogy a fenti tételek

alkalmazéséaval a limesz leolvashato legyen. Hogy ezt hogyan érdemes csindlni, az persze
sorozat tipustdl fliggéen mas €s mas lehet. A kidolgozott feladatokban bemutatjuk a
legfontosabb eseteket. Arra kell torekedni, hogy egy 1j feladat megoldés soran sikeriiljon
beazonositani a feladat tipusat, majd ezutan végre kell hajtani a tipushoz tartozé megoldasi
modszert.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat: irjuk fel az a_ = 2" sorozat elsé néhany elemét.

Megoldas: Rendre behelyettesitve n helyére az 1, 2, 3, 4, 5, értékeket, kapjuk, hogy
(an ) = (2,4, 8,16,32,...) .

2. feladat: Mi lehetaz a_ = (l, 3,5,7,9,...) sorozat hozzarendelési utasitasa.

Megoldas: A megadott elemek alapjan az a szabaly kérvonalazédik, hogy az n-edik elem az
n-edik paratlan szam, tehat

a, =2n-1.
Figyeljiik meg, hogy n legkisebb értéke 1, tehat a nullat nem tekintjiik természetes
szamnak.

3. feladat: Mi lehetaz a, = (O

w | N
(O NN

123 . - (o
,5, ,Z, ,... | sorozat hozzarendelési utasitasa.

Megoldas: Az els6 elemet 0 alakban is felirhatnank, igy még szembeotlobb, hogy az n-edik

elem olyan tort, amelynek a nevezdje n, a szamlaldja pedig n—1, tehat
n—1
a, =——.
n

4. feladat: Miaz a, = sorozat hatarértéke?

2n+1

Megoldas: Az egyik tétellink szerint, ha egy sorozat valamelyik végtelenbe tart, akkor a
reciproka nulldhoz tart. De 2n+1— oo, (hiszen ha n — o, akkor 2n — «, és ezért a nala
eggyel nagyobb 2n +1 is végtelenbe tart; ezek mindegyike felsorolt tételek egy nagyon
egyszeru alkalmazasa, mindenkinek javasoljuk, hogy azonositsa be a szoban forg6 tételeket).



fgy latjuk, hogy a, = —0.

2n+1

. . 1
De ugy is okoskodhattunk volna, hogy a sorozatunk részsorozata az — — 0 sorozatnak, egy
n

konvergens sorozat minden részsorozat, egy szintén felsorolt tétel szerint, ugyanoda
konvergal, mint az eredeti sorozat. Ezért ismét azt kapjuk, hogy a, — 0.

sorozat hatarértéke?

5. feladat: Miaz a, =

1
vn+1

Megoldas: Tudjuk, hogy Jn — o0, hiszen ez n® szerkezetii nevezetes sorozat o > 0 esete. igy

az egyik tételiink szerint , (meg kellene az olvasonak keresni) a nala nagyobb +/n+1 is tart
végtelenbe. gy az elobbi feladatban is felhasznalt tétel szerint a reciproka nulléba tart, azaz

a, = ! —0.

Vn+1

6. feladat: Mi az a_ =n” —3n sorozat hatarértéke?

Megoldas: Mivel n’és 3n is plusz végtelenbe tart, ez egy o —ootipust hatarozatlan alak. De
az alabbi 4talakitds konnyen meghatarozhatdva teszi a limeszt:

a,=n’-3n=n(n-3).
Itt mindkét tényezd végtelenbe tart, és akkor az egyik tételiink szerint a szorzatuk is,
a, =n’-3n—>wx.

Latjuk, hogy a, képlete masodfokti polinom. A polinomok esetén egy masfajta atalakitas, a
legmagasabb foku n hatvany kiemelése hasznosabb, mert minden esetben miikodik.

1 :
Ebben a szorzatban az elsd tényezd plusz végtelenbe tart, 3 =3.——>3-0=0, igy a masodik

n n
tényez0 1—0=1-be tart, ami egy pozitiv szam, igy egy masik tételiink szerint a szorzatuk
plusz végtelenbe tart. Ugyanazt a végeredményt kaptuk, mint elébb.

Azt is konnyl végiggondolni, hogy a legmagasabb fokt n hatvany kiemelése mindig
leolvashatova teszi a limeszt, mert kiemelés utan az elsé tényezd mindig plusz végtelenbe tart,
a masodik pedig a féegyiitthatohoz. Igy azt kapjuk, hogy polinom esetén a hatarérték
mindig végtelen, mégpedig plusz végtelen, ha a féegyiitthaté pozitiv, ¢s minusz végtelen,
ha a foegyiitthato negativ.

7. feladat: Miaz a, =(2n—1)n—(1- 2n)2 sorozat hatarértéke?

Megoldas: Ha megnézziik a sorozatunk képletét, lathatjuk, hogy a szorzasok elvégzése utan
egy masodfokt polinom keletkezne, amelynek a féegyiitthatoja2n® —4n* = —2n’ lenne, azaz



a, =-2n"+...
A tobbi tagot nem is kell kiszamolni, mert a limesz szempontjabol érdektelenek. Mivel a
fdegyiitthato negativ,a, =(2n—1)n—(1- 2n)2 >0,

sorozat hatarértéke?

8. feladat: Mennyi az a, =
n+2

Megoldas: A sorozat képlete egy tort, amelynek szamlalgja és nevezdje is plusz végtelenbe

o
tart, ezért a — tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. Ezekben az esetekben
100

leggyakrabban a kiemelés vezet eredményre. Polinomok hanyadosa esetén a nevezo
legmagasabb foku n hatvanyat, (csak az n hatvanyt, az egyiitthat6jat mar nem), célszerii
kiemelni a szamlalobol és nevezobdl is. Most tehat a szamlalobol és nevezdbdl is n-et.

Kiemelés ¢s egyszerlisités utan
n|2- 1 2 1
_ 2n-1 . n/ n

a, = 5= 5 >
n+ n(1+j 1+—
n n

Ezek ekvivalens atalakitdsok voltak. Az utolso tort példaul a 120. elem kiszdmoléasara
egyaltalan nem célszer(i, de a limesz leolvasasara nagyon is. Hiszen latjuk, hogy a szdmlal6 2-

2 .
hoz, a nevezd 1-hez tart, és igy a tort n =2 -hez, vagyis

2n-1
a, = —2.
n+2
2
9. feladat: Mennyi az a_ =3nzﬁ sorozat hatarértéke?
-2n"+n-3

Megoldas: Most a szamlal6 a plusz végtelenbe, a nevezdje minusz végtelenbe tart, tehat ismét

too " o ,
a—_— tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. A mddszeriink szerint kiemeliink a
100

szamlalobol és nevezoébdl is n” -et, majd egyszeriisitiink:

5 n’ 3_2+i2 3_g+i

3n"-2n+4 n n n n’
an= 2 = 1 3 =

-2n"+n-3 nz(_2+_j 4

n 1’12

Az utolso tortben a szamlalo 3-ba, a nevezo -2-be tart, ezért

3n° —2n+4 3 3
a, =" >——=——.
—2n"+n-3 -2 2
Egy rovid kis numerikus kisérlettel alatimaszthatjuk az eredményiinket. Emléksziink, hogy a
limesz az a szdm, amihez nagy index esetén a sorozatelem igen kozel van. Szadmoljuk ki

kalkulatorral, mondjuk a,,;, -et. Ez nem egy kellemes szamolas, de
a5 =—1.499796666 .



Ez tényleg kozel van > -hez. Ilyen numerikus kisérletet minden hatarérték kiszdmolasa

soran végezhetiink, ez segit, hogy rossz eredményt ne fogadjunk el helyesnek.

2
. n”+3n+1 C
10. feladat: Mennyi az a, = ———— sorozat hatarértéke?

-2n-3

+
Megoldas: Ismét a I;.O tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Most a szamlalobol és a
To0

nevezdbdl is n -et kell kiemelni, majd egyszerisiteni vele:

n n+3+l 1
n’+3n+1 n _n+3+;

DT o3 3 3
)
n n

Ebben a tortben a szamlalo plusz végtelenbe, a nevezd -2-be tart, ezért a hdnyadosuk minusz
végtelenbe, gondoljuk meg, nagy szdmnak a fele is nagy, ha még a minusz eldjelet is
figyelembe vessziik, akkor nagy negativ, tehat:
_n’+3n+1
" -2n-3
Az iméntihez hasonl6 numerikus kisérlet azt mutatja, hogy példaula ., = —1440.249783, egy

JO nagy abszolut értékii negativ szam, 6sszhangban a kapott végeredménnyel.

2
. -n°+n+2 s
11. feladat: Mennyi az a, = ———; sorozat hatarértéke?
n"-n"+2n-2

. . fo , . . :
Megoldas: A limesz — tipust, a modszeriink szerint a szdmlalobol és a nevezoébdl is n’ -t

+00
emeliink ki:
1 1 2
5 H3 —*“1‘724‘73 _1+L+£
—n“+n+2 n n n n n2 n3
a = = = .
" n-n’+2n-2 1 2 2 1 2 2
n n n n n n

Az utolso tortben a szdmlaloban minden tag nulldhoz tart, igy az egész szamlalo is, a nevezd

1-hez tart, tehat
—n’+n+2 0

a,=——— —-—=0.
n—-n-+2n-2 1

Az el6z0 harom feladatbol leszlirhetd a kovetkezo tétel:

Két polinom hdnyadosanak a hatarértéke

(1) a féegyiitthatok hanyadosa, ha a szamlalo és a nevezd azonos fokszamu,

(2) végtelen, ha a szamlal6 magasabb fokszdmu, mint a nevezd, mégpedig minusz végtelen,

ha a féegyiitthatok ellenkez6 eldjeliiek, és plusz végtelen, ha a féegylitthatok azonos
eldjeliiek,



(3) nulla, ha a szamlal6 alacsonyabb fokszamu, mint a nevezd.

12. feladat: Tekintsiik aza, = n+l
2n -1

sorozatot. Adjunk kiiszobindexet € = 0.01 -hez.

Megoldas: El6szor is, mivel a_ azonos fokszamu polinomok hanyadosa, a limesze 3

Kiiszobindexet adni a megadott € -hoz annyit jelent, hogy meghatarozunk egy természetes
szamot Uigy, hogy az anndl nagyobb vagy egyenld indexekre teljestil az

‘%—%<Qm
2

egyenlétlenség. (Altaldban, ha A jeloli a hatarértéket, akkor az |an —A| < ¢ egyenldtlenség.)
Beirjuk tehat a_ helyére a képletét, és megoldjuk az

LRI Py

2n—1

egyenldtlenséget. El0szor k6zos nevezdre hozunk az abszolut értéken beliil:

2(n+1)-(2n-1)|

22n-1) |

A szamlaloban elvégezve a miiveleteket és 0sszevonasokat kapjuk, hogy

3

2(2n—-1)
A kapott tort szamlaloja pozitiv, és a nevezdje is az, hiszen sorozatok kéreben az n pozitiv

egész szam lehet. Igy a tort maga is pozitiv, egy pozitiv szam abszolut értéke 6nmaga, tehat a

3 <0.01

2(2n-1)
egyenlbtlenséghez jutunk. A kovetkezd 1épésben atszorzunk a nevezoben 1évo 2n —1
tényezdvel, ami minden n-re pozitiv, vagyis nem fordul meg az egyenldtlenség iranya.

%<OOLQn—D.

<0.01.

<0.01.

Ezutan atosztva a szintén pozitiv 0.01-al, megint nem fordul meg az egyenldtlenség iranya.

150<2n-1.
Innen
151

2

75.5<n.
Minden atalakitas ekvivalens atalakitds volt, tehat a kiindul6 egyenl6tlenség teljesiil, ha
n>75.5. Tehat a keresett kiiszobindex N(0.01)=76.



Kicsit tobbet is csindltunk, mint amit a feladat szovege megkovetelt, hiszen a lehetd legkisebb
kiiszobindexet sikeriilt meghatdroznunk. Minden 76-nal nagyobb egyenld természetes szam is
j0 kiiszobindex 0.01-hoz.

13. feladat: Tekintsiik aza, = sorozatot. Adjunk kiiszobindexet € = 0.02 -hoz.

2n+1

. 3
Megoldas: Ugyanugy, mint az elobb, el6szor meghatarozzuk a hatarértéket. Ez most 5

Ezért az

—A|<8,

3
a, —| —=
2)
-3n-2 3
+_
2n+1 2

egyenldtlenséget kell megoldanunk. Ismét a kdzos nevezdre hozés az elsd 1épés, amit a
szamlalo kiszamolasa kovet:

<0.02,

<0.02

2(=3n-2)+3(2n +1)| <0.02
| 22n+1) |
_ -t
2(2n+1)
A kapott tort minden n-re negativ, igy abszolut értéke 6nmaga minusz egyszerese:
=D <0.0
2(2n+1)
1
—<
2(2n+1)
(Nem az egyenl6tlenséget szoroztuk meg minusz eggyel, hanem a bal oldali negativ tortet,

hogy kiszdmoljuk az abszolut értékét.) A hatralévo 1€pések mar egyszeriiek:

%< 0.02-(2n+1),

<0.02.

b

0.02.

<2n+1,
2-0.02

£<2n+1,

12 <n.
A keresett, egyébként most is a lehetd legjobb, kiiszobindex tehat N(0.02) =13 .

Egy kis numerikus kisérlet:

a, +% =1-0.021739130/=0.021739130>0.02, s6t

a, +% = |—0.02| =0.02, ami nem kisebb 0.02-nal, de viszont mar



= |—0.018518519 =0.018518519 < 0.02, és még nagyobb indexekre az abszolut érték

3
a3 +5

még inkabb kisebb 0.02-nal. A példakban latott modszerrel mindig a legkisebb kiiszobindexet
kapjuk

n+l

sorozat limeszét.

14. feladat: Szamitsuk ki az a_ =
2" +1

Megoldas: Ebben a feladatban a q" nevezetes sorozat két példanya is szerepel q=3 és q=2

valasztassal. A megadott tételbél tudjuk, hogy a limesz mindkét esetben plusz végtelen. Igy a
. we e . 0o , . f

tort szamlaloja és nevezdje is végtelenbe tart, a limesz — tipust. Az ilyen tipusu limeszek

100

kiszamoléasakor, mint eddig is, legtobbszor a kiemelés segit. Olyan mennyiségeket

igyeksziink kiemelni a szamlalobol és a nevezobdl kiilon-kiilon, hogy a kiemelés soran kapott

masik tényezd nullatol kiillonbozd konstanshoz tartson, €s ez a konstans a nevezdben még

nullatol kiilonbozzon is. E16szor picit atalakitjuk a_képletét:
32 3.3"-2
2"+l 2"+l
Ezutan a szamlalobol kiemeliink 3" -t, a nevezébdl 2" -t, és néhany atalakitast is elvégziink:

n+l n 3“ 3_3
32 3.3"-2 3" )

a, n - n -
2" +1 2" +1 2n[l+lj
21’1
2 2
_23—3“_(3)33—311
2 1+L 2 1+L
2" 2"

A kapott szorzatban (%) — o0, hiszen % >1. A tort szamlaldja 3-ba tart, hiszen 3" — oo,

L, 2 . . . w3 . e,
ezért — — 0. Hasonloan a nevezd 2-hez tart, igy a tort T =3-hoz, ami egy pozitiv szam, és

tudjuk az egyik tételiinkbdl, hogy egy plusz végtelenbe tartd €s egy pozitiv konstanshoz tarto
mennyiség szorzata plusz végtelenbe tart, tehat

3n+1 _2
a, =
2" +1

—> 0.

n n

15. feladat: Szamitsuk ki az a_ = Wsoroza‘[ limeszét.

Megoldas: Az vilagos, hogy a nevezd tart plusz végtelenbe. Megvizsgaljuk a szamlalot.

Mivel
2" 5" =35" 2——1 =5" g -1
5" 5



latjuk, hogy a szorzat elsé tényezdje plusz végtelenbe, a masodik tényezdje -1-be tart, igy a

., Ftoo Py
szorzat maga minusz végtelenbe. Tehat ismét a — tipussal van dolgunk. (Ha a szdmlalobol
100

2" -t emeltiink volna ki kicsit mas tton, de akkor is kijott volna, hogy a minusz végtelenbe
tart, érdemes kiprobalni.) Ezutan a_-t a modszeriinkkel, kiemeléssel, atalakitjuk, figyelembe

-
2" -5" 2" -5" 5"

a = = = =

"M =90 pn.gn_glo 5n[2n_910j
51]

- 10 °
2" — g
5n
A kapott tort szamlaloja —1-be tart, a nevezdje plusz végtelenbe, igy a tort nulldba, a, - 0.

véve, hogy10" =2".5".

16. feladat: Szamitsuk ki az a, =+/n+2 —+/n -3 sorozat hatarértékét.

Megoldas: Mindkét gyok alatti mennyiség, és igy mindkét gyokds mennyiség is plusz
végtelenbe tart, tehat a oo — oo tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. Mivel ezt
négyzetgyokok kiilonbsége okozza, a gyoktelenitésnek nevezett eljaras segit a limesz
kiszamolasaban. Ennek 1ényege az alabbi azonossag:

A-B
JA-JB-_AB_
JA +B
Ezt alkalmazva az A=n+2, B=n-3 valasztassal
n+2)—(n-3
an=\/n+2—\/n—3=( ) ( )=
Jn+2++/n-3
5
Jn+2+/n-3

Ezek az atalakitasok lehetdvé teszik a limesz meghatarozasat, hiszen az utolso tort nevezdje
végtelenbe tart, igy a tort nullaba, a, — 0.

A szokott numerikus kisérlettela, ,,, = 0.0079057, ami alatdmasztja az eredményiinket. Azt

is latjuk ebbdl, hogy a sorozat elég lassan tart nulldhoz. Példaul az eldbbi feladatban szerepld
sorozat esetén mar a,, ~—0.001, az a sorozat igen gyorsan tart nullaba.

17. feladat: Szamitsuk ki az a_ =+/n> —n+2 —+/n’ + 2n — 1 sorozat hatarértékét.

Megoldas: Ugyanazok miatt, mint az el6bb most is a oo —ootipust hatarozatlan alakkal van
dolgunk. A gyoktelenités mddszerét hivjuk segitségiil.



a =\/n2 -n+2 —\/n2 +2n-1= (n2 —n+2)—(n2 +2n—1) =
’ JnP—n+2+4/n?+2n-1
B -3n+3
Jn?—n+2++vn>+2n-1
Az utolsé tortben a szdmlalé minusz végtelenbe, a nevezd plusz végtelenbe tart. A
gyoktelenités nem oldott meg minden, mert hatarozatlan alakot kaptunk. Ha azonban
kiemeliink a szamlalobol és a nevezobol n-et, a limesz kiszamolhatdva valik:

n —3+i
-3n+3 ( nj

a = = -
n 2_ 2 _
Jn2—n+2++4/n+2n-1 \/n2[1_1+22j+\/n2(1+2_12j
n n n n

Az utolsé tort szamlaloja —3 -ba tart, a gyok alatti mennyiségek mindketten 1-be, igy a nevezd
2-be, tehat

a, :\/nz—n+2—\/n2+2n—1—>—i.

18. feladat: Monoton-e az a_ =

sorozat valamelyik értelemben?
2n+1

Megoldas: Tajékozodasul kiszamoljuk a sorozat néhany tagjat. Példaula, =0, a,, = 0.481,
8,000 © 0.499. Ezek a szamok novekednek, és ez alapjan azt tételezziik fel, hogy a sorozat
novo. Tehat azt probaljuk meg bebizonyitani, hogy a, <a_,, teljesiil minden n -re, vagy

minden, valamilyen kiiszobszamnal nagyobb minden n -re. Mivel a_,, -et ugy lehet kifejezni

n+l
n -el, hogy a sorozatot definialo képletbe az n helyére n+1-et irunk,az a_ <a__,
egyenldtlenség azt jelenti, hogy
n-1 < (n+1)—1 . n
2n+1" 2(n+1)+1 2n+3’
Itt az elején és a végén allo tortben mindkét nevezd pozitiv, keresztbe szorozva veliik egyszer
sem fordul meg az egyenldtlenség irdnya, igy azt kapjuk, hogy
(n—l)(2n+3) < n(2n+l).
Elvégezve a miiveleteket, és egyszerisitéseket ebbdl kovetkezik, hogy
2n* -2n+3n-3<2n’+n
-3<0.
Az az egyenlOtlenség, hogy —3 <0 minden n -re igaz, mert n-tdl fliggetleniil igaz. Ezért a
sorozatunk novo az els6 elemétdl kezdve.




19. feladat: Monoton-e az a, =, |1 +l sorozat valamelyik értelemben?
n

Megoldas: Most példaula , =1.049, a,,, ~1.005, a,,, =1.0005. Ezek a szamok egyre
kisebbek, ezért arra gondolunk, hogy a sorozat csokkend, azaz a, >a_ . Ezt az
egyenldtlenséget akarjuk igazolni. Kiirva ezt n -el

\/1+ >\/1+—
n+l1

Mivel VA a pozitiv A szam két négyzetgyoke koziil a pozitivot jelenti, ez igy is irhato:

\/1+—>\/1+—>0

Ebbdl négyzetre emeléssel, és rendezéssel

1+121+L
n n+l1

1 1

>

n n+l

adodik. Mivel a nevezdk ismét pozitivok, keresztbe szorzas utan ezt azt jelenti, hogy
n+12>n,vagyis 1>0. Ez egy ismét minden n -re igaz egyenldtlenség. Tehat a sorozatunk az

elsé elemétdl kezdve csdokkend.



