3.3. Térelemek tavolsaga, hajlasszoge

Két pont tavolsaga
Definicid: Két pont tavolsagéan az dket 6sszekotd szakasz (vektor) hosszat értjiik.

Tétel: Legyenek A(ay, a,, as) és B(by, by, b3) adott pontok. Ekkor a két pont tavolsaga:
dag =/ (by — 1) + (b, — az)? + (bs — a3)?

Pont és egyenes tavolsaga

Definicio: Egy pont és egy, a pontra nem illeszkedd egyenes tavolsagan a pontbol az
egyenesre bocsajtott merdleges szakasz hosszat értjiik.

Tétel: Legyes adott egy P pont €s egy Vv iranyvektoru e egyenes. Ekkor ezek tavolsaga:
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ahol Ppaz e egyenes egy tetszdleges pontja.
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Pont és sik tavolsaga

Definicio: Pont és a pontra nem illeszkedd sik tavolsagan a pontbol a sikra bocsajtott
merdleges szakasz hosszat értjiik.

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy n normalvektort S sik. Ekkor ezek tavolsaga:

==

ahol Ppaz S sik egy tetszéleges pontja.

1. feladat: Hatarozzuk meg az A(2,-1,5), B(3,2,1) és C(6,4,3) cstcsponti haromszog
kertletét!

Megoldas

A héromszdg keriilete az oldalai hosszanak Osszegével egyenld, azaz a cstcspontok
egymastol mért tavolsagainak dsszegével.
Irjuk fel a vektorokat és szdmoljuk ki a hosszukat:

AB=(1,3,-4) d(AB)=|AB|=+26
AC=(4,5-2) d(AC)=|AC|=+45
BC=(3,2,2) d(BC)=|BC|=+17
A héromszog keriilete: K =~/26 ++/45 +/17 15,93



2. feladat: Hatarozza meg a P(3,2,—1) pont és az e:x=1+t,y=—1-2t,z=-2 teR
egyenes tavolsagat!

Megoldas

A tavolsag meghatdrozasdhoz sziikségiink van egy pontra az egyenesrdl. Legyen ez
P,(1,-1,-2), tovabba kell az egyenes iranyvektor: v =(1,-2,0). Ha P(3, 2, —1), akkor

RP=(23).
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A kapott vektor hossza:
HWXVH: 22412 +(=7)* =+/54

Az iranyvektor hossza:

V]| =12 +(=2)* +0% =+/5

A keresett tavolsag:
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~3,29.

3. feladat: Hatarozza meg a P(1,—2,—1) pontés az S:2x—4y+z =2 sik tavolsagat!

Megoldas

A megoldashoz sziikségiink lesz a sik egy tetszdleges pontjara és a normalvektorra. Mivel egy
olyan tetszdleges pontot keresiink, amely rajta van a sikon, ezért a pont két koordinatdjat
szabadon megvalaszthatjuk, mig a harmadik koordinidtait a sik egyenletébe vald
helyettesitéssel szamoljuk. Keressiik a P,(0,0,z) sikbeli pontot. Kénnyen szdmolhato, hogy

ekkor z=2, tehat P,(0,0,2).

Ekkor:
PP =(-1,2,3).



Olvassuk ki a sik egy normalvektorat és szamoljuk ki a vektor hosszat:

n=(2,-4,1) ||n||:«/22 +(—4) +12 =+/21

Behelyettesitve a tdvolsagot megado képletbe:
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Megjegyzés:

Két parhuzamos egyenes tavolsaga visszavezethetd pont €s egyenes tdvolsagara. Ugyanis
ilyenkor az egyik egyenes egy tetszdleges pontjanak a masik egyenestdl mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Két parhuzamos sik tavolsaga visszavezethetd pont és sik tdvolsdgara, ugyanis ilyenkor az
egyik sik egy tetszdleges pontjanak a masik siktol mért tavolsagat kell meghataroznunk.

Egy egyenes ¢és egy vele parhuzamos sik tdvolsaga visszavezethetd pont és sik tdvolsagara,
ugyanis ilyenkor az egyenes egy tetszéleges pontjanak a siktél mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Térelemek hajlasszoge

Térelemek hajlasszoge minden esetben legfeljebb 90° lehet. Ezt a szoget o -val fogjuk jeldlni.

Két egyenes hajlasszdge

Definicid: Két metszo egyenes hajlasszoge megegyezik az egyenesek altal kozbezart kisebbik
szO0ggel. Ha a két egyenes nem metszi egymast, akkor parhuzamos eltoléssal metszd helyzetbe
hozhatok.

Ez a hajlassz0g meghatarozhat6 a két egyenes iranyvektorabol. Jeldljik az e és f egyenesek
egy-egy iranyvektorat v, és Vv, -fel. Ekkor az iranyvektorok altal bezart szog skalaris szorzat

felhasznalasaval a kovetkezo dsszefliggésbol szamolhato:

(Ve Vy)

[velllvel

cosQ =

Ha 0° <9 <90°, akkor « = ¢ a hajlasszog.




Ha 90° < ¢, akkor @ =180° —¢ a két egyenes hajlasszoge.

4. feladat: Hatarozza meg az e:Xx=3-2t,y=1+t,z=4-5tteR és az

fix—1= ZT_I y =5 egyenesek hajlasszogét!

Megoldas

Els6 Iépésként meg kell adni mindkét egyenes egy-egy iranyvektorat és azok hosszat:
v, =(-2,1,-5) |v,]=+30
v, =(1,0,3) |v,]=+10.

Ekkor a keresett szog:

<Ve,Vf> -17 0
- - ~ 0,98 ~168,52°.
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Mivel ez tompaszog, ezért a keresett hajlasszog:
a=180"-p=180°-168,52° ~11,48".

5. feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma atloéinak hajlasszogét, ha A(2,3,-1),
B(5,4,3), C(2,-1,6) és D(-1,-3,2).

Megoldas

A két atlé egyenes iranyvektoranak szogét hatarozzuk meg eldszor. Az egyik egyenes

iranyvektora az A—C, a masiké pedig a BD vektor is lehet. Adjuk meg ezen vektorok
koordinatait:

AC =(0,-5,7) BD=(-6,-7,-1).
Szamoljuk ki a vektorok altal bezart szogét:
(i ) .
COSP=1== ~ T 2 2 2 2 >
|AC|[BD] o +(=5)* + 72 =6 + -7)* + (-1)

:Lz 0,3510 — @=69,45.
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Mivel ¢ <90°, ezért a keresett hajlasszdg a = 69,45".



Egyenes és sik hajlasszoge

Definicié: Egyenes és sik hajlasszogén az egyenes és az egyenes sikra esd merdleges
vetiiletének hajlasszogét értjiik.

Ha ismerjiik a sik egy ng normalvektorat és az egyenes egy Vv, irdnyvektorat, akkor a két
vektor altal bezart szog:
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[velling]

Ha 0° <9 <90°, akkor o =90° — ¢ a hajlasszog.

Cos @ =

Ha 90° < ¢, akkor a = ¢ —90° hajlasszog.

Ve

e
/
e
/

6. feladat: Hatarozza meg az y tengely ésaz S :2X+2z =2+4y sik hajlasszogét!

Megoldas
A szédmolashoz ismerniink kell az egyenes egy iranyvektorat és a sik egy normalvektorat,
valamint ezen vektorok hosszat.

v, =(0,1,0) |v,|=v1=1
ne =(2,—4,1) |n||=+21.



A keresett szog:

(Ve Ns) _ 4 ~-0,87 — 150,46

vellins]l - V21

cosQ =

Ez alapjan az egyenes ¢€s sik hajlasszoge:

a=p-90"~150,46° —90° ~ 60,46" .

Két sik hajlasszoge

Definicid: Két sik hajlasszoge normalvektoraik hajlasszoge, ha az hegyesszog. Tompaszog
esetén 180°-bol azt kivonva kapjuk a sikok szogét.

Ha ismerjiik a két sik n, és n, normalvektorat, akkor

(n,.n,)

[ lin2]

cosQ =

Ha 0° <9 <90°, akkor o = ¢ a hajlasszog.

7. feladat: Hatarozza megaz S, : Xx+y—z=1 ¢és S, :x—2y+1z =0 sikok hajlasszogét!



Megoldas

Kiolvasva a sikok egy-egy normalvektorat és meghatirozva azok hosszat:
n, =(LL-D |ng[=3
ng, =(1,-2,1) |ng |=6.

Majd ezekkel az adatokkal szamolva:

<ns1’nsz> _ 2 @ ~118,12°.

[ns, I V18

cosp =

Innen az altalunk keresett hajlasszog:

a=180"-p=180"-118,12" ~ 61,88"°.



