4.1. A komplex szamok fogalma, algebrai alakja

Altaldnos iskoldban mar tanultunk a természetes (N), az egész (Z) és racionalis (Q)
szamokrol. A kozépiskolaban elmélyitettiik a velilk kapcsolatos ismereteinket és Uj
felfedezéseket is tettiink. Megismertiilk az irraciondlis (Q*) szamokat és igy, tobbszori
szamkdr bovités eredményeként, eljutottunk a valds szdmok (R) koréhez.

Eddigi tanulmanyaink soran azt is lattuk, hogy a valds szamok halmazan nem végezhet6 el
minden, a gyakorlatban felmeriild mivelet, hiszen pl. a valds egyiitthatés masodfoku algebrai
egyenlet sem oldhatdé meg a valdés szdmok halmazan, ha a diszkriminansa negativ. Ezért
célszerli lenne az R halmazt ugy bdviteni, hogy ebben az 0j halmazban (minden eddigi
miivelet valtozatlan megtartdsa mellett) tudjunk a negativ valds szdmokbdl is négyzetgyokot
vonni.

Ennek érdekében bevezetiink egy elképzelt ) szamot, amelyet i-vel jeldliink, képzetes
egységnek neveziink és az i = vV —1 értékkel definidlunk.

Definicio: A z =a+bi alaku szamokat, ahol a,» € R a komplex szdmok algebrai alakjanak
nevezzik.

Elnevezések és jelolések: a a komplex szam valds része Re(z), b a komplex szam képzetes
része Im(z) .
Példaul a 4—-5i komplex szam valds része 4, a képzetes része pedig -5.

A "képzetes" elnevezés az "immaginarius" szobodl ered, ezért is jeloljik "i"-vel a komplex
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szamok nem valos, "képzetes" részét. (Az "i"-t az "immagindrius" roviditésére hasznaltak.) A
"komplex" elnevezés pedig arra utal, hogy ezek a szamok Osszetettek, tobb (kettd) részbol
allnak.

Megjegyzés: minden valdos szam olyan komplex szam, amelynek képzetes része O.
Azaz komplex szdm a 4=4+0i vagya 0=0+0i is.

Definicid: Két komplex szam egyen/d, ha valos részeik €s képzetes részeik is egyenlok.

Miiveletek algebrai alakban (0sszeadas, kivonas, szorzas, osztas)
Definicio: Legyen z, =a, +b,i és z, =a, +b,i. Ekkor
z,+z, =(a,+bi)+(a,+b,i)=(a, +a,)+ (b +b,))i,
z,—z,=(a,+bji)—(a,+b,i)=(a,—a,)+(b—b,)i,
z,-z, =(a, +bji)-(a,+b,i) = (a,a, —bb,) + (a,b, + a,b,))i.

Definicio: Egy z=a+bi alaki komplex szam konjugaltian a z=a-bi komplex szdmot
értjiik. (A képzetes rész eldjelét az ellenkezdjére valtoztatjuk.)

Példaul ha z =7+2i, akkor z_1=7—2i, ha z,=-1+25i, akkor 22—1—251', és ha
z, =13 - i, akkor z,=13+7i.

Definici6:

z _ a+bi  a +bi .az—bzz _a,a,+bb, azbl—albzl_
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z, a,+bji a,+bji a,—-bi a,+Db; a, +b;



Ezt a bonyolult végeredményt nem kell megtanulni, csak azt érdemes megjegyezni, hogy az
osztas végrehajtasanak elsé 1épése a nevezé konjugaltjaval valo bévités.

Néhany miiveleti tulajdonsag:
e az Gsszeadas €s a szorzas kommutativ, azaz barmely két komplex szam esetén:
z,+z,=z,+z tovibbd z -z,=z,z
e az Osszeadas €s a szorzas asszociativ, azaz barmely harom komplex szdm esetén:
(z,+2,)+z,=2+(z,+2,) =2, +z,+2, tovdbbd (z,z,)z,=2z(z,2,)
e a szorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve, azaz:
z, (22 + z3) =22, +2,2,.

Megjegyzés: A miiveletek elvégzése sordn az algebrdban megtanult szabalyokat ¢&s

azonossagokat alkalmazzuk ugy, hogy kihasznaljuk az i = J-1 Osszefiiggésbdl adodo i* = -1
lehetséges helyettesitést. Itt érdemes megfigyelni azt, hogy i hatvanyai négyes peridodussal
rendelkeznek, azaz

Kidolgozott feladatok
1. feladat: Legyen z, =2-5i és z, =—1+2i. Hatdrozza meg az alabbi kifejezések értékét:
a.) z,+z,
b.) z, -z,
C.) z,z,
d.) 4z -3z,
e) (2z,-3i)(1-2z,)
f.) Re(i . zl)
g) z, -2z,
h) Im(z5 +2i")

Megoldas:

a) Célszert elészor zarojellel ellatva behelyettesiteni a kivant értékeket a kifejezésbe, majd a
komplex szdmokkal, mint kéttaghi algebrai kifejezéseket kezelve elvégezni az algebrai
atalakitasokat.

z,+2z,=(2-5))+(-1+2i)=2-5i-1+2i=1-3i
b) z,—z,=2-5)-(-14+2i)=2-5i+1-2i=3-7i

c) A zarojel felbontdsanal minden tagot minden taggal megszorzunk, majd kihasznaljuk az

i° =—1 sszefliggést.



2z, =(2=5i)-(—1+2i) =2+ 4i +5i —10i* = —2+9i —10-(=1) =8+ 9i
d) 4z -3z, =4(2=5i)=3(—1+2i)=8—20i +3—6i =11-26i

o) (2z,-3i)(1-z,)=[2(2-5i)-3i |-[1-(-1+2i)]=

Elészor a szogletes zardjeleken belill elvégezziik a miiveleteket, majd a két zarojelet
0sszeszorozzuk, minden tagot minden taggal.

= [4-10i—3i]- [1+1- 2] =[4—13i]-[2 2] = 8— 8i — 26i + 26i> = —18 —34i
[ I J=[4-13i]-[2-2i]

f) Ebben a feladatban eldszor el kell végezni a zardjelben szereplé miiveletet, majd kiolvasni
az eredmény valds részét.

Re(i-z,) =Re[i(2-5i) |=Re| 2i—5i" | =Re[5+2i] =5
g) z/—2z,=(2-50) =2(=+2i) =4-20i +5i" +2—4i =1-24i

h) Im(z; +2i")=Im[(-1+2i)’ +2(°) |=Im[1-4i +4° +2-(-1)’ | =
Im (1-4i —4-2) = Im(-5—4i) =—4.

2. feladat: Legyen z, =3+2i és z, = -2+ 6i . Hatdrozza meg az alabbi kifejezések értékét:

a) z,+3z,
2
b) (221)
c) a2
4
d L
Z
e) 1—i
Z
Megoldas:
a)
2,43z, =3+2i+3(-2+6i)=3-2i—6-18i =—3-20i
b)
(22,) =2(3+2i)* =2(9+12i +4i*) = 2(5+12i) =10+ 24i = 10— 24i
c)
2 _ 3420 _ 342 2-6i_-6-18i-4i-12° _6-22 _6-22i 6 22
z, 2460 —2+6i —2—6i  (=2)}—(6i)’ 4-36> 40 40 40
d)

_ i 0 32 3427 243i 24312 3.
z, 3+2i 3-2i 3+2i (3°-(2)) 9-4° 13 13 13
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l—i—l— 3 246i-3 5460 -2-6i _
Z, —2+6i  -2+6i -2+6i -2-6i

10+30i —12i—36i°  46+18i 46+18i
(-2)° - (6i)’ 4-36i 40
3. feladat: Oldja meg a kdvetkezd egyenleteket a komplex szamok korében:
a) 3—-4iz=z+5i

b) (1+i+iz+z)-(l+£j=0

z

c) z2+2z+10=0
Megoldas:

a) Ebben az egyenletben az ismeretlen elsd hatvanyon szerepel, ezért ez egy elséfoku
egyenlet. Els6 1épésben az egyenletet rendezni kell. Egyik oldalra kerlilnek az ismeretlent
tartalmazé tagok, mig a masik oldalra a tobbiek. Ezt kdvetden a z kiemelése utan egy
osztassal 1épilink tovabb.

3—-4iz=z+5i —> 3-5Si=z+4iz — 3-5i=z(1+6i)
Z_3—5i_3—5i_1—4i_3—12i—5i+20i2_—17—17i
1+4i  1+4i 1-4i 1+16 17

b) Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez6je nulla. Eszerint két egyenletet kapunk:

=—1-i.

1+i+iz+z)=0 va 1+£ =0.
( )0 ey [141]
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Oldjuk meg az els6 egyenletet:

I+i+iz+z=0 —>iz+z=-1-i —> z(+i)=-1-i
I el B el ik 2
1+i 1+i 1-i 1-(i)* 2

Oldjuk meg a masik egyenletet is.

i i .
1+—=0 »> —=-1 > z=-i.
z z

Tehat az egyenletnek két megoldasa van: z, =—1 és z, =—i.

c) Hasznaljuk a gyokképletet:

_ 24y4-4-1-10 -2+£+-36

12 2 2
—2++36i° 2+6i [-1+3i
2 2 |-1-30




