Elméleti 6sszefoglald:

Tétel: j%dxﬂm f(X)]+c.

Bizonyités: Ha f (x)> 0, akkor ‘ f (X)‘ = f (X). Alkalmazzuk az Ssszetett fiiggvény
derivalasi szabalyat.

' AP , f'(x
(1n] 00 +€) = (In(1(0)) +€'= - F(x)+0= f(())

Ha f(x)<0, akkor ‘ f (X)‘ =—f (X). Most is az sszetett fliggvény derivalasi szabalyat

alkalmazzuk.

' 1 , 1 ,
(In| f(x)[+c) =(In(=f(x))) +c _T(x)'(_f (X))+0
f'()
(%)
A feladatokban torténd alkalmazashoz a tételt ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha olyan tortet kell
integralnunk, melynek szdmlaloja a nevezo derivaltjaval egyenld, akkor az integralas
eredménye a nevezd abszolut értékének a logaritmusa lesz.

(%)
- f(x)

fliggvény nincs értelmezve.

Azon X-ekre, ahol f(x)=0,az

Kidolgozott feladatok:

2 —
12. feladat: I;’X—zdx
X —2X+6

Megoldas: Az integrandus olyan tort, melynek szamlalojaban épp a nevezd derivaltja all,

f')

hiszen (X3 —2X+ 6), =3x’—2. Ezt Gigy is mondhatjuk, hogy egy W tipusa figgvényt kell
X
integralnunk.
Mivel most jol lathatéan f(X)=x’ —2x+6, csak annyi a feladatunk, hogy behelyettesitsiink a
szabalyba.
2_ X’ —2%+6)
I 33X 2 d :J'( - )dx=ln|x3—2x+6|+c
X =2X+6 X =2X+6
e3X
13. feladat: I ———dx
e +5

Megoldéas: Most azt kell felismerniink az integranduson, hogy a szamlalo, csak egy konstans
szorzoban tér el a nevezd derivaltjatol, hiszen (€ +5) =3e’*.

!

Ha be tudjuk csempészni a szamlaloba a 3 -at, akkor az integrandus tipusu lesz, s el

tudjuk végezni az integralast. Hasonlé esettel mar taldlkoztunk korabban, ¢s akkor a hidnyzo
konstanssal szoroztunk is, osztottunk is. Jarjunk el most is igy, és az osztast egybdl irjuk az
integral jel elé reciprokkal torténd szorzas formajaban.



3x 3x e’ +5
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e +5 37e" + 5 e +5
Ezutdn mar csak be kell helyettes1tenunk az

jMdX =1In| f(X)|+C szabalyba.

(%)
+5
—j—)d :lln‘e3X +5+c =lln(e3X +5)+c
e + 5 3 3
Mivel a € +5>0 minden X € R esetén, ezért hagyhattuk el az abszolut értéket az
eredményben.

Amint lathato, ha olyan tortiink van, melyben a szdmlalé csak konstans szorzdban kiilonbozik
a nevezo derivaltjatol, akkor a hianyz6 konstanssal szorozva és osztva is, elérhetd, hogy
f'(%)

0 tipusu fliiggvény legyen az integrandus.
X

14. feladat:j —d
X+

Megoldéas: Vegyiik észre, hogy a nevez6 derivaltja (X2 + 4) =2X, csak egy konstans

'

szorzdban tér el a tort szdmlalojatol, ami X. Ahhoz, hogy ——— ) tipusu fiiggvény legyen az
X

integrandus, sziikség lenne a szdmlaloban egy 2 -es szorzora. Az elébbiek szerint szorozzunk

2 -vel, és ossszunk is 2 -vel. Az osztast egybdl irjuk az integral elé By -del szorzas formajaban.

(x +4)

=— =—|——~dx
I X* + 4 J. x>+ 4 I X* +4
Mar csak be kell helyettes1tenunk a szabalyba.

1 (X2 +4)’
EI X +4

Az abszolt érték most is elhagyhat6 az eredményben, hiszen x* +4 >0 minden X € R
esetén.

dX=lln‘X2 +4‘+c:lln(x2 +4)+c
2 2

15. feladat: Itgxdx

crcr

X
-et.
Ccos X

J'tgxdx Izz;):(

Az integraland6 tort szamlalgja csak egy eldjelben tér el a nevezd derivaltjatol,

hiszen (cos X)' = —sin X. Szorozzuk meg ezért az integrandust —1 -gyel, és az integral elé is
'
(

irjunk egy negativ eléjelet. igy elérjiik, hogy az integrandus ——~ 0 tipusu fliggvény legyen.
X



in X —sin X X)'

J-sm dX=—j sin dX=—I (cos x) dx
cos X COS X COS X

Ezutan mar csak be kell helyettesiteniink a megfeleld integralasi szabalyba.

B J- (cos x)'

cos X

dx=—In|cosX|+C

16. feladat: It—dx
g X-cos” X

Megoldas: Ugyan tortet kell integralnunk, de most nyilvan nem igaz, hogy a szamlaloban a
nevezO derivaltja all, hiszen a nevezdben egy szorzat van, aminek derivaltja nem 1. Latunk

azonban a fliggvényben részletként tg X -et, amirdl tudjuk, hogy derivaltja

>—,sa
cos” X

nevezSben szerepel a cos® X is. Hasznaljuk fel a tortek azon 4talakitasat, amivel emeletes
tortté alakithatunk egy tortet, ha a nevezdben szorzat all. Ezt az alabbi modon irhatjuk:

1 1
| _a b
— === va —_—
a-b b &Y a-b a
Ha ezt Ggy alkalmazzuk, hogy a szamlaloba -— keriil, akkor ezzel a nevez6ben marado
cos” X
tg X derivaltjat kapjuk meg, azaz A tipusuva sikertil alakitanunk a fliggvényt.
X
1 !
2 tg X
J' ! - dx:ICOSde=I—(g)dx
tg X-cos™ X tg X tg X

Ezutan mar csak be kell helyettesiteniink a szabalyba.

f (tgx)
tg X
A feladatot sikeriilt megoldanunk, de talan tobben azt mondjak magukban, hogy 6k bizony

dx =1In|tgx|+C

_— s : . sin X
masképp alakitottdk volna az integrandust. Az el6z6 feladatban szerepelt, hogy tg x = ,
cos X

amit most is felhasznalhattunk volna. Igy a tort nevez6jében még egyszertisithetiink is.

1 1
J' 5 x:f - dx_I - dx =
tg X-cos” X sin X 2 sin X - cos X

-€0oS” X
oS X
Ezen a ponton azonban elakadunk. A kapott tért nem alapintegral, és nem tudjuk egyik
kénnyen integralhato fiiggvénytipust, azaz f (ax+b), vagy f“(x)- f'(x), vagy f (( )) em
X

kialakitani. Az atalakitdsunk ugyan jo, de nem segit a fliggvény integralasaban. Az integralasi
feladatokban tudatosan keresni kell, hogy a tanult szabalyok koziil melyik alkalmazhat6 az
adott esetben. Mivel mar két olyan szabalyt is lattunk, amiben fiiggvény €s derivaltja is
szerepel, igy kijelenthetjiik, hogy a szabalyok sok esetben csak akkor ismerhetdk fel, ha jol
ismerjiik az alapderivaltakat. Ha nem tudjuk, melyik fiiggvénynek mi a derivaltja, akkor nem
fogjuk felismerni a feladatokban, hogy ezeket az integralasi szabalyokat kellene
alkalmaznunk. Ilyenkor kdnnyen keriilhetiink olyan zsdkutcaba, mint amibe fenti
atalakitasokkal jutottunk.



17. feladat: I dx

X-In X

Megoldas: Ilyen formaban a toért szamlaldja nyilvan nem egyenld a nevez6 derivaltjaval. De a

nevezdben latjuk az In X -et, amirdl tudjuk, hogy derivaltja —, és az X is ott van a nevezdben.
X

, _ S NS v
Ha ugyanugy emeletes tortté alakitunk, mint az el6z0 feladatban, akkor most is %)) tipusu
X

fiiggvényt kapunk. Vigyiink a szdmlaloba az 1 -eft.
X

lnx) B
J‘x lnx -[lri(xd _-[ In X dx =

A szokéasos modon mar csak behelyettesitiink a szabalyba.

jmdx:ln|lnx|+c
In X



