Elméleti 6sszefoglalo

Azt szoktadk mondani, hogy semmi sem allandé csak a valtozas. Valdban, a minket koriilvevo
vildgban minden folyamatosan atalakul, minden sok minden massal kapcsolatban van, azoktol
fiigg. Ezeknek a viszonyoknak a felderitése a természettudomanyok {6 feladata. A kiilonféle
fiiggések egyik matematikai modellje a fiiggvény fogalma. A valtozasok sok jellemzdje

koziil az egyik nagyon fontos a valtozas ,,sebessége”. A gyorsan valtozo6 folyamatok veszélyt
hordozhatnak magukban azéltal, hogy nem adnak id6t a reagélésra. A valtozasok gyorsasagat
a matematika a derivalt fogalmaval ragadja meg.

Az analizis fejlodése, amint az gyakran maskor is eléfordult, szorosan kotddott problémak
megoldasahoz. A mi esetlinkben az egyik ilyen probléma az érinté meghatarozasa volt.
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A fenti dbran egy f(x) fliggvény grafikonjat és annak a P(x,f(x)) pontban megrajzolt
Lérintéjét” latjuk. Erezzik, hogy az f(x) fiiggvény megadasa és a P pont lerdgzitése
meghatdrozza az abran pirossal jeldlt egyenest. Ennek az egyenesnek is y=mx +b az
egyenlete, csak az a kérdés, hogy az m meredekség és a b konstans hogyan fligg az
f(x) fiiggvénytdl és a P(x,f(x)) ponttdl.
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Ez az abra azt mutatja, hogy az érint6 a szelok hatarhelyzetének tekinthetd: a P és Q

pontokon adtmend szeld egyre ,,k6zelebb” van az érintdhdz, ahogy a Q pont egyre kozelebb
kertil P-hez. Ezek motivaljak a kdvetkez6 definiciokat.

Legyen a,x € D, az f fliggvény értelmezési tartomanyanak két kiilonbozo elem, és tekintsiik
az f fliggvény grafikonjan a P(a,f(a))és a Q(x,f(x)) pontokat.



0 = (x, f(x))

P = 1{:.__4‘1{:]] Af=f(x) — fa)

Definicio: Az a € D, és x € D; helyekhez tartozo kiilonbségi hanyados vagy differencia
hanyados a

Af  f(x)—-f(a)

Ax x-a
tort.

Definicié: Ha az a € D, helyen létezik és véges az a és x helyekhez tartozo kiilonbségi
hanyadosnak a
lim f(x)—f(a)
X—a X — a
hatarértéke, akkor az f fliggvény differencialhaté az a € D, helyen. Ekkor a fenti hatarérték
értékét f'(a)jeloli, és ezt az a € D, helyhez tartozo differencialhanyadosnak hivjuk, igy
tehat
. f(x)-f
f'(a)= hrnM )
X—a X —_ a
Ha létezik f'(a), akkor a fenti hatarérték 1étezése miatt, és azért, mert f(a) is létezik, az
a hely csak bels6 pontja lehet a D, -nek.

Definicio: Azt az ' fliggvényt, amelyik az f fliggvény értelmezési tartomanyanak azokban
az a pontjaiban van értelmezve, ahol az f fliggvény differencialhat6, és minden ilyen helyen
az értéke az a -beli f'(a) differencialhanyados, az f fiiggvény derivalt fiiggvényének hivjuk.

A derivalt fiiggvény értelmezési tartomany tehat részhalmaza az eredeti fliggvény értelmezési
tartomdnyénak.

A differencidlhanyados segitségével az érintd probléméja mar megoldhato.

Definicié: Ha f differencialhat6 az a € D; helyen, akkor az f grafikonjdhoz a P(a,f(a))
pontban htizhato6 érinté meredeksége f'(a), és az érint6 egyenes egyenlete
y=1f'(a)-(x—a)+f(a)=f"(a)-x+f(a)—a-f'(a).
Y b
Ebbdl lathato, hogy f'(a) =0 esetén az érint6 vizszintes, f'(a) >0 esetén az érint6é emelkedd
egyenes, vagyis az a hely kozelében a fliggvény novekszik, és f'(a) < 0 esetén pedig érintd
siillyed6 egyenes vagyis az a hely kozelében a fliggvény csokken.



Az érint6 egyenes tekinthetd egy linearis g(x) = f'(a)(x —a)+f(a) fiiggvény grafikonjanak.
Ezt a g fiiggvényt hivjuk az f fiiggvény a-beli linearizaltjanak. Elég egy pillantést vetni egy
fliggvényt €s annak egy €rintdjét mutato abrara, hogy vilagos legyen: a linearizalt jo1 kozeliti
az érintési pontban a fliggvényt. SOt, barmilyen bonyolult is az f fliggvény, egy nagyon
egyszerl linedris fiiggvény szolgaltatja ezt a jo kozelitést. Ez lehetséget ad fliggvényértékek
kozelité meghatarozasara.

Tétel: Ha az f fliggvény differencialhat6 a-ban, akkor folytonos is a-ban.

Sét, ennél tobb is igaz. Az a pontbeli differencidlhatdsag azt jelenti, hogy a fiiggvény
grafikonja sima az a pont kdrnyékén, nincs szakadasa €s nincs toréspontja. Ha kozelrol
nézziik a grafikont, akkor az egyenesnek tlinik. Az alabbi abrasor ezt szemlélteti egy a
pontban differencié}lha‘[(’), ¢és egy az a pontban nem dit:f:erenciélhat(') fliggvény esetén:
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Az analizisben a {6 célunk, hogy egy fliggvényrdl a hozzarendelési utasitds ismeretében minél
tobb informaciot megismerjiink. Ki fog deriilni, hogy ebben a f6 segédeszkoz a derivalt
fiiggvény. Az f' derivalt fiiggvény vizsgalataval az eredeti f fliggvény szamos, minket
érdekld tulajdonséaga felderithetd. (Példaul a novekedés vagy fogyas, maximalis vagy
minimadlis értéket, a grafikon gorbiilésének jellege, stb.)
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Tehat mindenek el6tt arra van sziikség, hogy minél tobb fliggvény derivalt fiiggvényét
egyszerien €s gyorsan eld tudjuk allitani.

Az analizisben olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek az elemi fiiggvényekbdl éplilnek
fel a kiilonb6zd miiveletek segitségével. Ebbdl is lathatd, hogy a késébbiekben az elemi
fliggvények derivaltjainak alapvetd jelentdségiik lesz. A kovetkezd tdblazatban megadjuk az
elemi fiiggvények derivaltjait.



f(x)
f(x)=c, ahol ce R konstans f'(x)=0
D, =R D, =R
f(x)=x", n pozitiv egész f'(x) =nx""
D, =R D, =R
f(x)=x", n pozitiv egész f'(x) =—nx""
D, =RR\{0} D, =R\{0}
f(x):%, D, =R\{0} f(x):—iz, D, =R\{0}
f(x)= Yx,n paros pozitiv egész £'(x) = 1
=[0,) n-A/x""
D, =(0,0)
f(x)= Yx , 1 paratlan pozitiv egész £'(x) = 1
D, =R 035!
D, =(-00,0)U(0,)
f(x)=x", a e R, irracionalis f'(x) = oax*"
D, =(0,) D, =(0,)
f(x) =~/x Fx) =)
-[0.%)
D, (0 )
f(x)=e*, D;=R f'(x)=e", =R
f(x)=Inx £1(x) =
D, = (O,oo)
D, =(0,0)
f(x)=a*,a>0 f'(x)=a"-lna
=(0,0) D, =(0,)
f(x)=log,x,a>0 F(x) = 1
D, =(0,) x-lna
D, =(0,)

f(x)=sinx, D;=R

f'(x)=cosx, D.=R

f(x)=cosx, D;=R

f(x)=-sinx, D,=R

f(x)=tg x £(x) = 1
o cos’ X
D, =R\{—+kn|keZ}
2 D, R\{2+kn|kez}
f(x)=ctg x F(x) = — 1
sin” x

D, =R\{kr |k e Z}

D, =R\{kn|k e Z}




f(x) = arcsin x

1
f'(x) =
D, =[-L1] -
D, =(-11)
f(x) =arccosx F(x) = - 1
Df:[_l,l] _X2
D, =(-L1)
f(x)=arctg x F(x) = l2
D, =R I+x
D, =R
f(x)=arcctg x F(x) = — 12
D; =R 1+x
D, =R
f(x):shx::e —e f(x)=ch x
2 D, =R
D, =R
f(x):chx::e +e f(x)=sh x
2 D, =R
D, =R
sh x , 1
= = f X)=
f(0) = th xi=—— )=~
D, =R D. =R
ch x ’ 1
= = f X)=—
f(x)=cth x: T x (x) shPx
D, =R\{0} D, =R \{0}
f(x) =arsh x :ln(x+ x’ +1) f'(x) = !
DR x> +1
£ D. =R
f(x)=arch x =In(x-+Vx" -1 F(x) = )
2
x2—
sz[l,OO) D, :(1,00)
1, (1+x 1
f(x)=arth x=—1In f'(x) =
) 7o (1—XJ M=
D, =(-11) D, =(-L1)
f(x) =arcth x:lln x+l f'(x) = 12
2 x—1 —-X

D, = (—oo,—l)u(l,oo)




Kidolgozott feladatok:

1. feladat: frjuk fel az f(x) = x” fiiggvény az a =1 és az x helyekhez tartozé kiilénbségi
hanyadosat.

Megoldas: Mivel az f fiiggvény értelmezési tartomanya R 1étezik a fenti kiilonbségi
hanyados:
f(x)-f(a) x> -1 C(x+D(x-1) X
X—a x—1 x—1
A kiilonbségi hanyadosnak altalaban kiszdmoljuk a hatarértékét, igy azt célszert a
legegyszeriibb formaban felirni.

+1.

2. feladat: Szamoljuk ki az f(x) = Jx fiiggvény a =4 helyhez tartozo
differencidlhanyadosat.

Megoldas: Tudjuk, hogy D, = [0,00) , aminek a 4 bels6 pontja, és

L fe-f@ ki (Vx-2)

L :lxlg‘}(«/hz)(«/;—z):
=lim ! —l
i (Vxr2) 4

igy tehat f'(4) = %

3. feladat: Hol veszi fel a nulla értéket az f(x)=x—x’ fiiggvény derivaltja.

Megoldas: Eldszor elkészitjiik a derivalt fiiggvényt. Legyen a € D, tetszdleges valds szam.

Mivel D; =R ez egyben belsd pontja is D, -nek. Ekkor

x—x—(a-a’)

f'(a) = i L@ .
X—a X—a X—a X—a
—_ — 2_ 2 _ _ —
() (xma)(xra)(xma)
X—a X—a X—a X—a

:lim(l—(x+a)):1—2a.

X—a

Mivel ez tetszéleges a szamra igaz, azt kaptuk, hogy f'(x) =1-2x, és a derivalt fliggvény is
az egész valds szamok halmazan van értelmezve.

f'(x)=0,ha x = %, tehat a derivalt fiiggvény egyediil az %helyen veszi fel a nulla értéket.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 1 fliggvény derivalt fliggvényét.
X



Megoldas: A fiiggvényiink értelmezési tartomanya D, = (—o0,0)U(0,0), aminek minden

pontja belsd pont. Legyen a € D, tetsz6leges, ekkor

I 1 a—x
(@) = lim ") T@ _pypy X @ gy ax
X—a X—a X—a X—a X—a X—a
I ) RS B
x>ax(x—a) *>iax  a

Ebbdl az kdvetkezik, hogy f'(x) = —iz, és Dy, =(—0,0)U(0,), ugyan az, minta D,.
X

5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = Jx derivalt fliggvényét.

Megoldas: Mosta D, = [0,00) , aminek a 0 nem belsd pontja, itt tehat f biztosan nem

derivalhat6. Ha azonban 0 # a € D, (azaz a pozitiv szam), akkor

f'(a) = 1imw - limM = lim Vx—a =
x>a xX—a x>a X—a Ha(\/;h/g)(\/;_\/g)
= lim ! = !
S x+va 2a
Tehat f'(x)= 2\1/; és D, =(0,0).

6. feladat: Irjuk fel az f(x) = x’ fiiggvény grafikonjanak érint6jét az a =3 helyen.

Megoldas: Hatarozzuk meg a fliggvény értékét az a =3 helyen: f(a) =f(3) =9 . Az érintési

pont koordinatai tehat (3, 9) .

Meghatarozzuk f'(a) = f'(3) értékét: az a =3 bels6 pontja a D, = R -nek, és
2 2

fa) = lim L =H@) X787 g KA by = 2a,
X—a X —_— a X—a X —_— a X—a X —_— a X—a
A differencidlhanyados értéke az a =3 helyen, azaz a keresett érintd meredeksége:
m=f'(3)=2-3=6

Helyettesitsiink ezutan az érint6t megadoy =f'(a)(x —a) +f(a) képletbe.
y=6(x-3)+9

A miuveletek elvégzése utan kapjuk, hogy az érintd egyenlete: y=6x—-9.

7. feladat: Irjuk fel az f(x) = x* —2x -2 fiiggvény a =2 -beli érintéjének egyenletét.

Megoldas: Helyettesitsiik a fiiggvénybe a megadott a =2 értéket: f(a)=f(2)=2°-2-2-2.
Az érintd tehat a (2,—2) pontban érinti a fliggvény grafikonjat.

A meredekség meghatarozasahoz sziikségiink van a derivalt fliggvényre. (Valojaban most is
elég lenne f'(2)értéke, de azt kiszamolni nem sokkal egyszer(ibb, mint meghatarozni a



derivalt fiiggvényt, és venni annak 2-ben a helyettesitési értékét.) Az a =2 belsé pontja a
D; =R-nek, és

f(x)-f(a) , X —2x-2-(a’-2a-2)

f'(a) =lim————= =1lim =
X—a X—a X—a X—a
2.2\ 2 _2 _ _ _
i T2 () (xma) 22 %) _lim((x +a)-2) =222
X—a X—a X—a X—a X—a

A derivalt fiiggvény tehat f'(x)=2x-2.
Helyettesitsiink ebbe a = 2 -t, igy megkapjuk a meredekséget:
m={'(2)=2-2-2=2
Részeredményeinket irjuk be az érinté y =f'(a)(x —a)+f(a) képletébe:
y:2(x—2)+(—2) .
Végezziik el a miiveleteket, és igy megkapjuk az érinté egyenletének alabbi alakjat:
y=2x-6.

8. feladat: Irjuk fel az f(x) = Jx fliggvény m =2 meredekségili érintdjének egyenletét.

Megoldas: Most az érint6t nem azzal hatdrozzuk meg, hogy melyik pontban érinti a
grafikont, hanem azzal, hogy mennyi a meredeksége. Mivel az érint6 felirasdhoz sziikség van
az érintési pont két koordinatajara, eloszor ezeket kell meghatarozni.

Tudjuk, hogy a derivalt fliggvény f'(x) = . Azt az a > 0szamot keressiik, amelyre a

1
2%
meredekség, azaz f'(a) éppen 2. Ehhez megoldjuk az

1
9

2Ja

egyenletet a -ra: a fenti képletbdl Ja = % , amibdl a = % Tehat valdjdban az a = %—beli
g 1 1 . . (11
érint6roél van sz6. Mivel o7 az érintési pont két koordinatéja 6a) Az érintd
y =f'(a)(x —a) +f(a) képletébe helyettesitve
1 1
=2|x—— [+—,

Y ( 16) 4

rendezve

1
=2x+—.
Y 8

9. feladat: Irjuk fel az f(x) = 1 figgvénynek az y =4x —9 egyenesre merdleges érintdjének
X

egyenletét.

Megoldas: Az érint6t ismét nem az érintési pont elsé koordinatajaval adtuk meg. Azt kell
el0szor meghatarozni. Ismét az érintd meredekségérdl van informécidnk, hiszen, ha a keresett

érint@ merdleges a megadott m* =4 meredekségii egyenesre, akkor a meredeksége m = e



Ehhez arra kell emlékezni, hogy a sikon két egyenes akkor merdleges egymasra, ha a

meredekségeik szorzata -1. Igy tehat azt az a # 0 szamot keressiik, amelyre f'(a) = —%.

: 1 .
Tudjuk, hogy f'(x) =——, igy az aldbbi egyenletet kell megoldanunk:
X
1 1

2
a 4
amibdl a’ =4, azaz a = +2, két megoldast kaptunk, tehat két ilyen érintd is van.

2

Ha az érintési pont elsd koordinataja a =2, akkor az érintési pont méasodik koordinataja

1 .
f(2)= > ¢s ennek az elsd érintdnek az egyenlete

y=—%(x—2)+%
X
=—+1.
y 4+

Ha Ha az érintési pont elsé koordinataja a = -2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

f(-2)= —% , €s ennek a masodik érintének az egyenlete:

y=—%(x—(—2))+(—%j

A fenti dbran a fiiggvényiinket és a két érintdjét lathatjuk.



10. feladat: irjuk fel az f(x) = x> fiiggvénynek azt az érint6jét, amelyik atmegy a Q(—1,-3)
ponton.

Megoldas: Ismét az érintési pont meghatarozasaval kell kezdeniink. Tudjuk, hogy az érint6
egyenlete

y=f'(a)(x—a)+f(a)
szerkezetii, ha figyelembe vessziik f képletét is, akkor, mivel f'(x) = 2x,
y=2a(x—a)+a’.
Azt a szamot, vagy azokat az a szamokat keressiik, amelyekre ez az egyenes atmegy a Q
ponton, elvégezve az x =—1, y =-3 helyettesitést és rendezve
-3=2a(-1-a)+a’
-3=-2a-a’
a’+2a-3=0.
Megoldva a kapott masodfokl egyenlete a-ra két értéket kapunk: a =1 vagy a =-3.

Az a =1-beli érint6 egyenlete az y = 2a(x —a)+a’ képletbdl
y=2(x-1)+1
y=2x-1.
Ugyanigy az a = -3 -beli érintd egyenlete
y=—6(x—(-3))+9=-6(x+3)+9
y=—-6x-9.

A fliggvénylinket €s a két érintdjét mutatja az aldbbi abra.
y, 1 5 =




11. feladat: Az f(x)= Ix fiiggvény alkalmas linearizaltjat felhasznalva szamoljuk ki
kozelitden /8.12 értékét.

Megoldas: A linearizalt az érintési pont kozelében kozelit jol. A 8 kozel van 8.12-hoz, ezért
az f(x)=</x fiiggvény a =8-beli linearizaltjat fogjuk hasznalni ¥/8.12 kozelité értékének
kiszdmolasara.

Sziikségiink van az érintési pont méasodik koordinatajara is: f(a) =f(8) = =2 , az érintési

: ' 2
pont tehat (8,2). Mivel f’(x):(i/;) :[x3j =lx 3= ! azt kapjuk, hogy a

30 33k

L__ 1 jgyaz a=8-beli lincarizalt

38 12
4

1 X
= (x-8)+2="14_"
&) 12(X )+ 12+ 3

meredekség f'(a) =1'(8) =

Ennek a fliiggvénynek a 8.12 helyen vett értékével kozelithetd 3/8.12 . Azt kapjuk, hogy:

J8.12 ~ g(8.12)=%+§=2.01.

Ha ezek utdn szamoldgéppel is kiszamoljuk </8.12 -t, akkor a 2.009950413 értéket kapjuk.
Lathato, hogy a linearizalt felhasznalasaval kapott kozelitésiink meglehetdsen pontos.

12. feladat: Alkalmas linearizaltat felhasznalva szamoljuk ki kozelitden sin (33°) értéket.

Megoldas: Az analizisben a trigonometrikus fliggvények argumentumat radidnban kell

. 7 174 .. o r r M r TE r r
megadni. Ezért eldszor a 33" -ot atszamoljuk radidnra az x_, = 120 X, képletet hasznalva. De

mivel a 33° radianban megadott értékéhez kozeli a érték is kell, hogy fel tudjuk irni az ottani
linearizaltat, az atirast a kovetkezdképp csindljuk:
33 230" +3 =230+ 3) = F+ 2T 576,
180 6 60 60

(a radian mértékegységet nem irjuk ki). Innen mar latjuk, hogy, mivel 6_71(:) kicsi, az

f(x)=sinx fiiggvény a = % -beli linearizaltjat hasznalhatjuk a kozelitéshez. Mivel

| X =sin| = :l és f'(x) =cosx, a meredekség f’ Tl cos| X :ﬁ.Ezuténmér
6 6 2 6 6 2

felirhatjuk a linearizalt képletét:

g(x)=§[x—zj+% e +l—\/§.n.

= X
6 2 2 12
Ezutan a keresett kozelito érték:

.(lln) (lln] Bilr 1 fBn
sin ra Rgl— |=——+

—— =0.5453449841.
6 2 6 2 12

Ha szamologéppel szamoljuk sin(33°) -ot, akkor a 0.544639035 értéket kapjuk. Lathato,

hogy a kozelitésiink most is elég pontos.




13. feladat: Hol metszi az f(x)=x"—8x+19 fiiggvény a =5 -beli érintdje az x tengelyt?

Megoldas: El0szor felirjuk az érinté egyenletét. Mivel f(a) =f(5) =4, az érintési pont az
(5, 4) koordinataji pont. Sziikségiink van f'(5) értékére. Mivel f nem elemi fiiggvény még
nem ismerjiik a derivaltjat. Késébb a derivalt fliggvény egy adott helyen vett értékét mindig
ugy fogjuk kiszamolni, hogy meghatarozzuk a derivalt fiiggvényt, és vessziik annak a szoban

forgo helyettesitési értékét. Ehhez azonban a derivalasi szabalyok ismeretére van sziikség, ami
a kovetkezo fejezet témaja. Ezért most a definiciot hasznalva szamoljuk ki f'(5) értékét:

£/(5) = lim L)1)
x5 X_S
o x*—8x+19-4 . x*—8x+15
=1lim =1lim =
Xx—5 X—S Xx—5 X—S
-3 -5
:lim(X )(X )=11m(x 3)=2,
Xx—5 X — x—5

igy az érint6 meredeksége m =f'(a) =f'(5)=2.
Ezek felhasznalasaval az érintd egyenlete:
y="f'(a)(x—a)+f(a)=
=2(x—5)+4:2x—6.
Az y=2x—6egyenes ott metszi az x tengelyt, ahol az y=0. A 2x -6 =0egyenletbdl x =3.
Tehat az f(x) = x> —8x +19 fiiggvény a =5 -beli érint6je az (3,0) koordinataju pontban

metszi az x tengelyt. Az alabbi dbran a fiiggvénylinket ¢s az érintdjét lathatjuk.




14. feladat: Hol metszi az f(x) =+/x+3 fliggvény a = -2 -beli érintdje az x ¢€s az y tengelyt?

Megoldas: Ugy, mint az el6z6 feladatban, az érinté egyenletének felirasaval kezdiink. Mivel
f(=2) =1, az érintési pont (—2,1). Ezen kiviil az érintd felirasahoz f'(-2) értékére van
szlikséglink, amit most is a definicié alapjan hatarozunk meg. (f 6sszetett fliggvény,
derivalasaval a kovetkezd fejezetben foglalkozunk.)

IR T (Vx 3—1)(\/x+3+1):
2 x+2 X2 (x+2)(ﬁ+l)
(x+2) , 1 1

= lim = lim =

=2 (x +2)(\/x +3 +1) X2 (\/x +3 +1) 2
Az érint6 meredeksége tehat m =f'(a) =f'(-2) = % . Ezeket felhaszndlva az érint6 egyenlete

y=f'(a)(x—a)+f(a) =

1 X
=5(X—(—2))+1:E+2.

Az y =0 egyenletbdl, azaz az %+ 2 =0 egyenletbdl x =—4, vagyis az érintd az x tengelyt a
(—4, O) koordinataji pontban metszi. Az y tengellyel valé metszéspontot megkapjuk, ha az
érinté y = %+ 2 képletében az x helyére nullat irunk, igy y =2 adodik, tehat az érinté az y

tengelyt a (O, 2) koordinataji pontban metszi. A fliggvénylinket és az érintdjét mutatja az
alabbi abra.




