
 

 

Elmélet

A mérn
másik 
teljesítm
a jármű 
megadh

Észreve
kerülnek
akkor a 
érték túl

 

Nézzük 

Definíc
hozzáre
értelmez
függvén
függvén
függvén

ti összefogl

nöki munka 
változónak

ményétől, fü
fogyasztás

ható, csak né

ehetjük, hog
k ki. Példá
guminyom

lzott kopásh

k a fenti függ

ió: Legyen
endeljük a 
ztünk. Az 
ny képhalm
ny értékkés
ny értelmezé

laló 

során gyak
. Például 
ügg az út m
a függ a gum
éhányat em

gy a fenti p
ául ha egy 

mást 1,5 és 3
hoz vezet és

1. ábra. A

gési viszony

n A és B ké
B halmaz

A halmaz 
maza. B-ne
szletét alko
ési tartomán

kran hallunk
egy jármű

meredekségé
minyomástó
lítve diagra

példákban a 
jármű fog

3 bar között
s csökken a 

A fogyasztás vá

yok matema

ét nem üres
z egy-egy 

a függvén
k azon ele
otják. Tehá
nya ܦ௙, az f

k olyan állí
ű maximáli
étől, a jármű
ól. Két válto

ammal, táblá

változóink
gyasztását v
t érdemes v

a gumi életta

áltozása a gum

atikai általá

s halmaz. H
elemét, a

ny értelme
emei, amely
át az értékk
f függvény é

ításokat, hog
is sebesség
ű frontális k
ozó közötti 
ázattal, graf

k egy-egy ad
vizsgáljuk a
vizsgálni, m
artama (1. á

minyomás füg

ánosítását.  

Ha az A ha
akkor az A
zési tartom

yek a hozzá
készlet a ké
értékkészlet

gy egy vált
ge függ a 
keresztmets
összefüggé

fikonnal, for

dott tartomá
a guminyom

mivel alacson
ábra). 

ggvényében  

almaz mind
A halmazo
mánya, a B
árendelésbe
éphalmaz ré
te ௙ܴ (2. ábr

tozó függvé
motor m

szetétől, vag
és többfélek
rmulával. 

ányból (hal
más függvé
nyabb és m

 

den egyes e
on egy fü
B halmaz 

en részt ve
észe.  Jelöl
ra). 

énye egy 
maximális 
gy éppen 
képpen is 

lmazból) 
ényében, 

magasabb 

eleméhez 
üggvényt 

pedig a 
sznek, a 
lés: az f 



 

 

Definíc
jelöljük

Definíc
függő v

Definíc
számokb

Definíc
ahol x v

A grafik
síkgörbe
pontjáho
függvén
pontban

    3. ábra

 

A mérn
leíró, ké

2

ió: Ha a fü
k, amit az f f

ió: Az x v
változó, ami

ió: Azokat 
kból áll, egy

ió: A ܲ൫ݔ,
végigfutja az

konok renge
e függvény
oz csak egy
ny grafikont
n metszi (3-4

a. Ez a görbe f

nöki munka 
éplettel is m

2. ábra. Függv

üggvényt f j
függvény x h

változó neve
it szokás ݕ

a függvény
változós va

, ݂ሺݔሻ൯, ݔ ∈
z f értelmez

eteg különb
y grafikonj
yetlen y ér
t az x tenge
4. ábra). 

függvénygrafi

során gyak
megadható fü

vény értelmezé

jelöli és 	ݔ
helyhez tart

e független
ൌ ݂ሺݔሻ-el i

yeket, amely
alós függvén

௙ pontokܦ
zési tartomán

böző alakot 
ja. Egy fü
rtéket rende
ely bármely

     

fikon                

kori feladat,
üggvényt ha

ési tartomány

∈ akko ,ܣ	
tozó helyett

n változó (
is jelölni. 

yek értelme
nyeknek ne

k halmazát 
ányát.  

ölthetnek, d
üggvény az
el. Ez a tul
y pontján át

               

                  4.

, hogy méré
atározzunk

ya, képhalmaza

or az x-hez 
tesítési érté

(vagy argum

ezési tartom
evezzük. 

az f függvé

de fontos m
z értelmezé
ajdonság k
tmenő függ

 ábra. Ez a gö

ési eredmén
meg. 

a, értékkészlet

rendelt B-b
ékének  nev

mentum), a

mánya és ért

ény grafiko

megjegyezni
ési tartomán
önnyen elle

gőleges egye

örbe nem függ

nyekből az a

 

te 

beli elemet 
vezzük. 

az ݂ሺݔሻ nev

rtékkészlete 

onjának ne

i, hogy nem
nyának tet
enőrizhető, 
enes legfelj

gvénygrafikon

adott folyam

݂ሺݔሻ-el 

ve pedig 

is valós 

evezzük, 

m minden 
tszőleges 

mivel a 
jebb egy 

 

n 

matot jól 



 

 

A függvények ábrázolásakor sokszor elegendő egy jelleggörbe megrajzolása, mely 
egyértelműen mutatja a függvény előjelviszonyait (az értelmezési tartomány mely részein 
halad a függvény az x tengely alatt és felett), a zérushelyeket, a szakadási helyek és a 
végtelen(ek) környezetében való viselkedését. 

Egy függvény megadásához meg kell adni az értelmezési tartományt, a képhalmazt és a 
hozzárendelési szabályt, melynek segítségével minden ݔ	 ∈  elemhez meghatározható a ܣ
hozzátartozó ݂ሺݔሻ 	∈  .elem. Általában a hozzárendelési szabályt képlettel adjuk meg ܤ	

Például: ݂ሺݔሻ ൌ ݔ√ ൅ 4 

A gyakorlatban nem mindig adjuk meg az értelmezési tartományt és az értékkészletet. 
Ilyenkor azon x számok halmazát értjük az értelmezési tartomány alatt, amelyekre a 
hozzárendelési utasítás elvégezhető, illetve azon y értékek halmazát értjük értékkészlet alatt, 
amelyek egy-egy x számhoz tartoznak. 

Ebből kifolyólag, ha nem adunk meg értelmezési tartományt a lineáris függvény, 
hatványfüggvény, exponenciális függvény, szinusz függvény, koszinusz függvény esetén, 
akkor a legbővebb halmaz, melyen ezek a függvények értelmezve vannak a valós számok 
halmaza (Թሻ.  

Azonban néhány függvény esetében nem minden valós számra végezhető el a hozzárendelési 
utasítás. Ide tartozik a páros pozitív egész kitevőjű gyökfüggvény, a valós törtfüggvény és a 
logaritmus függvény.  Vegyük sorra, hogy melyik függvény esetében milyen kikötést kell 
tenni. 

a) ݂ሺݔሻ ൌ ೙ݔ√  , ahol n páros pozitív egész 
Negatív számokból nem tudunk gyököt vonni a valós számok halmazán (csak 
komplex számok körében, ahogy az előző leckékben láttuk), így az argumentum 
nagyobb egyenlő, mint 0, azaz ݔ	 ൒ 	0. 
 

b) ݂ሺݔሻ ൌ log௔ 	ܽ ahol , ݔ ് 	1, ܽ ൐ 0 
0-nál nagyobb számoknak van csak logaritmusa, azaz a kikötés ݔ	 ൐ 	0. 
 

c) ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 

Egy tört nevezője nem lehet 0, mivel 0-val nem tudunk osztani, azaz a kikötés ݔ	 ് 	0. 

Vizsgáljuk meg az értelmezési tartomány és az értékkészlet fogalmát szemléletesen a 
függvények ábrájához kapcsolódóan. A függvények ábrájáról az értelmezési tartományt az x 
tengelyről, míg az értékkészletet az y tengelyről olvassuk le. 
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Kidolgozott feladatok: 

1. feladat: Határozzuk meg az ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫మା௫
 függvény értelmezési tartományát. 

Megoldás: A függvény hozzárendelési utasítása egy tört. Tudjuk, hogy egy tört nevezője nem 
lehet nulla. Most tehát a valós számok közül azokat kell kizárni az értelmezési tartományból, 
amelyekre a nevező nulla. Megoldjuk tehát az 

ଶݔ ൅ ݔ ൌ 0				 

egyenletet. Használhatjuk a másodfokú egyenlet megoldóképletét, vagy az ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 0				 
szorzatra bontást. 

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezője nulla, azt kapjuk, hogy egyenletünk 
két megoldása: ݔଵ ൌ െ1 és ݔଶ ൌ 0. 

Ebből a két számból álló halmazt kell tehát a valós számok halmazából kivonni. Így az ݂ 
függvény ܦ௙-el jelölt értelmezési tartománya: 

௙ܦ ൌ Թ\ሼെ1,0ሽ ൌ ሺെ∞,െ1ሻ	ܷ	ሺെ1, 0ሻ	ܷ	ሺ0, ∞ሻ.  

 

2. feladat: Határozzuk meg az ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ√ െ ݔ െ 2	 függvény értelmezési tartományát. 

Megoldás: Négyzetgyököt a valós számok körében csak nemnegatív számból vonhatunk. 
Ezért az a feltétel, hogy 

ଶݔ െ ݔ െ 2 ൒ 0. 

Ennek az egyenlőlenségnek a megoldáshalmaza adja az értelmezési tartományt. 

A másodfokú egyenlőtlenség megoldását a következőképp kaphatjuk meg. Először megoldjuk 
az 

ଶݔ െ ݔ െ 2 ൌ 0				 

egyenletet. Szorzatra bontva a másodfokú kifejezést 

ሺݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 2ሻ ൌ 0, 

a két gyök tehát ݔଵ ൌ െ1		és ݔଶ ൌ 2. Persze a megoldóképletet is használhattuk volna. 

A másodfokú kifejezés főegyütthatója pozitív, így grafikonja egy felfelé nyíló parabola, tehát 
a kifejezés a két gyökén kívül pozitív, és a két gyöke között negatív (9. ábra). Az értelmezési 
tartományt úgy kapjuk meg, hogy a valós számok közül elhagyjuk azokat, ahol a másodfokú 
kifejezés negatív, azaz a ሺെ1, 2ሻ		nyílt intervallum pontjait.  
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4. feladat: Mi az értelmezési tartománya az ݂ሺݔሻ ൌ √2 െ ݔ ൅ lnሺݔ െ 1ሻ függvénynek? 

Megoldás: Nyilván értelmesnek kell lenni külön a gyökös és külön a logaritmusos 
kifejezésnek is. 

Jelölje ܪଵ azt a halmazt, ahol a gyökös kifejezés értelmes, ܪଶ azt a részhalmazt, ahol a 
logaritmusos kifejezés értelmes. 

A ܦ௙ ennek a két halmaznak a metszete. 

Meghatározzuk először ܪଵ-et. Az a feltétel, hogy 

2 െ ݔ ൒ 0, 

azaz ݔ ൑ 2				 legyen. Ez alapján 

ଵܪ ൌ ሺെ∞,				2ሿ. 

 ଶ esetén az a feltétel, hogyܪ

ݔ െ 1 ൐ 0, 

azaz ݔ ൐ 1		legyen. Ebből 

ଶܪ ൌ ሺ1,				∞ሻ. 

Ennek a két halmaznak a metszetéből kapjuk, hogy 

௙ܦ ൌ ሺ1,				2ሿ. 

Egyváltozós függvények értelmezési tartományát gyakran valós számok részhalmazainak 
metszeteként, vagy uniójaként kapjuk meg. Metszetet használunk abban az esetben, ha egyik 
és másik feltételnek is egyszerre kell teljesülnie. Uniót használunk olyankor, mikor az egyik 
vagy a másik feltétel teljesül.  

A valós számok részhalmazai ábrázolhatók a valós számegyenesen. Az ilyen részhalmazok 
metszeteit és unióit, különösen, ha azok tagjai több darabból állnak, grafikusan célszerű 
meghatározni a következő módon. A metszet, vagy unió minden tagját feltüntetjük egy valós 
számegyenesen, úgy, hogy a halmazhoz tartozó pontokat megvastagítjuk. Ezeket egymás alá 
rajzoljuk, úgy, hogy a origók egy függőleges vonalban legyenek. Az egységet is mindegyik 
ábrán ugyanakkorának választjuk. Az üres kör azt jelzi, hogy az a szám nincs a halmazban, a 
teli kör azt, hogy benne van. 

Ezután a metszetet úgy kapjuk, hogy legalul felveszünk még egy számegyenest, ügyelve arra, 
hogy az origója és az egysége a fentiek alá essen, és azon megjelöljük azokat a pontokat, 
amelyek mindegyik számegyenesen meg voltak jelölve. Az uniónál azokat a pontokat kell a 
legalsó számegyenesen megjelölni, amelyek valamelyik fentin meg voltak jelölve. 

A feladatunk esetében ezt mutatja az alábbi ábra. 
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