Tovabbi kidolgozott feladatok:

20. feladat: | _COS2X 4y
COS X—SIn X

Megoldas: Egy cstinya tortet kellene integralnunk, és a tortek integralasra nincs altalanos
integralasi szabaly. Ezért 4t kell alakitanunk valahogy az integrandust. K6zépiskoldbdl ismert

a cos2X = cos” X —sin” X azonossag. Hasznaljuk fel elséként ezt.

cos 2X cos? X —sin’ X
j—dX=I—dX

COs X —sin X COSs X —sin X

A szamlaloban felismerhetjiik, hogy egy a® —b” tipusu kifejezés, amiben a szerepét most
cos X, b szerepét pedig sinx tolti be. Mivel a> —b*> =(a—b)(a+b), a szamlalot szorzatta
tudjuk alakitani.

2 -2 o .
J-cos X —sin xdxzj(cosx smx)(cosx+smx)dX

COS X —sin X COs X —sin X
Ezek utan pedig egyszerisithetjiik a tortet cos X —sin X -szel.

j (cos X —sin X)(cos X+ sin X)

- dX:Icosx+sinde
cos X —sin X

Ezzel nincs tobbé tort, hanem csak két alapintegral sszege szerepel, melyeket tagonként
integralunk.

jcosx+sinXdX:jcosxdx+jsinxdx:sinx—cosx+c

21. feladat: Iﬂdx

sin” X

Megoldéas: Mivel a szamlaloban egy kiilonbség all, a tortet felbonthatjuk két tort

kiilonbségére.
x> —sin® X x? sin” X
jz-zdxz_[z-z_z-zdx
X~ -sin” X X“-sin” X X -sin” X
Mindkét tort egyszeriisithetd, az elsé x*-tel, a masodik sin’ X -szel.
2 s a2
X sin” X 1
J-z-z_z-zdxzj-z__d
X“-sin” X X" -sin” X sin*x X’
A masodik tortben egy hatvany reciproka all, amit irjunk inkabb negativ kitevés hatvanyként.

J. : —Lz x:J.,1 —x dx

fgy mar csak alapintegralok kiilonbsége szerepel, melyeket kiilon-kiilon integralunk.
-1

) X 1
I ——— X OX=-ctgX———+C=——ctgX+C
sin” X -1 X

22. feladat: Iﬁdx

((x*+1)



Megoldéas: Az integrandus egy elég bonyolult tort, azonban észrevehetd, hogy a szamlalo
olyan 0sszegre bonthatd, melynek egyik tagja a nevezd egyik tényezdjének, masik tagja pedig
a nevezd masik tényezc'ijének a szam szorosa.

3% +2(x* +1)

J- 5% +2 J

x? x +1 x +1
Ez azert jo, mert igya tortet ket tort 0sszegére bonthatjuk, és a keletkezd torteken beliil
egyszerﬁsithetiink

3% +2 x +1 2(x"+1 2
[ -] U)o (3 24,
X (X +1) (x*+1) e (X +1) x*+1 X
Az Osszeget termeszetesen tagonkent integraljuk, a konstans szorzok pedig kiemelhetdk.

3 2 3 2 1 1

+—dx = dx+ | —dx=3 dx+2|—dx

J‘x2+1 x> x> +1 -[xz J.x2+1 J.xz

Az elso tag alapintegral, a masodik tagban pedig a reciprok helyett irjunk inkabb negativ

kiteV('Ss hatvanyt.

jx = dx+2J' —dx = 3I

Ezutan mar csak be kell helyettes1ten1'ink a megfeleld alapintegralokat.
!

3j ——dx + 2I X2 dx = 3arctgX + 2 X o= 3arctgx _24c

X"+ -1 X

dx

dx + 2j X2 dx

23. feladat: Hatarozzuk meg azon véges sikrész teriiletét, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (x)=x’—8 fiiggvény grafikonja hatarol.

Megoldas: Készitsiink egy abrat a fliggvényrdl, hogy lathassuk, hogyan is helyezkedik el a
kérdéses alakzat a koordinatarendszerben. Az dbrazolas konnyti, hiszen az x* grafikonjat kell
8 -cal lefelé eltolnunk az Yy -tengely mentén.

Jexd

-10-

Amint lathato, a negyedik siknegyedben van olyan sikrész, ami a feladat feltételeinek
megfelel. Nyilvan sziikségiink van arra, hogy meghatdrozzuk, hol metszi a fliggvény
grafikonja az X -tengelyt. Az dbrarol sejthetd, hogy x =2 a zérushely, s ez a fiiggvénybe

helyettesitéssel konnyen ellendrizhetd is. Természetesen az X° —8 =0 egyenletet is



megoldhatjuk, s ezzel is igazolhatjuk, hogy 2 -nél van a metszéspont. gy egyértelmi, hogy az
alakzat a [0, 2] intervallumon taldlhat6. Mivel itt a fliggvény negativ értékeket vesz fel, igy a

teriiletet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljanak —1-szerese adja.
2
T= —I X’ —8dx
0
Hatédrozzuk meg a primitiv fliggvényt.
— 4 2
X
T=-]—-8X
4 0
Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba, és hajtsuk végre a miiveleteket.

To_ (§_8.2]—(07:‘—8-0D:—((4—16)—0):12

24. feladat: Mekkora teriiletli véges sikrészt zarnak kozre az f (x) =X’ +x és g(x)=5x

fiiggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két fiiggvénygrafikonja altal kdzrezart sikrész teriilte a kérdés, igy elészor
meg kell hatdroznunk, hol metszik egymast a grafikonok. Oldjuk meg az f (x)=g(x)
egyenletet.

X +X=5X & X -4x=0 < x(x2—4)=0

Ha az els6 tényez6 nulla, akkor az X =0 megoldast kapjuk.

H a masodik tényez6 nulla, akkor x> =4, amibél vagy X =2 vagy X =—2.

A két fliggvény grafikonja tehat 3 helyen is metsz egymast. Ez azt jelenti, hogy a két grafikon
altal kozrezart alakzat két részbol all, mert van kdzrezart alakzat az elsé két metszéspont €s a

masodik két metszéspont kozott is. Ezt jol lathatjuk, ha abrdzoljuk a két fiiggvényt. Az
abrazolashoz célszerli meghatarozni a fiiggvények értékét a metszéspontokban. Ezeken a

helyeken a két fliggvény azonos értéket vesz fel. Mivel g (X) az egyszeriibb fiiggvény, igy
célszerli abba helyettesitve szdmolni.

f(-2)=9(-2)=5(-2)=-10

£(0)=g(0)=5-0=0

f(2)=g(2)=5-2=10
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A kérdéses teriilete két integrallal hatarozhatjuk meg. Mivel a [—2, O] intervallum belsejében
f (x)>g(x), ezért ezen az intervallumon integraljuk az f (x)—g(x) fliggvényt, s mert a
[0,2] intervallumon g (x)> f (X), ezért ezen az intervallumon integraljuk az g (x)— f (X)

fiiggvényt. A teriilet a két integral dsszege lesz.
0 2 0 2
T= '[(x3 + x)—5xdx+.|'5x—(x3 + x)dx = j X’ —4xdx+'|‘4x—x3 dx
2 0 -2 0
Hatédrozzuk meg a primitiv fliggvényeket.

0 2 «* 0 * 2
T:_[x3—4xdx+j4x—x3dx: 2P|+ 22X ——
-2 0 4 -2 4 0
Helyettesitsiik az integraldsi hatarokat a megszokott médon, és végezziik el a miiveleteket.

[ {5,

=(0-(4-8))+((8-4)-0)=4+4=8

A kozrezart alakzat teriilete tehat 8 egység.

A feladatot egy integral kiszdmolasaval is megoldhatjuk, ha kihasznaljuk azt, hogy a
kozrezart alakzat két része szimmetrikus az origéra. Ekkor elég az egyik integralt
kiszamolnunk, és annak duplajat venni. Szimmetrikus alakzatok esetén igy csokkenthetjiik a
szamolas mennyiségét.

25. feladat: Mekkora teriiletii véges sikrészt hatarolnak az alabbi fiiggvények grafikonjai?
f(x)=4-2x*, g(x)=x>+4, h(x)=6x—4

Megoldas: Most meg kellene keresniink az 6sszes olyan pontot, ahol két fliggvény grafikonja
metszi egymast. Ehhez harom egyenletet is meg kéne oldanunk, hiszen barmely két fliggvényt
egyenldvé kellene tenniink egymassal. Készitsiink inkdbb egy abrat a harom fiiggvény
grafikonjarol és olvassuk le az dbrardl a metszéspontok helyét. Az dbrazolas soran azt

hasznaljuk ki, hogy ismerjiik a fiiggvények jellegét. Az f (X) =4-2x* egy konkdv parabola
lesz 4 egységgel eltolva az y -tengely mentén. A ¢ (X) = X" +4 konvex parabola szintén 4

egységgel eltolva az y -tengely mentén. A h (X) = 6X—4 pedig egyenes, ami —4 -ben metszi

az Y -tengelyt, s a meredeksége 6.




Az abrardl leolvashato, hogy 6t kozos pont van, s ezek az x=—4, x=0, x=1, X=2, x=4
helyeken vannak.

Az is lathat6 azonban hogy a harom fiiggvény grafikonja altal hatarolt alakzat szempontjabol
csak az Xx=0, x=1, X=2 helyeken 1évé metszéspontok érdekesek, mert a [—4, 0] és
intervallumokon csak két fiiggvény grafikonja 4ltal hatarolt alakzat alakul ki.

Nagyitsuk fel ezutan az abra lényeges részét.
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Az alakzatot az X =1 helyen két részre kell bontanunk, mert més fiiggvény grafikonja
hatérolja alulrol a [0,1] és més az [1,2] intervallumon. Ebbél kovetkezik, hogy a teriiletet két
integral dsszegeként kaphatjuk meg. A [0,1] intervallumon a g(x)— f (x) fiiggvényt kell
integralnunk, mig az [1,2] intervallumon g (x)—h(x) fiiggvényt.

T =j(x2+4)—(4—2x2)dx+j(x2 +4)—(6x—4)dx:j'3x2 dx+.|2.x2 — 6%+ 8dx
0 1 0 1

Hatarozzuk meg primitiv fiiggvényeket.
2

1 2 3
T :J.3x2 dx+_|'x2 —6x+8dx:[x3]l +[ 2 3% 4 8x
0 1 0 3 1
Helyettesitsiik az integraldsi hatarokat, és végezziik el a miiveleteket.

3! X’ 2 ’ 3 A3 2} 2 I’ 2
T:[x] +| 2o 3% +8x :(1 —0 )+ Z 322482 || —=3.12+8:1||=
o |3 1 3 3

:1+(§—12+16j—(l—3+8j:1
3 3 3

A hérom fliggvény grafikonja altal hatarolt alakzat teriilete tehat % egyseég.

26. feladat: Forgassuk meg az X -tengely koriil az f (x)=ctgx fiiggvény {%,%}

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Hatarozzuk meg a keletkezo
forgastest térfogatat.

Megoldés: Helyettesitsiink be a forgastestek térfogatanak képletébe.

3
V= I ctg’xdx

6
Az integrandus egy 0sszetett fliggvény, s az dsszetett fliggvényekre nincs altalanos integralasi
szabaly. Mivel varhat6an nem lesz egyszerii primitiv fliggvényt talalni, ezért végezziik el



kiilon a hatarozatlan integralast. Probaljuk atalakitani tigy az integrandust, hogy integralhato
fliggvényt, vagy azok 0sszegét kapjuk. Induljunk el a legegyszerlibb szdba johetd

, . s : cos X
Osszefiiggésbol, mely szerint ctgX =

sin X
tort négyzetét kapjuk, ezutan ugy alakithatunk tovabb, hogy kiilon emeljiik négyzetre a
szamlalot és a nevezot.

2 2
J.ctgzxdx = J.(C?S XJ dx = J. cf)sz X dx
sin X sin” X
M¢ég nem latszik pontosan miért jO ez az atalakitas, de kozépiskolabol tobb olyan 6sszefliggés
is ismert, melyben sin® X és cos’ X szerepel, igy ebben az irAnyban tovabb alakithato a
fliggvény. Ismét a legegyszeriibb Osszefiiggésbdl menjiink tovabb, ami a
sin® X +cos” X =1 azonossig. Rendezziik ezt 4t cos’ X =1—sin’ X alakra, és helyettesitsiink be
az integrandus szamlalojaba.
J-c?sj X gy — jl_-Si?z X gy
sin” X sin” X
Bontsuk fel ezutan a tortet két tort 6sszegére azaltal, hogy kiilon osztjuk el a szamlalo tagjait,
majd egyszerlsitsiink, amelyik tortben erre lehetdség van.

1—sin® X 1 sin’ X 1
dx = - dx = —1dx
J- sin’ X J.sinz X sin® X J- 2

, €s irjuk ezt be az integrandusba. Mivel igy egy

sin” X

Ezzel sikertilt elérnilink, hogy az integrandus két alapintegral kiilonbsége lett. A tagokat
kiilon-kiilon integralhatjuk, s az alapintegralokat egyszeriien be kell helyettesiteniink.

J. ! —1dx :I ! dx—jldx =—CtgX—X+¢C

sin? X sin? X

A primitiv fliggvényt sikeriilt meghatarozni, de talan az olvaséban felvetddik az a kérdés,
miért nem a nevezSben allé sin” X helyére helyettesitettiink 1—cos” X -et, hiszen ezt is
megtehettiik volna. Természetesen ez az atalakitas sem lett volna hibas, de ekkor nem tudtuk
volna tovabb alakitani az integrandust. A tortek esetében tobbszor hajthatunk végre olyan
atalakitast, hogy kiilon osztjuk el a szdmlalo tagjait. Ehhez arra van sziikség, hogy a
szamlaloban alljon 6sszeg vagy kiilonbség, és ne a nevezdben. Az is fontos volt a tovabbi
alakitas sordn, hogy a szamlalo egyik tagja megegyezett a nevezdvel, s igy tudtunk

egyszerusiteni. Az egyszerlsités utan kapott 1 pedig alapintegral, hiszen Ildx =X+C.

De térjiink vissza a forgastest térfogatdhoz.

=| —ctgZ—Z || —ctgZ -2 |=
g2 2 g6 6
5

_ (O_%j_(_@_zj —V3-Z=0.8

6
A keletkez0 forgastest térfogata tehat 0.68 egység.

V4

2
V= Ictgzxdx =[-ctgx—X]
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