Elméleti osszefoglalo

Amikor meghatidrozzuk egy fliggvény derivalt fiiggvényét ugy is gondolhatunk erre a
folyamatra, mint egy 0j fliiggvénymiiveletre, amelyik az eredeti f(x) fiiggvénybdl elkésziti az
f'(x)derivalt fiiggvényt. Es sokszor hasznos igy, fliggvénymiiveletként gondolni a

derivalasra. Persze ekkor rogton adodik a kérdés, hogy ennek az 0j fliggvénymiiveletnek mi a
kapcsolata a korabban megismert fliggvénymiveletekkel. Ezeket a kapcsolatokat
megfogalmazo tételeket hivjuk derivalasi szabalyoknak. Ebben a leckében megismerkediink
a derivalasi szabalyokkal, és begyakoroljuk a derivalt fliggvény ezeken alapuld
meghatarozasat. Ez sokkal gyorsabb és egyszerlibb, mint a definicié alkalmazasa, és nagyon
fontos lesz a késdbbiek soran.

Tétel: Legyen ctetszOleges konstans, az f fiiggvény pedig differencidlhatdé az x helyen,
ekkor a c-f fliggvény is differencidlhat6 az x helyen, és

(c-F(x)) =c-f'(x).

Ugy szoktunk hivatkozni erre a tételre, hogy a konstans szorzo derivalaskor kiemelhetd.

Tétel: Legyen az fés a g fliggvény differencidlhatdé az x helyen, ekkor a az f+g fiiggvény
is differencialhat6 az x helyen, és

(fx)+g(x) =f'(x)+g'(x).
Ennek a tételnek a tomor megfogalmazasa az, hogy 0sszeg tagonként derivalhatd. A tétel nem
csak két fliggvény, hanem tetszdleges szaml, véges sok fiiggvény Osszegének derivalasakor is
érvényben marad: ha az f, f,, ...f fliggvények mindegyike differencidlhatd az x helyen,

akkor az f, +f, +...+f_fiiggvény is differencialhat6 az x helyen, és
(£, +F,(0) +.+£,(x)) = () +£, () +...+ £, (x).

Ezekbdl a tételekbdl konnyen kovetkezik, hogy fés a gfiiggvény differencidlhaté az x
helyen, ekkor a az f —g fiiggvény is differencidlhaté az x helyen, és

(fx)-g(x) =f'(x)-g'(x).
Sot, a legaltalanosabban ezek a tételek igy fogalmazhatok meg egy tételben: ha az f,, f,,
... T fuggvények mindegyike differencialhaté az x helyen, c,, c,, ...c, pedig tetszéleges
konstansok, akkor ¢, -f, +c,-f, +...4+c_ -f fiiggvény is differencialhat6é az x helyen, és
(¢, -£,()+Cy -6 (X) +otc, £,(x) =¢,-F () +¢, £ () .4, £ (X).

Ezek a tételek egyiitt azt jelentik, hogy a derivalas linearis miivelet.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencidlhato az x helyen, ekkor a az f-g fiiggvény is
differencidlhat6 az x helyen, és

(F(x)-2(x)) =f'(x)-g(x)+F(x)-'(x).

Ez a tétel is altalanosithat6, példaul harom tényezd esetén igy néz ki:

(F(x)-2(x)-h(x)) = F'(x)-g(x)-h(x)+ F(x)-g'(x)-h(x) + £(x)- g(x)-h'(x) .



Figyeljiik meg, hogy mivel az dsszeadas €s a szorzas kommutativ miivelet, az eddigi képletek
nem valtoznak, ha azokban a fiiggvényeket tetszéleges sorrendben irjuk.

Az osztds nem kommutativ miivelet, ezért a tortfliggvény derivalasara vonatkozd képlet nem
is szimmetrikus a szamlaloban és a nevezdben.

Tétel: Legyen az fés a g fiiggvény differencialhatd az x helyen, és g(x)# 0, Ekkor a az f
g
fiiggvény is differencialhaté az x helyen, és

(f(x) j _ )80 -f(0)-g'(x)
g(x) (g(x))2

A legfontosabb derivalasi szabaly az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalya, ezt hasznaljuk a
leggyakrabban.

Tétel: Legyen az f fliggvény differencialhatd az x helyen, a g fiiggvény differencialhat6 az
f(x) helyen. Ekkor a gof fliggvény is differencialhat6 az x helyen, és

(8(E(x)) =g () £'(x).
Természetesen ez is altalanosithatd tobbtényezds kompozicidkra. Harom tényezd esetén a
tétel a kovetkezd: ha az ffliggvény differencidlhatd az x helyen, a g fliggvény
differencidlhat6 az f(x) helyen, a h fiiggvény pedig differencialhatd a g(f(x)) helyen, akkor a
hogof fliggvény is differencialhaté az x helyen, és

(h(e(F(x))) =h'(g(f(x))-g'(F ) F'(x).

Ezt, és az eldz0 tételt is, lancszabalynak hivjak.

A fliggvény inverzének a képzése is tekinthetd fliggvénymiiveletnek, igy persze van az inverz
fliggvény derivalasara vonatkozo6 tétel is. A gyakorlatban azonban ezt ritkan alkalmazzuk,
helyette elkészitjiik az inverz fiiggvényt, és alkalmazzuk a korabbi derivalasi szabalyokat.

Egy f fiiggvény f'derivaltja maga is egy fliiggvény. Tekinthetjiik ennek a derivaltjat, amit
f" fog jelolni, és ezt f masodik derivaltjanak hivjuk. Ennek derivaltja f harmadik derivaltja,
¢s igy tovabb. Ezeknek a magasabb rendii derivaltaknak fontos szerepe van a felsobb
matematikdban.

Kidolgozott feladatok

A kovetkezd feladatokban csak a derivalt fliggvény képletének az eldallitasaval foglalkozunk,
¢s nem vizsgaljuk annak értelmezési tartomanyat. Fel fogjuk hasznalni az elemi fiiggvények
korabban mar megismert derivaltjait.

1. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 5x* fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Az f fliggvény egy konstans ¢és egy hatvanyfiiggvény szorzata, ezért a konstans
szorzd a derivalas miivelete élé kiemelhetd:

£'(x) = (5x*) =5(x*) =5(4x*) = 20x".

2. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x” + In x fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Az f fliggvény kéttagt 6sszeg, amit tagonként derivalhatunk, igy:



’ ' ’ 1
f'(x)=(x*+Inx) =(x*) +(Inx) =2x+—.
(0 =(x*+Inx) =(x7) +(Inx) =2x+—
3. feladat: Hatarozzuk meg az f(x)=sinx —cosx fiiggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: f'(x) = (sin x)' —(cos X), =COoS X —(—sin x) =CosX +sinXx.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x)=x’ — 3Jx +2¢* + 3 fliggvény derivalt fliggvényét.
X

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy a derivalds linearis, a gyokot és a tortet pedig felirjuk
hatvanyként, igy minden derivalt kdnnyen felismerhetd elemi fliggvény derivaltja lesz:

YR xiy_ 3\ %' x\ 1y
Poo=(x0 -3 20 2] =(v) 3(XJ+z(e)+3(x V-

=3x? —3[%)(_;J+2e" +3(—x‘2):

PO R

2\/; x>

Derivalaskor gyakori, hogy a torteket és a gyokoket hatvanyokként kezeljiik.

5. feladat: Hatdrozzuk meg az f(t) = (2t — 1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Végezziik el a négyzetre emelést. Ekkor kapjuk, hogy f(t)=4t> —41+1. Ezt
felhasznalva

£/(0) = (42 —4t+1) =4(2)—4(t) +(1) =8t—4.

Késobb ezt a fliggvény a szorzatfliggvény €s az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat
felhasznalva is derivalni fogjuk.

6. feladat: Hatarozzuk meg az f(x)=2"-In2- (‘/x_3 fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: Persze majd tagonként fogunk derivalni, de el6szor a negyedik gyokot
hatvanyként irjuk fel. Azutan vegyiik figyelembe, hogy In2 konstans, igy a derivaltja 0, €s

nem —.
2
F(x)=(2 ~m2-¢x’ ) =(2') ~(n2) —[xij -

1
S In2-Sxt,
4

felhasznalva az a* és az x* elemi fliggvények derivaltjait.

7. feladat: Hatdrozzuk meg az f(t) = (2t — 1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: A fliggvénylink igy is irhato: f(t) = (2t — 1)(2‘[ — 1) . Igy, a szorzatfiiggvény
derivalasi szabélya alapjan
£(t) = (2t=1) (2t=1)+(2t=1)(2t=1) =2(2t=1)+(2t-1)2 =
=8t—4.



8. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (x” +x)(1—2x") fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Mivel a fiiggvénylink szorzatfliggvény, alkalmazhatjuk a szorzatfliggvény
derivalasi szabalyat:
f'(x) = (x> +x)(1-2x")+ (x> +x)(1-2x°) =
=(2x+1)(1-2x") +(x* +X)(—4x) =
=1+2x-6x" —8x’,

De eljarhatunk ugy is, hogy elészor elvégezziikk a fliggvényiinket definidld képletben a
szorzast: f(x)=x+x>—2x’ —2x". Ezutan derivalas szempontjabol mér egyszeriibb a helyzet.

f'(x)=(x+x”-2x’ —2X4)'=(X), +(x2), —2(x3)’ —2(X4)' =

=1+2x—6x" —8x’.
Természetesen ugyanaz a végeredmény, mint az eldbb. Latjuk, hogy gyakran eld fog fordulni,
hogy egy derivalas tobb uton is elvégezhetd.

A tovabbiakban az 0sszegek derivaltjat, ha a tagok méar elemi fiiggvények, a derivalasok
kijelolése nélkiil, kozvetleniil felirjuk.

9. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (3x ~Jx ) (e" + 1) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most nem célszerli elvégezni a beszorzast, mert a keletkezett szorzatok nem
egyszerusithetok, €s igy kétszer is alkalmazni kéne a szorzatfliggvény derivalasi szabalyat.

=) 1 R 1) -
:[3— 2\1/;](6‘ +1)+(3x—\/;)e><_

Felmeriil, hogy az utols6 képletben el kell-e végezni a beszorzésokat. Amikor csak az a
feladat, hogy hatarozzuk meg egy fiiggvény derivalt fliggvényét, a derivalasok elvégzése utan
nem fogjuk a lehetséges 6sszevonasokat elvégezni. Ez igy gyorsabb és egyszeriibb. Késdbb,
amikor a derivalt fliggvénnyel tovabbi szamitadsokat fogunk végezni, mas lesz a helyzet.

10. feladat: Hatarozzuk meg az

f(x) = (tgx+sin30— x)(%& ~2*) fiiggveény derivalt fliggvényét.

Megoldas: El6szor is a sin30 egy konkrét szam, konstans, €és a 30 radianban értendo; az
analizisben a trigonometrikus fiiggvények argumentuma mindig radidn van megadva.

fgysin30 ~ -0.9880316241, és nem 0.5, amennyi a 30° szinusza. Tehatsin 30 derivéltja nulla,
tovabba

!

f’(x)=(tgx+sin30—x)’(3/;—2")+(th+sin30—x)(%/;—2") =

:( ! -1j(%—2*)+(tgx+sin30—x)(

cos’ x

-2 ln2J.

1
3.3x*

11. feladat: Hatdrozzuk meg az f(x)=x-shx-lgx fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A fiiggvényiink harom tényezds szorzat, de mar ismerjiik egy ilyen fiiggvény
derivaltjara vonatkozo képletet, az alapjan



f'(x) = (x*-shx -1g x)’ :(xz)’ -shx-Igx +x° -(shx)' dgx +x° -shx-(lgx)’ =
1
x-In10°
12. feladat: Hatdrozzuk meg az f(x) = (xeX + 1) (X + arctgx) fliggvény derivalt fliggvényét.

=2x-shx-lgx +x*-chx-lgx +x*-shx

Megoldas: Ebben a feladatban elkeriilhetetlen a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyanak
tobbszori alkalmazésa. Figyeljiik meg, ahogyan elészor csak kijeloljiik a sziikséges
derivalasokat.

f'(x) = (xe" + 1)' (x +arctgx ) + (xe" + 1)(x + arctgx)’ =
= (xex )’ (x +arctgx) +(xex +1)(x + arctgx)' =
- ((x)’ e* + X(ex )’j(x +arctgx ) + (xex + 1)(x + arctgx)' :
Ezutan mar konnyen elvégezhet;jiik a kijelolt derivalasokat, €s azt kapjuk, hogy

f'(x) = (e" +xe")(x +arctgx)—|—(xeX +1)(1 + 1+1x2 j .

13. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 2x
3x+1

fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: A tortfliggvény derivalasi szabalyat kell alkalmazni:

2x j _(2%) (3x+1)=(2x)(3x +1) _

f'(x) =(

3x+1 (3x+1)°
C2(3x+1)-(2x)3 2
o Bx+1)Y (Bx+1)

Figyeljiik meg, hogy a szdmlaloban elvégeztiik az 6sszevonasokat, de a nevezOben a
négyzetre emelést nem, ezt maskor sem fogjuk elvégezni, csak ha egytagl a nevezo, igy
jobban kezelhetd a kapott formula.

14. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = \/_3 | fliggvény derivalt fliggvényét.
X +

Megoldas: A konstans szamlaloju torteket, mint hamarosan latni fogjuk, gyakran célszertibb
Osszetett fliggvényként derivalni. De persze lehet tortként is, mint most is.

(3 ’_(3)'(\/§+1)—3(\/§+1)'
f(X)—(\/;+1j = (\/;_'_1)2

0-(\/§+1)—32\1/;_ _3

(\/§+1)2 2\/2(\/;+1)2'

( ! J':—g'(x)_
gx))  £x)

Altalaban is




15. feladat: Szamoljuk ki f'(1) értékét, ha f(x) = Ll WX tl
X+ X
Megoldas: El6szor meghatarozzuk f derivalt fiiggvényét, majd vessziik annak a helyettesitési

értékét az 1 helyen. Hogy ne kelljen kétszer alkalmazni a tort derivalasi szabalyt kozos
x’ +(x+1)2 3 2x% +2x +1

. Most mar a derivalt

nevezdre hozzuk a fliggvényiink: f(x) =

(x+1)x° X +x?
f'(x):[zxz +2X+1j’ _ (2);2 +2x+1),(x3 —i—xz)—(2x2 —i—2x+1)(x3 +X2)’ _
X +x° (X3+X2)2

(4x+2 (x +x? (2X +2x+1)(3x2+2x)
3

Cax)

)-
(

4x +2x° +4x° +2x2 (6X4+6X +3x% +4x° +4x> +2x)
(

2x*—4xP—5x? —2x 2%’ —4x*—-5x-2

x4(x+1)2 X (x+1)
Ebbél pedig f'(1) = —%
2x+1
16. feladat: Szamoljuk ki g'(2) értékét haf(2)=-1, f'(2)=2, és g(x) = o
X

Megoldas: A g derivaltjaval kezdiink:
o (2x+1) (2x+1) £ -(2x+D)E(x) | 2f(x)—(2x +1)F'(x)
g'(x)= o ) () = 00

Ebbdl pedig a keresett helyettesitési érték
, 2f(x)—(2x+1)f'(x) 2(-1)-5-2
oy H0=(x ) _2(-1)

£2(x) (=)

=-12.

f(x)+1

. Szamoljuk ki h'(1) értékét, ha f(1)=1, f'(1)=2 és
g(x)-1

17. feladat: Legyen h(x) =

g)=-2, gM=-1.

f(x)-l—lj’ _ P00 =)= (FCO+1) €00 ik hogy

g(x)-1 (2(x)-1)’

2(-3)-2(-1) 4

hy=""L 2
@ =

Megoldas: Mivel h'(x) = [



18. feladat: Hatdrozzuk meg az h(t) = (2t — 1)2 fiiggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy h(t) osszetett fliggvény: h(t) = g(f(t)), ha f(t)=2t—1 és
g(t)=t>. Ezzel a vélasztassal f'(t) =2, g'(t)=2t. Ezért az Osszetett fiiggvény derivalasi
szabaly alapjan

h'(0) = (2(F(1)) =g'(F(V)-F'(1) =
=2-f(t)-2=2-(2t-1)-2=8t—4.

19. feladat: Hatdrozzuk meg az h(x) =+/1—-x> fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: h(x)most is dsszetett fliggvény, hiszen h(x) = g(f(x)), ha f(x)=1-x>, és
g(x)= Jx . Tudjuk, hogy f'(x)=-2x¢s g'(x) = L . Igy tehat

2Jx

h'(x) = (g(f(X)))' =g'(f(x))-f'(x) =
1 —-2x

= (2x)= S -
2 f(x)( ) 2N1-x*  A1-%?

20. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = sin(x2 — X) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: h(x) ismét h(x) = g(f(x)) szerkezetii dsszetett fiiggvény az f(x)=x>—x,
g(x) = sin x valasztassal. Mivel f'(x) =2x —1 ésg'(x) = cos x , azt kapjuk, hogy

h'(x) = (2(f(x))) = g'(F(x))-f'(x) =
=cos(f(x))-(2x—1) = cos(x2 —x)-(2x -1).

21. feladat: Hatdrozzuk meg az h(x) =In (x +/x ) fliggvény derivalt fliiggvényét.

Megoldas: Most h(x) =g(f(x)), ha f(x)=x+ Jx és g(x) =Inx . De mint tudjuk

f'(x)=1+ L , tovabba g'(x) = l Ezeket felhasznalva
X

2Jx
h'(x) =(g(f(x) =g'(f(x))-f'(x)=
ekt ok
fx) U 2vx ) x+vx U 24x )
22. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = ;2 figgvény derivalt fliggvényét.
2

Megoldas: Ahogy emlitettiik, a konstans szamlaloju torteket célszertibb dsszetett
figgvényként derivalni. Ennek érdekében atirjuk a fliggvénylinket



o o)
-2

X
alakba. Innen leolvashatd, hogy h(x) = g(f(x)) szerkezetli 6sszetett fliggvény az

f(x)=x’ —2, g(x) = x* valasztassal. Ekkor f'(x)=23x" +% ,és g'(x)=-2-x" = —%.
X X X

Ezek alapjan
h'(x) =g'(f(x))-f'(x) =
2

=— 3 -(3){2 +%j
(f(0)) X
. 3x2+%j.

b

23. feladat: Legyen h(x)=(x"~2x) . Milyen x-re lesz h'(x)=0?

Megoldas: Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat addig célszerli gyakorolni, hogy a
kompozicio tényezdinek felirdsara mar ne is legyen sziikség. Most példaul a kdvetkezot
kapjuk:

w0 =((x -2x)") =12(x 24)" (-2 =
=12(x>-2x) -(2x-2).
Most még kicsit atalakitjuk h'(x) képletét, hogy a gydkeit konnyen leolvashassuk.
N(x)=12(x* ~2x) -(2x-2)=
12(x(x-2))"2+(x~1)=
=24x" (x-2)" (x-1).

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje az, azt kapjuk, hogy h'(x) =0, ha

x =0, vagy x =2, vagy x =1. Mivel a h fiiggvény mindeniitt értelmezve van, mind a harom
szam megoldas. (A nulla és a kettd tizenegyszeres gyok, az egy egyszeres.)

24, feladat: Legyen h(x)=In’ (x2 —1) . Milyen x-re lesz h'(x)=07?

Megoldas: Kezdjiik a derivalt fiiggvénnyel. Mivel
h'(x) = 21n(x2 —1)~(X2 —1)' =
=2In(x* -1)-2x =4xIn(x* - 1).

Tudjuk, hogy In1=0, igy ennek a szorzatnak harom gyoke van: a 2 ,anullaésa V2 . De
azt is tudjuk, hogy a derivalt fiiggvény értelmezési tartomanya, a definicid alapjan, az eredeti
fliggvény értelmezési tartomanyanak részhalmaza. Akkor is, ha a derivalt képletének
lehetséges legbdvebb értelmezési tartomanya ennél bévebb.



Mivel a h fiiggvény nincs értelmezve a nullaban, ezért a feladat kérdésére az a valasz, hogy
h'(x)=0,ha x =+/2.

25. feladat: Hatarozzuk meg az s(x) =,/In (1 -2x’ ) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Ez a fliggvény egy haromszorosan Osszetett fliggvény: s(x) = h(g(f(x))), ha
h(x) = Jx , g(x)=Inx, és f(x)=1-x". Ezeknek a derivaltja rendre:

1 1
. g0=—, PR =3
2\/; 8 X

A lancszabaly alapjan s'(x) = h'(g(f(x)))-g'(f(x))-f'(x) . Vegyiik azt is figyelembe, hogy,

h'(x) =

leolvasva az s képletérdl, g(f(x)) =In(1-x). Ezek alapjan:
s'(x) =h'(g(f(x)) - g'(f(x))-f'(x) =

1 1
= : A£(x) =
ety T

i 2,/1n(11—x3) .1—1x3 (=)

Figyeljiik meg, hogy az utols6 képletben zardjelbe tettiik a —3x” tényezét. Ha ezt nem tettiik
volna, és a pontot sem irtuk volna ki, amit amigy nem is kotelezd, a képlet hibas lenne.

26. feladat: Hatarozzuk meg az s(x) = sin(\/e" - x) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most is egy haromszorosan Osszetett fliggvénnyel van dolgunk, persze ujra a
. o RV ' 1
lancszabalyt fogjuk alkalmazni. Mivel (sm x) =COSX, (\/; ) =——, és végiil

2Jx

!

(e" —X) =¢" —1, kapjuk, hogy

§'(x) = cos(m)(ﬁ](e -1).

27. feladat: Legyen f(x)=-2x"+x’ —6x —3. Hatarozzuk meg f"(x) -et.

Megoldas: El6szo6r meghatarozzuk az f'(x) derivalt fliggvényt.
f'(x)= (—2X3 +x°—6x— 3)’ =

=—6x>+2x —6.
Ezt felhasznalva

f(x) = (f'(x)) =
= (~6x> +2x-6) =
=—12x+2.



28. feladat: Legyen f(x) = x’ cos(2x) . Hatarozzuk meg f"'(x) -et.

Megoldas: Most, a szorzat derivalasi szabalyat alkalmazva,

£/(x) = (x* cos(2x)) =

= (x2 )' cos(2x) +x° (cos(2x))' =
=2xc08(2x) +x” (—sin(2x)-2) =

=2x cos(2x) —2x* sin(2x).
Ez alapjan, még kétszer alkalmazva a szorzat derivalési szabalyat, és elvégezve a lehetséges
Osszevonasokat

£(x) = (2x cos(2x) - 2x* sin(2x)) =

=(2x")cos(2x) +2x (cos(2x))’ - [(2){2 )' sin(2x) +2x° (sin(2x))'

| I

=2c0s(2x) +2x (-sin(2x)-2) - 4xsin(2x) + 2x° cos(2x)-2 | =
=2c0s(2x) — 4xsin(2x) — 4x sin(2x) — 4x” cos(2x) =
= (2 —4x’ ) cos(2x) —8x sin(2x).



