Tovabbi kidolgozott feladatok:

1
1+9x?

23. feladat: j dx

Megoldéas: Az integrandus ezen alakjabdl nem igazan latszik az, hogyan tudnank elvégezni az

integralast. Viszont észrevehetjiik, hogy az integralando fiiggvény nagyon hasonlit az 5

1+X
fliggvényre, ami alapintegral. A kiilonbség az x> eldtt 4116 9-es szorzoban van. Ha egy kicsit

alakitunk a fiiggvényen, és a 9x° -et (3x)* formaban irjuk, akkor 1ényegében az -et

+ X

kapjuk, csak az X szerepét a 3X veszi at. Az integral igy a kdvetkezd alakot 6lti:

1 1
dx = | ———dx
J-1+9x2 I1+(3x)2

Ebbdl mar 1athato, hogy olyan dsszetett fliggvénylink van, amelynek bels6 fliggvénye

F(ax+Db)
a

elséfoku. A lecke elején megismert J- f (ax+b)dx = + C szabalyt alkalmazhatjuk

tehat. Most azonban nem volt olyan egyértelmii, hogy ilyen tipusu az integral. Ez csak
atalakitas utan valik egyértelmiivé. A szabaly ezutan a kdvetkez6 modon hasznalhato.
1

X2

A kiils6 figgvény most f (X) = 1% , ami egy alapintegral: F (X) = Il dx =arctgx+cC.
+X

A belsé fiiggvény 3x , tehat a=3,és b=0.
Behelyettesitve a szabalyba a kovetkezé eredményt kapjuk:
j- 1 2dX=I 1 : X=arctg3x
1+9x 1+(3x) 3
A feladatbol jol latszik, hogy az alapintegralok biztos ismerete nagyon fontos. Csak akkor

jOhet ra valaki, hogy milyen alakban kell irni az integrandust, ha tisztdban azzal, hogy 5

+ X
egy alapintegral. Ezutdn mar konnyli észrevenni ezen alapintegral, és az integrandus kozotti
hasonlosagot.

1
44 %°

24. feladat: .f dx

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6zére. Az integrandus alig kiilonbozik az

1+ x*

alapintegraltdl, de most mas helyen tér el attol, mint az el6z6 feladatban. Els6ként azt lenne jo

elérniink, hogy a nevezdben a 4 helyén 1 alljon, ezért célszerli kiemelni %—et.

J.4+1X2dx:i.|. 1x2 dx
1+?




Ezzel elértiik, hogy az integrandus lényegében olyan, mint az el6z6 feladatban, csak x*

o o s o X X\
egylitthatdja nem egy egész szdm, hanem egy tort. [rjunk ezutan az ” helyett 5 -t, amit

2
(% Xj formaban is irhatunk.

SRV S T T B
4 4 X 4 1
1+— 1+ = 1+] =X
2 2

gy mar egyértelmii, hogy megint olyan dsszetett fiiggvényt kell integralnunk, amiben a belsd

fiiggvény linearis, s amelyben f (x)= v kiils6 fiiggvény. Ennek integralja mar
+X

korabban is szerepelt: F(x)= I dx = arctgX +cC.

1+ X2

A bels6 fliggvény most %X ,azaz a =% ¢s b=0.

Alkalmazzuk az j f (ax+b)dx = F(ax+b)
a

+ C szabalyt, azaz integraljuk a kiilsd fiiggvényt,

alkossunk Osszetételt a linedris belsd fliggvénnyel, és osszunk a belsd fliggvénybol x
egylitthatdjaval. Igy eredménylink az alébbi lesz:

X
] Ly ] aretg | X
— | ————dx=——%+Cc=—arctg—+C.
4I (1 jz 4 1 2 1y
1+ =X S
2 2
1
25. feladat: jz—dx
X —6X+10

Megoldas: A feladat hasonlit az el6z6 kettére, azonban mig az ottani tortek nevezdjében csak
egy négyzetes tag €és egy konstans allt, most elséfoku tag is van. Kézépiskoldban megismertiik
a masodfoku kifejezések teljes négyzetté alakitasat. Ha ezt alkalmazzuk, akkor most is
elérhetjiik, hogy a nevezében csak masodfoku és konstans tag alljon.

X2 —6x+10=Xx* —6x+9+1=(x-3) +1

frjuk ezt be az integralba.

1 1
dx = d
J-x2—6x+10 X -[(x_g)z“ X

Azt lathatjuk, hogy 1ényegében megint az " ! fiiggvényt kaptuk, csak az X szerepét az

X2

X —3 vette at. Olyan Gsszetett fliggvényt kell tehat integralnunk, aminek kiilsé fiiggvénye az

f(x)= 1+1X2 fliggvény, aminek integralja: F(x)= -[1 L gx= arctgX +C .

X2
A belso fiiggvény most x—3,azaz a=1¢s b=-3.

Alkalmazzuk az j f(ax+b)dx = Flax+b) +C szabalyt.
a



+C =arctg(X—3)+cC

j- 1 : dX:arctg(x—3)
(x=3)" +1 1

26. feladat: | / dx =

25x% +20x +13

Megoldas: Olyan tort all az integrandusban, melynek szamlaldja konstans, nevezdje pedig
egy masodfoku kifejezés. Hasonldval talalkoztunk az el6z6 harom feladatban is, csak azokban
a nevezdben allo masodfoku kifejezés sokkal egyszeriibb volt. Ezekben a feladatokban olyan
Osszetett fliggvénnyé tudtuk alakitani az integrandust, melyeknek linearis volt a belsd
fiiggvénye. Most is megprobalhatjuk ezt elérni. Hajtsunk végre olyan atalakitasokat, mint az
el6z6 harom feladatban. Els6 1épésként alakitsunk teljes négyzetté a nevezdben, a szamlalobol
a konstanst pedig emeljiik ki.

I25x2+;0x+13dxz7I : o™
(5x+2) +9

Ezutan emeljiik ki a nevezébdl a 9 -et, hogy helyén 1 maradjon. Azért tessziik ezt, mert a

fliggvény igy egyre jobban hasonlit majd az " ! - alapintegralra.
+ X

1 1
7[——s—dx == [————dx
I(5x+2)2+9 9I@x+2f+1

9

5x+2Y

2
M j alakban.

Az -et irjuk inkabb [

7 1 1
—|—dx=—| ————dx
9I(5x+2)2 9J. 5x+2Y
e +1 3 +1

Utols¢ atalakitasként pedig az SX+2

helyett hasznaljuk inkabb az gx +% alakot, valamint

cseréljiik meg a nevezdben a tagok sorrendjét.

‘IW =‘f
3 (3“3)

5]

Ezen alakbol mar jol latszik, hogy olyan Osszetett fliggvényt kell integralnunk, melynek kiilsé

fiiggvénye az f(x)= alapintegral, amibdl F(x)= j ~0x = arctgX+C. A belsé

NG 1+ X

fuggveénye pedig az O +£ linedris fiiggvény, azaz a = 3 g b= 2_
3 3 3 3
Alkalmazzuk az ilyen Osszetett fiiggvényekre vonatkozé J. f (ax+b)dx = F(ax+Db) N
a

integralasi szabalyt. Az alabbi eredményt kapjuk:

5. 2

arctg| — X+ —

7 1 7 3 3
—I dx =—

9 (5 2)2 9 5
I+ - X+— Py
373 3

7 (5 2
+C=—arctg| —X+— |+C
15 3 3



A feladat megoldasa soran alkalmazott eljaras segitségével integralhatjuk az 6sszes olyan
tortet, melynek szamlaloja konstans, nevezdje pedig szorzattd nem bonthaté masodfoku
kifejezés. Illyenkor a nevezdben teljes négyzetté alakitunk, majd kiemeléssel elérjiik, hogy az
Osszegben szerepld konstans tag 1 legyen. A nevezdben szerepld masik tagot ugy alakitjuk,
hogy egy elséfoku kifejezés négyzete legyen. Ekkor olyan Osszetett fliggvényt kapunk,

melynek kiilsé ﬁiggvényel;2 , belsd fliggvénye pedig linedris.
+ X

27. feladat: J.(4x2 —6X+ 5) -cos Xdx

Megoldas: Az integrandus egy szorzat, melynek els6 tényezdje egy polinom, masodik
tényezdje pedig acos X. Ilyen esetben a parcialis integralas (I u-v'=u-v— I u’ -V) vezet

célhoz.

Legyen U=4X"—6X+5 ésV' =cosX.

Ekkor u'=8x—6 és v=sinX.

Helyettesitsiink a szabalyba.

J'(4x2 —6X+5)-cos xdx = (4x* —6x+5)-sinx—j(8x—6)-sin xdx

A még meghatarozandé integral ugyanolyan tipusu, mint amilyen az eredeti feladat volt, csak
1-gyel alacsonyabb a polinom fokszdma, azaz mar csak elséfokd. Ezért ujra alkalmazzuk a
parcialis integralast.

Legyen u=8x—6 és V' =sinX.

Ekkor u'=8 és v=—cosX.

Amikor a szabalyba helyettesitiink, akkor figyeljiink oda, hogy az integral eldtt negativ eldjel
allt, ami az integral helyére keriil6 mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszerii zarojelbe
tenni a behelyettesitésnél, hogy csokkentsiik a hibazas veszelyét.

[ (4% =6x+5)- cos xdx = (4x> - 6x+5)-sin X—((SX—6)-(—cos X)— [ 8(—cos x)dx)
Bontsuk fel a zarojelet, és emeljiik ki a konstanst az integralbol.
I(4X2 —6X+5)-cos xdx =(4X2 —6X+5)-sinx+(8x—6)-cosX—SJ.costX

Mar csak egy alapintegralunk van, melyet behelyettesitliink, majd amit lehet 6sszevonunk. Az
eredmény a kovetkezo:

J-(4x2 —6x+5)-cosxdx=(4x2 —6x+5)-sinx+(8x—6)-cosx—8sinx+c:

= (4%’ —6x—3)-sin X+ (8X — 6)-cos X+ C.
28. feladat: j(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx

Megoldéas: Az el6z6h6z nagyon hasonlo feladatunk van. Ugyanugy parcialis integralassal
probalkozhatunk.

Legyen U =X’ +4x—7 ésV'=sh(3x—-38).
h(3x-8
Ekkor u'=2x+4 és Vz%).
A v meghatérozasakor figyeljiink oda arra, hogy V' =sh(3x—8) olyan 6sszetett fiiggvény,

aminek belso fliggvénye els6fokt. Az integralas soran ne felejtsiink el osztani a belsd
fliggvénybdl X egyiitthatdjaval.



Helyettesitsiink a szabalyba.

ch(3x-8) ch(3x-8)

J‘(XZ+4X—7)-sh(3X—8)dX:(X2+4X—7)- dx

—j(2x+4)-

A konstans szorzokat célszerli egy-egy tagban eldre emelni.

J'(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx:%(x2 +4x—7)-ch(3x—8)—%.[(2x+4).ch(3x—8)dx

A megmaradt integral ugyanolyan tipust, mint amilyen az eredeti volt, csak 1-gyel
alacsonyabb a polinom fokszama, azaz mar csak elséfoku. Ezért ujra alkalmazzuk a parcidlis
integralast.

Legyen U=2x+4 és V'=ch(3x-8).

Ekkor u'=2 és V:M.

. : . | ,
Amikor a szabalyba helyettesitiink, akkor figyeljliink oda, hogy az integral el6tti -3 $Zorz0 az

integral helyére keriild mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszerti zardjelbe tenni a
behelyettesitésnél, hogy csokkentsiik a hibazas veszElyét.

[ (% +4x=7)-sh(3x—8) dx =

“Le +4x—7)-ch(3x—8)—l[(2x+4)- sh(3x=8) ~[2- sh(3x=8) dx}
3 3 3 3
Bontsuk fel a zarojelet, és emeljiik ki a konstanst az integralbol.

J-(x2 +4x~7)-sh(3x-8)dx =

=%(xz +4x—7).ch(3x—8)—é(2x+4).sh(3x—8)+§Ish(3x—8)dx

Mar csak egy olyan Osszetett fiiggvényt kell integralnunk, aminek belsé fliiggvénye elséfoku.
Amikor elészor alkalmaztuk a parcialis integralast, akkor mar integraltuk is ezt a fliggvényt,
hiszen akkor ez volt a V' -nek valasztott tényez6. Az alabbi eredményt kapjuk:

[(x* +4x=7)-sh(3x—8)dx =

:%(x2 +4x—7)-ch(3x—8)—é(2x+4).Sh(3X_8)+§Ch(3;_8) to=

=%(x2 +4x—7)~ch(3x—8)—é(2x+4)-sh(3x—8)+%ch(3x—8)+c.

Ha 6sszevonjuk a két ch (3x - 8) -at tartalmazd tagot, akkor az eredmény kicsit révidebben is

irhato.

j(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx=%(x2 +4x—%j-ch(3x—8)—é(2x+4)-sh(3x—8)+c.

29. feladat: I3X -cos Xdx

Megoldéas: Az integrandus olyan szorzat, melynek egyik tényezdje exponencialis, masik
tényezdje pedig a sin X vagy cos X fliggvények valamelyike. Ilyen esetben is sokszor

célszerll a parcidlis integralds alkalmazasa, sot kétszer is kell haszndlni a szabalyt. Az ilyen
integrandus esetén mindegy, hogyan osztjuk ki a szerepeket az elsd parcialis integralas soran.

Legyen most U =3 és V' =cos X a szereposztas.



Ekkor u'=3"-In3 és v=sinXx.

Helyettesitsiink a szabélyba.

I3X -cos Xdx =3 -sin X—J‘3X -In3-sin xdx

Emeljiik ki az integralbol a konstans In 3 -at, majd osszuk ki a kdvetkez6 parcialis

integralashoz a szerepeket. Itt mar nem mindegy, hogyan valasztunk. Ugyanugy kell
kiosztanunk a szerepeket, mint az elsd esetben.

I3X -cos Xdx = 3" -sin X —an»J‘Z»X -sin Xdx

Legyen tehat u =3" és V' =sin X a szereposztas.

Ekkor u'=3*-In3 és v=—cosX.

Ujra helyettesitsiink a szabalyba.

J-3X -cos Xdx = 3" -sin X—ln3-(3X -(—cos x) —J-3X -In3-(—cos X)dx)

Bontsuk fel a zarojelet, és ismét emeljiik ki a konstanst az integralbol.

I3X -cos Xdx = 3" -sin X +1n3-3*-cos X —In’ 3-J‘3X -cos xdx

fgy 1ényegében egy olyan egyenletet kaptunk, amiben az integral az ismeretlen, mert a

kétszeri parcialis integralds utan az eredeti integral szam szorosat kaptuk. Annyi a feladatunk,
hogy ebbdl az egyenletbdl kifejezziik az integralt. Elsd 1épésként adjunk mindkét oldalhoz

In? 3-J.3X .cos Xdx -et.

I3X -cosxdx+ln23-J.3X -cos Xdx =3"-sinX+1n3-3"-cosX+¢C
Emeljiik ki az integralt a bal oldalon.

(l—i-ln23)‘|‘3X .cos Xdx =3"-sinX+1n3-3*-cosx+¢

Végiil osszuk az egyenlet mindkét oldalat (1 +In’ 3) -mal.

j3x-cosxdx= (SX‘sinX+ln3~3x-cosX)+C

1+1n?3

Ha az eredménybdl kiemeljiik a 3*-t, akkor a kdvetkez6 alakban is megadhato:

j3x-cosxdx=l 3 (sinx+In3-cosx)+c.
+

In*3
30. feladat: Iezx -sin 3xdx

Megoldas: A feladat hasonlit az el6z6re. Olyan szorzatot kell integralnunk, melynek egyik
tényezdje exponencialis, masik tényezdje pedigsin . Most is parcialis integralassal célszerii
probalkozni, €s tetszolegesen oszthatjuk ki a szerepeket.

Legyen pl. u=e"* és V' =sin3X.

, cos3x
Ekkor u'=2e** és v=— 3

Szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy mindkét tényezd olyan Gsszetett fiiggvény,
melynek belsé fiiggvénye elséfoku. Figyeljiink oda, mert amikor u -bol u’ -t allitjuk eld,
akkor a derivalasnal a belso fliggvény derivaltjaval szoroznunk kell a kiils6 fliggvény
derivaltjat, amikor pedig V' -bdl allitjuk el6 v -t, azaz integralunk, akkor a bels6 fliggvénybol
X egylitthatojaval osztanunk kell a kiils6 fliggvény integraljat.

Helyettesitsiink be ezutan a szabalyba.



J‘ezx .sin 3xdx = e2* _[_ COS3X)_J2ezx .(_ COS3XJdX
3 3

Miel6tt Gjra alkalmaznank a parcidlis integralast, célszerii ezt egy kicsit rendezni, s a
konstansokat kiemelni a tagokban.

. 1 2
J.e2X -sin 3xdx = —gezx -cos3X+§J.e2X -cos 3xdx

Most ujra osszuk ki a szerepeket immaron figyelve arra, hogy ugyanugy tegyiik ezt, mint az
elsd esetben.
Legyen u=¢e"* és V' =cos3X.

, sin 3x
Ekkor u’=2e** és v=

Helyettesitsiink a szabalyba.
J.e2X sin3xdX = 62" - cos 3x + 2| e -M—jm“ SIn3X g
3 3 3 3
Bontsuk fel a zarojelet, és a konstansokat most is emeljiik ki a tagokbol.
je” -sin3xXdX = — - €™ - cos 3X + 267 -sin 3x —i.[e“ -sin 3xdx
3 9 9

A kétszeri parcidlis integralas utan az eredeti integral egy szdm szorosat kaptuk a jobb
oldalon. Igy annyi a feladatunk, hogy a kapott egyenletbdl fejezziik ki az integralt. Adjunk

hozza mindkét oldalhoz g]e“ -sin 3XdX -et.

1 . 1 2 .
—3J.e2X -sin 3xdXx = ——e* -cos3x+—e** -sin3X +C
9 3 9

Végiil osszunk g -del, azaz szorozzunk % -dal.

J-e2X -sin 3xdx = —ie2X -cos3x+£e2X -sin3X+C
13 13

Ha az eredménybdl kiemeliink amit lehet, akkor az aldbbi formaban is irhato:
2X

J-ezx-sin3XdX: €
13

(2sin3x—3cos3x)+C.



