Elméleti 6sszefoglald: A szorzatfliggvény derivalasi szabalyanak megforditasabol egy ujabb
integralasi moédszerhez juthatunk. Az alabbi tétel errdl szol.

Tétel: Haaz u(x) és v(x) fiiggvények differencialhatoak, valamint u’(x)v(x) integralhato,
akkor az U ( )V'(x) fiiggvény is integralhatd és

Iu x)dx =u( )v(x)—ju’(x)v(x)dx

Bizonyités: Az u(x) és v(x) fiiggvények differencialhatoak, igy a szorzatfiiggvény
derivalasi szabalyat alkalmazva:

(u(x)v (%)) =u(x)v(x)+u(x)V'(x).

Fejezziik ki ebb8l u’(x)v(x)-et.

u()v'(x) = (u()v(x)) —u'(x)v(x)
A jobb oldalon allo6 fiiggvény integralhato, ebbdl kovetkezden a bal oldal is integralhato.
Integréljuk mindkét oldalt.

ju X)dx = I u'(x)v(x)dx

A _]Obb oldalon tagonkent 1ntegralhatunk

ju X)dx = I dx Iu v(x)dx

Mivel az elso tagban az u (X) ( ) fliggvény derivaltjat integraljuk, igy integralds utan
Visszakapjuk az eredeti u( Jv(x ) ﬁiggvényt

J'u X)dx =u( ju

A parcialis integralas alkalmazasaval az u(x)Vv'(x) fliggvény integralasat az u’(x)v(x)
fliggvény integralasra vezetjiik vissza. A szabalyt olyan szorzatok esetén célszerii alkalmazni,
melyekben a v'(x) -nek megfeleld tényez6 konnyen integralhato, s ha az u'(x)v(x)
konnyebben integralhaté mint u (X)V’(X) . A szabaly alkalmazéséaval soha nem fejezddik be a

feladat megoldasa, hiszen a jobb oldalon a masodik tag még integralt tartalmaz. Ezért is kapta
elnevezését a szabdly, hiszen csak részben torténik meg az integralds. Az alkalmazas sordn

nagyon fontos, hogy egy integraland6 szorzat tényezdi koziil melyiket valasztjuk u (X) -nek,

illetve V’(X) -nek. Erre vonatkozdan a kidolgozott feladatokban adunk ttmutatést.

Kidolgozott feladatok:

18. feladat: I(Zx —6)-shxdx

Megoldas: Az integrandus most szorzat, s azon beliil is egyik tényezdje polinom, a masik
pedig ashx. Prébalkozzunk az el6bb megismert parcialis integralas alkalmazasaval.

Vélasszuk a polinomot u (X) -nek, mert igy a szabaly alkalmazésa utan visszamaradé

integralban majd ezen polinom derivéltja fog megjelenni, ami mér csak egy konstans. Igy a
parcialis integralas utan mar nem szorzatfiiggvény all majd az integrandusban.



Legyen tehat u(x) =2x—6 ésV'(x) =shx.
Ekkor u’(x) =2 ésv(x)=chx.
Az ismert V'(X)-b6l integralassal kaptuk meg v(X) -et. Ezért fontos, hogy a V'(X)-nek

valasztott tényezd konnyen integralhato legyen.
Helyettesitsiink be a szabalyba.

[(2x=6)-shxdx = (2x-6)-chx— [ 2-chxdx
A feladatot még nem oldottuk meg, hisz még van egy integralunk. Ebbdl azonban a konstans

szorzot kiemelhetjiik, s utdna mar csak egy alapintegral marad. Igy az eredmény a kovetkez6
lesz:

(2x—6)-chx—_|.2-chxdx=(2x—6)-chx—2jchxdx=
=(2X—6)-chx—2shx+c.

19. feladat: I(3x +7)-5"dx

Megoldas: Az integrandus egy hasonld szorzat, mint amilyen az el6z6 feladatban szerepelt.
Az els6 tényezd most is egy polinom, a masodik tényezében pedig 5” vette 4t a shx szerepét.
Az 5* is konnyen integralhatd, igy megint a parcialis integralassal probalkozhatunk.

Legyen u(x)=3x+7 ésv'(x)=5".

X

Ekkor u'(x) =3 ésv(x) = > .
In5

Helyettesitsiink be a szabalyba.

5" 5%
3X+7)-5%dx =(3x+7)- -3 dx
j( ) ( ) In5 j In5

A még meghatarozand¢6 integralbol emeljiik ki a konstansokat, igy mar csak egy alapintegral
marad majd, amit meghatarozunk.

(Bx+7)- > —j3- > dx=(3x+7)- >3 5%dx =
In5 In5 In5 In5
:(3x+7)-5——i- > +C= > (3x+7—iJ+c

In5 In5 In5 In5 In5

Az utolso két feladatban az volt a k6zos, hogy olyan szorzatot kellett integralnunk, melyek
egyik tényezdje egy polinom, masik tényezdje pedig az a*, e*, sin X, cos X, sh X, ch X
fiiggvények valamelyike. Ilyenkor célszerli a parcidlis integralast alkalmazni olyan
szereposztassal, hogy U(X) a polinom legyen, V'(X) pedig a masik tényez0. A szabalyt
hasznalva a visszamarado integralban eggyel alacsonyabb fokszdmu polinom marad mar csak.
Ha az eredeti polinom els6foku volt, akkor a visszamaradé integralban u’(x) mar csak egy
konstans lesz, ami az integralbol kiemelhetd. A v'(X) -nek megfeleld fliggvényt konnyen
tudjuk integralni, hiszen az fuggvények a”*, e*, sin X, cos X, sh X, ch X mindegyike
alapintegral. Rdadasul az integralas eredményeként kapott v(x) fliggvényt is konnyt
integralni, mert az is alapintegral, vagy annak szdm szorosa lesz. Ez akkor fontos, ha a
polinom nem els6foku. Ilyenkor a szabalyt tobbszor kell alkalmazni egymads utan, egészen
addig, mig a polinombdl csak egy konstans marad a derivalasok utan. Erre majd a
késobbiekben mutatunk példat.



20. feladat: I(4x +3)-In xdx

Megoldas: Ismét szorzatot kell integralnunk, és az egyik tényez6 most is polinom, de a masik
tényezbében alld In X mas tipusti mint ami az eldz6 két feladatban szerepelt. Akkor ott olyan
fliggvény allt, amely alapintegral volt. A In X nem ilyen fliggvény. Ezért nem célszerti 6t

v'(x)-nek vélasztani, hiszen akkor a v(x) -et nem kénnyti meghatarozni. Legyen tehat a

szereposztas most a parcialis integralas soran a kdvetkezo:
u(X)=1Inx és v'(x)=4x+3.

Ekkor u’(x) LS V(X) =2x> +3X.
X
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
j(4x+3)-ln xdx = (2x° +3x)~1nx—j(2x2 +3x).ldx
X

A még meghatarozandé integralban egyszertisitsiink, majd végezziik el az integralast. Nem
lesz nehéz dolgunk, mert az egyszeriisités utan egy polinomot kell integralnunk.

(2x2 +3x)-lnx—j2x+3dx :(2x2 +3x)-ln x—(x2 +3x)+c
21. feladat: Ix3 -In xdx

Megoldéas: Hasonl6 szorzatot kell integralnunk mint az el6z6 feladatban, csak most a polinom
nem tobb tagbdl all, hanem csak egyetlen tagbol. Ugyantgy jarhatunk el, mint az elébb.
Legyen U(X)=InX és V'(X)=X’.

4

EkKor U/(X) =+ és v(x) = |
X 4
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
; x* x* 1
jx -In xdx :—-lnx—_[—-—dx
4 4 X

A visszamaradoé integralban most is egyszerusitsiink, a konstans szorzot pedig emeljiik ki.
Mivel X -nek egy hatvanya marad csak, igy ezt mar konnyen tudjuk integralni.

4 X x* 1 x*

X 1 l¢ 4 x*
—-lnx—'[—-—dx:—-lnx——jx dx=—-InX——-—+cC
4 4 x 4 4 4 4 4

Az eredmény szebb alakban irhatd, ha kiemeljiik amit lehet.

x* 1 x* x* 1
Z Inx-—"—+4c="|Inx——|+¢C
4 4 4 4 4

22. feladat: Iln xdx

Megoldas: Az el6z6 négy feladatban szorzat allt az integralban, de most nem. Azaz egy
egyszeru triikkkel most is szorzattd alakithatjuk. Irjuk az In X -et 1-In X formaban. Az 1 is egy

polinom, csak nagyon egyszerli polinom, hiszen 0 a fokszdma. (1 = XO) gy mar ugyanugy

jérhatunk el mint az el6z0 két feladatban.
Legyen u(x)=1Inx és v'(x)=1.



Ekkor u’(x) :l és V(X)=X.
X
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
jldnxdx:xJnx—jx~ldx
X
A visszamarado integralban egyszerUsitsiink, majd hajtsuk végre az integralast.
xdnx—jxldx=xdnx—ﬁdx=xdnx—x+c
X

Az eredmény kiemelés utdn most is irhaté mas alakban.
X-Inx—x+c=x(Inx-1)+c

Az utols6 harom feladatban olyan szorzatokat kellett integralni, melyek egyik tényezdje
polinom volt, ez lehetett csak egy konstans is, a masik tényezdje pedig az In X . Ilyenkor is

alkalmazhato a parcialis integralds, de nem a polinomot kell u(x) -nek valasztani, hanem az
In X -et. Ennek oka az, hogy az In X nem alapintegral, igy nem olyan konnyen integralhato
mint példaul a sin X . Természetesen ez azt is jelenti, hogy ilyenkor a polinom lesz a V'(x). Ez

J0 is, hiszen egy polinom hatvanyfiiggvények konstans szorosdnak 6sszegébdl all, a
hatvanyok pedig konnyen integralhatoak. Az integralds noveli a hatvanyok fokszamat, igy az
integralas utani polinomban nem szerepel konstans tag. A legalacsonyabb fokszamu tag is

legalabb els6foku. Mivel az In x derivaltja 1 , gy a visszamarado6 integralban egy legalabb
X

els6foku tagokat tartalmazo polinomot szorzunk — -szel. Ilyenkor mindig egyszerusithetiink
X

X -szel, és egy polinomot kapunk. Ezt pedig konnyen tudjuk integralni.



