Elméleti 6sszefoglald: Az eddigiekben megismertiik azt a modszert, mellyel fiiggvényeket
monotonitas €s szélséérték szempontjabol vizsgalni tudunk. Most foglalkozzunk azzal,
hogyan tudjuk alkalmazni ezt a modszert a lecke elején vazolt problémakhoz hasonlé
esetekben, melyeket szoveges sz¢lsdérték feladatoknak nevezhetiink. Az ilyen feladatokban
elso 1épésként fel kell irnunk, egy altalunk valasztott fiiggetlen valtozé fiiggvényében azt a
mennyiséget, aminek a szélsdértékét keressiik. Ezutdn meg kell hatdrozni a feladat
feltételeibdl, hogy a fliiggetlen valtozo milyen értékeket vehet fel. Az igy kapott, szoveg
szerinti értelmezési tartomanyon kell aztdn megkeresniink a fliggvény szélsdértékeit a
korabban megismert médon. A modszerrel az alabbi kidolgozott feladatokon keresztiil
ismerkediink meg. Megoldjuk majd a lecke elején vazolt problémat is, de elébb egyszeriibb
feladatokkal foglalkozunk.

Kidolgozott feladatok:

6. feladat: Mekkoranak kell valasztani egy 20 cm keriiletii téglalap oldalait, hogy teriilete
maximalis legyen? Mekkora ez a maximalis teriilet?

Megoldas: Jeldljiik a téglalap egyik oldalat x -szel, a masikat pedig Y -nal.

Ekkor a téglalap tertilete: T = xy .

fgy felirva a teriiletet, két Vél:[OZé mennyiség szerepel. Azonban a két valtozo kozott kapesolat
van, hiszen a keriilet 20 cm. Irjuk fel a kertiletet az oldalakkal.

K=20=2x+2y

Ebbdl az 6sszefiiggésbol az egyik valtozo, pl. y kifejezhetd.

y=10—-x

Ha pedig ezutan behelyettesitiink y helyére a teriiletet leird 0sszefiiggésben, akkor mar
egyvaltozos fiiggvényt kapunk. Ekkor mar jel6lhetjiik azt is, hogy a teriilet az x valtozé
fliggvénye.

T(X)=x(10-Xx)=10x—X’

Ezzel olyan fiiggvényt kaptunk, ami a teriilet valtozasat irja le az egyik oldal fiiggvényében.
Hatarozzuk meg ezutan, hogy milyen hatarok k6zott vehet fel értékeket a valtozo.
Nyilvéanval6, hogy az x > 0 feltételnek teljesiilni kell, hiszen egy téglalap oldala csak pozitiv
lehet. Az X -nek azonban 10 -nél kisebbn@k is kell lennie, hiszen a téglalap masik oldala
10—X, és ennek is pozitivnak kell lenni. Igy a véltozéraa 0 < x <10 feltételt kapjuk. Ezen a
halmazon kell keresniink a fenti T(X) fliggvény maximumat. Ehhez allitsuk el6 a fliggvény
derivaltjat.

T'(x)=10-2x

Megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet.

10-2x=0 < x=5

A derivaltnak a zérushelye a (0,10) intervallumba esik, igy szoba johet, mint lehetséges
maximum hely. Annak eldontésére, hogy az X =5 helyen valoban maximuma van-e a
teriletnek, célszerti elkésziteni a szokasos tablazatot.

Az elso sor kitdltésekor vegyiik figyelembe a 0 < x <10 feltételt.

A derivalt el¢jelének vizsgalatat immar nem részletezziik, mert nyilvanvald, hogy melyik
intervallumon pozitiv ill. negativ a derivalt.



X (0,5) 5 (5.10)
T'(X) + 0 _
T(x) / lok. max. N

Az x =5 helyen tehat lokalis maximuma van a fliggvénynek. Séteza 0 < x <10 feltétel
mellett nem csak lokélis maximum, hanem ezen a halmazon ez globalis maximum is, hiszen
X <5 esetén végig nd a fliggvény, X > 5 esetén pedig végig csokken.

A teriilet tehat akkor lesz maximalis, ha az egyik oldal 5 cm hosszusagu. Persze ekkor a
masik oldal hossza is 5 c¢m, azaz a téglalap ekkor négyzet.

A maximalis teriiletet kell még meghatdroznunk. Helyettesitsiik be a maximum helyét a
fliggvénybe.

T.. =T(5)=510-5)=25

A teriilet maximumanak értéke tehat 25 cm?.

Megjegyzés: Az ilyen feladatokban nem egyértelmii, hogy mit lesz majd a legjobb fiiggetlen
valtozonak tekinteni. Jelen feladatban elég egyértelmi volt, hogy a téglalap egyik oldalat
célszerti valasztani, de eljarhattunk volna mas modon is. Mivel a két oldal 6sszege 10, igy az
egyik oldal ugyanannyival rovidebb 5-nél, mint amennyivel a masik hosszabb 5 -nél.
Vilaszthattuk volna valtozonak ezt a mennyiséget is, amivel az oldalak az 5 -tdl eltérnek.
Természetesen ekkor masik fiiggvény irja le teriiletet, €s mas a szoveg szerinti értelmezési
tartomany is. Ennek megmutatasa végett megoldjuk most a feladatot mésik modon is.

Jel6lje a téglalap két oldalat a és b . Tegyiik fel, hogy a a nem rovidebb oldal, b pedig a
nem hosszabb oldal, azaz a>b.

Jeldlje x az oldalak hosszanak 5 -tdl valo eltérését.

Ekkor a=5+X, b=5-x.

A téglalap teriilet: T = ab, amibe behelyettesitve a fentieket, egy fiiggvényt kapunk, aminek
valtozdja X lesz.

T(x)=(5+x)(5-x)=25-x

Ne feledkezziink el annak vizsgalatardl, hogy a szoveg milyen értékeket enged meg a
valtozora. Jelen esetben 0 < X, hiszen egy eltérés nem lehet negativ, X <5, merta b
oldalnak, azaz 5— x -nek is pozitivnak kell lenni. Ez egyiittesen 0 < x <5, vagy X € [0, 5)

formaban irhatd. Amint lathatd, most olyan intervallumon keressiik a maximumot, aminek
egyik vége zart, masik vége nyitott.

Vegyiik a teriiletfliggvény derivaltjat.

T'(x)=-2x

Itt kell felhivnunk azonban a figyelmet arra, hogy a derivalt csak a T fliggvény értelmezési
tartomanyanak belsd pontjaiban értelmezhetd, igy a derivalt esetén mar 0 < X <5, azaz

Xe (0, 5) .

Ha megoldjuk a T'(x)=0 egyenletet, ami —2x =0, akkor abbdl x =0 kovetkezik.

Ez azonban nem eleme T' értelmezési tartomanyanak. Ennek ellenére olyan érzésiink
tamadhat, hogy ha van sz¢€lséérték, akkor az most csak az X =0 esetén lehet. Ennek
igazolasara készitslink tablazatot. Az X =0 értéket kezeljiik kiilon, és itt a derivalt sordban azt
tiintetjiik fel, hogy az nem értelmezett.



X 0 (0,5)

: nem
T értelmezett | | > (-)
T (x) maximum Ny

A tablazatbol leolvashatd, hogy a fiiggvény végig csokken, s ebbdl kdvetkezéen a maximumat
az értelmezési tartomany also hataran, azaz X =0 esetén veszi fel. Megkaptuk tehat most is,
hogy akkor van szélséérték, ha a téglalap négyzet.

Megjegyezziik, hogy ha a masodik megoldasunk soran nem éltiink volna az a >b feltevéssel,
akkor X negativ értékeket is felvehetett volna. Ekkor egyrészt a —5 < x feltételnek kellett
volna teljesiilni amiatt, hogy az a oldalnak, azaz x + 5 -nek pozitivnak kell lenni. Masrészt az
x <5 feltételnek kell fennallni, mert a b oldalnak, azaz 5— X -nek pozitivnak kell lenni. A

kett6bdl egyiittesen kapjuk, hogy —5 < x <5, azaz x € (—5,5) . Ekkor ugyanugy az értelmezési

tartomany belsé pontjaban kapjuk a szélséértéket, mint az elsé megoldasunkban. A fentiekbdl
jol lathato, hogy a fliggetlen valtozd megvalasztasa nagyban befolyasolja a feladat
megoldasanak tovabbi részét. Arra is felhivjuk a figyelmet, hogy a szélséértéket nagyon sok
esetben a derivalt alkalmazasa nélkiil is meghatarozhatjuk. Ha példaul a méasodik
megoldasunkban kapott teriiletet leiro fiiggvényt T (x)=25-x vizsgaljuk, akkor
egyértelmilen X =0 esetén van maximuma a fiiggvénynek. Ennek oka, hogy egy konstansbol
vonunk X’ -et, aminek legkisebb értéke a 0, az x =0 esetben. igy amikor x> a legkisebb,

akkor lesz 25— x> a legnagyobb. Sok esetben viszont nem taldlunk ilyen elemi megoldast, s
igy ilyenkor nem tudjuk elkertiilni a derivalt alkalmazasat.

7. feladat: Egy téglalap alaka lemezbdl, melynek oldalai30cm és 40 cm hosszuak,
mindegyik sarkanal négyzet alaku darabokat vagunk ki az abran lathatd médon. A megmaradt
lemez fiileit felhajtjuk, és az ¢leket 6sszehegesztve feliil nyitott téglatest alakii dobozt kapunk.
Mekkoranak valasszuk a kivagott négyzetek oldalat, ha azt szeretnénk, hogy a doboz térfogata
maximalis legyen?

Megoldas: Jeldljiik a kivagott kis négyzetek oldalat x -szel, és tekintsiik az alabbi abrat.
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Ezen lathatjuk, hogy dobozunk alapja egy 30—-2x, és 40—2x oldalu téglalap, magassaga
pedig x. Téglatest térfogata a hdrom oldal szorzatabol kaphato, igy felirhatjuk a doboz
térfogatat az X valtozo fiiggvényében.

V (x)=(30-2x)(40-2x)x =1200x—140x* + 4x’

Hatarozzuk meg, hogy milyen intervallumon beliil mozoghat x értéke. Egyrészt nyilvan
0 < X, masrészt X <15, mert a doboz alapjanak révidebb oldala, azaz 30 —2x pozitiv kell
legyen. A fiiggvénylink szoveg szerinti értelmezési tartomanya tehat 0 < x <15, azaz

x €(0,15). A szélsdértéket csak ezen a halmazon keressiik.

Derivaljuk a fliggvényt.

V'(x)=1200-280x+12x’

Oldjuk mega V'(x)=0 egyenletet.

1200-280x +12x* =0 < 3%’ —70x+300 =0
Ez egy mésodfoku egyenlet, melynek gyokei az alabbiak.

L3535 35+sV13
y _70£4/70°-4-3.300 _70++1300 | 3 3 7
" 23 6 35-325 35-5J13
3 3
A két megoldas koziil csak X, = ﬂ esik a (0,15) intervallumba ezt kell vizsgalni.

Készitsiik el a szokasos tablazatot.

) (035—5@] 35513 [35—5\/5 15}

3 3 3
V'(x) i 0 _
Vv (X) Ve lok. max. Ny

AV ’(X) soraban az eldjeleket példaul a kovetkezé mddon kaphattuk meg. Valasztunk egy

35—5\/§J
3

szamot a (0, intervallumbol, mondjuk az 1-et, mert azzal kdnnyt lesz szamolni.

Ezt behelyettesitjiik V'(x)-be.



V'(l):1200—280-1+12-12 =932>0

Hasonlo6an vélasztunk egy szamot a (@,ISJ intervallumbol. Legyen ez mondjuk a

10, mert ezzel is konnyti lesz szdmolni.
V’(10)=1200-280-10+12-10* =-2800 < 0

35-5413

Ezutan mar kijelenthetjiik, hogy az x = =———— helyen lokélis maximuma van a V (x)

fliggvénynek. A (0,15 ) intervallumon ez nem csak lokalis, hanem globalis maximum is,

35-5413 35-5J13
3 3

hiszen X = elott végig nod a fiiggvény, X = utan pedig végig csokken.

8. feladat: Két pozitiv szam szorzata 100. Melyik ez a két szam, ha 6sszegiik minimalis?
Mekkora a minimalis 0sszeg?

Megoldéas: Legyen a két szam x és y. Tudjuk, hogy xy =100. Fejezziik ki ebbdl y -t.
100

X
frjuk a két szam Gsszegét ezutan x fiiggvényeként.
100
f(X)=x+—
(=x+12

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a minimumat a (0, oo) intervallumon.
Derivaljuk a fliggvényt.

£'(x) :(x+@] —(x+100x") =1+100(~1)x* =1-12

X X

Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

1—@:0 & x*=100 & x=%10
X

Minimum szempontjabdl nyilvan csak az X =10 esettel kell foglalkoznunk, hiszen most
X>0.
Készitsiik el a mar jol ismert tablazatot.

X (0,10) 10 (10,00)
f'(X) — 0 +
f(x) Ny lok. min. /

Az f'(x) soraban az el6jeleket példaul x=1 és x=100 derivéltba torténd helyettesitésével

kaphatjuk.

f'(1)=1—1$:—99<0

100 _ 0.99>0

0>

f/(100)=1-



Amint lathato, a fiiggvénynek az X =10 helyen lokélis minimuma van, ami pozitiv X -ekre
egyben globalis minimum is.
Hatéarozzuk meg ezutan a mésik szdmot, tehat y -t is.
100 100
X 10
Az 0sszeg tehat akkor lesz minimalis, ha mindkét szam 10. Ekkor az 6sszegiik 20, ez a
minimalis 0sszeg.

10

9. feladat: Adott egy 3 és 4 egység befogoju derékszogii haromszog. Tekintsiik azokat a
haromszogbe irhaté téglalapokat, amelyeknek egyik csticsa a haromszog derékszoge, az ezzel

szemkozti cstcs pedig az atfogora esik. A legnagyobb teriiletii ilyen téglalapnak mekkorak az
oldalai?

Megoldéas: Készitsiink egy abrat a haromszogrol és a belé irt téglalaprol.

o

.

A T, 4 B

A téglalap X -szel és Y -nal jelolt oldala kozott most hasonldsag alapjan lehet 6sszefiiggést
talalni. A PT,B és CAB derékszogli haromszogek hasonloak, ezért

y _3
4-x 4
Rendezziik ezt Yy -ra.

3 3
=2(4-x)=3-=
y 4( X) 4X

Ezt felhasznalva felirhatjuk a téglalap teriiletét az x fliggvényében.

T(x)= x(3—§xj:3x—ix2
4 4

Az X valtozo most nyilvan a (0, 4) intervallumba esik, igy ezen a halmazon keressiik a

fliggvény maximumat.
Derivaljuk a fliggvényt.

3
T'(x)=3-2
()-3-2x
Megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet.

3—§X=O = X=2
2



A szokasos tablazat segitségével megvizsgaljuk, hogy ezen a helyen valéban van-e
maximuma a fiiggvénynek.

X (0,2) ) (2.4)
T'(X) + 0 —
T(x) / lok. max. Ny

A masodik sorban T’ eldjelét példaul x =1 és x =3 helyettesitésével vizsgalhattuk.
T'(1)=3-21=250
2 2

T'(3)=3-23=-2<0

2 2
Amint lathato, az x =2 helyen lokalis maximuma van a fliggvénynek, ami egyben globalis
maximum is.

Mar csak a téglalap masik oldalat kell kiszamolnunk.

)/=2»—§x:3—§-2:E
4 4 2

A maximalis teriiletli téglalap oldalai tehat 2 és % hosszusaguak.

10. feladat: Egy ember 3 km-re van egy csonakban az egyenes toparttol. Egy parton
elhelyezkedd, téle 5km tavolsagban 1év6 helyre akar a lehetd legrovidebb id6 alatt eljutni.
Evezni v, =3 km/h, gyalogolni v, = 6km/h sebességgel tud. Mennyi az a legrovidebb 1d6, ami

alatt eljuthat a céljaba?

Megoldas: Készitsiink egy abrat!

b
Ve
|\ Ny, B
VN
E& Y
"
JHx, —2 N\
i P | b

Az ember helyét a csonakkal a tavon A jeldli, az egyenes toparta T és B pontok altal
meghatarozott egyenes, melynek B pontjaba szeretne emberiink eljutni. Egy lehetdség a

B pontba jutdsra, hogy emberiink az AB szakasz mentén egyenes odaevez B -be. De
valosziniileg nem ez lesz iddben a legrovidebb. Mivel a parton gyorsabban halad mint a vizen,
varhatdan jobban jar, ha a partnak valamilyen kozelebbi P pontjaig evez, majd onnan gyalog
folytatja az utat. A partra érkezés helye, azaz a P pont a legrévidebb 1d6 esetén
nyilvanvaléan a T ¢és B pontok kozé esik.

Valasszuk fiiggetlen valtozénak a P pont T -t6l valo tavolsagat, és jeloljiik ezt x -szel.
Probaljuk meg ezzel kifejezni az A pontbdl B pontba jutés idejét.



Els6ként hatarozzuk meg a TB szakasz hosszat. Ez a Pitagorasz-tétel alapjan nyilvan 4 km.
(A 3, 4,5 alegismertebb pitagoraszi szamharmas.)

Bontsuk az utat két szakaszra, els6 az evezés, a masodik a gyaloglés.

Az elsd szakasz hosszat ismét a Pitagorasz-tételbdl kapjuk, amit az ATP derékszogii
haromszogben az AP atfogora irunk fel. AP hosszat jelolje s, .

5, = VX +3% =X +9

Az ennek megtételéhez sziikséges 1d6t, amit jeloljlink t, -gyel, megkapjuk, ha ezt osztjuk az

evezés sebességével.

- S _ VX +9
v, 3

Ezzel 6raban mérve kapjuk meg AP szakaszon végigevezés idejét.

Most nézziik az it masodik szakaszat. Az itt megtett tdvolsag a PB szakasz hossza, amit

jeloljon s,, nyilvan 4 —x km. Az ennek megtételéhez sziikséges 1d6t jelolje t, . Az ut

gyalogos részének megtételéhez sziikséges i1d6 is az Ut és sebesség hanyadosként kaphatd, de
nyilvan most a gyaloglas sebességével kell osztanunk.

s, 4-X
t2 ==
v, 6

A két id6t 6sszeadva felirhatjuk a teljes ut megtételéhez sziikséges id6t az X valtozo

fliggvényében.
VXP+9  4-x
+
3 6

Ennek a fliiggvénynek keressiik a minimumat a 0 < X <4 halmazon.
Allitsuk el§ a fiiggvény derivaltjat.

2 , 1 !
t’(x):[ X +9+4_XJ :(l(x2+9)2+i—lxj =
3 6 3 6 6

1
:l.l(xz+9) 2 .2X_l:l X _l
32 6 3Jx*+9 6

Megoldjuk t'(x)=0 egyenletet.

I x 1 0 = L:% & 2X=VX"+9 =

319 6 VX2 +9
4 =x*+9 & x*=3 & x=1/3

A —/3 hamis gyok, igy csak a /3 -mal kell foglalkoznunk.
Elkészitjiik a szokasos tdblazatot.

X (0\/5) 3 (64)

t'(x) - 0 +
t(X) N lok. min. Vs

t(x)=t +t, =

A masodik sorban az eldjeleket példaul x =1 és X =2 helyettesitésével kapjuk.

11 1. 0o6<0

t'(1)==
) 3J1P+9 6




A fiiggvénynek tehat lokélis minimuma van az X = V3 helyen, ami egyben globalis minimum
isa (0,4) intervallumon.

Még a legrovidebb idét kell kiszamolnunk.

t =t(v3) = IV3) +9 +4_6ﬁ ~1.53

3
Tehat emberiinknek az A pontbol B pontba eljutds legalabb 1.53 6raig tart.

Vazlatosan megoldjuk a feladatot egy masik uton is.

Valasszuk most fiiggetlen valtozonak az ATP derékszogli haromszog A csticsnal 1évo
sz0gét, és jeloljik ezt o -val.

A

s
‘IIIII \\\\ -
n:"' . o

2 W
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\
.
e\ —z N
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A TP szakasz hossza, ami az evezéssel megtett ut, ekkor s, = . Az ennek megtételéhez
cosa
3

w1 c1n S, cosa 1

szilkséges id6 t, =— = = .
v, 3 cosa

A PB szakasz hossza, ami a gyalogolva megtett ut, ekkor s, =4-3tga . (Az X tavolsag az
ATP derékszogli haromszdgbdl kifejezhetd, s X =3tga..)

A gyaloglasra forditott id6 t, = S, _4-3tga 2 1 tgo.
5 6 3 2
Az 0t megtételéhez sziikséges teljes 1d6 az alabbi.
t(o)=t +t, = +z——tgoc
cosa

Az o radidnban mért szog nyilvan 0 ésa TAB« = arctg% ~ 0.93 koz¢ esik. Ezen értékek

kozott keressiik a t(a) fiiggvény minimumat.

Derivaljuk a fliggvényt.



(cosoc)2 2 (cosoz)2

(o :( 121 j:O-cosoc—l(—smoc) 11
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sinae. 11 S

(cosoz)2 2(cos0t)2 (cosoz)2

Ebbdl kovetkezik, hogy t'(a) =0 akkor teljesiil, ha sino = % , amibdl o = % kovetkezik.

A megoldas befejezéshez el kell késziteni a tablazatot, amelybdl megallapithato, hogy ezen a
helyen valoban minimuma van a fiiggvénynek, majd kiszdmolhato a legrévidebb id6 is.
Ezeket a Iépéseket mar nem hajtjuk végre, hanem az olvasdra bizzuk. Természetesen igy is
ugyanarra az eredményre jutunk.



