1.1. Térbeli vektorok definicioja, miiveletek és ezek geometriai jelentései

W. R. Hamilton (1805-1865) ir matematikus, csillagasz és fizikus volt
az, aki el0szOor hasznalta a vektor kifejezést. A wvektor elnevezés a
csillagészatbol keriilt 4t a matematikdba. Ott az ellipszis fokuszaban allo
Napbol a bolygokhoz huzott irdnyitott szakasz elnevezésére szolgalt
(vectus = huzni, vonni).

Vannak olyan mennyiségek, amelyeket a nagysagukkal egyszerlien meg
tudunk hatarozni. Ilyenek példaul a tomeg, az id6, a hosszusag. Ezek
megadasahoz elegendd egy szdm és egy alkalmasan vélasztott
mértékegység. Ugyanakkor példaul az erd, az elmozdulas vagy a sebesség megadasahoz tobb
informaciora is sziikség van. Példaul ha egy test elmozduléasat szeretnénk leirni, akkor meg
kell mondanunk, hogy milyen iranyban és mekkora tdvolsagra mozdul el. Hasonloan, egy test
sebességének megadasdhoz tudnunk kell, hogy milyen irdnyban és mekkora sebességgel
halad.

Definicio (vektor) A térbeli irdnyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik. Egy vektort harom
adat hataroz meg egyértelmiien, a nagysdga (hossza), az allasa (melyik egyenessel
parhuzamos), €s az iranyitasa (az egyenesen merre mutat).

Definici6: Két vektor egyenld, ha mindhdrom jellemzdjiik azonos, azaz ha van olyan
parhuzamos eltolés, amellyel fedésbe hozhatok.

Jelolések: Ha egy v vektor az A kezdGpontbol a B végpontba mutat, akkor a kovetkezd
jeloléseket hasznalhatjuk: v=AB =v.
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Definicid: A v vektor hosszan a vektort szemléltet6 szakasz hosszat értjiik. Jele: ||V|| .Haezaz

érték 1, akkor a vektort egységvektornak nevezziik.

Definicid: Azt a vektort, amelynek hossza 0, nullvektornak nevezziik. A nullvektor irdnya
tetszOleges, azaz minden vektorral parhuzamos és minden vektorra merdleges. Jele:0.

Definicid: A v ellentettjének nevezziik és —v-vel jeldljiik a v-vel egyenld hosszisagu, azonos
allasu, de ellentétes irdnyitottsagu vektort.
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Miiveletek vektorokkal
Osszeadas

Definicido: Adott két vektor a és b. Az a és b vektorokat toljuk el 6nmagukkal parhuzamosan
ugy, hogy a b vektor kezdépontja az a vektor végpontjaba keriiljon. Ekkor az a vektor
kezdépontjabol a b vektor végpontjdba mutatd vektort az a és b vektorok Osszegének
(ereddjének) nevezziik. Jele: a+b
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haromsz6g modszer

paralelogramma szabaly

Tétel: A vektorok Osszeaddsa kommutativ atb=b+a ¢&s asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c)
muvelet.

Alkalmazas: A testek mozgéasdnak vizsgalatakor (dinamikai és kinematikai feladatokban) a
kovetkezé modellt hasznaljuk: a testet a tomegkozéppontjaval helyettesitjiik, és vizsgaljuk az
erre hatd erdk ereddjét. A tdmegpont nyugalomban van, ha a r4 hatdé erdk ereddje zérus
(Newton I. torvénye miatt; 0sszegiik nullvektor).



Kiilonbség

Definicid: a és b vektorok kiilonbségén értjiik és a-b-vel jeloljiik azt vektort, amelyet b-hez
adva a-t kapunk. (Toljuk az a ¢és b vektorokat kozos kezdOpontba. Ekkor a b vektor
végpontjabol az a vektor végpontjdba mutatdé vektort az a és b vektorok kiilonbségének
nevezziik és a-b-vel jeloljiik.)

Vektorok szorzasa valos szammal (skalarral)

Definicio: Az a nem nullvektor és a 4 # 0 valos szam szorzatdn értjiikk és Aa-val jeldljiik azt
az a vektorral azonos allast vektort, amelynek hossza |/‘t

a, irdnyitdsa A > 0 esetében azonos,

A <0 esetén pedig ellentétes az a vektor iranyitasaval.

A skalarral valo szorzésra teljesiilnek a kovetkezok:
(A-u)-a= A-(u)-a (asszociativitds)
A-(atb)= A-a+ A-b (disztributivitas)
(A+wp)-a= Aa+ pa (disztributivitas)

Definicio: Legyenek vy, va, ..., vp tetszéleges vektorok, 4, 4,, ... A, pedig tetszéleges valos
szamok. Ekkor a A, vi +4, vy +...+ 4 v, vektort a v; vektorok A, egyiitthatokkal képzett

linedris kombinacidjanak nevezziik.
Megjegyzés: a fenti egyiitthatok kozott szerepelhetnek negativ, pozitiv vagy akar nulla
értékiiek is.



Vektorok felbonthatosaga

Tétel: (sikban) Ha az a és b nullvektoroktol kiillonb6zé nem parhuzamos vektorok, akkor az
altaluk meghatarozott sik barmely v vektora egyértelmiien eldallithatdo az a és b vektorok
linedris kombinacidjaként, azaz v=Aa+Ab alakban, ahol A, ¢és A, egyértelmiien

meghatarozott valos szdmok. Ez azt jelenti, hogy a v vektor egyértelmiien felbonthat6 a-val és
b-vel parhuzamos Osszetevokre. Ebben az esetben szokds az a ¢és b vektorokat
bazisvektoroknak nevezni.

Tétel: (térben) Legyen a, b és ¢ harom nullvektortdl kiilonb6z6 nem egysika vektor. Ekkor
minden térbeli vektor egyértelmiien eldall az a, b és ¢ vektorok linearis kombindcidjaként. Ez
azt jelenti, hogy minden v vektorhoz egyértelmiien van olyan A,, 4,, 4, valos szdmharmas,

melyre v=Aa+Ab+Ac. Ilyenkor az a, b és ¢ vektorokat bazisnak ¢és ezeket az
egyiitthatokat a v vektor a; b; ¢ bazishoz tartoz6 koordinatainak nevezziik.

Megjegyzés: Ez a tétel azt jelenti, hogy ha rogzitiink harom nem egysikt vektort a térben,
tehat megadunk egy bazist, akkor minden vektort egyértelmiien tudunk szdmharmassal
jellemezni ebben a bazisban. A harom, nem egysikl, nullvektortdl kiilonb6zé vektor
barmilyen lehet, tehat tetszoleges szdmu bazist megadhatunk. Természetesen mas bazishoz,
mas koordinatak tartoznak ugyanazon v vektor esetén. A tovébbiakban majd egy Kkitiintetett
bazist fogunk hasznalni, mégpedig az i, j, k egységnyi hossziisdgl, egymasra paronként
merdleges vektorokat, amelyek ebben a sorrendben jobbsodrasi rendszert alkotnak.

Definicio: Az origobol a tér egy tetszéleges pontjaba mutatd vektort a pont helyvektoranak
nevezziik.

Tétel: Legyen A és B két kiilonbozd térbeli pont, jeldlje F az AB szakasz felez6pontjat, a
megfeleld pontokba mutatdé helyvektorok pedig legyenek rendre a, b és f . Ekkor a

felezOpontba mutatd helyvektor a csucsokba mutatd helyvektorok szamtani kozepe, azaz f =
a+b

5

Bizonyitas: Ezt a bizonyitast azért érdemes levezetni, mivel a benne szerepld egyszerii Gtletet
mas feladatok megoldasanal is hasznalni fogjuk.

Az abrarél leolvashatd a kovetkezd Osszefiiggés: f = a+AF ¢és AF = %E = %(b —a).

Elvégezve a behelyettesitést:

= +
f:a+AF:a+l(b—a):a+lb—la:a b.
2 22 2




Tétel: Legyen A és B két kiilonb6zé térbeli pont, és P az AB szakasz azon pontja, melyre
AP:PB=n:m. Ha a megfeleld6 pontokba mutatd helyvektorok a, b, és p, akkor
m-a+n-b

m+n

Tétel: Ha az ABC haromszog csucsaiba mutatdé helyvektorok a, b és ¢, akkor a haromszog
sulypontjaba mutat6 s helyvektor:

s:é(a+b+c).

1. feladat: Egy testre 100N nagysagu északi és egy 200N nagysagl nyugati irdnyba mutato
erd hat. Mekkora és milyen irdnyu erével lehet a testet nyugalomban tartani?

Megoldas

Mivel a két vektor merdleges egymasra, ezért az 0sszeglik (ereddjiilk) nagysaga Pitagorasz

tétellel szamolhato:
|IF.||=v100* +200* ~ 223,6N

Meghatarozzuk az eredd nyugati iranyhoz képest észak felé vett hajlasszogét, melyet « -val
jeloliink:

tga =20 4 ~26,57°
200

Ha a testet nyugalomban akarjuk tartani, akkor az ereddvel ellentétes irdnyu, vele azonos
nagysagu erét kell alkalmaznunk. Tehat egy ~223,6N nagysdgu, a keleti irdnytdl lefelé

~ 26,57° -ban hajlé erdére van sziikség.



2. feladat: Az ABCD paralelogramma cstcsainak helyvektorai rendre a, b, ¢ és d. Fejezziik
ki a d vektort az a, b, ¢ vektorok segitségével!

Megoldas
A helyvektorok a sik egy tetszéleges pontjabol az adott pontba mutatd vektorok.
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Az abrarol a kovetkez6 olvashato le:
d:O—D:a+ﬁ:a+ﬁ:a+(c—b):a+c-b.

3. feladat: Az ABC haromszog S sulypontjabol a csticsokba mutatd helyvektorok legyenek
rendre a, b, ¢. Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ vektorok dsszegét!

Megoldas
Készitsiink abrat.
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Legyen F az AB oldal felez6pontja, ezért SF = b. A sulypont a stlyvonal cstcstol

tavolabbi harmadold pontja, ezért ¢ =-2- SF =—(a+b).
Innen atrendezéssel a kdvetkezot kapjuk:

at+b+c=0.

4. feladat: Az ABC haromszog BC oldalanak felezépontja legyen D. Szerkessziik meg a D

pontot, amelyre AD+AD' =0. Allitsuk el6 a D'A és DB vektorokat az AB és AC
vektorok segitségével.



Megoldas

Mivel a feltétel szerint AD+AD' =0 teljesiil, ezért a D" pont a D pont A-ra vonatkozo
kozéppontos tiikkorképe. Ekkor

D'A— AD - AC+AB

~ - AZAC;AB_FKé:ACjL;AB‘

5. feladat: Az ABC haromszogben AB: AC =2:3. Az A csucsbdl indulod belsd szogfelezo a
szemkozti oldalt D pontban metszi. Adjuk meg az AD vektort AB és AC segitségével.

Megoldas

A feladat megoldasahoz ismerniink kell a szogfelezOk osztasardnyara vonatkozo tételt.
Eszerint: Barmely haromszogben egy belsé szog szogfelezéje a szemkozti oldalt a
szomszédos oldalak ardnyaban osztja két részre.

Ennek értelmében a D pont a BC oldalon egy 6t6d616 pont ugy, hogy

cb_3
BD 2
Ekkor:
A5 - 2AC;—3AB .

6. feladat: Bontsuk fel a 20°-os lejtére helyezett SOON sulyu testre hato sulyerdt a lejtovel
parhuzamos 4s arra merdleges 0sszetevore.

Megoldas
Rajzoljuk fel az 4brat.

A rajzon talalunk merdleges szaru szogeket, ezért a keresett dsszetevok a kovetkezd mddon
szdmolhatok.



A lejtével parhuzamos 6sszetevo:

sing = HGPH sin20° = HGPH HG H ~171N
G 500N
cosa = |G c0s20” = |G ||Gm|| ~ 470N
G 500

7. feladat: Az ABCDEFGH kocka A csucsabol a szomszédos csucsokba mutatd vektorok
legyenek: AB=a, AD=b, AE =c. Fejezziik ki az A csucsbdl az 6sszes tobbi csucsba

mutatd vektort az a, b, ¢ vektorok segitségével. Szdmoljuk ki a keresett vektorok hosszat,

ha a kocka ¢élének hossza 5 egység.

Megoldas
Készitsiink abrat.
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A vektorok hosszanak kiszamitasanal a Pitagorasz tételt kell alkalmazni.

AC=a+b \\E\\:W:Js—ozsﬁ
AF =a+c Hﬁfum/ﬁzx/%:&/i
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