Motivéacios példa: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegi tirhajot h
tavolsagra juttassunk a Fold felszinétol?

Egy latszolag egyszert feladattal allunk szemben, hiszen a munkéat, amint azt kozépiskolaban
fizikabol tanultuk, az erd €s az erd iranyaba esé elmozdulés szorzataként szamolhatjuk. Ezért
eldszor arra gondolhatunk, hogy meghatdrozzuk az tirhajéra hat6 gravitacids erdt, és ezt
megszorozzuk h -val, hiszen a gravitacios erével parhuzamos elmozdulés pontosan az,
amennyivel az tirhajo eltavolodik a Fold felszinétdl. De van egy kis gond, ami miatt ez
mégsem ilyen egyszerii. Mivel h nagy, ezért az tirhajora hat6 gravitacios er6 nem tekinthetd
allandonak, hanem valtozik a Fold kdzéppontjatdl vald tavolsag fiiggvényében. Marpedig a
munkat csak akkor szdmolhatjuk a fenti egyszerli médon, ha az erd allandé. Valtozo erd
munkajarol kozépiskolaban azt tanultuk, hogy az eré-elmozdulas grafikon alatti alakzat
terlilete adja meg az ilyen eré munkéjat. Ennek jol ismert esete a rugd nyujtasa. Ekkor tudjuk,
hogy a rugd nyujtasahoz sziikséges erd egyenesen aranyos a rugd megnyulasaval. Ezt irja le
az F . =D-Al Osszefiiggés, melyben D arugoallandd, Al pedig a rugd megnyulasa. Ha

rugé

abrazoljuk az er6t megnyulés fliggvényében, akkor egyszerii linearis fiiggvényt kapunk.
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Ha a rugét nyujtatlan allapotbol Al -lel megnyujtjuk, akkor a kdzben végzett munka az dbran
kékkel jelzett alakzat teriilete. Ez most kdnnyen meghatarozhato, hiszen egy derékszogil
haromszog teriiletét kell kiszamolni.

1 1 1
w =5Frugé Al =5(D-AI)-AI =ED-AI2
Az lirhaj6 esetén azonban a Fold altal az tirhajora kifejtett gravitacids erd nem linearis a
tavolsag fliggvényében, hanem a Fold kozéppontjatol mért tavolsag négyzetével forditva
aranyos. A gravitacids erdre az alabbi térvény ismert:
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Ebben k a gravitacios allando [k =6.67-107" %j , M aFold tomege (M =6-10* kg) ,
g-s
m az lirhajo tdmege, r az Girhajonak a Fold kdzéppontjatdl mért tavolsaga. Most r tolti be a
valtozo szerepét, azaz a gravitacios erd r -nek a fliggvénye. Jelolésben ezt az alabbi modon
fejezhetjiik ki:
Forar = Fyrar (1) =K
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Ha most dbrazoljuk az erdt a Fold kozéppontjatol mért tdvolsag fliggvényében, akkor az

alabbit kapjuk.
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Ezen az abran a kékkel jelzett alakzat teriilete adja meg azt a munkat, ami ahhoz sziikséges,
hogy az tirhajo a Fold felszinétdl h magassagra tavolodjon el. Most egy olyan alakzat
tertiletét kell meghataroznunk, melyet egyik oldalarol a vizszintes tengely egy szakasza, két
masik oldalarol a fiiggdleges tengellyel parhuzamos szakaszok, negyedik oldalarol pedig egy
fiiggvény grafikonja hatarol. Mivel példaul valtozé eréd munkdjanak szamoléashoz sziikség volt
ilyen alakzatok teriiletének meghatdrozasara, ki kellet dolgozni egy mddszert, amivel ilyen
gorbe vonalu alakzatok teriilete egzakt médon meghatarozhatd. Ez vezetett el a hatarozott
integral fogalmdhoz, amivel az alabbiakban ismerkediink meg.

Elméleti 6sszefoglalo:

Induljunk ki tehat abbol, hogy adott egy [a, b] -n értelmezett folytonos f (X) fliggvény,
melyre f(x)>0 teljesiil az [a,b]-n, és szeretnénk meghatarozni az y = f (x),az y=0, az
X=a ésaz Xx=Db gorbék altal hatarolt alakzat teriiletét. Ez az alakzat lathat6 az alabbi abran.
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Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre valamilyen F, ={x;,X,X,,...,X,} halmazzal,

amelyre a =X, <X <X, <---<X, =b teljesiil. Ezt az F, halmazt az [a,b] intervallum egy

felosztasanak nevezziik. Egy-egy részintervallum hosszat a szomszédos osztopontok
kiilonbségeként kaphatjuk meg. Az i-edik részintervallum hossza példaul x; —X; ,, melyet
AX; -vel 1s jeloliink. (A részintervallumok nem feltétleniil egyforma hossztak.) A felosztas
finomséaganak nevezziik a leghosszabb részintervallum hosszat, azaz max Ax; -t. Valasszunk

ki mindegyik [x_,,X | részintervallumbol egy & szamot. Emeljiink mindegyik

részintervallum folé f (&) magassagn téglalapot.
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Xo &y X1 » X2dy Xa o Xp1 &, X

Ezen téglalapok tertiletének dsszegével kozelitjiik a meghatarozando teriiletet. Ezt az Gsszeget
az adott felosztashoz tartozé kozelité dsszegnek nevezziik, és o, -nel jeldljiik. frjuk fel ezt az

Osszeget. Az elsé téglalap teriilete: T, = (& )-(X, —%,) = f (& )-Ax,, a masodik téglalap
terillete T, = f (&,)-(X, =% )= T (&) Ax,, az i -edik téglalap teriilete

T.= (&) (% —x_)=f(&)-Ax. Ezek alapjan a kozelité 6sszeg a kovetkezo:

oy =T +T,+ 4T, = (&) (% =% )+ F (&) (% =% )+...+ F (&) (X, — X)) =

= (&) M+ (&) A%+ ...+ F(&)-AX,.
Ugyanezt rovidebben is irhatjuk:

o :én :iz:nl:f(;)-(xi—xi_l):%:f(é)Axi.

Noveljiik a felosztasban a részintervallumok szamat, igy Gijabb és jabb felosztasokat kapunk.
Ha az osztopontok szamat minden hataron tal ndveljiik akkor igy felosztasoknak egy
sorozatat kapjuk. Véarhatdan az egyre tobb osztoponttal rendelkezd felosztasok egyre
pontosabban fogjak kozeliteni az alakzatot, melynek teriiletét meghatarozni szeretnénk. Ez
azonban csak akkor lesz igaz, ha a felosztas az osztopontok szdmanak novelésével egyre
finomodik is, azaz nem marad benne sehol tal hossza részintervallum. Ezt fejezziik ki azzal,
hogy olyan felosztassorozatot készitiink, amiben a felosztds finomsaga nulldhoz tart, azaz

max AX, — 0. Nem torténhet meg olyan a felosztassorozatban, hogy az [a, b] intervallum

egyik részén egyre stirisddik a felosztas, de valahol méshol benne marad egy hosszabb



részintervallum. Az ilyen felosztassorozatokat végteleniil finomod¢ felosztassorozatoknak
nevezziik. Az alabbi dbridkon ilyen egyre finomodo6 felosztasok lathatok.

—

Definicié: Azt mondjuk, hogy az [a,b]-n értelmezett f (x) fiiggvény Riemann-integralhaté
az [a, b] -n, ha a o, kozelité 6sszegek sorozata minden végteleniil finomodo felosztassorozat

estén konvergens, és ugyanahhoz a szamhoz tart. Ekkor ezt a szamot az f (X) fliggvény
b

[a, b] -n vett Riemann-integraljanak, vagy hatarozott integraljanak nevezziik és I f (X) dx -
a

szel jeldljiik. Ez rovidebben az alabbi jelolésekkel irhato:
b

[F0ax= tim DF(&)-(4-x.)= fim D F(£)8x.

a

i
max AX; >0 max AX; >0

Itt kell megjegyezniink, hogy az egyszertiiség kedvéért az elején olyan fiiggvényrol
beszéltiink, ami az [a, b] -n pozitiv értékeket vesz fel. Ekkor a fenti definicié valoban a
fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozott elhelyezkedd alakzat teriiletét adja meg az [a, b] -
n. Ha azonban a fliggvény negativ értékeket is felvehet, akkor a téglalapokkal torténd
kozelitésben f (&) is lehet negativ, igy az f (& )AX, szorzat az i-edik téglalap teriiletét
eléjelesen adja meg. Ha f (§i ) >0, a kozelitésben a téglalap az X -tengely felett helyezkedik
el. Ekkor f (& )Ax; pozitiv, tehat valoban a téglalap teriiletét kapjuk. De ha f (&)<0,a

téglalap az X -tengely alatt helyezkedik el. Ekkor f (ffi )AXi negativ, s a téglalap teriiletének

—1-szeresével egyenld. Ebbdl kovetkezden, az integral a fliggvény grafikonja és az X -tengely
kozott elhelyezkedd alakzat teriiletét eldjelesen adja meg. Ha a fliggvény pozitiv, azaz
grafikonja az X -tengely felett halad, akkor valdban teriiletet kapunk, de ha a fliggvény
negativ, akkor a terlilet —1-szeresét kapjuk. Ezért kapjuk azt, hogy ha egy fiiggvény eldjele

megvaltozik az [a, b] belsejében, és a pozitiv illetve negativ részen egyenld nagysagu a



tertilet a fliggvény grafikonja és az X -tengely kozott, akkor nulla a fliggvény integralja az
[a,b] intervallumon. Erre példa mondjuk az f (x)=cosx fiiggvény a [0,7]-n.

1

Amint az abran l4thato, a pirossal illetve kékkel jeldlt alakzatok szimmetria miatt egyenld
terliletliek, de mig a piros az X -tengely felett, a kék az X -tengely alatt helyezkedik el. Az
integralas igy a piros alakzat teriiletét, a kék alakzat teriiletének pedig —1-szeresét adja. Igy a

fliggvény integralja a teljes [O, 7z] intervallumon ezek 0sszeg, azaz nulla lesz.

A Riemann-integral hosszadalmas definicidja utan felvetddik az a kérdés, hogy milyen
figgvények integralhatdak. Ezzel kapcsolatban két tételt mondunk ki bizonyitas nélkiil.

Tétel: Haaz f(x) fiiggvény integralhato az [a, b] intervallumon, akkor f (X) ezen az

intervallumon korlatos. A korlatossag tehat sziikséges feltétele az integralhatosagnak. (Nem
minden [a,b]-n korlatos fiiggvény integralhaté [a,b]-n.)

Tétel: Ha az f (X) fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor integralhato is [a,b] -n.
A folytonossag tehat elégséges feltétele az integralhatésagnak. (Nem minden [a, b] -n

integralhato fiiggvény folytonos [a, b] -n.)

A hatarozott integralra vonatkozoan sok tétel bizonyithato. Ezeket szoktak a hatarozott
integral tulajdonsagainak nevezni. Vannak koztiik olyanok, melyek hasonloak, mint a
hatarozatlan integral tulajdonsagai.

Tétel: Ha f (x) és g(x) integralhatéak az [a,b]-n, k pedig tetsz8leges valos szam, akkor a
k- f(x), f(x)+9g(x)és f(x)—g(x) fiiggvények is integralhatoak [a,b]-n, és
b

k- f(x)dx=k- [ f(x)dx

b

f(x)+g(x)dx:j f (x)dx+ig(x)dx

D T D m— T D —T

f(x)—g(x)dx=z f (x)dx—zg(x)dx.

Tehat amint a hatarozatlan integralnal, tigy a hatarozott integralnal is konstans szorzo
kiemelhetd az integralbdl, valamint 6sszeget és kiilonbséget tagonként integralhatunk. A
kiilonbségre vonatkozo allitds a masik kettébol mar egyszerlien kovetkezik.



A hatarozott integralnak vannak olyan tulajdonsagai is, amelyekben az integralasi
intervallumnak fontos szerepe van. A hatarozatlan integralnal ilyen tulajdonsagok nyilvan
nem voltak.

Tétel: Ha f(x) integralhato a-tol b -ig, akkor integralhaté b -t6l a-ig is, és

If(x)dx:—if(x)dx.

Azaz ha felcseréljiik az integralési hatarokat, az integral —1-szeresét kapjuk.

Tétel: Ha f (x) integralhato az [a,b]-n, akkor integralhato [a, b] barmely részintervalluman
is.

Tétel: Ha f (X) integralhat6 az [a,b] -n, és a<c<b, akkor
b c

jf(x)dx:J f (x)dx+:[ f(x)dx.

a a

Ezt fogalmazhatjuk gy is, hogy az integralas az [a,b]-n részletekben is végrehajthato.
Pozitiv értéki fiiggvény esetén szemléletesen arrdl van szd, hogy a fliggvény grafikonja és az
x -tengely kozti teriilet az [a,b]-n Gigy is meghatarozhato, hogy vessziik a teriiletet az [a,c] -
n, és hozzaadjuk a teriiletet [c,b]-n. (Az [a,b] intervallumon a teriilet a piros és kék alakzat

terliletének O0sszege.)

i c D

Tétel: Ha f(x) integralhato az [a,c] és [c,b] intervallumokon, akkor integralhaté az [a,b)]
intervallumon is, és

Jb.f(x)dx=j. f (x)dx+j. f(x)dx.

a a

Tétel: Ha f (x) integralhato az [a,b]-n, és f(x)>0 minden x €[a,b] esetén, akkor
b
J. f(x)dx>0.

Ha nem negativ fliggvényt integralunk, akkor az integral sem negativ.



Tétel: Ha f(x) és g(x) integralhatoak az [a,b]-n, valamint f (x)>g(x) minden x €[a,b]

esetén, akkor
b

jf(x)dxzig(x)dx.

Mas megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy a nem kisebb értéki fiiggvény integralja sem

kisebb.
Tétel: (Az integralszamitas kozépértéktétele) Ha f (X) folytonos az [a,b] -n, akkor létezik
legalabb egy & e[a,b], melyre igaz, hogy

[f(x)dx=1(£)-(b-a).

Pozitiv értéki fiiggvény esetén szemléletes arrdl van szd, hogy az f (X) fliggvény grafikonjat
tudjuk metszeni olyan vizszintes egyenessel, ami alatt az [a, b] -n pontosan akkora teriiletti
téglalap van, mint a fliggvény €s az X -tengely kozti alakzat teriilete az [a, b] -n. Az dbran
kékkel jelolt téglalap teriilete f (&)-(b—a), mely megegyezik a fiiggvény grafikonja és az X -
tengely kozti teriilettel.

J(2)

Tétel: (Newton-Leibniz-formula) Ha f (x) integralhato az [a,b]-n, és F(X) egy tetszéleges

primitiv fliggvénye f (X) -nek, akkor

b

j f(x)dx=F(b)-F(a).

a

Az F(b)—F(a) kiilsnbség rovidebb irdsara gyakran hasznalatos az [F (X)]: jelolés.

Ezt a tételt gyakran nevezik az integralszamitas alaptételének is, mert a hatarozott integral és a
primitiv fiiggvény kozotti kapesolatot mondja ki. Ezzel lehet6vé teszi szamunkra a hatarozott
integral pontos kiszdmolasat olyan esetekben, amikor a definici6 alapjan ezt nem tudnank
elvégezni. Marpedig a definici6 alapjan csak nagyon kevés esetben szdmolhato ki pontosan a
hatarozott integral, s altaldban akkor is nagyon nehézkes.

Kidolgozott feladatok:



8. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [0,2] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink egy abrat az alakzatrol.
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Amint lathato, egy olyan haromsz6ghoz hasonlo alakzat teriilete a kérdés, amit feliilrél az
f (x)=x* fiiggvény grafikonja, azaz egy parabola hatarol. Mivel a fiiggvény a [0,2]

intervallumon nem vesz fel negativ értéket, igy a teriiletet megkapjuk, ha a fliggvényt
integraljuk ezen az intervallumon.

2
T:Ixzdx
0

Meg kell hataroznunk f (X) egy primitiv fliggvényét, igy eldszor hatarozatlanul integralunk.

Hatvanyt integralunk, tehat eggyel noveljiik a kitevot, és osztunk az uj kitevovel.
3

J‘ X dx =2 1c
3
Mivel csak egy primitiv fliggvényre van sziikségiink, igy c -t tetszélegesen megvalaszthatjuk.
Legegyszertibb a ¢ =0 vélasztas. {gy kapjuk, hogy f(x)=x egy primitiv fiiggvénye
X3
F(x) 3
Ezutan helyettesitiink a Newton-Leibniz-formulaba.

2 372 3 3
szxzdx: |2 0.8
0 3 o 3 3 3

A kérdezett teriilet tehat g egységnyi.

A késdbbiekben az ehhez hasonlo feladatok megoldasat rovidebben irjuk majd. A primitiv
fiiggvényt nem hatarozzuk meg kiilon, hanem a hatarozott integral utan egybdl irjuk a

primitiv fliggvényt [ ] -ben, feltiintetve a zarojel utan az integralasi hatarokat. igy a megoldas
lényegében csak az utols6 sorbol all majd. Ha a primitiv fliggvény meghatarozasa nem ilyen

egyszeri mint most, akkor célszerti lehet kiilon elvégezni a hatarozatlan integralést, és utana
visszatérni a hatarozott integralhoz.

4
9. feladat: Hatarozzuk meg az .[X«/; dx hatarozott integralt!
1



Megoldas: A megoldas soran el6szor primitiv fiiggvényt kell keresniink, amihez alakitsuk at
az integrandust ugy, hogy egyetlen hatvanyt kapjunk.

4 4 1 4 1 4 3
J'x«/gdx:fx.x2 dx:jx 2 dx:J'x2 dx

1 1 1

Adjuk meg a primitiv fiiggvényt, hivatkozva a hatvanyok alapintegraljara, azaz noveljiik

eggyel a kitevot, és osztunk az 0j kitevOvel. A primitiv fliggvényt tegyiik a [ ] -be, ¢és

tiintessiik fel mogotte az integraldsi hatarokat. A primitiv fliggvényt irjuk minél egyszeriibb
alakban.

4
5

4 403 2 4

J-x\/;dx:.[xzdx= L %\/x_5

1 1 é 5 1
2 4

Helyettesitsiik be a primitiv fliggvénybe a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az
also hatar helyettesitési értékét, és végezziik el a miiveleteket.

. 2 ) 2 2 2 62
dx=| Zx° | =58 — 2P =232 2.1=22 124
[ B G G

10. feladat: j —dx

Megoldas: Jarjunk el gy mint az ¢l6z0 feladatban, azaz irjuk hatvanyként az integralando
fliggvényt.

$ 1 8 1
—dx =[x 3dx

o]

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt, s hozzuk minél egyszeriibb alakra.

8
2

t 1 ¢ L X3 3,
Jl-ﬁdx=.l[x3dx_— {\/_}
34

Helyettesitsiik be az integralési hatarokat, és vegylik a két helyettesitési értek kiilonbségét. A
fels6 hatar helyettesitési értékébdl vonjuk az alsé hatar helyettesitési értékét. A miiveleteket
ezutan Végezzﬁk el

j—dx P | =33 323423022245
2 2 2 2

Ha a primitiv fliggvényben szerepel valamilyen konstans szorzo, mint jelen esetben a >

akkor azt hatarok behelyettesitésekor rogton kiemelhetjiik, igy nem kell kétszer leirnunk.

11. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =cos X fliggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

et V4 )
alakzat tertletét a |:5,7Z'jl intervallumon.

Megoldas: Készitsiink abrat a fiiggvényrol és a kérdéses alakzatrol.



Amint lathato, a fiiggvény a megadott intervallumon negativ értékeket és a 0-t veszi fel, igy az
alakzat tertilete a fiiggvény integraljanak —1-szerese lesz. Persze ezt ugy is mondhatnéank,
hogy az integral abszolut értéke lesz a teriilet.

Vi Vi

T= jcosxdx :—J‘cosxdx

Vi

2 2
Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

T= —J- cosxdx = —[sin x|z
p 2

2
Helyettesitsiik a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az alsé hatar helyettesitési
értékét, és végezziik el a miveleteket.

T =—[sinx]z = —(sinﬁ—sin%j =—(0-1)=1
2

A kérdezett teriilet tehat pontosan 1 egységnyi.

12. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=x’ fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [—2,1] intervallumon.

Megoldas: Most is egy abraval célszerii kezdeniink a megoldast.

¥ C
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Amint lathato, a fliggvénynek az X = 0 -nal zérushelye van, s a [—2, O) intervallumon negativ,

a (0, 1] pedig pozitiv. A teriiletet igy két részletben kell szdmolnunk. Integraljuk egyrészt a



fliggvényt a [—2, O] intervallumon, és ennek az integralnak vessziik az abszolut értékét, mert

itt a fliggvény negativ vagy 0. Ezzel megkapjuk a fliggvény és az X -tengely kozti teriiletet
[—2, O] intervallumon. Valamint vessziik a fiiggvény integraljat a [0,1] intervallumon, ami

megegyezik itt a fliggvény és az X -tengely kozti teriilettel, mert a fiiggvény itt pozitiv vagy 0.
A teljes terliletet pedig a két teriilet 6sszegeként kapjuk.

T=

0
J' X dx
)

+jx3 dx=—.(f X’ dx+4l|'x3 dx
0 -2 0

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.
4

0 1 X4 0 X 1
T:—.[x3dx+.[x3dx:{—} J{—}
-2 0 4 -2 4 0

Mindkét esetben helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és felsé hatar helyettesitési értékébol
vonjuk ki az als6 hatér helyettesitési értékét. A szdmoldsokat ezutan végezziik el.

470 4! 4 4 4 4
-2
Yo . A e Y A :_(0_4)+(1_0]:1_7:4,25
41, 4] 4 4 4 4 4 4
A kérdezett teriilet tehat 4.25 egység.

13. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=2x—x" fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [—1, 4] intervallumon.

Megoldéas: Most is célszerli abrazolni a fiiggvény adott intervallumba esé részét. Mivel
masodfoku fliggvényt kell abrazolnunk, célszerli meghatarozni a zérushelyeket. Emeljiink ki
X -et, mert igy azt kell vizsgélnunk, hogy egy szorzat mikor egyenld nullaval.

x=0
2x-x*=0 < x(2-x)=0 < { vagy
2-Xx=0 <& x=2
A zérushelyek tehat X, =0 és X, =2. Ezek ismeretében mar konnyen abrazolhato a parabola.

Mivel x* egyiitthatoja negativ, ezért konkav paraboldt kell rajzolnunk.
%
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A kérdéses alakzat most harom részbdl all, mivel a fliggvény két helyen is metszi az X -
tengelyt az adott intervallumon beliil. Az els6 rész a [—1, O] intervallumhoz tartozo rész, a

masodik a [0,2] intervallumhoz tartozo6 rész, s a harmadik a [2,4] intervallumhoz tartozo



rész. Mivel az els6 és a harmadik részen a fliggvény nem pozitiv, igy a teriilet
meghatarozasdhoz ezeken a részeken a fiiggvény integraljanak abszolut értékét kell venni.

T=

0
.[2x—x2 dx
-1

2
+j'2x—x2 dx +
0

4
j2x—x2 dx
2

0 2 4
:—j2x—x2 dx+.[2x—x2 dx—j'2x—x2 dx

-1 0 2
Hatédrozzuk meg a primitiv fliggvényt.

0 2 4 53 0 N 2 N 4
T:—_[Zx—xzdx+J2x—x2dx—J‘2x—x2dx:— G [T [V UATE [ VA
-1 0 2 3 -1 3 0 3 2

Helyettesitsiik mindharom estben az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formuldnak
megfelelden, majd hajtsuk végre a miiveleteket.
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Amint lathato, minél tobb helyen metszi a fliggvény grafikonja az adott intervallumon beliil a
X -tengelyt, annal tobb részben kell szdmolnunk a teriiletet. Mindig figyeljiink oda arra, hogy
mely részintervallumokon halad a fiiggvény grafikonja a X -tengely alatt. Ezeken a részeken
az integral abszolut értékét kell venniink, azaz szorozni kell az integralt —1-gyel.

Ezek utan térjiink vissza ahhoz a motivaciés példahoz, ami a hatarozott integral bevezetése
el6tt szerepelt.

14. feladat: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegii tirhajot h tavolsagra
juttassunk a Fold felszinét6l?
Megoldas: Amint az korabban szerepelt, az tirhajora a Fold altal kifejtett gravitacios erd hat,

amit F,,, = F,, () = ko

rav P
g r

Osszefiiggéssel irhatunk le a Fold kdzéppontjatdl mért tdvolsag

fuggvényében. A munka az F, (r) fiiggvény grafikonja alatti teriilet az [R, R+ h]

intervallumon. Amint az egy korabbi dbran lathato volt, a fliggvény pozitiv értékeket vesz fel,
igy a teriilet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljaval egyenld. A valtozo szerepét
most I tolti be, igy r szerint integralunk.

R+h
w= [
R r

Mivel k, M, m konstansok, igy kiemelhet6k az integralbol.

dr

R+h
1

W=kaJ'—2dr
. T

Az integrandust ezutan irjuk negativ kitevSs hatvany formajaban. igy mar kénnyen
meghatdrozhat6 a primitiv fiiggvény, amit hozzunk minél egyszertibb alakra.



R+h ! R+h 1 R+h
w :kaj rzdrszm{—} :ka{——}
R -1 R F
Helyettesitsiik be ezutan az integraldsi hatarokat, s vegyiik a két helyettesitési érték
kiilonbségét.

R+h
Wszm[—l} =KkMm —;—(—lj :ka[l_ 1 J
I g R+h R R R+h

Ezzel olyan 6sszefliggést kaptunk a munkéara, amibe csak az tirhajo tomegét és a felszintdl
val6 eltdvolodasat kell behelyettesiteni. Ha ezeket az adatokat ismerjiik, a munka pontosan
kiszamolhato.




