2.4. Osszetett feladatok

1. feladat: Adott az ABC haromszog A(1,-1,2) cstcsa, valamint az AB oldal egy olyan
P(1,1,2) pontja, amelyre AP:PB=2:3. Az AC oldal felezOpontja F(5,5,-2). Hatarozzuk
meg a haromszdg hidnyzo csucsait és a sulypont koordinatait! Szamitsuk ki a haromszog
teriiletét!

Megoldas

Jelolje a, b, ¢, p f és s rendre az A, B, C, P, F és S pontokba mutaté helyvektorokat a
szokasoknak megfelelden.

@)

Mivel P egy 6t6d616 pont az AB szakaszon, ezért

3a+2b 5p—3a 5 3
= — b= =—p-—a.
2 20 2
Behelyettesitve:
5. 3_5 3
b==p--a==(L1,2)—-=(1,-1,2) =(1,4,2).
SP—5a=7(12)==( )=(1,4,2)

Eszerint a haromszog B csucsa:
B(1,4,2).
Mivel F felezépont az AC oldalon, ezért:
+
f= % — c=2f-a,

azaz;
c=2f-a=2(5,5,-2)-(1,-1,2)=(9,11,-6) .
Tehat a C csucs koordinatai:

C(9,11,-6).
Ismert 0sszefiiggés, hogy
atb+c 1 1 1114 2
S= =—(@a+b+c)==|(1L-1,2)+(1,4,2)+(9,1,-6) |=| —,—,—— |.
3 3( )3[( )+(1,4,2)+( )](33 J

Tehat a haromszog stlypontjanak koordinatai:



A haromszog teriiletének meghatarozasahoz adjunk meg két olyan vektort, amely kifesziti a

haromszoget. Legyenek ezek most az A pontbdl induld AB és AC vektorok. Ekkor a
haromszdog teriilete:

T-2jpeac
AB =(0,5,0) AC =(8,12,-8).
i j kK
ABXAC=l0 5 0|=-40i+0j—40k.
8 —12 -8

A haromszog tertilete:

T = %HE x EH = %\/(—40)2 +(~40)> =204/2 .

2. feladat: Az ABCD paralelogramma csucsai A(—2,1,2), B(4,3,—1) és C(1,9,—3). Bizonyitsa
be, hogy a paralelogramma négyzet!

Megoldés

Mivel a paralelogramma atloi felezik egymast, ezért az AC és BD atlok felezOpontja
megegyezik. Ez a pont a paralelogramma kozéppontja, jeloljiik K-val.

Legyenek a, b, ¢, d, és k rendre az A, B, C, D és K pontokba mutat6 helyvektorok.

Ekkor:

1 1 1 1
k =E(a+C) = 5[(—2,1,2)4-(1,9,—3)] = (—5,5,—5j .

Tovabba:
k :%(b+d) — d=2k-b :2(—%,5,—%]—(4,3,—1) =(-5,7,0),

tehat a paralelogramma D csucsa:
D(-5,7,0).

Egy paralelogramma akkor négyzet, ha két szomszédos oldala azonos hosszlisagi ¢és
merdleges egymasra. Tekintsiik az AB és AD oldalakat.

AB = (6,2,-3) HEH =62+ +(=3) =7
AD = (3,-6,2) Hﬁ” =3 +(=6)2+27 =7

Tehat a paralelogrammank két szomszédos oldala 7 egységnyi. Még a merdlegességet kell
igazolni. Tudjuk, hogy ha két vektor merdleges egymadsra, akkor a skalaris szorzatuk nulla.
Ellendrizziik le:

<ﬁ,ﬁ>:<(6,2,—3),(3,—6,2)>:18—12—6=0.

Ez azt jelenti, hogy két szomszédos oldal merdleges egymasra.
Mivel olyan paralelogrammank van, amelynek két szomszédos oldala egyenld nagysagi és
egymasra merdleges, ezért ez a paralelogramma négyzet.

Megjegyzés: A D cstics meghatarozasa nélkiil is dolgozhattunk volna. A négyzet olyan
sikidom, amelynek két egyenld hosszisagu atloja van, amelyek merdlegesen felezik
egymast. Ezt a tulajdonsagot kihasznalva is megoldhattuk volna a feladatot.



3. feladat: Egy téglatest két élvektora a=(4,3,1) és b=(-1,0,1). Hatarozzuk meg a
harmadik ¢ élvektorat, ha tudjuk, hogy ||C|| =35.
Megoldas

A téglatest ¢lei merdlegesek egymasra, ezért a keresett ¢ vektor merdleges mind az a, mind a
b vektorra. Ha egy olyan vektort keresiink, amely két adott vektor mindegyikére merdleges,
akkor ahhoz a vektorialis szorzatra lesz sziikségilink. Képezziik az axb vektort.

i j ok
axb=|4 3 1|=3i-5j+3K.
-1 0 1

Ez az uj vektor csak akkor lehet a keresett ¢ élvektor, ha a hossza 5 egység.

laxbf=+/3%+(=5)* +3* = J43.

Nekiink egy axb iranyu, de 5 hosszsagu vektorra van sziikségiink, ezért

5 5 15 25 15
T @) e (m mmj

A feltételeknek a most meghatarozott ¢ vektor ellentettje is megfelel, igy a feladat masik

megoldasa:
, ( 15 25 15 j
C =-C= .

4. feladat: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbol induld testmagassaganak hossza, ha
A(,2,1), B(2,2,2), C(4,4,3) és D(=5,10,9)?

Megoldés

A megoldés sordn a tetraéder térfogatat kétféleképpen fogjuk felirni, amelybdl a keresett
magassag majd meghatarozhato lesz.

Hatarozzuk meg el8szor a tetraéder A csticsabdl indulo élvektorait:
AB=(1,0,1) AC=(3,2,2) AD=(-6,8.8).

Eldszor szdmoljuk ki a tetraéder térfogatat a vegysszorzat segitségével.

i j K
ABxAC=[l 0 1|=-2i+]j+2k,
32 2

ABACAD = <K§ x KE,KB> =((-2,1,2),(-6,8,8)) =36,

[ABACAD| 36
Vi=————=—-=
6 6

A D cstcsbol induld testmagassag meghatarozdsdhoz hasznaljuk fel a tetraéder
kozépiskolaban tanult térfogatképletét, valamint azt, hogy a haromszog teriiletét fel tudjuk
irni a vektoridlis szorzat hosszaként:

lj-=—5 = —

V. = Lapc. "Mp _ EHABX ACH.mD _ HABX ACH.mD )

t
3 3 6
A vektorialis szorzatot mar korabban kiszamoltuk, igy:




g8 -3

Innen a keresett magassag:
6 3-m,

- my=12.

5. feladat: Hatarozzuk meg z értékét ugy, hogy az alabbi harom vektor egy sikban legyen:
a=(2,z,2), b=(-z,3,-4) c=(22,-1,3)
Megoldés

Ha harom vektor egy sikban van, akkor a vegyesszorzatuk nulla. Ezt hasznaljuk ki a
megoldas soran.

abc=(axb,c)=0.

i ] k
axb=|2 z z|=-7zi—-(-84+2)j+(6+2)k
-z 3 4

abc=(axb,c)=0 — ((-72,8-2,6+2),(22,-1,3))=0
~142> - (8-2)+3(6+2)=0

~147% +47+10=0

z,=1 Zz=—§-



