Elméleti 6sszefoglalo:

Definicio: Egy f fliggvény kolcsonosen egyértelmii, ha barmely x; # x, esetén f(x;) #
f(x,) (2. abra).

1. abra. Nem kélcsondsen egyertelmii fiiggveny 2. dbra. Kolcsondsen egyertelmii fiiggvény

Példa néhany értékre kiszamitva a fenti fliggvények:

f(x)=—=(x—=3)>+5 fxX)=Vvx—1+2

X1 =2,f(x)=f2)=-(2-3)+5=6 |x, =2,f(x))=f2)=V2—-1+2=3

Xy =4, f(x) =f(4) ==(4-3)>+5=6 | x,=3,f(x)=fB)=V3—-1+2=v2+2
~ 3,41

f)=fR)=6= f(x) =f(4) fx))=fR)=3# f(x) =f(3) =341

A szigoruan monoton fiiggvények kdlcsondsen egyértelmii fliggvények.

Definicié: Ha az f fliggvény kolcsondsen egyértelmii, akkor létezik f~1-el jelolt inverz
fiiggvénye, mely az f értékkészletét képezi le az f értelmezési tartomanyéra, tehat
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tovabba teljesiil, hogy f~1(f(x)) = f(f "1(x)) = x barmely x € Dy esetén (3. bra).
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3. abra. Inverz fiiggveény definicioja



Tehat az inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az eredeti fliggvény értékkészlete, és
értekkészlete az eredeti fliggvény értelmezési tartomanya.

Rf = Df—l Df = Rf—l
Megjegyzés: Az f~1 jelolés konnyen megtévesztd lehet. Ha a egy szam, akkor a™!-el az %

reciprokot szoktuk jeldlni, de az f ~1(x) nem %—et jelol.

Ha az f fliggvény nem kolcsondsen egyértelmil, de az értelmezési tartomanyanak van olyan
részhalmaza, ahol e feltétel teljesiil, akkor az f fiiggvény ezen a részhalmazon értelmezett
lesziikitésének a definicio alapjan létezik inverze.

Erre példa a f(x) = x2, x € R fiiggvény, amely nem invertalhatd, de példaul x € [0, o)
lesziikitett intervallumon mar létezik inverze (mert itt mar szigorGan monoton), mely a
f1(x) = V/x fiiggvény lesz (4. dbra).

flx)=22zeR flx) P re [0, 00)

f @) = Ve

4. abra. x? fiiggvény értelmezési tartomanydanak lesziitkitése, majd invertdldsa

Technikailag az inverz fiiggvény képletét az f(x) = y egyenlet x-re vald rendezésével lehet
eldallitani. Fontos még megjegyezni, hogy az inverz fliggvény inverze az eredeti fliggvény.

Mivel az f és f~ fiiggvényeknél az értelmezési tartomany és az értékkészlet helyet cserél,
ezért a filiggvény abrazolasanal a koordinatatengelyek is szerepet cserélnek. Ennek
kovetkeztében az f(x) és f~1(x) gorbék egymas tiikkdrképei, az y = x egyenesre nézve.

Az elemi fliggvények kozott tobb fliggvény— inverz fiiggvény par talalhaté (5-7. ébra).
Néhany példa:



5. abra. Hatvanyfiiggvény és gyokfiiggvény 6. abra. Exponencialis és logaritmus fiiggvény
(a>1)

7. dbra. Exponencidlis és logaritmus fiiggvény (1 > a > 0)

Kidolgozott feladatok:
1. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 2x — 3 fuggvény inverz fiiggvényét.

Megoldas: Eloszor az eredeti fiiggvény értelmezési tartomanyat és az értékkészletét
hatarozzuk meg, amibdl az inverz fliggvény értelmezési tartomdnyara és értékkészletére
kovetkeztetiink, valamint megvizsgaljuk a fliggvény monotonitdsat, amibdl az inverz
fliggvény létezésére kovetkeztetiink (ahogy lattuk csak szigorian monoton fiiggvényeknek
van inverze).

Ebben az esetben az f értelmezési tartomdnya a valds szamok halmaza, szigortan monoton
nové (grafikonja egy emelkedd egyenes), értékkészlete szintén a valds szamok halmaza. igy
létezik az inverz fiiggvénye és az is a valds szdmok halmazan van értelmezve. Az inverz
fliggvény képletének eldallitdsdhoz megoldjuk az

y=2x—3



egyenletet x-re, hiszen most azt keressiik, hogy mit kell az y = f(x) = 2x — 3-al csinalni,
hogy beldle visszakapjuk az x-et.

Rendezéssel azt kapjuk, hogy

Ebbdl az inverz fliggvény képletét ugy kapjuk, hogy az y helyére x-et irunk, mivel a
fiiggvények argumentumat x-el szoktuk jelolni. Tehat az inverz fliggvény képlete:

1) = X3 _x, 3
fr)=—]/=5+3

2. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x3 + 1 fliggvény inverz fiiggvényét.

Megoldas: Az x3 fiiggvény elemi alapfiiggvény, mind az értelmezési tartomanya, mind az
értékkészlete a valos szdmok halmaza, €s szigoruan monoton novo.

Ugyanezek igazak az x3 + 1  fliggvényre is.

Létezik tehat az inverz fiiggvény, ami szintén minden valos szamra értelmezett. Eldallitjuk a
képletét. Megoldjuk x-re az

y=x3+1
egyenletet. Kapjuk, hogy
x3=y—1,

Innen az inverz fiiggvény

flx)=VYx—1.

3. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = ﬁ fliggvény inverz fliggvényét.

Megoldas: El8szor is Dy = (—o0, —2) U (—2, =), hiszen a nevezd nem lehet nulla. Az

értékkészlet meghatarozasa egy kicsit bonyolultabb.

Egy fiiggvény értekkészlete azokbol az y szamokbol all, amelyekhez talalhaté olyan Dy-beli

x, hogy f(x) = y.

A mi esetlinkben ez azt jelenti, hogy y benne van az értékkészletben, ha megoldhaté x-re az
1

Y=

egyenlet. Persze csak olyan x johet szoba, amelyre x # 2.

Az latszik, hogy y nem lehet nulla, hiszen a tortliink szdmlaldja soha nem nulla. De y barmely
nullatol kiilonbozd szam lehet. (Egy tort értéke akkor lehet 0, ha a szamlaloja 0. Itt a szamlalo



1, igy a tort értéke nem lehet 0. A nevezd barmilyen nullatdl kiilonbozo értéket felvehet, igy a
tort éteke (v) is barmilyen nullatél kiilonbozo érték lehet.)

Ezért Ry = (—o0, 0) U (0, ).

Az f figgvény nem szigorian monoton, de kdlcsondsen egyértelmii, 1étezik tehat az inverz
fliggvény. Hatra van még a képletének eldallitdsa. Ennek érdekében megoldjuk x-re az

B 1
T x+2

y

egyenletet, feltételezve, hogy y # 0, x # —2. Kapjuk, hogy

x==-2.
y
Ebbdl az inverz fliggvény
“1(x) =1
fre=1-2

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 2*~1 + 3 fiiggvény inverz fiiggvényét.

Megoldas: A fliggvényiink mindeniitt értelmezett és értékkészlete Ry = (3, o), tovabba

szigorian monoton novO. Létezik tehat az inverz fliggvény. Az inverz képletének
eldallitasdhoz megoldjuk az

y=2*%143

egyenletet, feltéve, hogy y > 3.
Ekkor

2% 1=y 3,

majd mindkét oldal kettes alapu logaritmusat véve, és felhasznalva a logaritmus egyik
azonossagat (log,(x™) = nlog, x) azt kapjuk, hogy

log, (2*71) =log,(y — 3),

(x — Dlog,(2) = log,(y — 3),

x =1 =log,(y - 3),

x =log,(y —3) +1.

Végiil is az inverz fliggvény képlete

f71(x) =log,(x — 3) + 1.

5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = —In(x + 7) — 3 fliggvény inverz fliggvényét.

Megoldas: A logaritmus argumentumara kell kikotést tenniink, x + 7 > 0.



Ezt rendezve x > —7 kell, hogy teljesiiljon, azaz Dy = (—7, ). Ez lesz az inverz fiiggvény

értekkészlete. A logaritmus fliggvény értékkészlete R, igy az inverz fliggvény értelmezési
tartomanya is ez lesz.

Megoldjuk x-re az y = —In(x + 7) — 3 egyenletet.

y+3=—In(x+7)

—y—3=In(x+7)

Mindkét oldalt e alapra emeljiik €és logaritmus azonossagot (aloga b = b) alkalmazva kapjuk,
hogy

e V=3 = oln(x+7)

eV 3=x+7

eV 3-7=x

Ez alapjan az inverz fiiggvény

fl@=e?3 -7

6. feladat: Tekinsiik az f(x) = x? — 4x + 4 fiiggvényt. Hatdrozzuk meg egy alkalmas
megszoritdsanak az inverz fliggvényét.

Megoldas: Az x? —4x +4 = (x — 2)? felirasbol latszik, hogy a fiiggvénynek egy
zérushelye van ((x —2)? = 0 egyenlet megoldasabol), mégpedig az x = 2-ben. Mivel a
féegyiitthatd pozitiv, igy a fiiggvény képe egy felfelé nyilo parabola, mely a 8. abran lathato.
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8. abra

Latszik, hogy a fiiggvény nem szigoruan monoton az egész értelmezési tartomdanyan, de ha
megszoritjuk a ketténél nagyobb, vagy egyenl6é szamokra, a megszoritds mar az lesz.
Tekintsiik tehat a g(x) = x* —4x + 4, Dy = [2, o) fiiggvényt (mely az eredeti fiiggvény
megszoritasa) (9.abra), és ennek hatarozzuk meg az inverzét.



flx) g(x)
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9. dbra
A 9. dbra alapjan g értékkészlete Ry = [0, o0). Ez lesz az inverz értelmezési tartomanya.
Megoldjukazy > 0, x > 2 feltételek mellett x-re az

y = x? — 4x + 4 egyenletet.
(x—-2) =y,

XxX—2= \/;, (tudjuk, hogy x — 2 > 0, ezért nem kell itt |[x — 2|-t irnunk),

x=Jy+2.

A g inverz fiiggvénye tehat
g (x) =Vx + 2.

7. feladat: Tekintsik az f(x) = —x? — 2x + 1 fiiggvényt és alkalmas megszoritasanak
hatarozzuk meg az inverzét.

Megoldas: A fliggvény abrazolasdhoz eldszor a megoldoképlet segitségével kiszamitjuk a
gyokoket: x; = —1—+v2=~—-2,41,x, =—-1++v2~0,41. Ezek lesznek a fiiggvény
zérushelyei. Mivel a fliggvény foegyiitthatoja negativ, igy egy lefelé nyild parabola lesz a
fliggvényiink grafikonja (10. abra). A parabola csucsanak x koordinataja a gyokok atlaga,
mivel azonos tavolsagra talalhatd a két zéruhelytdl. A csucs y koordinatdja pedig a fiiggvény
képletébe valo helyettesitéssel kaphaté meg: f(—1)=—-(—1)2—-2(-1)+1=2.
(Megjegyzés: az abrazolas egyszeriibb modjardl a Fiiggvény transzformaciok cimi leckében
tanulunk majd.)



flx)

10. abra

A 10. 4bra alapjan latszik, hogy ha megszoritjuk a fliiggvényiinket a —1-nél nagyobb, vagy
egyenld szamokra, akkor egy szigortian monoton csokkend fliggvényt kapunk.

Tekintsiik tehat a g(x) =2 — (x + 1)?, D, =[-1, o) fliggvényt (mely az eredeti
fliggvény megszoritasa) és hatarozzuk meg az inverzét (11. abra).

11. abra
A 11. 4bra alapjan vilagos, hogy R; = (—, 2].
Megoldjuk tehatazy < 2, x > —1 feltételek mellett x-re az
y=2—(x+1)>
egyenletet.
(x+1)?2=2-y,
x+1= \/ZT ,
(az abszolut értéket megint nem kell kitenni, hiszen a feltételek miatt x + 1 = 0).
Ebbdl
x=,2-y—-1
Ez alapjéan az inverz fiiggvény

g lx)=v2—-x—1.



