3.1. Egyenes megadésa térben

Sikbeli koordinatageometridban az egyenes normalvektoranak egy, az egyenesre merdleges
vektort neveztiink. Térbeli egyenes esetében ez mar nem egyértelmii, mert egy térbeli
egyenesre végtelen sok merdleges vektor allithato, ezért a térbeli egyenes megadasahoz mas
adatra lesz sziikségiink.

Legyen adott a térben egy Py(xq,¥o,Zo) rogzitett pont és egy v = (v, v, v3) # 0 vektor.
Ekkor pontosan egy olyan egyenes létezik, amely athalad a Py ponton, és parhuzamos a v
vektorral. Ennek az egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

P = Po + tv
ahol pg = (X0, V0,29) a P, rogzitettt pont helyvektora, a p = (x,y,z) az egyenes egy

tetszOleges P futopontjanak a helyvektora, a t valds szam a paraméter, a vV pedig az egyenes
iranyvektora.

Ez annyit jelent, hogy t helyére kiilonbozo értékeket helyettesitve az egyenesen egy-egy
pontot kapunk. Ez forditva is igaz, az egyenes minden pontjanak egyértelmiien megfelel egy t
érték.

A fenti Osszefliggés egy vektoregyenlet, ami azt jelenti, hogy ha az egyenlet bal és a jobb
oldala megegyezik, akkor a két vektor minden koordinataja megegyezik. Felirva a
koordinatakra vonatkozo egyenleteket, az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk:

x=x0+v1t
y=Yot+vyt; teR.
Z=Z0+v3t

Megjegyzés: Egy adott egyenes paraméteres egyenletrendszere végtelen sokféleképpen
felirhato!

Ha az egyenes iranyvektoraban egyik komponens sem nulla, akkor az egyenleteket t-re
rendezve:

X—Xo Y—Yo Z—
U U, VU3

%~ (1)

az egyenes paraméter nélkili egyenletéhez jutunk.



1. feladat: irja fel az A(3,-1,4) és B(2,3,—1) pontok altal meghatarozott egyenes

egyenletét mindkét alakban! Adjon egy tovabbi C pontot, amely rajta van az egyenesen!
Dontse el, hogy a D(-3,2,—1) pont rajta van-e az egyenesen?

Megoldas:

Az egyenes felirdsahoz sziikséglink van egy iranyvektorra és egy adott pontra. Iranyvektor
lehet az AB vektor, az adott pont pedig legyen az A. Mivel AB=v= (-1,4,-5), ezért az
egyenes paraméteres egyenletrendszere:

Xx=3-t, y=—-1+4t, z=4-5t, teR.

Mivel az irdnyvektor egyik komponense sem nulla, ezért mindegyik egyenletet t-re rendezve
megkapjuk a paraméter nélkiili alakot:

_y+l 4-z

4 5
Az egyenes egy tetszOleges pontjat kapjuk, ha t-nek adunk egy valos értéket és ezt
behelyettesitjliik az egyenes paraméteres egyenletrendszerébe, igy meghatarozva a keresett C
pont (X,Y,Z) koordinatait.
Legyen példaul t=2, ekkor x=1,y=7,z=-2, techat az egyenes egy tetszoleges C pontja:

3—-X

C(1,7,-2). Vilagos, hogy mas t érték esetén az egyenes mas-mas pontjat kapjuk.

Egy pont akkor van rajta egy egyenesen, ha koordinatéi kielégitik az egyenes egyenletét. Ez a
paraméteres alaknal azt jelenti, hogy minden koordinata értékhez ugyanaz a t érték tartozik.
Ha D(-3,2,-1) rajta van az egyenesen, akkor D koordinatdit behelyettesitve és az
egyenletrendszert megoldva mindegyik sorbol azonos t-t szamolunk.

-3=3-t > t=6; 4=-1+4t —> t:%.
Mivel mér az elsé két sorbdl kiilonbozo t értéket kaptunk, egyértelmii, hogy a D pont nincs
rajta az egyenesen.

Megjegyzés: Ha az egyenes felirdsanal a B pontot valasztottuk volna adott pontnak, akkor a
kovetkez6 alakot kapnéank:

X=2-1, y=3+4t, z=-1-5t, teR.

Ugy tiinhet, hogy masik egyenest kaptunk, pedig nem. Ez ugyanaz az egyenes, csak mas az
alakja.

2. feladat: Igaz-e, hogy e:x=1-2t,y=3+t,z=-1-t, teR és f:l—X:yT-F?)zzzfs+1

egyenesek parhuzamosak?
Megoldés
Két egyenes parhuzamos, ha iranyvektoraik parhuzamosak. Az e egyenes iranyvektora
konnyen kiolvashaté: v, =(-2,1-1).
Az f egyenes paraméter nélkiili egyenletét alakitsuk vissza a paraméteres formaba, hogy az
iranyvektort ki tudjuk olvasni. Tudjuk, hogy

foloxo y+3 _2z+1 _t
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innen:



I-x=t — x=1-t

yTﬁzt - y=-3+2t
220l L3y
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Kiolvasva az f egyenes iranyvektorat: v, =(-1,2,1,5).

Ha két vektor parhuzamos, akkor megfeleld koordinataik hanyadosa allandé. Mivel

-1 2 1,5
—E—E,
-2 1 -1
ezért a két egyenes nem parhuzamos.
i o o " Xx—=1 2-2y
3. feladat: Irja fel az AB szakasz felezOpontjan atmend, e :T = - =7z-3 egyenessel

parhuzamos egyenes paraméter nélkiili egyenletét, ha A(2,-1,0) és B(0,-3,-2)!
Megoldas

Készitstink abrat!

Legyen az altalunk keresett egyenes f. Az egyenes felirasahoz kell egy iranyvektora és egy
pontja. Mivel az egyenes az AB szakasz felezOpontjan megy at, ezért az lesz a rogzitett
pontunk. Legyen F az AB szakasz felezOpontja, ekkor annak koordinatai:

f o230 f =1
2
—1+(3
f = 2() f==2
0+ (-2
f = ; LN

Tehat F(1,-2,-1).



Mivel e || f , ezért az iranyvektoraik parhuzamosak, tehat akar v, = v, is lehet.

vV, meghatarozasahoz alakitsuk at az egyenes egyenletét a paraméteres alakra:
Xx—1
—=t > x=1+2t

2
2-2y o, o2
3 2

z-3=t —> z7=3+t.

Az egyenletbdl: v, =(2, —1,5, 1). Mivel v, = v,, ezért a keresett egyenes:

:M:ZH

X—1
2 -1,5

4. feladat: irja fel az A(0,—4,3) és B(-3,-1,0) végpontokkal rendelkezd szakasz A-hoz

kozelebbi harmadold pontjan atmend, XY sikra merdleges egyenes paraméteres
egyenletét!

Megoldas
El6szor keressiik meg az A-hoz kdzelebbi harmadolé H, pontot. Mivel:
_2:0+1:(=3)
3
_2:(AH+1-=D
3
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h h =-1

hZ

h, =-3

h, h, =2

A szédmolt koordinataknak megfelelden:
H,(-1,-3,2).

Az XY sikra merdleges egyenes parhuzamos a z tengellyel, ezért a z tengely iranyaba mutatd
barmely vektor j6 lesz az altalunk keresett egyenlet irdnyvektoranak is. Mivel v, =(0,0,1),

ezért a keresett egyenes:
Xx=-1, y=-3, z=2+t, teR.

5. feladat: frja fel az ABC haromszog A csticsbol induld sulyvonalanak egyenletét, ha
A(3,1,-2), B(-3,-1,4) és C(1,5,-06).

Megoldas

Tudjuk, hogy a sulyvonal a haromszdg egyik csucsat a szemkozti oldal felezGpontjaval
0sszekotd szakasz. Ha F a BC oldal felezépontja, akkor egy olyan egyenest kell felirnunk,
amely athalad az A és F pontokon.



A felezépont kdnnyen szdmolhato:

-3+1
f = 5 f,=-1
—1+5
f,= 5 f,=2
f3_4+;—6) —

tehat F(~1,2,-1).

A sulyvonal felirasahoz meghatarozzuk egy iranyvektorat: v = AF = (—4,1,1), adott pontnak
pedig A-t valasztva a keresett egyenlet:
X=3-4t, y=1+t, z=-2+t teR.

Sik megadéasa

Adott a térben egy Py(Xo, Yo, Zo) 10gzitett pont és egy n = (ny,n,,n3) # 0 vektor. Ekkor

pontosan egy olyan sik 1étezik, amely athalad a P, ponton, és merdleges az n vektorra. Ekkor
a sik normalegyenlete:

(p—po,n) =0,

ahol po = (x9,¥0,20) @ Po pont helyvektora, a p=(x,y,z) a sik egy tetszdleges P
futopontjanak a helyvektora, és n pedig a sik egy normalvektora (a sikra merdleges vektor).




A skalarszorzat koordinatdkkal felirt kiszamolasi modjat felhaszndlva megkapjuk a sik
egyenletét:

ny(x — xo) + nx(y — yo) + n3(z — zp) = 0.

6. feladat: irja fel az A(2,1,—2) pontra illeszkedd és az S:x—y+z =2 sikkal parhuzamos
S, sik egyenletét! Adjon egy olyan B pontot, amely illeszkedik az S, sikra! Dontse el,
hogy a C(1,-3,2) pont rajta van-e az S, sikon?

Megoldas

A feladathoz tartozo abra:

A S
LA/

Két sik parhuzamos, ha normalvektoraik megegyeznek vagy parhuzamosak. Olvassuk ki az
adott sik egy normalvektorat: ng =(1,—1,1), ez lehet az altalunk keresett S; sik normélvektora

is. Mivel a sik tartalmazza az A pontot, az lesz a rogzitett pont. Ekkor a keresett egyenlet:
I-(x=2)+1-(y—-1)-2-(z+2)=0.
Rendezve:
S, : x+1ly-2z=7.

Ha egy B pont rajta van a sikon, akkor a pont koordinatéi kielégitik a sik egyenletét. Mivel
most ez egy tetszOleges pont lesz, ezért két koordinatajat tetszolegesen megvalasztjuk, a
harmadik koordinatat pedig helyettesitéssel szdmoljuk.

Legyen B(-2,3,2). Ekkor
-2+1-3-22=7 —> 171=-3,
tehat B(-2,3,-3).

Ha C(1,-3,2) rajta van a sikon, akkor koordinatdi kielégitik a sik egyenletét. Ezt
behelyettesitéssel ellendrizhetjiik. Mivel
1-3-4=7,

ezért C nincs rajta az S, sikon.

7. feladat: Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges az y tengelyre és athalad
az A(1,-2,3) ponton!



Megoldéas
Készitsiink egy kész abrat!

o
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Ay tengely merdleges a keresett sikra, ezért ng =v,  teljesil. Mivel v, =(0,1,0), igy a
keresett sik:

S: OX-D+I(y+2)+0(z-3)=0 —»> y=-2.

8. feladat: Irja fel az e:XT_lzﬂzl— Z egyenesre merdleges és az A(l,—2,3) ponton

atmeno sik egyenletét!
Megoldas
Rajzoljunk egy kész abrat!

/.

Az elozd feladat alapjan tudjuk, hogy ng=vV,. Az egyenes iranyvektoranak

€
meghatarozasahoz vissza kell alakitani paraméteres alakba.

XT_lzt - Xx=1+3t,

2;23’=t S oy=2-2t,

l-z=t —» z=1-t.



Innen v, =(3,-2,-1). Mivel ng = v,, igy a keresett sik egyenlete:
S: 3(X-1)-2(y+2)+1(z-3)=0 — 3x-2y+z=10.
9. feladat: Irja fel az AB szakasz felezémerdleges sikjanak egyenletét, ha A(1,2,-3) és
B(-3,4,1).
Megoldas
Rajzoljunk!

1-3 2+4 -3+1

s j:(—1,3,—2).

Mivel a felezdmerdleges egyenese merdleges a sikra, ezért v, =ng.

b

Eldszor meghatarozzuk a szakasz felezépontjat: F (

Tudjuk, hogy v, = AB = ng =(-4,2,4), igy a keresett sik egyenlete:
—4(x+1)+2(y-3)+4(z+1) =0,
atrendezve:

—A4X+2y+472=6 — 2X-y+2z=3.



