IV. Modul 9. lecke

IV. modul: Korrelacio- és regresszio-szamitas
9. lecke Kétvaltozos korrelacio- és regresszio-szamitas: Linearis
9.1. Kétvaltozos korrelacio-szamitas

A mennyiségi ismérvek kozott meglévd kapcsolat szorossagat és iranyat a korrelacio-
szamitassal allapithatjuk meg.

Ha a mennyiségi ismérvek kozott nincs kapcsolat, azaz fliggetlenek egymastol, akkor a szo-
rossag mérdszama a korrelacids egyiitthato (r) nullaval egyenld.

Ha egyértelmi kapcsolat van a két mennyiségi ismérv kozott, akkor a korrelacios egylitthato
(r) érteke (-1;1) kozé esik. Ha a korrelacios egylitthatd pozitiv, akkor a két ismérv kozotti
kapcsolat azt jelenti, hogy az egyik ismérv ndvekedése maga utdn vonja a masik ismérv no-
vekedését. Negativ kapcsolat esetén az egyik ismérv novekedése a masik ismérv csokkenését
okozza.

A mennyiségi ismérvek eloszlasainak specialis paramétere a kovariancia, amely az atlagtol
valo eltérések szorzatanak szdmtani atlaga. Az egyiittes szorodas nagysagrendjét jellemzi, az
eléjele pedig kifejezi a kapcsolat irdnyat.
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A kovariancia felhasznalasaval kiszdmithato a linedris korrelacids egyiitthato:

C

r=—"
c, *o,
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C: a kovariancia,
o, : az egyik valtozo szordsa

c,:a masik valtoz6 szorasa

Ha a valtozok szorasara nincs kiilon sziikségiink, akkor a korrelacios egyiitthaté masképp is
kiszdmolhat6:
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A korrelacids egylitthatd négyzete a determinacids egylitthatd, amelyet szédzalékban adunk
meg, ¢s azt fejezi ki, hogy az egyik ismérv hany szazalékban befolyéasolja a masik ismérv val-
tozasat.

R=r’
9.2. Kétvaltozos regresszio-analizis

Ha két mennyiségi valtozo kozotti fliggdségi viszonyt valamilyen matematikai képlettel irunk
le, akkor regresszid-analizisrdl beszéliink.

Az ismérvek kozotti fliggdségi viszonyok feltardsaval, az dsszefiiggésekben rejldé tendencidk
matematikai fliggvényekkel torténd leirdsaval a regresszidanalizis foglalkozik.

A gyakorlati elemzé munkaban a korrelacio- €s regresszid-szamitast altalaban egyiitt, egymast
kiegészitve alkalmazzak.

A regresszio-szamitas a statisztikai modellezés egyik egyszerili eszkdze, am egyszeriisége el-
lenére szinte minden, korabban megismert modszertani elemet felhasznal.

A regresszio-szamitaskor 4ltalaban meg szoktuk kiilonboztetni a két- a tobbvaltozos eseteket.
A kétvaltozos regresszid analiziskor két valtozo kapcsolatat vizsgaljuk, az x valtozo az egyik,
ez a magyarazé valtozo, és az y-lal jeldlt (eredményvaltozd) valtozo a masik, amelynek alaku-
lasat x valtozo befolyasolja. A regresszio-szamitas soran feltételezziik, hogy az eredményval-
tozonk (y) sztochasztikus kapcsolatban all a magyarazé valtozoval Y=£(x)

A regresszio tipusanak kivalasztasdhoz eldszor abrazolni kell az adatokat, mivel az ismérvek
kozotti kapcsolat 1ényegének megismerésében fontos szerepet jatszik a grafikus 4brazolés.

Altalaban pontdiagramot készitiink.

Ezutdn meg kell hatarozni a regresszio tipusat, ehhez azonban sziikséges az adott teriilet
szakmai ismerete is. Linearis esetben az alabbi fliggvényt hasznaljuk:

y= Bo + Bl "X
A fliggvénytipus kivélasztasaval azonban a regresszids fliggvény meghatdrozasanak problé-
maja még nincs megoldva. A végtelen sok egyenes koziil azt az egyet keressiik, amely az 6sz-

szefiiggést a lehetd legjobban leirja. A fliggvény paramétereit a legkisebb négyzetek modszere
segitségével hatarozzuk meg, vagyis:

S = Z:(yi - yi’)2 => minimum .

Azt a becslofiiggvényt keressiik tehat, amelyik a mintabeli és a szamitott értékek kozotti kii-
16nbségek négyzetdsszege minimalis. Linearis Osszefiiggés esetén a fliggvényiink:

y=B,+B,-x vagy y=atb*x

Ezt behelyettesitve S-egyenletébe a kovetkezot kapjuk:

S ZZ(Yi _Bo _Bl 'X)2
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A fiiggvénynek ott van minimuma, ahol a két egyiitthato szerinti parcialis differenciahanya-
dosa egyenld nullaval. Az egyenlet levezetésébdl azt kapjuk, hogy:

Z(Xi_xj*(y;_yj: > X *y -n*x*y
Z(Xi—xj Y K —n

Bo:}_’_&*;(

B, =

A B, paraméter azt fejezi ki, hogy az x=0 helyen a fliggvény éppen ezt az értéket veszi fel, ha
a nulla szerepel x lehetséges értékei kozott.

A B, paraméter geometriai értelemben az egyenes meredekségét meghatarozo irdnytangens,

regresszids egyiitthatoként valaszt ad arra, hogy az x valtozo egységnyi valtozasa atlagosan
mekkora valtozast okoz az y valtozdban.

A kétvaltozos kapcsolatok esetében megvizsgaljuk, hogy a becsléfiiggvény mennyire kozeli-
tette meg a mintabeli tapasztalati értéket. Ezt fejezi ki az e- érték, azaz a rezidudlis szorés,
amelyet a regresszios becslés abszolut hibdja is egyben:

G, = Zgi—_zy;)z :\/§

Ami tulajdonképpen az x; pontban vett mintabeli y; értékek és az adott x; ponthoz tartozo6 be-
csiilt y’; értékek kozotti eltérések négyzetdsszegének a gyoke.

A gyakorlatban kiszamitjuk ennek relativ nagysagat is:

CVg, = 2£*100
y

A relativ hiba kifejezi, hogy a regresszios becslések értékei atlagosan hany szazalékkal térnek
el az eredményvaltozé megfigyelt értékeitdl. Altalaban jonak mondjuk a becslofiiggvény il-
leszkedeset, ha: CV, <10-15%.

Az eredményvaltozo relativ valtozasanak fontos szerepe van a kdzgazdasagi elemzésekben. A
relativ valtozast fejezi ki a rugalmassagi egyiitthato:

o daXo
dx vy,

Az x-magyarazovaltozo adott értékének 1%-os novekedése atlagosan milyen valtozast ered-
ményez az y-valtozé értékében. Ez az érték természetesen minden x-értékre kiszamithato:
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9.3. A varianciaanalizis alkalmazasa a regresszioszamitasban

A regresszios egyiitthato tesztelése mellett maganak a regressziofiiggvénynek a hipotézisel-
lendrzése is elvégezhetd. Ez varianciaanalizissel torténik. Ehhez az alabbi szamitasokat kell
elvégezni (az eltérés négyzetdsszegek szamitasat a II. Modulban mar tanultuk):

SST = 3 (y; - y)

SSR = ¥ (y; —y)*
SSE = X (y; - y;)°
SST =SSR +SSE

Kiilonleges jelentdsége van a rezidualis négyzetosszegnek (SSE), mivel a megfigyelt értékek-
nek a regresszios fiiggvény koriili szorodasat fejezi ki.

Ha SSE=0, ez az jelenti, hogy a fiiggd valtozo teljes variancidja megmagyarazhato a tényezo-
valtozo segitségével. Minden megfigyelt y; érték a regresszios fliggvényen helyezkedik el.
Egyéb tényezdknek nincs hatdsa az eredményvaltozora, vagyis az ismérvek kozott fliggvény-
szer(l kapcsolat van.

Ha az SSE# 0, akkor a két ismérv kozott sztochasztikus kapcsolat all fenn. Minél nagyobb a
rezidudlis négyzetdsszeg értéke, annal nagyobb szerepet jatszik a fliggd valtozo szorddasaban.

A varianciatablazat a kovetkezo:

A szorasnégyzet SS (SQ) DF(FG) MS(MQ)
forrasa
Regresszid - 1 _
SSR = ¥(y; —y)> S(yi-y)°
1
Hibatényezd SSE = ¥.(y; - y'i)z n-2 > (y; - Yi)2
n—-2
Teljes _ n-1 -
SST = X (y; -y)°

Ho: B, =0 illetve Hy: B, #0

A nullhipotézist F-probaval ellendrizziik:

SSR
F, = _1__ MSR ahol a szamlalo szabadsagfoka szfi=1, a nevez6¢é pedig szf>=n-2. Ha
0~ SSE - MSE 5 g 1 > p g 2 .
n-2

szamitott F-érték kisebb, mint a tablazatbeli, akkor a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkezd
esetben elvetjik.
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Bemutat6 feladat

Egy 60 f6s sokasagra a statisztika irasbeli dolgozatok eredményeit és a felkésziilésre forditott

1d6 nagysagat vizsgalva 13 elemii mintat vettek, az alabbi eredményekkel:

1dé Dolgorzat .
(6ra) x el;(;)(:)rllllte)n)?fe X-Xitlag (X'Xétlag)z (Y-Yatiag) (Y')’z’utlag)2 (X_);iflt?g)) -
valtozé valts SRS
of 40f 0 6 36 28 784 168
1 50| 1 3 25 18 324 90
2 48 4 4 16 220 400 80
3 52 9 3 9 -16 256 48
4 58 16 2 4 -10 100 20
5 6| 25 -1 1 2 4 2
q 70| 36 0 0 2 4 0
7 74 49 1 1 36 6
8 72 64 v 4 4 16 8
9 82 81 3 9 14 196 42
10} 82 100 4 16 14 196 56
11 93 121 5 25 25 625 125
12 97 144 6 36 29 841 174
5ssz. 78 884 650 0 182 0 3782 819
atlag 6 68

Feladat: szamitsuk ki a regresszios fliggvény paramétereit!

El6szor abrazoljuk az adatokat, és illessziink ra fiiggvényt

y=45x+41
R2=0,9745

10

12 14
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Z[Xi_xﬂyryJ 819
4,5

B = =—=4,

2 182

Bo=y-B;*x=68-4,5%6=41
y' =41+4,5x

B,: azok a hallgatok, akik 1 oraval tobbet tanultak, atlagosan 4,5 ponttal jobb eredményt értek

el.

B, : akik nem késziiltek a dolgozatra, azok atlagosan 41 pontos eredményre szamithatnak.

Ezutan 6sszehasonlitjuk a tényeleges ¢és a regresszidval becsiilt adatokat.

Az y’-t Ugy kapom meg, hogy az egyenletbe (y’=41+4,5x) rendre behelyettesitem az x-
értékeit. Ezutan minden eredeti y-bdl kivonom a kiszdmitott y’-értéket, majd az eredményt
négyzetre emelem.

1dé Dolgorzat
(6ra) x |leredménye
valtozé (poIn t), y 2
valto y' Y | (y)

0 40 41 -1 1

1 50, 45,5 4,5 20,25

2 48 50 -2 4

3 52 54,5 -2,5 6,25

4 58 59 -1 1

5 66 63,5 2,5 6,25

6 70 68 2 4

7 74 72,5 1,5 2,25

8 72 77 -5 25

9 82 81,5 0,5 0,25

10 82 86 -4 16

11 93 90,5 2,5 6,25

12 97 95 2 4
Osszesen 96,5
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s \/ yl)2 96,5
¢ V132

2’986 *100 = 4,35%

CVg, = 2 *100=
y

A becslofiiggvény illeszkedése jonak mondhato.

P __7
S LR U
r= - =0,987
\2 N2 A/182%3782
Z(Xi_xj *Z(Yi_}’j
R?=97.45 %

A tanulésra forditott id6 97,45%-ban meghatarozza az elért pontszamot.

SST=3782

SSR=3685,5

SSE=96,5

A szlérasnégyzet SS (SQ) DF(FG) MS(MQ)

forrasa

Regresszio 3685,5 1 3685,5

Hibatényez6 96,5 11 8,77

Teljes 3782 12 -

¥, = MSR _ 3685,5 _ 420,24
MSE 8,77

A tablazatbeli F-érték

Fl

11(0,95) —

= 4,84

A Hy szerinti feltevést 5%-os szignifikancia szinten elvetjiik. Megallapithato, hogy a B, pa-

raméter értéke szignifikansan kiilonbozik nullatol, vagyis van kapcsolat a két ismérv kozott.



