II Modul 4. lecke

I1. Modul: Valosziniiség valtozo, valosziniiségi eloszlasok

4. lecke Valészintiségi valtozo

4.1. A valosziniiségi valtozo fogalma

A véletlen tomegjelenségeken megfigyelt valtozot, amely azzal jellemzi a véletlen tomegje-
lenséget, hogy konkrét értékeit kiilonbozo valoszinliséggel veszi fel, valdsziniiségi valtozonak
nevezziik.
Azaz: ha egy T-eseménytér elemi eseményeihez 1-1 szamértéket rendeliink, igy egy fiigg-
vényt értelmeziink, amelyet valosziniliségi valtozonak neveziink, és &-vel (kszi) jeloljiik.
A valoszinliségi valtozo pontos értékét nem tudjuk eldre meghatarozni, viszont tudjuk, hogy
milyen értékei lehetségesek, azaz ismerjiik a valosziniliségi valtozo értékkészletét.
Ha a valodszintiségi valtozo6 csak egymastdl kiilonallé meghatarozott értékeket vehet fel, akkor
diszkrét eloszlasu valoszinliségi valtozorol beszéliink; roviden diszkrét valdsziniiségi valtozo-
nak nevezziik.
Ha a valoszintliségi valtozd egy megadott intervallum Osszes értékét felveheti, akkor folytonos
eloszlasti valdszinliségi valtozorol beszéliink; roviden folytonos valdszintiségi valtozonak
nevezziik.
Legyen Ay a T-eseménytér azon elemi eseményeinek a részhalmaza, amelyekhez & az xy-
értéket rendeli, akkor a

pr=P(E=x1)=P(Aw)
valdszintiségeket a E-valtozo eloszlasanak nevezziik, és azt mondjuk, hogy a & valdsziniiségi
valtozo az xy-€rtéket px valoszinliséggel veszi fel. Az Ay-események teljes eseményrendszert
alkotnak, ezért:

0

zpk :ip(é::xk):ip(/lk)zl

k=1

1. bemutato feladat:
Kétszer feldobunk egy érmét egymas utdn. A két dobds négy azonos valdsziniiséget eredmé-

nyezhet:
ff if fi il

Megoldas:
A fej és az irdsok valoszinlisége egyarant 1/2=0,5, igy mind a négy esemény bekdvetkezésé-
nek valdszinlisége 1/4=0,25
A & valbszintiségi valtozo egyenld a ,,fej-dobasok™ szdmaval. A fej értékeinek szdma: 0, 1 2
lehet. Az egyes értékek a kdvetkezd valoszintiségeket vehetik fel:

p2=P(&=2)=0,25

p1=P(&=1)=0,50

po=P(&=0)=0,25

2px=0,25+0,5+0,25=1

2. bemutato feladat:
Egy pakli magyar kartyabol kétszer huzunk ugy, hogy a kihuzott lapot visszatessziik. Jelentse
& a kihuzott piros lapok szamat. Irjuk fel &-eloszlasat!
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Megoldas:
Mivel kétszer huzunk, ezért a kihuzott pirosak szama lehet 0, 1, 2. A pakliban 32 lap van,
ebbdl 8 piros (24 nem piros). Tehat annak valdszinlisége, hogy egy huzas alkalmaval pirosat
hazunk: 8/32 = %=0,25 . Nyilvan a nem piros valdszintlisége 3/4=0,75 .
Annak valoszinlisége, hogy nem htizunk pirosat: 3/4* 3/4 =9/16
Annak valosziniisége, hogy két pirosat hlizunk: 1/4* 1/4 = 1/16
Annak valoszinlisége, hogy egy pirosat huzunk: 2*1/4* 3/4 = 6/16 (most a pirosat
huzhatjuk els6re vagy masodikra is)
p2=P(&=2)=1/16
pi=P(&=1)=6/16
po=P(&=0)=9/16

4.2. Eloszlasfiiggvény

A P(&<x) értéke csak x értékétol fiigg, tehat x-nek fiiggvénye, ezért F(x)= P(£<x) jelolést al-
kalmazzuk. Az F(x) fliggvényt a & valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Egy & valoszinliségi valtozo F(x) eloszlasfiiggvénye azt adja meg, hogy milyen valdszintliség-
gel vesz fel a § az x-nél kisebb értéket.

Az F(x) eloszlasfiiggveny tulajdonsdgai:
a.) 0<F(x)<1
b.) F(x) monoton nd, azaz F(x,)>F(x;), ha x,>x;
c.) lim F(x) =0 (lehetetlen esemény)

d.) limF(x)=1 (biztos esemény)
e.) Minden helyen balrél folytonos, azaz lim_ 0F (x)=F(x,)
f) P(l=a)= limOF(x) = F(a)

g) P(&a)=1-P(&<a)=1-F(a)
h.) P( a<&<b )=F( b )-F( a ). Ez egy nem folytonos fiiggvény, ugynevezett 1épcsds fligg-
vény, mert & valoszintiségi valtozodiszkrét.
1.) Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye: F(x)=P(&(x) = ZP(i =X;)
3. bemutato feladat:
Kétszer feldobunk egy érmét egymas utan. A két dobds négy azonos valdsziniiséget eredmé-
nyezhet:
ff if fi il
A fej és az irdsok valoszinlisége egyarant 1/2=0,5, igy mind a négy esemény bekdvetkezésé-
nek valdszinlisége 1/4=0,25
A & valbszintségi valtozo egyenld a ,,fej-dobasok™ szdmaval. A fej értékeinek szdma: 0, 1 2
lehet. Az egyes értékek a kdvetkezd valoszintiségeket vehetik fel:
p2=P(6=2)=0,25
p1=P(&=1)=0,50
po=P(&=0)=0,25

Megoldas:

A diszkrét £ valosziniiségi valtozo eloszlasfliiggvénye:
F(1)=P(&<1)=po=1/4
F(2)=P(E<2)=potpi=1/4+1/2=3/4

F(3)=P(£<3)= potpi+p,=1/4+1/2+1/4=1
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fgy a & valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

F(x)=

4. bemutato feladat:
Legyen a & valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye a kovetkezo:

0O,hax<2

F(x): x_z,ha2<xs5
3

LLhax>5

Hatarozzuk meg a kovetkez6 valdsziniiségeket:

a) P(5<3)

b) P(&=4)
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Megoldas:
a) P(§<3)=F(3)=ﬁ=l
3 3
2

b) P(&=4)= lir? F(x)-F(4)= 3 —% =0, mivel F(x) folytonos fliggvény (azt is mond-

hattuk volna, hogy & folytonos eloszlasu, tehat az egyenléség valoszintisége 0).
¢ P(&>4)=1-P(£<4), hiszen P(4)=1-P(4).

Tovabba P(£ <4)=P(E<4)+P(E=4)=F(4)+0= % = %

fgy a keresett valdsziniiség: P(éj > 4) =1 —% = % .

45-2 3-2 2511,5

d  PB<&E<45)=F(4,5)-F(3)= 3 T35 00
e Jusson esziinkbe, hogy F(x) 2-nél kisebb értékekre 0, igy P(é‘ < 1) F (1 =0.
Y P(E>6)=1-P(£<6)=1-[P(¢=6)+P(& <6)]=1-[0+F(6)]=1-(0+1)=0, hiszen

F(x) 5-nél nagyobb x-ekre 1.

Megjegyzés: az el6z6 két pontra ugy is valaszolhattunk volna, hogy & értékei 2 és 5 kozé
esnek, ezért az 1-nél kisebb és a 6-nal nagyobb értéknek is 0 a valdszinlisége.
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g P0<&<3)=F(3)-F(0)=—=-0=
) P0<&<10)=F(10)-F(
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4.3. Siiriségfiiggvény

Ha a & valosziniliségi valtozohoz tartozo F(x) fiiggvény folytonos €s differencialhaté, akkor
folytonosnak nevezziik a & valdszinliségi valtozot és annak eloszlasat is. Ebben az esetben
fennall, hogy

F’(x)=f(x)
Egy & valosziniliségi valtoz6 striiségfiiggvényének nevezziik az f(x) fliggvényt, ha ezzel a &
valosziniiségi valtozd F(x) eloszlasfiiggvénye az aldbbi médon adhatdé meg:

F(x)= [ /@0t

Az f(x) sturiségfiiggveény tulajdonsdgai:
a.) Mivel & értéke -oo és +oo koz¢ esik, ezért:
T f(x)dx=1
b)) f(x)>0
c) P(é<a)=F(a)= jf(t)dt

d) P(é>a)=1-F(a)=1- j F(t)dt
e.) A szamegyenes minden (a,b) intervalluma esetén:

F(b)-F(a)=P(a<&<b)=[ f(x)dx fennall.

5. bemutato feladat:
Egy & valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

(0 SR x<0
F(x)=42x—-x"..0(x<1

| I Ix
Megoldas:

A & valoszinliségi valtozo slirliségfliggvényét az F(x) eloszlasfiiggvény szakaszonkénti deri-
valasaval kapjuk, azaz
(SRR x<0

f(x)=92-2x...0(x<1
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6. bemutato feladat:
A & valoszinliségi valtozo stirliségfiiggvénye:

Ouveeee x<2

f(x)=1 a 2x hatarozzuk meg az a-egyiitthaté értékét. Irjuk fel a & valdsziniiségi
Ty e X
X

valtozo eloszlasfiiggvényét.

Megoldas:
_[ f(x)dx =1, adott fliggvénylinkre _[ :—de =1, ebbdl fejezziik ki a-egylitthatot:
—© 2
1
a=—--.
dx
x3

2
Végezziik el az integralast:

0 o0 R )

d_fz.[x—3dx= x ={ 12} =o_(_12)=l
X -2, 2x° |, 2%2 8
Helyettesitsiink vissza a-egylitthat6 képletébe:

1
:—:8
477

8
Legyen x>2, ekkor:

% 8 L, 2] 17 1 1 4
Ndt=[Zdr=8[t3dr=8—| =8 — | =8(—+-)=1——
[roa[Ra-sfra-g S o] st it

Tehat az eloszlasfiiggvény:

O.ueeeen. x<2
F(x)= 4
1- —2x<2
X
4.4. Varhato érték

Az eloszlasfiiggvény teljes mértékben meghatdrozza a valoszinliségi valtoz6 ingadozasait.
Adott esetben azonban mégis eléfordulhat, hogy szeretnénk a véletlen ingadozast egyetlen
szamértékkel jellemezni.
Ha & diszkrét valdszinliségi valtozo lehetséges értékei xi, Xa, ..., X,, amelyeket p;, p2... pn valo-
szinliséggel vesz fel, akkor a & valoszinliségi valtozo lehetséges értékeibdl ezek valdszintisé-
geinek, mint silyokkal képezett kozépértéket a & valdszinliségi valtozd varhato értékének ne-
vezzik. Jelolése:

M(&)=Yp, *x,
Ha a & valoszinliségi valtozod végtelen sok diszkrét értéket vehet fel, akkor a varhat6 értéket
csak akkor értelmezziik, ha a fenti képlet abszolut konvergens, vagyis

i(|xk| * py )(oo
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Ha a & folytonos valoszinliségi valtozd, amelynek striiségfliggvénye f(x), akkor a varhato
értéke:

M(&) = [x* f(x)dx,

—00

feltéve, hogy jx* f(x)dx konvergens. Ellenkezd esetben a diszkrét, illetve folytonos valo-

szinliségi valtozonak nincs varhato értéke.

7. bemutato feladat:
Kockadobasnal a & valdszintiségi valtozo a dobott szam értékével egyenld. Szamitsuk ki a
varhat6 értéket!

Megoldas:

x=k (k=1,2,...,6) p=1/6
5.1 1

ME) =) p *x, = & :g(1+2+3+4+5+6):3,5
k=1

8. bemutato feladat:
Ha egy & valosziniiségi valtozo stirliségfliggvénye:

O x<0
f(x)=92-2x...0(x<1.
0o I{x

Szamitsuk ki a varhato értéket!

Megoldas:
M) = Tx*f(x)dx = jx(2—2x)dx = j.(2x—2x2)dx = 2" —E = (1_%)_0 _L
c 0 0 2 3], 3 3

9. bemutato feladat:
Egy dobokockat haromszor elguritunk. Jelentse & a dobott hatosok szamat. Szamitsuk ki &
varhato értékét!

Megoldas:
& lehetséges értékei: 0, 1, 2, 3. A hozzajuk tartozo6 valdszintiségek:

3
P(0db hatos) = [gj = ?TZ

2
P(1dbhatos)=3-+.[ 2] =2
6 \6) 216
2
P(2dbhatos) =3[ 1| .2 =12
6) 6 216
3
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Ugyanis minden dobasnal hatféle lehetdségilink van, ez a harom dobdésra igy 6-6-6 =216 -féle
lehetdség. Ha nem dobunk hatost, akkor minden dobasnal 5 lehetdségiink van, ez igy
5-5-5=125 eset. Ha egy hatost dobunk, akkor ezt haromféleképpen tehetjiik (elsére, maso-
dikra vagy harmadikra) a nem hatosokra pedig 5-5-féle lehetéség van, ez igy 3-5-5=75
eset. A két hatos esete hasonloan szamithato, itt 15 esetet kapunk, harom hatost pedig csak
egyféleképpen dobhatunk.

gy & eloszlasa

0 1 2 3

125 75 15 1
216 216 216 216
& varhato6 értéke:
125 75 15 1 108

M(E)=0—=+1——42.—43.— =
216 216 ~ 216 ~ 216 216

1
2

4.5. Szoras

Egy & val6szinliségi valtozd varhatod értéke azt a szamértéket jelenti, amely koriil a valtozo
véletlen ingadozasokat mutat, de az ingadozas mértékét nem lehet megallapitani. Ezt az inga-
dozast a szoras mutatja meg. Ennek négyzete a szorasnégyzet, amely & és M(&) eltérésnégyze-
tének varhat6 értéke.
A & valoszinliségi valtozo szérasnégyezetén a

D*@) =mfe-M@F = m(e?)-1m7(¢)

kifejezést értjiik
A szorast D(E)-vel jeloljiik:
D& =M {s-MOF = m(&)-17(¢)

Ha & diszkrét valosziniiségi valtozo, amely az xi, Xa, ..., X, értékeket p;. p2.. pn valoszinliség-
gel veszi fel, akkor a & valdszinliségi valtozo szérasnégyezete:

D& =2 p ~(Yx, *p,)

Ha a & folytonos valdszinliségi valtozo, amelynek striiségfiiggvénye f(x), akkor a szorasnégy-
zet érteke —amennyiben létezik-:

—00 —00

2
D*(&) = [x* f(x)dx—[ [ f(x)dx}
10. bemutato feladat:
Kockadobasnal a & valdszinliségi valtozo a dobott szam értekével egyenld. Szamitsuk ki a

szorast!

Megoldas:
Xk:k (kzl, 2, cees 6) pk:1/6

1 21

6
M) =Y p *x, = o :%(1+2+3+4+5+6):Z
k=1
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D@ =Mfe-MEF |=m(e*)- 1)
M(E)=p, #x? :%i(l+4+16+25+36):%

MF ==y =%
49 35

pr-2-2-=

D(S) = \/7—171

11. bemutato feladat:
Ha egy & valosziniiségi valtozo stiriségfiiggvénye:

O x<0
f(x)=92-2x..0(x<1.
O I(x

Szamitsuk ki a szorast!

Megoldas:

M) = Tx*f(x)dx = jx(2—2x)dx = j(2x—2x2)dx =

-0 0 0

2% 2x ] 2
2 =a-9-0==
3, 3 3

D7®=If*ﬂﬂﬁ—hkfﬂmﬁ}=b3ﬂ}4@w—%y:F§_gz}_l=

—00 —00

1 1 1

D(&) = \/% =0,236

4.6. A valosziniiségi valtozo néhany jellemzdje

4.6.1. Median

Valamely & valdszinliségi valtozé medidnja, med (§) az a szam, amelyre:

P(&E(med(&)) S% ¢s P(& < med (5)))% , ha & valoszintliségi valtozé diszkrét, és

P(&(med(&)) = F(med(&)) = % , ha & valdszintiségi valtozo folytonos.

Azaz a median altalaban az a szam, amelytdl kisebb, illetve nagyobb értékeket egyenld valod-
szinliséggel vesz fel a valdszinliségi valtozo.

11. bemutato feladat:
Ha egy kockéval dobunk és & valoszinliségi Véltoz() a dobott szém értéke, akkor a median

crer

P(E<3;4)=P(E<3;4)=1/2
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12. bemutato feladat:
Valamely & valoszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

O, x<2

F(x)= %(x -2)%.2(x<6

Megoldas:
1 1
—(x=2)> ==
6" 73
ebbob

X, =2+\/5
med(E) =2 ++/2

4.6.2. Modusz

Ha a & valosziniiségi valtozo lehetséges értékei kozott van olyan, amelyet nagyobb valdszinti-
séggel vesz fel, mint a tobbit, akkor ezt az értéket a & valoszinliségi valtoz6 moduszanak ne-
vezziik.

Folytonos stirliségi fliggvény esetén a & valoszinliségi valtoz6 modusza a slriiségfliggvény
maximumhelye. A modusz jele:mod(&).

13. bemutato feladat:
Valamely & valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

O, x<2

F(x)= %(x —2)*.2(x<6

Hatérozzuk meg a méduszt!

Megoldas:
A stirségfliggvény:
Oueeeeeieeeee x<2
f(x)= %(x -2).2(x<6
| ST 6{x
o1
fx - 8

A stliriiségfiiggvény, illetve a valdszinliségi valtozo Iényeges tulajdonsdga nem valtozik, ha a
szakadasi pontban tetszés szerint valasztott f-értéket, példaul a példankban legyen ez az érték
x=6. Ekkor f(6)=4/8=1/2, azaz 1étezik médusz, mod(§)=6.



