I11. Modul 8. lecke

8. lecke Statisztikai probak

8.1. Alapfogalmak

Az eddigi becslési eljarasok soran a populacioéi paramétert ismeretlennek tekintettiik, és a

mintabol szarmazo6 adatok segitségével kozelitdleg meghataroztuk az ismeretlen populacid

értékét. A hipotézisvizsgalatnal a populaciorol allitunk valamit, majd a rendelkezésiinkre allo

minta alapjan ellendrizziik az 4llitas helyességét.

Az egy vagy tobb populaciora vonatkozo allitast, feltevést hipotézisnek nevezziink. A hipoté-

zis vonatkozhat az egy vagy tobb populaci6 eloszlasara, vagy az adott eloszlasok egy vagy

tobb paraméterére is. A kiilonféle hipotézisek vizsgalatara szolgald eljarasokat statisztikai

probaknak nevezziik. A proba egy olyan eljaras, amelynek sordan a mintabol szarmazo infor-

maciok alapjan dontiink a hipotézis elfogadasardl, vagy elutasitasarol.

A hipotézisvizsgalat elsd 1€pése a vizsgalni kivant hipotézis megfogalmazdsa. Pontosabban

mindig két hipotézist fogalmazunk meg, egy ugynevezett nullhipotézist (Hy), és egy ezzel

szemben 4ll6 alternativ hipotézist (H;). A vizsgalat sordn a két hipotézist ,,versenyeztetjiik”,

¢s azt fogadjuk el igaznak, amelyik a mintavétel eredménye alapjan hihet6bbnek tiinik a ma-

siknal. A két hipotézist tigy kell megfogalmazni, hogy:

o akarmelyiket is tekintjilk majd a masiknél hihetdbbnek, megvalaszolhato legyen a ben-
niinket érdekl6 kérdés;

e a formalis logikai szabdlyai szerint kizarjdk egymast, azaz egyszerre ne lehessenek igazak,
de egyiitt minden lehetdséget kimeritsenek.

A hipotézis lehet egyszerti, ha fennalldsdnak feltételezése a populécio eloszlasat egyértelmiien
meghatarozotta teszi. Ellenkezd esetben Osszetett hipotézisrdl beszéliink, azaz az egyszeri
hipotézisek halmazarol.

A hipotézisek megfogalmazasa utan a feladatunk a mintaclemek egy olyan fliggvényének a
keresése, amelynek valosziniliség-eloszlasa a nullhipotézis helyességének feltételezése, a po-
pulaciodra tett bizonyos kikotések és a mintavétel adott mdodja mellet egyértelmiien meghata-
rozhat6. Az e kovetelményeknek eleget tevo fiiggvényt probafiiggvénynek nevezziik. A pro-
bafiiggvény hasonl6 szerepet tolt be a hipotézisvizsgalat soran, mint a becsléfliggvény a becs-
léskor. A prébafiiggvény konstrualasa matematikai feladat.

A hipotézis helyességének ellenérzése a probafiiggvény lehetséges értékeinek teljes tartoma-
nyat osztopontok segitségével (Ca; Cf) két egymast 4t nem fedd tartomanyra bontjuk. Az
egyik az elfogadasi tartomany (E), a masik egy elutasitasi vagy kritikus tartomany (K). Az
egyes tartomdnyok hatarait Ggy valaszuk meg, hogy a probafiiggvény értéke a nullhipotézis
elfogadésa esetén elére megadott valoszintiséggel (p=1-a)) az elfogadési tartomanyba essen, és
a kritikus tartoméanyba esés csak a-valdszinliséggel kovetkezzen be. Az (1- o) a konfidencia
szint, ennek komplementere a szignifikancia szin (o). A probafiiggvény kritikus tartomanyba
esésének valoszinliségét szignifikancia szintnek nevezziik, és a-val jeldljik. PL: o=0,05
szignifikancia szint azt jelenti, hogy ha a mintavételt végtelen sokszor végrehajtjuk, akkor 100
esetbdl Osszesen 5-szor fordul eld az, hogy a probafiiggvényilink minta alapjan kiszamitott
értéke a kritikus tartomanyba esik.

Ha ezek utan a rendelkezésre 4ll6 minta adataibol kiszdmitjuk a probafiiggvény ugynevezett
aktualis értékeit, és ez beleesik az elfogadasi tartomanyba, akkor a nullhipotézist elfogadjuk,
ellenkezd esetben a nullhipotézist elutasitjuk, és az alternativ hipotézist fogadjuk el.

Az elfogadasi és a kritikus tartomany egymashoz viszonyitott elhelyezése haromféle lehet:
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Egyoldali kritikus tartomanyhoz abban az esetben jutunk, ha az ellenhipotézisben a
nullhipotézishez képest egy meghatarozott iranyt eltérést irunk fel.

Baloldali kritikus tartomény:

Ha a populacio varhato értékre H;:u<m, alternativ hipotézist fogalmazzuk meg, akkor balol-
dali, kritikus tartoméanyrol beszéliink. A nullhipotézist abban az esetben fogadjuk el, ha a pro-
bafiiggvény szamitott értéke nagyobb az elfogadasi tartomany alsd hataranal. Az elfogadasi
tartomdny fels@ hatdra ebben az esetben pozitiv végtelen. Ellenkezd esetben a nullhipotézist
vetjiik el, és természetesen az alternativ hipotézist fogadjuk el.

T 1@

W M

L)
Cal I

kritikus tartomdny = elfogadasi tartomany

Elfogadasi- ¢s kritikus (baloldali) tartomany egyoldala alternativ hipotézis esetén

Jobboldali kritikus tartomany:

Ha a populaci6 varhato értékre Hi:p>m, alternativ hipotézist fogalmazzuk meg akkor jobbol-
dali kritikus tartomanyrol beszéliink.

A nullhipotézist abban az esetben fogadjuk el, ha a probafiiggvény szdmitott értéke kisebb az
elfogadasi tartomany fels6 hataranal. Az elfogadasi tartomany alsé hatdra ebben az esetben
negativ végtelen. Ellenkezd esetben a nullhipotézist vetjiik el, és természetesen az alternativ
hipotézist fogadjuk el.
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elfogadési tartomany kritikus tartoméany

Elfogadasi- és kritikus (jobboldali) tartomany egyoldalu alternativ hipotézis esetén
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Kétoldali kritikus tartomany:

Kétoldali kritikus tartomany kijel6lésére olyan esetben kertil sor, amikor a nullhipotézisben
megfogalmazott allitastol vald barmilyen iranyu eltérés érdekel benniinket (H;:p#m,).

Ha a probafiiggvény szamitott értéke az elfogadasi tartomanyba keriil, akkor a nullhipotézist
fogadjuk el, ha a probafiiggvény értéke a kritikus tartomanyba keriil, akkor a nullhipotézist
elvetjiik.

+ 1@
a IHa 3
2
2 x
kritikus tartomany ’: clfogadisi tartomany ¢ kritikus tartomény

Elfogadasi- és kritikus tartomany kétoldalu alternativ hipotézis esetén
A hipotézisvizsgalat soran elkdvetett hibak

A mintabol a populaciora vonatkozoan csak valdszinliségi kovetkeztetés lehetséges, igy a
hipotézisvizsgalat sordn hozott dontésilink bizonyos kockazattal jar.

El6fordulhat, hogy a nullhipotézis helyes, és a probafliggvény adott mintabdl szamitott értéke
mégis a kritikus tartoméanyba esik, Ilyenkor a nullhipotézist annak ellenére, hogy fennall, el-
utasitjuk. Ezt a hibas dontést elsdfaju hibanak nevezziik. Az ilyen hiba elkovetésének valoszi-
nlisége az elfogadasi és a kritikus tartomany konstrukcidja alapjan a, amelyet
szignifikanciaszintnek neveziink.

Eldfordul, hogy a nullhipotézis nem all fenn (nem igaz), €s a probafiiggvény mintdbol szami-
tott értéke mégis az elfogadasi tartomanyba esik. Ez szintén hibas dontés, és ilyenkor masod-
foku hibat kovetiink el. Ezen esemény bekovetkezésének valdszintiségét -val jeloljiik.

A hipotézisvizsgalat soran elkovetett hibak

Valosagos helyzet Hy-ra vonatkozé dontés
Elfogadjuk elutasitjuk

Hy igaz Helyes dontés Els6fajt hiba
l-a o

H; igaz Masodaju hiba Helyes dontés
p 1-p
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Jx)

p=15 #—;17,2 I

elfogadési tartomany kritikug tartomany

A hipotézisellendrzés soran elkdvethetd hibak

Az (1-a) valészinliséget a proba megbizhatdsagi szintjének, az (1-f)-t pedig a proba erejének
nevezzik.

A minta elemszamanak novelésével - adott szignifikancia szint és alternativ hipotézis esetén —
csokkenthetd a masodfaju hiba elkovetésének valdsziniisége, illetve minél tavolabb van p
paraméter valosagos értéke a nullhipotézisben szerepld feltételezett értéktdl, annal kisebb lesz

B-értéke.
A hipotézisvizsgalat menet:

1. Megfogalmazni a nullhipotézist és az alternativ hipotézist.

2. Probafiiggvény keresése a nullhipotézisben megfogalmazott allitdsnak megfeleléen. A
probafiiggvény a mintaelemeknek egy olyan fliggvénye, amelynek eloszlasa a
nullhipotézis igazsagat feltételezve pontosan ismert, a mintavétel elétt azonban ennek
értéke is valdszinliségi valtozo. A probafliggvénynek tobb szempont szerint kell meg-
felelonek lennie, egyrészt a nullhipotézisben megfogalmazott allitasnak, azaz nem
minden nullhipotézis ellendrizhetd azonos probafiiggvénnyel; masrészt a minta elosz-
las-tipusanak, valamint a mintavétel modjanak is.

3. Kivalasztani a szignifikancia szintet: az az els6faju hiba elkovetésének valoszinliségét
valasztjuk meg.

4. Az elfogadasi ¢és kritikus tartomany megéllapitasa a szignifikancia szintnek ¢és a sza-
badsagfoknak (ahol van) megfelelden.

5. Mintavétel, és a probafiiggvény értékének kiszamitasa.

6. Dontés a nullhipotézis helyességének elfogadasardl, vagy a nullhipotézis elutasitasa.

8.2. Egymintas statisztikai probak

Az egymintas statisztikai probak a populacio valamely paraméterének tesztelésére szolgalnak.

8.2.1. Varhato értékre iranyulo probak
Azt teszteljiikk, hogy egy populacid ismeretlen varhato értéke (u), megegyezik-e az altalunk
feltételezett varhato értékkel (o). A nullhipotézis a kovetkezo:

Ho:p=po
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Konkrét minta esetén:
H, : X = Xo
Az alternativ hipotézisiink haromféle lehet:
Hi:p<po
Hy:p#po
Hi:p>po
Konkrét minta esetén:
H, :;<;0
H,: X # X0

H, :;>;0

8.2.1.1. Egymintas z-préba

A populécié normalis eloszlasu és a populacidi szoras (o) ismert, akkor hasonldan a becslés-
hez, a z-probafiiggvényt alkalmazzunk.

H—H
z, = o
o2
Jn
illetve ismert minta esetén:
Z0 =

Ez a probafiiggvény standard normalis eloszlast valdsziniiségi valtozo.

A z-proba elfogadasi tartomanyéanak hatdrai az alabbiak:

Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
Hi:p<po (2,00

Hi:ppo [Za/2;zl—a/2]
Hi:p>po ]_ 00; Zl—a]

A tablazatban csak a z | _  értékeit talaljuk meg, azonban a z , -értékeit az alabbi osszeflig-
gés alapjan meghatarozhatjuk:

-

1. bemutato feladat:

Egy automata gépsor lisztet csomagol, a szabvany szerint 100 dkg-os tomeggel, és a megen-
gedett szoras 3 dkg. Ellendrzés céljabol 30 db-os mintat vesziink. A lemért lisztes zacskok
atlagos tomege 98 dkg. Ellendrizziik 5%-os szignifikancia szinten, hogy a gép megfeleléen
csomagol-e.

Hp:p=100 dkg.

H] u;thO dkg
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. 98-100
o3
V30
Az elfogadasi tartomany: (-1,96; 1,96)
Az elfogadési tartomany nem tartalmazza a probafiiggvény aktudlis értékét (-3,65), ezért a
nullhipotézist elutasitjuk, azaz 5%-os szignifikancia szinten a toltési tomeg nem felel meg a
szabvanynak.

=-3,65 Zo975= 1,96; 29,005 = -1,96

8.2.1.2. Egymintas t-préba

A normalis eloszlast populaci6 vizsgalatanal végezziik, ha nem ismerjiik az eloszlas szorasat.
Ebben az esetben a

a nullhipotézis ellendrzésére.

Ha a nullhipotézis igaz, és a populacio eloszlasa valéban normalis, akkor a t-probafiiggvény
szf=n-1 szabadsagfokl Student-féle t-eloszlast kovet. A t-proba elfogadasi tartomanyanak
hatérai az alabbiak:

Alternativ hipotézis clfogadasi tartomany
szf
{ o0 [
Hi:p<po L, 2
tSZf . tSZf ]
Hizppo L w2 1-al2
szf
Hi:p>po - o5t
szf sz
t(x _ tl—a

2. bemutato feladat:
Az el6z6 populacio eloszlasa normalis, az atlag 98 dkg, a szérdst a mintabdl (n=30) becstiltiik
meg, ami 5,5 dkg Ellendrizziik 5%-os szignifikancia szinten, hogy a gép megfeleléen csoma-
gol-e.

Ho:p=100 dkg.
H] u;thO dkg
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0 = w = —1,99 t*),975=2,05; t*9 g25= 2,05

30

Az elfogadasi tartomany: (-2,05; 2,05)

Az elfogadési tartomany tartalmazza a probafiiggvény aktudlis értékét (-1,99), ezért a
nullhipotézist elfogadjuk, azaz 5%-os szignifikancia szinten a toltési tomeg megfelel a szab-
vanynak.

8.2.2. Populacioi szordsra vonatkozo proba

A populaciodi szoras becslésére a korrigalt tapasztalati szorast hasznaljuk. A konfidencia inter-
vallum meghatérozasat a y*-eloszlasra (khi) alapozzuk.
»  (n=1)*s?

[ O'é

probafiiggvényt hasznaljuk, amely szf=n-1 szabadsagfoku y*-eloszlast kovet.
A nullhipotézisiink:

Ho: O0=0)
A y*-proba elfogadasi tartomanyénak hatérai az alabbiak:

Alternativ hipotézis elfogadési tartomany

2 .
H;: o<oy |_Z ) 2 0 I_

2 . a2
H;: o#0) [Za/z(szf )2 Zl_a/z(SZf )]

. * 2
Hi: o>0 bo%l—a(szf )]

3. bemutato feladat:

Az el6z6 példaban feltételezziik, hogy a gép 3 dkg-os szorassal tolt. A 30 elem{i mintabol
szamitott szoras 5,5 dkg volt. Ellendrizziik, hogy helyes volt-e a feltevés, hogy a gép maxi-
mum 3 dkg szoérdssal tolt, 5%-os szifnifikancia szinten.

Ho:0=3 dkg.
H;:6>3 dkg

_1\ * 2
> _ (30 1)2 5,5 _975

0

A ;53,95(29) = 42,6, tehat az elfogadasi tartomény (0; 42,6), a probafiiggvény értéke nem esik

bele ebbe a tartomanyba, ezért a nullhipotézist elutasitjuk, azaz a t6ltés soran a szoras megha-
ladja az elGirast.

8.2.3. Fiiggetlenségvizsgalat

A fliggetlenségvizsgélat azon nullhipotézis ellenérzésére szolgdl, hogy két ismérv fliggetlen
egymastol. Az alternativ hipotézisben pedig azt fogalmazzuk meg, hogy nem fiiggetlenek.
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A két ismérv akkor fiiggetlen egymastol, ha a peremmegoszlasi viszonyszamok (relativ gya-
korisdgok) szorzata egyenld s megfeleld egylittes viszonyszamokkal:
flu % f-l _ fll

N N N

Ha nem ismerjiik a véges populaciot, akkor a mintdbdl szarmazé adatokkal kell eldonteni a
fiiggetlenséget. Ilyenkor is egy kontingenciatablabol indulunk ki, de a tablazat ekkor a minta-
ban észlelt gyakorisagokat tartalmazza.

HoZPij:Pi.*P.j (i:1,2,....,S; j: 1,2,....t)
H; 2Pij¢Pi.*P.j
P;;: az elsd ismérv i-edik és a masodik ismérv j-edik valtozata egyiittes el6forduldsanak valo-
szinlisége a populacidban.

A valészinliségeket a mintabol becsiiljiik:
pie=nie/n  p ej=n ej/n

S t — * S t 2
2 (nij nij)z * 1
I I DL e
i=1 j=1 n; io1 Tty
* * % nio * no_j
Ny =N 7P "Pej = 0
Vagy a Csuprov-féle egyutthato szerint, ahol
n.
fi=—
n
* \2
R ks (fij_fij)
Z - f*
i=l j=l1 ij
fi=n*P *P

A szabadsagfok: szf=(s-1)*(t-1)
Ez a proba jobb oldali médon hajthaté végre. A minta akkor tekinthetd elég nagynak, ha még
a legkisebb n j; is legalabb 5, de még jobb, ha legalabb 10.

4. bemutato feladat:

Egy szocioldgiai vizsgalat soran azt kivanjuk ellendrizni, hogy az egyetemet végzett férfiak és
nok eldrejutasi lehetdségei azonosnak tekintheték-e. Ehhez a 15 éve végzett hallgatok koziil
200 16t kivalasztva véletlenszerlien, az alabbi mintat kaptuk.

Megn. Férfi nd Y nj.
Beosztott 20 40 60
kozépvezetd 60 40 100
Felso vezetd 30 10 40

T N 110 90 200

A vizsgalatot 5%-os szignifikancia szinten végezziik el.
HQZPij:Pi.*P.j H12Pij¢Pi.*P.j
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A .. L% B %
Megnevezés njj v = Nie : N.j (n ; —*n . )2
N jj
Férfi | Beosztott 20 60*110/200=33 | 5,121
kozépvezetd | 60 55 0,455
Fels6 veze- | 30 22 2,909
t0
No Beosztott 40 27 6,259
kozépvezetd | 40 45 0,556
Fels6 veze- | 10 18 3,556
t0
) 200 | 200 18,856

v*0=18,856
%70952=5,99
Mivel a kritikus érték kisebb, mint a szamitott érték, a Ho-t elutasitjuk, tehat az adatok alapjan
5%-os szignifikancia szinten elmondhat6, hogy a nemhez valo tartozas és a beosztas fliggenek
egymastol, azaz elutasitjuk a fliggetlenséget.

szf=(3-1)*(2-1)=2

8.2.4. Illeszkedésvizsgalat

Egy valoszinliségi valtozo eloszlasara vonatkozé allitas vagy feltételezés ellendrzését illesz-
kedésvizsgalatnak nevezziik. Attol fiiggden, hogy a hipotézisiinket mennyire konkretizaljuk,
kétféle illeszkedésvizsgalatot kiilonboztetiink meg:

Ha a feltételezett eloszlas egyértelmiien meghatarozott - a tipusat és a paramétereit eldre rog-
zitjiik -, akkor tiszta illeszkedésvizsgalatrdl beszéliink.

Ha a feltételezett eloszlasnak csak a tipusat adjuk meg — a paramétereit pedig a mintabol be-
cstiljiik -, akkor becsléses illeszkedésvizsgalatot végziink.

A populaciét egy ismérv (tobbnyire mennyiségi, néha mindségi) alapjan k-szami részre bont-
juk, azaz az adott ismérv alapjan osztalyozzuk a populacio egységeit. Ugyanezt azt osztalyo-
zast a mintan beliil is elvégezziik.

Az altalunk feltételezett populacié eloszlasa minden ismérvvaltozathoz egy maghatarozott P;

A kategoria el6forduldsdnak
Osztaly gyakorisadga | relativ gya-
valdsziniisége korisaga
a mintaban
Ci Py fi gi
C2 P, £ 2
Ck Py fi gk
Osszesen | 1,00 n 1,00

valdsziniiséget rendel. A nullhipotézis tehat:
1=1,2,...k, az alternativ hipotézisiink pedig:

H()IP(Ci):Pi
H] ZP(Ci);ﬁPi
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A Hj helyességét a xz-pr(’)baﬁiggvénnyel vizsgalhatjuk meg
f, —n*P, f, - f ;
ety el g g

=n*P,

Ez a statisztikai vizsgalat a nullhipotézis helyessége esetén jo kozelitéssel szf=(k-b-1) szabad-
sagfoku y-eloszlasu, ahol a b a P; valdsziniiségek meghatarozasahoz sziikséges olyan para-
méterek szama, amelyeket a mintabol becsiiliink. Tiszta illeszkedésvizsgalat esetén a b=0.
Mivel y -probafiiggvény a nullhipotézistél val jelentds eltérést nagy pozitiv értékkel jelzi,
ezért az illeszkedésvizsgalatot a jobb oldali kritikus tartomanyra kell végrehajtani, azaz a felsd
kritikus értéket kell keresni , tehat az elfogadasi tartomany pedig:

. 2
[Oa Zl—a(szf )

*

f.

1

5. bemutato feladat:

Egy gyorsbiifé¢ halozatban a vevoket 45 masodperc alatt kell kiszolgalni. A kiszolgalasi id6
megengedett szorasa 7 masodperc. 400 véletleniil kivalasztott vendég kiszolgalasi id6 szerinti
megoszlasa a kovetkezo:

kiszolgélasi | vendégek | Ellendrizziik azt a feltevést, hogy a
1d6 (mésod- | szama minta az eldirt paraméteri (atlag=45,
perc) (f6) szoras=7 masodperc) normalis elosz-
0-35 20 lasbol szarmazott, P=5%-o0s

35-40 30 szignifikancia szinten.

40-45 100

45-50 100

50-55 60

55- 40

Osszesen 400

kiSZOlgéléSi Vendégek Xif Zif:(Xif— (DZ(if): P; *i: (f—
id6 (méasod- | szama w/c | Pi n*P; | )7
perc) (6)

0-35 20 35 -1,43 0,0764 | 0,0764 | 30,56 | 3,65
35-40 80 40 -0,71 0,2389 | 0,1625 | 65 3,46
40-45 100 45 0 0,5 0,2611 | 104,44 | 0,19
45-50 100 50 0,71 0,7611 | 0,2611 | 104,44 | 0,19
50-55 60 55 1,43 0,9236 | 0,1625 | 65 0,38
55- 40 © 0 1 1,00 | 30,56 |242
Osszesen 400 - - - - 400 10,79

A tablazatban vastagitott szdmokat az aldbbiak szerint kapjuk:
Zi—=(Xir-)/0=35-45/7=-1,43

@(-Z(iﬂ)zl-P(Zil) tablazatbol
Pi=P’-P’.1=0,2389-0,0764=0,1625
f'=n*P;=400%0,0764=30,56

(£-f )/ =(20-30,56)*/30,56=3,65
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Ugyan igy kell a tobbi értéket is kiszamitani
v*0=10,79

Szf=6-1=5, 100565111,
az elfogadasi tartomany (0;11,1).

A szamitott érték az elfogadasi tartomanyba esik, igy elfogadjuk a nullhipotézist. A kiszolga-
lasi 1d6t 5%-os szignifikancia szinten 45 masodperc varhato értékii és 7 masodperc szorasu
normalis eloszlasu valosziniiségi valtozonak lehet tekinteni.

6. bemutato feladat:

Egy széleskorli vizsgalat soran, Magyarorszagon a 15 éves és idésebb népesség 15%-a so-
vany, 25 %-a normal stlyq, és 60 %-a talsulyos volt 1996-ban. 2015-ben 500 véletlenszerlien
kivalasztott minta alapjan 72 f6 sovany, 176 f6 normal sulyu és 252 6 pedig tulsulyos volt.
1%-o0s szignifikancia szinten éllithatjuk-e, hogy a két eloszlas egyforma. A kérdés az illeszke-
désvizsgalattal valaszolhato meg.

A kategoria el6forduldsdnak

Osztaly Valoszinisége | gyakorisdga | relativ gyako-
P; risaga
a mintadban

Sovéany 0,15 72 72/500=0,1444
Normal 0,25 176 176/500=0,352
talsalyos | 0,60 252 252/500=0,504
0sszesen 1,00 500 1,00

0,14447 . 0,352° .\ 0,504°
015 0,25 0,60

2
xzzn*(zi_'_l)zsoo*( ~1)=28,608
i

szf=3-1=2

X20,99(2):9,2 1
az elfogadasi tartomany (0; 9,21).

A két eloszlas nem egyezik, mivel a probafiiggvény szamitott értéke az elfogadasi tartomény-
ba esik

8.3. Két- és tobb mintas statisztikai probak

Gyakran eléfordul, hogy két populaciét akarunk vizsgélni, €s a hipotézis két paraméter érté-
kének egymashoz valo viszonyara vonatkozik. Ilyenkor kétmintds probat hajtunk végre, azaz
a populaciokbol 1-1 fiiggetlen, véletlen mintat vesziink a hipotézis ellendrzése céljabol. Az
egymassal 0sszehasonlitasra keriild populaciok idében, térben vagy barmilyen mas tekintet-
ben kiilonbozhetnek egymastol.

8.3.1. Varhato értékek kiilonbozoségére iranyulo probak
Két populéaciobol kiilon-kiilon és egymastol fiiggetlentiil vett minta alapjan ellendrizni kivan-
juka H; :p, =, vagy konkrét minta esetén aH,, : x1 = X2 hipotézis helyességét.
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8.3.1.1. Kétmintas z-proba

Ha a két populécido normalis eloszlast, és ismert mindkét populacid szérdsa, akkor a z-
probafliggvényt alkalmazzuk:

X1 — X2
7 =
2 2
6, O,
n, n,

A proba elfogadasi tartomanya megegyezik az egymintas z-proba elfogadasi tartomanyaval:

Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
Hitpi<pe (x1< x2) [Za ) OO[
His=ps (xi#x2) [Za/2;zl—a/2]
Hirpi>pe (X1>X2) ]_ o0; Zl—a]

7. bemutato feladat:

A levegbszennyez3dés vizsgalatakor az iilepedé por (g/m*/hd) mennyiségét mérték meg téli
¢és nyari idészakban. A mérés eredménye:

Télen: n;=60 x: =5,1 o1=3

Nyéron: n,=60 X2 =59 62=3,9

Megoldas:
H,:xi =x
H,:x1 #x2

;= X1 — X2 _ 5,1—5,9 =—1,26

s> o \/32 3,92
—+—= —+
n, n, 60 60
20,975=1,96
Az elfogadési tartomény: (-1,96,1,96)

A szamitott érték az elfogadasi tartomdnyba esik, igy a levegOszennyezddés a mért adatok
alapjan, azonos télen és nyaron.

8.3.1.2. Kétmintas t-préba

Ha a két normalis eloszlast populaci6 szorasat nem ismerjiik, €s feltételezziik, hogy szorasuk
lényegesen nem kiilonbozik, ilyenkor t-probat alkalmazunk:

X, — X2

1 1
Sy |—+—
n, n,

t, =
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S _\/(nl—l)*sf+(n2—l)*sz
L=

2 (k6z0Os szOras)
n+n,-2

A szabadsagfok szf=n;+n,-2
A proba elfogadési tartoméanya megegyezik az egymintas t-proba elfogadasi tartomanyaval.

8. bemutato feladat:

Egy lizemben a szerelési miiveleteket két eltéré modon tanitottak be. A két csoportbol mintat
vettek, és feljegyezték a dolgozok teljesitményét. A kérdés, hogy 5%-os valdszinliségi szinten
van-e kiilonbség a két szerelési mod kozott?

Il1:16, X1:128 81:18

1’12:11, X2:112 S2:19

Megoldas:

Ho:x1 2 X,
Hi:xi <Xy,

_1)*1R2 _1\*192
Scl:\/(16 D*18  +(11-1)*19 1841
16 +11-2

t, = 128—112 _22

1841 L 1
16 11

Szf=25 t0,025(25)= -1,71, az elfogadasi tartomany:

szf
[ta ,OO[,azaz [— 1,71 ; 00 [
Mivel a szamitott t-érték beleesik az elfogadasi tartomanyba, ezért a nullhipotézist elfogadjuk,
azaz az elsé betanitdsi modszer nem jobb, mint a masodik.

Ha a két minta szorasa nagymértékben kiilonbozik, akkor a kétmintas t-proba nem alkalmaz-
hato a két varhato érték egyezésének eldontésére. Ilyen esetekben az ugynevezett Welch-
eljarast alkalmazzuk:

|X1 _X2|
t = 2 2
S; | S,
7_’_7
n, n,

9. bemutato feladat:

Egy lizemben a szerelési miiveleteket két eltéré modon tanitottak be. A két csoportbol mintat
vettek, és feljegyezték a dolgozok teljesitményét. A kérdés, hogy 5%-os valdszinliségi szinten
van-e kiilonbség a két szerelési mod kozott?

Il1:16, X1:128 81:18

1’12:1 1, X2:1 12 S2:29

Megoldas:
H()ZX] > X2,
Hi:xi<xy,
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(- [ —x,| 128112 163

n, n, 60 60
Szf=25 t0,025(25)= -1,71, az elfogadasi tartomany:

szf
[ta ,OO[’azaz [— 1,71 ; 00 [
Mivel a szamitott t-érték beleesik az elfogadasi tartomanyba, ezért a nullhipotézist elfogadjuk,
azaz az elsé betanitadsi modszer nem jobb, mint a masodik.

8.3.2. Két populdacioi szords egyezdségére iranyulo proba

Ha a két populdcio normalis eloszlast, a szordsok egyezdségének vizsgalatira az F-
probafiiggvény alkalmazhato, ezért F-prébanak nevezziik.

H()ZG 1—02.,
a szabadsagfokok az alabbiak: szf1=n;-1; szf,=n,-1.
2 2
o S
F= 0—12 vagy F ==
2 2

Az F-eloszlas nem szimmetrikus, elfogadasi tartoménya a kdvetkezo:

Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
szf .
Hi:01<c2 |_F szt 5 (a ) o0 |_
szf . T szf,
HIZGI¢G2 SZf2 ((1/2), SZf2 (1—0(/2)
. o szt
Hi: 61> 0, p’FSZfz(l_a)J
Szf, _ 1
Szfi (o) ~ Sz,
Szf, (1-a1)

10. bemutato feladat:

Az eldz6 példa folytatdsa. Ellendrizziik 10%-os szignifikancia szinten azt a feltevést, hogy a
munkasok teljesitményének szorasa megegyezik.

Hy:01=0,., H|:01%0,

2
F=15 _ 08976
19

szfi=15; szf,=10
|F = 0,351 ;F) = 2.8 |

(0,05 ) (0,95 )

A szamitott érték belesik az elfogadasi tartomanyba, igy a nullhipotézist elfogadjuk, azaz a
teljesitmények szorasa kozott nincs szignifikans kiillonbség.



II1. Modul 8. lecke

8.3.3. Két eloszlas egyezoségének a vizsgalata

Két eloszlas egyezdségének a vizsgdlatdt homogenitas vizsgalatnak is nevezziik.
Feltételezziik, hogy valamely véltozd két populacion belilli eloszlasa azonos. Erre ay’-
eloszlasu probafiiggvényt alkalmazzuk. A két minta elemszama n; és n, akkor > értéke:

2
Xzznl*nz*z 1 *(nlj_nﬁj

n; +1n,, n, n,

=g relativgyakorisag

11. bemutato feladat:

A viragarakat vizsgalva a pesti és budai viragiizletekben arra keresték a valaszt, hogy a virag-
arak eloszlasa azonos-e a két helyen 99%-0s konfidenciaszinten.

Ar Buda Pest szamitasok
arusok szama n;itng | g i 1 o 2
(db) - % (J _ lj
n;+ny, \(n, 0,
0-55 3 5 8 0,0400 | 0,0595 0,000048
56-65 22 6 28 0,2933 | 0,0714 0,001759
66-75 18 18 36 0,2400 | 0,2143 0,000018
76-85 18 21 39 0,2400 | 0,2500 0,000003
86-95 6 18 24 0,0800 | 0,2143 0,000752
96-105 6 10 16 0,0800 | 0,1190 0,000095
105- 2 6 8 0,0267 | 0,0714 0,000250
0sszesen. 75 84 159 1 1 0,002925

2
7% =n, *n, *Z;*(ﬁ—&j = 75%84%0,002925 = 18,4275

n; +n, n, n,
szf=7-1=6 a/2=0,005 1-0/2=0,995
c.=0,68 c=18.,5

Az elfogadési tartomany: (0,68; 18,5)

A szamitott érték beleesik az elfogaddsi tartomanyba, azaz a virdgarak eloszlasa azonos a két
helyen.

8.3.4. Varianciaanalizis

Varianciaanalizissel (szordsnégyzet elemzés) kettonél tobb populécio varhatd értékének egye-
z0sége tesztelhetd.

A varianciaanalizis annak a nullhipotézisnek az ellenérzésére szolgal, hogy kettdnél tobb,
azonos szorasu normalis eloszlasu valoszinliségi valtozonak azonos-e a varhato értéke.

Ho:pi=po=..=p,=p
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A varianciaanalizis abbdl indul ki, hogy minden megfigyelés 3 komponens 0sszege:

e avarhat6 érték: p,
e cgy aj-edik sokasagra jellemz63; konstans,
o ¢segy véletlen Osszetevd (hibavaltozo): .

A Hj helyességét probafiiggvénnyel vizsgaljuk, és ez az F-probafiiggvény.
_sf _SSK (M -1) MS, MQ,
“s2 SSB /An-M) MS, MQ,

SSK: a csoportok kozotti eltérés négyzetdsszege (kiilsé szoras négyzete)

SSK = >'n,(xi - x
i=l1

M: a csoportok szdma

SSB: a csoportokon beliili eltérés négyzetdsszege. (belsd szoras négyzete)
m N — '\
$SB=Y"3"(x, - xi)
i=1 j=I
Ezen kiviil ki kell szdmolni az 0sszes adat szorasnégyzetét is.

SST = ii(xij _;)

i=l j=1
Vagy:
SST=SSK+SSB (teljes szoras négyzete)

A varianciatablazat a kovetkez0 lesz:

A szo6rddas oka SS (SQ) | DF(FG) |MS(MQ) |F
Kiils6 (kezelés) SSK M-1 sk2 skz/ sb2
Belsé (hiba) SSB  [n-M Sp”

Teljes SST n-1

Az F-proba jobboldali proba. Ha a tapasztalati F-érték (szdmitott) nagyobb az elméleti F-
értéknél (tdblazatbeli), akkor a varhatd értékek egyezdségére vonatkozd nullhipotézist az adott

szignifikanciaszint mellet elvetjiik, és az alternativ hipotézist fogadjuk el.

12. bemutato feladat:

Egy kis ¢lelmiszerbolt tulajdonosa feltételezte, hogy a hétféi és szombati napokon nem
ugyanannyi a sajt forgalma, mint a hét tobbi napjan. Azért, hogy a sajtrendelésit jobban le

tudja adni, feljegyezte a forgalmat az adott napokon:

Napok Megfigyelt |Eladott mennyiség | Atlag Variancia (sz6-
napok sza- | (kg) rasnégyzet)
ma

Hétfo 6 30,40,54,34,44,50 142 84,8

egyéb 10 49,43,30,59,35,46,141,8 70,4

42,35,36,43

szombat 6 52,58,57,70,54,54 157,50 42,3

Ossz. 22 46,136 111,17
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Ellendrizziik 5%-os szignifikancia szinten, hogy a sajtforgalom azonos a megfigyelt napokon.

SST=21*111,17=2334,57
SSB=5%84,8+9*70,4+5%42,3=1269,1

SSK=2334,57-1269,1=1065,47

si>=SSK/(M-1)= 1065,47/2=532,735
sp”=SSB/(n-M)= 1269,1/19=66,795
F=532,735/66,795=7,976

A sajtforgalom variancianalizis tablazata

A szo6rodas | SS (SQ) DF(FG) MS(MQ) |F
oka

Milyen nap |1065,47 2 532,735 7,976
Hiba 1269,1 19 06,795

Telies | 2334,57 |21

Mivel Fo95(2;19)=3,52, azaz a tablazatbeli érték kisebb, mint a szamitott F-érték, igy a varha-
to értekek egyezését allitd nullhipotézis elvethetd. A hét vizsgalt napjain 5%-os szignifikancia
szinten nem egyforma a sajtforgalom atlagos nagysaga.

8.3.5. Specifikus kezelés-atlagok 6sszehasonlitasai

Ha a variancia-analizis eredménye nem szignifikans, akkor az analizisnek vége, és azt mond-
juk, hogy a vérhato értékek kozott nincs kiilonbség.

Ha a variancia-analizis eredménye szignifikans, akkor csak annyit mondhatunk, hogy a popu-
laciok atlagai kozott van legalabb egy, a tobbitdl eltérd. Azt, hogy melyik az, ahhoz paronként
Ossze kell hasonlitanunk az 4tlagokat. Specialis probakat dolgoztak ki, melyek tobbé-kevésbé
mind az egész kisérletre vonatkozoan "garantaljak", hogy az els6 faju hiba valoszintiisége ,,a”,
tehat adott szignifikancia szinten tartjak az elsd faju hiba valosziniiségét.

a) t-proba (SzD, LSD-legkisebb szignifikans differencia)

A t-proba képletét alkalmazza, csak most az 6sszevont szords helyébe a variancia-analizisbol
kapott sp-t teszi, igy az i-edik ¢€s j-edik csoport kozotti kiilonbséget a kdvetkezd képlettel
adott, N-h szabadsagfoku t-probaval teszteli:

_ |Ei _EJ"|
1 1
5 —+—

Hi 7 i .

Az atlagok paronkénti 6sszehasonlitdsa ha az ismétlésszamok azonosak (mondjuk mindegyik
r), akkor a sok paronkénti dsszehasonlitas egyszeriisithet a Szignifikans Differencia (SzD)
felhasznalasaval (angol szakirodalomban LSD, Least Significant Difference).

252

F5 Dy — bype ’-‘wlg
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ahol 32 = MShiba vagy bels6

r az ismétlésszam

twit pedig az n-k szabadsagfokhoz tartozo 5%-os hibaszinti kétoldali t érték (kiolvashat6 tab-
lazatbol

Alkalmazésa: barmely két sokasagi atlagot 5%-os hibaszinten szignifikansan eltéronek tekin-
tiink, ha a mintaatlagaik eltérése meghaladja az SzD5% értéket

b) Bonferroni modszer
a t-proba képletét alkalmazzuk, de nem”a”, hanem™a ,,/c szinthez tartoz6 t-érté¢kehez hasonlit-
juk (kétoldali tablazat esetén) , ahol ¢ az osszehasonhtasok szdma. Akétmintas t-hez tartozé p-

értéket le kell osztani az Osszehasonlitdsok szdmaval. Nyilvanvalo, hogy ez a mddszer csak
kisszamu 0sszehasonlitas esetén alkalmazhat6 inkébb.

c) Sidak teszt: a fenti t-értéket szamolja, de”a” helyett 1-(1-,,a”)1/(k(k-1)/2) szintet hasz-
nal, a Bonferroni médszernél sziikebb hatarokat ad.

d) Tukey-préba: minden lehetséges, nagyszamu paronkénti hasonlitas esetén a Tukey

proba rovidebb intervallumokat ad, mint a Scheffé vagy a Bonferroni (azaz hamarabb
mutat szignifikdns eltérést). Képlete egyenld elemszam esetére

Sy

mennyiséget specialis tablazatbodl, az un. studentizalt terjedelmek tablazatabol kell ki-
keresni (h, N-h) esetén.

e) Scheffé proba: minden lehetséges kontrasztra vagy mas linearis hipotézisre, beleértve a
paronkénti 6sszehasonlitdsokat: két csoport akkor tekinthetd szignifikansan kiilonbo-

z6nek, ha
\/Lfl \/(;1 DF, 1 s

f) Dunnett proba: minden csoportot egyetlen csoporthoz (kontroll) hasonlit.

Mikor melyiket alkalmazzuk?

1. Minden lehetséges paronkénti hasonlitas esetén a Tukey proba rovidebb intervallumokat
ad, mint a Scheffé vagy a Bonferroni (azaz hamarabb mutat szignifikans eltérést)

2. Ha minden kontraszt is érdekel, a Scheffé a legjobb. Ha csak néhany, Bonferroni.

3. Tukey és Scheffé hasznalhatok arra, hogy azt vizsgaljuk, amit az adatok szuggeralnak, a
Bonferrori erre nem hasznalhato.

4. Szamitsuk ki mindet, és a végén a szdmunkra legmegfeleldbbet hasznaljuk.



