I Modul 3. lecke

3.lecke Valosziniiség-szamitasi tételek

A valdsziniiségelmélet minden kisérletnél adott koriilmények kozott vizsgél, és az események
véletlen jellegét e koriilmények hatdrozzak meg. Egy-egy esemény bekdvetkezésének valod-
szinliségét nagymértékben befolydsolja egy masik esemény, illetve annak bekdvetkezési valo-
szinlisége.

3.1. Feltételes Valosziniiség

Legyen A és B egy kisérlettel kapcsolatos tetszoleges két esemény, ahol a B-esemény valoszi-
niisége nem nulla, azaz P(B)#0. Vizsgaljuk meg mennyi az A-esemény bekovetkezésének va-
l6szintisége, ha a B-esemény bekovetkezett. A vizsgalt eseményt A\B-vel, a valosziniiséget
pedig P(A\B)-val jeloljiik. Az esemény bekovetkezésének valoszintisége:
PA\B)=LANB)
P(B)

A P(A\B) valosziniiséget az A-esemeny B-eseményre vonatkozo feltételes valoszintiségének
nevezziik.

Egy mas megfogalmazas: feltéve, hogy B-esemény bekovetkezik, mi a valdsziniisége, hogy az
A-esemény bekovetkezik. A fentiekbdl kifejezett P(A N B)=P(A\B)*P(B) egyenl6séget a

valoszinliségek szorzési szabalyanak nevezziik.
A feltételes valdszinliség tobbnyire nemcsak abbol all, hogy meghatarozzuk P(ANB) és a
P(B) valoszintiségeket.
Ha A ¢és B egy H eseménytér két eseménye és P(B)#0, akkor egyiittes bekdvetkezésiik valo-
szinlisége megegyezik az A-esemény B-eseményre vonatkozo feltételes valosziniiségének
szorzataval, azaz

P(AnB)=P(A\B)*P(B), P(B)#0
vagy

P(AnB)=P(B\A)*P(A), P(A)£0

1. bemutato feladat:

Egy dobozban 10 fehér és 15 fekete golyo van. Taldlomra kivalasztunk egymas utan 2 golyot
visszatevés nélkiili véletlen mintavétellel. Mekkora a valoszinlisége annak, hogy a masodik
alkalommal fehér golydt valasztunk ki, feltéve, hogy az els6 alkalommal is fehéret valasztot-
tunk ki?

Megoldas:
Legyen az els6 kivalasztas az A-esemény, illetve a masodik kivalasztas a B-esemény. Keres-
siik a P(B\A) valoszinniiséget.

p(B\A):m P(ANB)= 109 _ 9
P(A) 25%24 60
p(ay- 10724 24
25%24 60
9
pB A= PACB)_60 _ 9 _ 375

P(A) 24 24
60
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2. bemutato feladat:
Egy aru 96%-ka megfelel a mindségi eldirasoknak, ¢és ennek 60%-ka I. osztalyu, a tobbi II.
osztalyu termék. Valasszunk ki egy terméket az Osszes arubdl. Mi a valdszinilisége annak,
hogy:

a.) L. osztalyu arut valasztunk ki (A -esemény)

b.) II. osztalyt arut valasztunk ki (A,-esemény)

Megoldas:
a.) P(A1)=0,96*0,6=0,576
b.) P(A2)=0,96*0,4=0,384
Masképp megoldva:
Legyen B-esemény az az esemény, hogy minéségileg megfeleld terméket valasztunk.
a.) P(BNA)=P(A;\B)*P(B)=0,6%0,96=0,576
b.) P(BNA,)=P(A,\B)*P(B)=0,4*0,96=0,384

3. bemutato feladat:

Egy versenyen 4 magyar, 5 orosz és 3 amerikai 4llt rajthoz. Mekkora annak a valdszinlisége,
hogy az els6 helyezett magyar, a masodik orosz, a harmadik szintén magyar lett, ha a ver-
senyzOk azonos esélyekkel indultak?

Megoldas:

Tekintsiik a kovetkez6 eseményeket:
Aj-esemény: az elsé helyezett magyar lett
Az-esemény:a masodik helyezett orosz lett
As-esemény: a harmadik helyezett magyar

A harom esemény egyiittes bekovetkezésének valdszinliségét kell kiszdmitani, azaz
P(A1NAxNAj)-értékét. A valoszinliségek szorzasi szabalyat felhasznalva:
P(Al ﬂAzF\A3):P(A1\A2F\A3)*P(AQF\A3):P(A1\A2F\A3)*P(A2\A3)*P(A3)

Szamitsuk ki a jobboldalon 4ll6 tényezoket!

Osszesen 12 versenyzé indult, ebbdl 4 magyar, vagyis P(A3 )=4/12=1/3 .

P( a masodik orosz, feltéve, hogy a harmadik magyar )=P(A;\A3)=5/11, mivel a jo esetek
szama 5 (hiszen ennyi orosz versenyz6 indult), az 0sszes eset pedig 11 (mivel feltételeztiik,
hogy a harmadik helyezett magyar lett, igy mar csak 11 versenyzo koziil valaszthatunk).

P( az els6 magyar, feltéve, hogy a masodik orosz ¢s a harmadik magyar)=P(A;\A>"A3)=3/10,
mert ekkor a jo esetek szdma 3, az 0sszes esetek szama pedig 10.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy P(A1NA2NA3)=3/10% 5/11* 1/3 = 1/22 =0,045 .

3.2. Teljes valosziniiség

Ha a By, B,,.....B, események teljes eseményrendszert alkotnak és P(B;)#0 (i=1,2,...,n), akkor
A-esemény bekovetkezésének valosziniisége:
P(A) =) P(A\B,)*P(B,)
i=I

Ez a teljes valoszinliség tétele, mert egy A-esemény valoszinliségét feltételes valosziniiségek-
bdl hatdrozza meg.
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4. bemutaté feladat:

Van harom dobozunk, mindegyikben fehér és fekete golydk vannak az aldbbiak szerint:

L. 2 fehér és 3 fekete golyo;

II. 4 fehér és 1 fekete golyo;

1. 3 fehér és 7 fekete golyo.
A kisérlet soran 1/2 1/3, és 1/6 valészintiséggel keriilnek kivalasztasra az egyes dobozok. A
kivélasztott dobozbdl kivesziink 1 db golydt. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a kivett
golyo fehér?

Megoldas:

P(B))=1/2  P(By)=1/3 P(B;3)=1/6

P(A)=P(A\B))*P(B))+ P(A\B,)*P(B,)+ P(A\B3)*P(B3)

Az I.dobozban: P(A\B;)=2/5

A 1II. dobozban: P(A\B,)=4/5

A 1III. dobozban: P(A\B3)=3/10

P(A)=2/5*1/2+4/5*1/3+3/10*1/6=0,5167

Azaz 0,5167 a valdszinlisége annak, hogy a véletleniil kivalasztott dobozbdl fehér golydt ve-
szlink ki

5. bemutato feladat:

Eltévedtiink a piacon. A kdzellinkben négy ruhaarus, egy 0jsagos és két virdgarus van. A ru-
haarusok 0,6 valdszintiséggel tudjak megmondani a helyes iranyt, a viragarus nénik 0,7 valo-
szinliséggel, az ujsagos szinte biztosan, 0,95 valdsziniiséggel. Mekkora a valdsziniisége, hogy
helyes utbaigazitast kapunk, ha a koziiliik véletlenszertien kérdeziink meg valakit?

Megoldas:

Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:

A-esemény: helyes utbaigazitast kapunk

Bi-esemeny: valamelyik ruhaarustol kérdezziik meg a helyes iranyt
Bo-esemény: valamelyik viragarustol kérdezziik meg a helyes iranyt
Bs-esemeny: az ujsagarustol kérdezziik meg a helyes iranyt

Osszesen 4+2+1=7 4rus van a kdrnyéken.
Annak a valoszintisége:

e hogy ruhaarust vélasztunk: P(B,)=4/7;

e hogy viragarust valasztunk: P(B,)= 2/7,

e hogy az Ujsdgarust valasztjuk: P(Bs)= 1/7-t kapunk
feltéve,

e hogy ruhadrustol kérdeziink: P(A\B,;)=0,6

e atobbi: P(A\B,)=0,7 és P(A\B3)=0,95 .
frjuk fel a teljes valosziniiség tételét:
P(A)=P(A\B))*P(B)+P(A\B,)*P(B»)+P(A\B3)*P(B;)= 0,6%4/7 +0,7*%2/7 +0,95*1/7 = 0,6 786
Azaz 0,6786 valdszinliséggel kapunk helyes utmutatést.

3.3. Bayes-valosziniiség tétele

Ha By, B,,...By-események teljes eseményrendszert alkotnak, és P(Bi#0) (i=1, 2, ...,n), tovabba
A tetszdleges esemény, amelyre P(A)#£0, akkor
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P(A\B,)*P(B)

P(B\A)=—
> P(A\B,)*P(B))
j=1

Ez Bayas-tétele, melyet a klasszikus valdszinliség-szamitasban az ,,okok valdszintisége tételé-
nek” neveznek.

6. bemutato feladat:

Van harom dobozunk, mindegyikben fehér és fekete golyok vannak az aldbbiak szerint:

IV. 2 fehér és 3 fekete golyo;

V. 4 fehér és 1 fekete golyo;

VL 3 fehér és 7 fekete golyo.
A kisérlet soran 1/2 1/3, és 1/6 valdszintiséggel keriilnek kivalasztasra az egyes dobozok. A
kivalasztott dobozbol kivesziink 1 db goly6t. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a huzés az
elsd dobozbdl torténik és a kivett golyd fehér lesz?

Megoldas:

P(B))=1/2 P(B,)=1/3 P(B3)=1/6
Az I.dobozban: P(A\B;)=2/5

A II. dobozban: P(A\B,)=4/5

A III. dobozban: P(A\B3)=3/10

2 1
Tk
P(A\B,)*P(B,) 57 12
P(BI\A):iP(A\];)*P(IB>:(2>r=1)+(4=1<1>+(3*1)2520’3871
= : 70527 75 37 10 6

Azaz 0,3871 a valoszinlisége annak, hogy az els6 dobozbol fehér golyot vesziink ki

7. bemutato feladat:
Labdarugé edzésen jartunk. Tudjuk, hogy a résztvevd 20 jatékos koziil a csatarok (5 £6) 0,9
valoszinliséggel, a kozéppalyasok (7 £6) 0,8, a véddk (6 £6) 0,75, a kapusok (2 6) 0,7 valoszi-
nliséggel 16vik be a biintet6t. Latunk egy jatékost, aki kihagyja a biintetdjét. Mi a valoszini-
sége, hogy O csatar?

Megoldas:
Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:

e A-esemény: a jatékos kihagyja a biintetot.
Bi-esemény: a véletlenszeriien valasztott jatékos csatar: P(B;)= 5/20 =0,25
B,-esemény: a véletlenszeriien valasztott jatékos kdzéppalyas: P(B,)= 7/20 =0,35
Bs-esemény: a véletlenszertien valasztott jatékos védo: P(g3)= 6 /20=0,3
Bs-esemény: a véletlenszerilien valasztott jatékos kapus: P(g4)= 2 /20=0,1

P(A\B;)=1-P(belsvi\B)=1-0,9=0, 1

Hasonldan:
P(A\B,)=1-0,8=0,2
P(A\B;)=1-0,75=0,25 ,
P(A\B4)=1-0,7=0,3 .
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Alkalmazzuk a Bayes-tételt:

P(A\B,)*P(B,) 0,1%0,25 ~
(0,1#0,25) + (0,2 % 0,35) + (0,25 0,3) + (0,3 * 0,1)

P(B,\A)=—
> P(A\B,)*P(B))
j=1

Tehat az ismeretlen jatékos 0,125 valdszinliséggel csatar.

3

3.4. Események fiiggetlensége

Ha két esemény A és B egymastdl fiiggetlenek, az azt jelenti, hogy az egyik bekovetkezésé-
nek valdszinliségét a masik esemény bekovetkezésének valoszinlisége nem befolyasolja. Eb-
ben az esetben teljesiil a P(A\B)=P(A), vagyis:

P(AnB)=P(A)*P(B)
Az A-eseményt két egymast kizaro eseményként is felirhatjuk:

A=(AnB)U(AN B)

és
(ANB)N (AN B)#0
igy _
P(A)=P(ANB)UP(AN B)
Mivel:

B P(ANB)=P(A)*P(B) -
P(An B)=P(A)- P(ANB=P(A)-P(A)*P(B)=P(A)*[1-P(B)]=P(A)*P( B)

8. bemutato feladat:

Egy elektromos késziilek 3 alkatrésze egymastol fliggetleniil 02; 0,6; és 0,4 valdszintiséggel
hibasodik meg egy bizonyos hdmérséklet elérésekor. Ha a harom alkatrész koziil barmelyik
meghibasodik, akkor a késziilék nem mikodik. Mennyi a valoszintisége annak, hogy a készii-
1€k az adott hdmérsékletet tullépve is még mitkodik.

Megoldas:

P(A1)=0,8  P(A)=04  P(A3)=0,6

P(A1n Ao A3)=P(A1)*P(A2)*P(A3)=0,8*0,4*0,6=0,192

0,192 annak valdsziniisége,hogy az adott hdmérsékletet tullépve is még miikodik a késziilék.



