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7. lecke Statisztikai mintavétel és becslés

A val6szinliségi valtozo6 vizsgalatakor az lenne az idedlis, ha végtelen nagy adathalmaz éallna
rendelkezésiinkre, ugyanis ebben az esetben kapnank csak elég pontos informaciokat a vizs-
galt sokasag kiilonbozd jellemzdirdl. Végtelen sok adattal azonban nem tudunk dolgozni,
mert a rendelkezésre 4ll6 eréforrasok (id6, pénz, kapacitas, stb.) ennek hatart szabnak. Igy a
vizsgalt valoszinliségi valtozd véges szamu megfigyelt értékeibdl allo adathalmazt ismerjiik,
¢és ezekbdl az adatokbol kell statisztikai kovetkeztetéseket levonni a valoszinliségi valtozo
eloszlaséra jellemz6 paramétereire.

7.1. Mintavételi eljarasok

A statisztikai vizsgalat targyat képezo egyedek Osszességét statisztikai sokasagnak/ populéci-
onak nevezziik. A populacié tartalmazhat véges vagy végtelen sok elemet. A statisztikai po-
pulaciobdl vizsgalat céljabol kivalasztott csoportot mintanak nevezziikk. A mintavétel kiilon-
boz0 eljardsokkal a sokasdg n-szamu elemének kivalasztasabol all. A kivalasztott elemekhez
tartoz6 szamértékeket mintavételi valtozoknak nevezzik, és ugy tekintjiik, mint n-szdmu fiig-
getlen ¢s egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozot.

A kivalasztott mintanak reprezentativnak kell lennie, azaz ugyanazokkal a tulajdonsagokkal
kell rendelkeznie, mint az alappopulacionak, hiszen csak igy tudunk a minta elemeivel végzett
elemzések utan kovetkeztetéseket levonni az alappopuléciora vonatkozoan.

Egy populécio elemszdma lehet véges és végtelen. A véges (N) elemszadmu populacié meg-
adasanak legegyszeriibb modja egyetlen ismérv szerint az alabbi:

Y, Y2 ..., Yn
Ha a populécié végtelen szamu, akkor nem adhat6 meg ebben a formaban. Ekkor két esetet
kiilonboztetliink meg:
- diszkrét ismérv esetén, ami azt jelenti, hogy az ismérvértékek véges vagy megszam-
lalhatatlan végtelent alkotnak, akkor a valdszintiségi eloszlas hasznélhato:
P(Y=k)=Px
- folytonos ismérv esetén pedig a:
P(Y<y)=F(y)
eloszlasfiiggvénnyel és ennek derivaltjaval, az
F*(Y)=f(y)
stiriségfiiggvénnyel adhatdo meg a sokasag.

Osszefoglalva:

Populacid
Ismérv Véges végtelen
Diszkrét Felsorolassal, valdszinliség- Valoszinliség-eloszlas
eloszlassal
folytonos Felsorolassal, eloszlas fiigg- eloszlasfiiggvénnyel
vénnyel

A gyakorlatban tobbnyire véges populaciobol torténik a mintavétel. A populacidé milyenségé-
tol fliggetleniil a beldle szarmaz6 minta mindig véges, és elemszamat n-nel jeloljik. A minta
megadasa pedig az elemek felsorolasaval torténik: y=(yi, y2, .., ¥n)-
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Fontos kérdés, hogy hogyan valasszunk ki mintat a populaciobdl. Ennek kiilonb6zé modjai
ismertek. A mintavételnél fontos kovetelmény a pontossag és az olcsdsdg. Hogy a kettd koziil
melyiket mennyire vessziik figyelembe, az meghatarozza a mintaelemek kivalasztasi modjat.
A mintaelemek kivalasztasa torténhet visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil.

Visszatevéses mintavétel: a kivalasztott elemeket visszahelyezziik a mintaba és igy ugyanaz
az elem tobbszor is bekeriilhet a mintaba. (Ez a fiiggetlen, azonos eloszlast minta :FAE). Egy
N elemszamu populaciobol n-elemet N"-féleképpen valaszthatunk ki.

Visszatevés nélkili mintavétel: a kivalasztott elemet nem tessziik vissza, igy minden minta-
elem csak egyszer keriilhet a mintdba (Egyszerii véletlen mintavétel (EV). Egy N elemszamu

N
populéciobol n-elemet ( J-féleképpen valaszthatunk ki.
n

Végtelen elemszamu populacié esetén mindkét eljardsnal a minta elemei, mint valoszintiségi
valtozok, minden esetben fiiggetlenek lesznek egymastol. Véges populacid esetén csak a visz-
szatevéses mintavétel eredményez fiiggetlen mintaclemeket.

Véges populacid esetén a minta jellemzoéje az n/N kivalasztasi arany, amely azt mutatja meg,
hogy a populécio elemeinek mekkora hdnyada keriil a mintdba.

A mintavétel médja nagymértékben meghatirozza a minta tulajdonsagat, aminek igazi jelen-
tdsége a mintavételi hiba meghatirozasanal van.

A mintaval kapcsolatban fontos fogalom a kis és nagy minta. Ennek jelentdségét az adja,
hogy a mintabdl szamitott jellemzdk nagy részének (atlag, szorés, stb.) eloszlasa nagy minta
esetén kozelitéleg normalis eloszlasuva valik, igy egyszeriibb kezelni. Kis mintaszam esetén
ez altaldban nem mutathat6 ki. Szimmetrikus vagy ahhoz kozel 4116 populacioi eloszlas esetén
mar viszonylag kis elemszadmu mintdk (n>30) is nagy mintanak tekinthetdk, mig a szimmetri-
kustol eltérd populacid esetén csak a tobb szdzas mintanagysag tekinthetd nagy mintanak.

1. bemutaté feladat:

Kis minta, visszatevéses mintavétellel.

Egy urnaban 2 fekete és 8 fehér golyd van, 3 elemii mintat vesziink. Barmilyen golyot valasz-
tunk ki elsére, mivel visszatessziik, a 2. és 3. kivalasztaskor is ugyanolyan a populacié allapo-
ta, azaz 2/10=1/5 a valoszintlisége, hogy fehér, és 8/10=4/5 a valdsziniisége annak, hogy feke-
te goly6t hizunk. A mintaelemek kivéalasztasa fiiggetlen egymastol.

Kis minta visszatevés nélkuli mintavétellel

1. kivalasztas: 1/5 a fekete és 4/5 a fehér kivalasztasanak valdszinlisége.

2. kivalasztas: ha elsore feketét vettiink ki, akkor mar csak 1/9 a fekete és 8/9 a fehér kivalasz-
tasanak valosziniisége.

3. kivalasztas: ha masodikra is feketét valasztottunk ki, akkor mar csak fehéret tudunk valasz-
tani, azaz az elsO két kivalasztas meghatarozza a harmadikat, tehat az egyes mintaelemek nem
fliggetlenek egymastol.

Nagy minta visszatevéses mintavétellel
Legye 200.000 fekete ¢s 800.000fehér golyo az urnaban. A fekete kivalasztasanak valdszinii-
sége itt is 1/5=0,2

Nagy minta visszatevés nélkuli mintavétellel
l.mintavétel: 1/5=0,2 a fekete valdszinlisége
2.mintavétel: 199.999/999.999=0,199999999=0,2 a fekete valosziniisége.
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Azaz nagy mintaszdm esetén a visszatevéses €s a visszateveés nélkiili mintavétel is kozelitdleg
egymastol fliggetlen és azonos eloszlasu elemekbdl 4ll6 mintdhoz vezet.

A minta nagysaga és a mintavétel modja mellett fontos a mintavételi eljards megvalasztasa. A
mintavételi eljaras sordn az alappopuldciobdl meghatarozott szdmu egyedet valasztunk ki. A
mintavételi eljarasok sokféleségét az adja, hogy a minimalis raforditassal, maximalis informa-
ciot elve tartalmazza az olcsosag és fontossag ellentétét. Ezért a mintavételi eljarasok mindig
kompromisszumot takarnak a rendelkezésre allo pénz és idd, valamint az elérhetd pontossag
kozott. A mintavételi eljarasok sokfélesége végiil is ennek az ésszerti kompromisszumnak az
adott vizsgalati célhoz val¢ illesztését jelentik

7.1.1. Véletlen mintavételi eljarasok

A véletlen mintavétel 1ényege, hogy a mintat alkotd elemek a kivalasztas soran egyenld valo-
szinliséggel keriiljenek bele a mintdba. Az ember a véletlen kivéalasztas végrehajtasara nem
megfeleld, ugyanis a szubjektiv kivalasztas altalaban nem felel meg az egyenld valdsziniiség
elvének, foleg nagy populacid és minta esetén.
Ha a populacié minden tagjahoz egy sorszamot rendeliink, akkor egy olyan szamsort kell
megadnunk, amely a véletlenszerliséget biztositja a mintavételkor. Ilyen szamsort haromféle-
képpen adhatunk meg:
e Sorsolassal: papirlapokra felirjuk a sorszamokat és egy urnaba téve huzzuk ki a min-
taba keriil6 elemek sorszamat.
e Veéletlen szdmok segitsegével: véletlen szamok tablazat segitségével: matematikai
képlettel allitottak eld. El0szor ki kell sorsolni a tablazat valamely sorat €s oszlopat, €s
az ott taldlhatd szamtol kezdve folyamatosan haladva haszndljuk a mintavételhez a
tablazatban szerepld sorszdmokat. Az egymas mellett véletlenszerlien sorakozd négy
(vagy tobb) jegyl szdmok koziil azokat jegyezziik fel, melyek sorszamként szerepel-
nek nyilvantartdsunkban, a sorszdmként nem szereplé szamokat pedig "atugorjuk".Ha
négyjegyll tablat haszndlunk, akkor az adtaink sorszdmozasa is négyjegyt, azaz 0001;
0002; 0003; stb. Ezt mindaddig folytatjuk, amig annyi sorszamot nem jegyeztiink fel,
ahdny elemli mintara sziikségiink van. A véletlenszam-tdbla a legtobb statisztikai
konyvben megtalalhato.

e szamitdgepes véletlen szam generéalassal.
A véletlen szam segitségével torténd mintavétel csak olyan esetekben hasznalhato, ha a popu-
lacio egyenletes eloszlasu.

Folytonos populécio esetében a felezéses modszert alkalmazzak, addig felezik a mintat, amig
vizsgéalhatdo méretli mintanagysagot kapnak.

7. 1.1.1.Egyszerti véletlen mintavétel (EV)

Homogén, véges elemszamt populacié esetén visszatevés nélkiil valasztjuk ki a mintat, ele-
menként egyenld valoszintiséggel. Véletlen szam segitségével torténd mintavételkor az ismé-

N
telten el6forduld sorszdmot atugorjuk. A mintavétel soran az N elemt populécidobol ( j-féle
n

(N alatt az n) kiilonb6z6 6sszetételti mintat kapunk.
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Ez a mddszer foleg a természettudomanyi kisérleteknél, féleg a bioldgiai eredmények értéke-
lésekor alkalmazhat6. Tarsadalmi-gazdasagi jelenségek vizsgalatara nem hasznalhato.

7.1.1.2. Fiiggetlen, azonos eloszlasu minta (FAE)

FAE mintét akkor kapunk, ha homogén és végtelen populacidobodl visszatevéssel vesziink min-
tat. Végtelen populaciobol vett visszatevés nélkiili minta is lehet FAE-minta, hiszen a kiva-
lasztott elemek nem befolyéasoljak a megmarado populacio eloszlasat. Az egyes mintaelemek
kivalasztasa azonos valdszintiséggel torténik. Tipikus alkalmazasi teriilete a tomegtermelés
mindségi ellendrzésének.

7. 1.1.3. Rétegezett mintavétel (R)

A rétegezett mintavétel sordn a vizsgélt ismérv szempontjabol heterogén populécidot tobb
homogén (minél kisebb szérdsu) részpopulaciora bontjuk gy, hogy a csoportok kiadjak a
teljes populéciot, tovabba egyetlen populécioi elem se tartozzon két vagy tobb csoportba. Az
egyes rétegeken beliil a minta elemének a kivalasztasa egyszerli véletlen mintavétellel torté-
nik. Ez a mddszer a tarsadalomtudomanyok teriiletén nagyon gyakori.

- Egyenletes elosztas: Lényege, hogy minden rétegben azonos szamu mintaclem keriil,
azaz nj=n/M. Egyszerli végrehajtani, de hatranya, hogy nem veszi figyelembe a teljes
populacidt add részpopulaciok nagysagat és szorasat, igy nagyfoku torzitast okozhat

- Aranyos elosztas: Lényege, hogy a mintaba a populacioi aranyoknak megfeleléen va-
lasztjuk meg az ardnyszamot: n=n*N;/N. A mintdban ugyanazok a stlyaranyok szere-
pelnek, mint a populaciéban. Végrehajtasa egyszer.

- Nem aranyos elosztas: a mintaban a rétegaranyok nem egyeznek meg az alappopula-
cioi rétegaranyokkal: n#n*N;/N

- Neyman-féle optimalis elosztds: A nem aranyos elosztas egyik fajtaja. Alkalmazasa-
nak feltétele, hogy elére ismerjiik vagy becsiilni tudjuk az egyes rétegekbe 1évo adatok
szOrasat (c;). A nagyobb szorast rétegekbdl nagyobb szdmu mintat vesziink. Eldnye,
hogy minimalis hibaval szamolhat6 ki az ilyen mintabol a foatlag, de nehéz végrehaj-
tani, mivel a rétegenkénti szoras sziikséges hozza.

- Koltségoptimalis elosztas: A rétegezett mintavétel egyik modja, és feltételezi, hogy
ismerjiikk az egyes rétegek megfigyelési egységkoltségeit is. Egy elem atlagos megfi-
gyelési koltsége I1j forint. Azonos rétegnagysag és szoras esetén minél nagyobb a
mintavétel koltsége, annal kisebb mintét kell venni a rétegbdl

7. 1.1.4. Csoportos mintavétel (Cs)

A homogén populaciot csoportokra bontjuk, a mintat egyszerti véletlen mintavétellel kivalasz-
tott csoport egyedei alkotjak. A csoportok meghatarozasa lehet természetes, azaz eleve adott,
de mesterségesen is torténhet. Az N elemii populaciot M részre bontjuk, ahol az egyes csopor-
tok n; elemiiek, és Xn=N.

Foleg kozvélemény-kutataskor alkalmazzak ezt a mintavételt.



111 Modul 7. lecke

7.1.1.5. Tobblépcsos mintavétel (TL)

Homogén populécio vizsgalata esetén alkalmazhat6. Eldszor csoportos mintavétellel kiva-
lasztjuk az elsddleges mintavételi egységeket. 1-1 homogén nagyobb csoportbdl egyszerii
véletlen kivalasztassal egyedeket jeldliink ki, amelyek kiscsoportokat alkotnak. Ha megfeleld
a minta, akkor kétlépcsds mintavételrdl beszéliink. Ha nem, akkor a kiscsoportokkal tovabb
ismételjiik az eljarast.

7.1.2. Nem véletlen mintavételi eljarasok

A véletlen mintavétel esetén elkdvetett hibak valdszinliség-szamitasi ismeretek segitségével
meghatarozhatdéak. A nem véletlen mintavétel esetén kapott minta és az eredeti populacid
ko6zott azonban nehéz a mintavétel soran elkovetett hibakat szamszerisiteni, a torzitasokat
kisz{irni.
A torzitasok csak csokkenthet6k, de nem szilirhetdk ki teljesen. A torzitasok minimalizalasa
érdekében célszeri, ha

e avizsgalat alanya nem ismeri az adatfelvétel céljat,

o cgyértelmi kérdések vannak megfogalmazva,

e kontrolkérdéseket is beiktatnak a kérdések kozé.
A nem véletlen mintavételi eljarasok tipikus esetei a tdrsadalmi vizsgalatok, sok esetben sze-
mélyes megkérdezés soran alakul ki az informacio.

7.1.2.1. Szubjektiv kivalasztas

Onkényesnek is nevezik, mivel a mintavevd a szakmai ismeretére tdmaszkodva az altala jel-
lemzOnek tartott egyedeket valasztja ki a populaciobol

7.1.2.2. Kvota szerinti kivalasztas

Elére megadjuk a minta Osszetételét, azaz eldre rogzitett megoszlasi viszonyszamnak megfe-
leld lesz a minta. Ehhez megfeleld informécio sziikséges a populaciorol a vizsgalt ismérv sze-
rint. A véletlennel kombinalt kvéta kivalasztds azonban jobb, mint a csak kvdta szerinti. A
kvotas eljaras a rétegezett mintavételhez hasonld eredményt ad. A lakossag korében végzett
felmérések, az adatvédelem miatt egyre inkabb kvotas eljarassal késziilnek.

7.1.2.3. Koncentralt kivalasztas

Feltételezi, hogy a populéacio vizsgalt jellemzdjét dontden kevés szamu egyed hatarozza meg.
A mintavétel soran ezeket, a meghatarozo elemeket valasztjuk ki. Pl.: a nemzetgazdasagi fo-
gyasztassal kapcsolatos elemzések soran a fogyasztdi arindex meghatarozasanal a legnagyobb
mértékben fogyasztott termékeket valasztjak ki.
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7.1.3. Kombinalt kivalasztas

A véletlen ¢és a tudatos kivalasztas kombinacidja. Az N elemii véges populaciot a vizsgalando
ismérv alapjan sorba rendezziik. Az n mintaelem-szdm megadasa utan a populacié minden k-
adik eleme bekeriil a mintaba olyan modon, hogy

k= [ﬁ} ( a hanyados egész része)
n

Osszefoglalasul elmondhat6, hogy a mintavétel alapveté célja, hogy létrehozzon az alappopu-
lacio helyett egy kevesebb koltséggel és idovel vizsgalhato részpopulacioot, amely minta ele-
gendd informéciot nyujt arra, hogy beldle az eredeti populacidra levont kovetkeztetéseink
valoszinliségi értelemben kell6en pontosak legyenek.

7.1.4. Mintavételi hiba

A statisztikai adatfelvételek €és az annak eredményeit felhasznald elemzések mindig tartal-
maznak hibat. A statisztikai hiba egy része a mddszertan sajatossagaibol is adodik (tomorités,
kozelités, becslés), ez velejaroja a statisztikai elemzéseknek. A statisztikus célja, hogy a hibat
minimalisra csdkkentse (mintavételi és nem mintavételi hibat egyiitt). A mintavételi hiba ma-
tematikai-statisztikai eszk6zokkel becsiilhetd. A nem mintavételi hiba korabbi tapasztalatok
alapjan becsiilhetd meg. A mintavétel tervezésénél a mintavételi hibaval és annak vizsgalata-
val foglalkozunk.

Egy adott populacio esetén egy meghatdrozott szdmu mintat nemcsak egyféleképpen lehet
kivalasztani, igy minden minta mas és mas 0sszetételii.

Vegylink egy példat, amelynél ismerjiik a teljes populaciot, de a gyakorlatban ez ritkén valo-
sul meg, hisz a mintavételre pont azért van sziikség, mert a teljes alappopuldciot nem ismer-
juk.

2. bemutato feladat:
A Ferihegyre érkez6 kiilfoldi 1égitarsasagok adatai:

Sorszam Utasok szama 1000 {6
1 42,5
2 31,6
3 34,9
4 32,0
5 72,6
6 48,8
7 21,3
8 57,4
9 110,5
10 17,4
Atlag 46,9
SzOras 26,4

Megoldas:

Vegyiik most 2, 3 és 5 elemii mintakat, s szamitsuk ki az atlagokat és a szoérasokat mintan-
ként. Az elemeket az aldbbiak szerint valaszthatjuk ki:
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Mintaelemek | atlag Mintaelemek | atlag Mintaelemek | atlag
1,2 37,05 1,2,3 36,33 1,2,3.4,5, 42,72
2,3 33,25 2,34 32,83 2,3,4,5,6 43,98
3.4 33,45 3.4,5 46,50 3,4,5,6,7 41,92
4,5 52,30 4,5,6 51,13 4,5,6,7,8 46,42
5,6 60,70 5,6,7 47,57 5,6,7,8,9 62,12
6,7 35,05 6,7,8 42,50 6,7,8,9,10 51,8
7,8 39,35 7,8,9 63,07

8,9 83,95 8,9,10 61,77

9,10 63,95

Atlag 48,78 47,47 48,04
szorads 16,74 10,20 6,98

Lathato, hogy az egyes mutatok értéke mintanként valtozo, a mintdkbol szamitott atlagok az
alappopulaci6 atlaga koriil szorodnak. Ez a szorodas a nagyobb mintdk esetén kisebb, azaz a
nagyobb mintdkbol szamitott 4dtlagok pontosabban jelzik a populaciot. Barmelyik mintabol
szamitott atlaggal jellemezziik a populaciot, hibat kovetiink el. A mintavételi hiba a populacio
jellegén az alkalmazott mintavételi eljarastol és alapvetden a mintanagysagtol is fiigg.

7.2.Statisztikai becslés

A statisztikai becslés az alappopulaciot alkotd valosziniliségi valtozok eloszlasanak, jellemzo-
inek és paramétereinek becslését jelenti az alappopulacidobol vett mintabdl szdmitott mutatok
alapjan. A statisztikai becsléseket igynevezett becslofiiggvények segitségével végezziik el. A
becslofliggvény olyan valdszintiségi-valtozo fiiggvény, ami valamely populécioi jellemzo
mintabdl torténd kozelitd meghatarozasara szolgal.
Egy populaciéi jellemzore tobb becslofiiggvény is készithetd. Ahogy a véletlen minta elemei
valoszinliségi valtozok, ugyanigy a becslofliggvény értéke is az. Egy adott n-elemli minta
csak egyetlen becsiilt értékkel rendelkezik. A minta alapjan az alappopulacionak tobbféle jel-
lemzdje is becstilhetd, pl.:

e szamtani atlag,

o ¢rtékdsszeg,

e ardny ¢s megoszlas,

¢ hanyados.
A becsléfiiggvény akkor lesz jo, ha a kiilonféle (véletlen) mintdk esetén értéke a becsiilni ki-
vant jellemz6 koriil ingadozik, és az ingadozas lehetdleg kicsi. A becsldfiiggvénnyel szemben
tamasztott kovetelmények:
torzitatlansag,
hat4sossag,
koncisztencia
robosztussag.

Torzitatlansag:
Torzitatlannak neveziink egy becslofiiggvényt, ha annak varhato értéke megegyezik a becsiil-
ni kivant populécioi jellemzdvel. Azaz:

E©)=0
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Két becslofiiggvény koziil, ha més kritériumot nem vesziink figyelembe, a torzitatlant része-
sitjiikk elénybe. A torzitds mértékét a torzitds mérdszamaval (Bs) lehet kifejezni. Torzitatlan
becslofliggvény esetén:

Bs(®)=E(0®)=0
Két torzitott becsléfliggvény esetén azt tekintjiik a jobbnak, amelyiknél a torzitas abszolut
értéke kisebb, azaz az alabbi esetben:

|Bs(©,)(|Bs(©,)

az els6 becslofiiggvényt valasztjuk.

Haté&sossag
Egy torzitatlan becsléfiiggvénynek lehet olyan nagy a szérddasa, hogy ez hasznalhatatlanna

teszi a becslésre. Ha a ®; és a ®: torzitatlan becsléfiiggvénye 0-nak, és a o (01)(,0°(©2),

akkor azt mondjuk, hogy a ®; hatasosabb becsléfiiggvénye 0-nak, mint a ®,. A becslofiigg-
vény valamennyi lehetséges mintan felvett értékeibdl szamitott szérasnégyzetet mintavételi
szorasnégyzetnek, ennek négyzetgyokét pedig a becsléfiiggvény, illetve a becslés standard

hibajanak nevezzik. Se(®) = Var(®) .
Két torzitatlan becsldfiiggvény szorasnégyzetét hanyados formaban Osszehasonlitva relativ

Var(®,)
Var((:)z)

hatasfoknak nevezziik. Ef, = . Ha értéke nagyobb mint 1, akkor a C:)z a hatasosabb.

Konzisztencia:

Kovetelménye azt irja eld, hogy a becslés torzitatlan legyen, és a mintanagysag minden hata-
ron tul torténd ndvelése esetén annak a valdszintisége, hogy a becsiilni kivant paraméter és a
becslofiiggvény eltérése kisebb egy € szamnal egy legyen vagy a szorasnégyzete a nulldhoz
tartson.

lim P(© - ©(2) = 1 vagy lim VAR(®(n)) = 0

Mas szoval: nagy minta esetén a becsiilt érték nagy valosziniiséggel kozelitse meg a populé-
cioi jellemzo értékét.

Robosztussag:

Akkor mondjuk, hogy egy becslofiiggvény robosztus, ha az érzéketlen a kiindul6 feltételekre.
Ha a populécioi eloszlast nem ismerjiik, akkor a becslésre a robosztus becsldfiiggvényt hasz-
naljuk.

7.2.1. Pontbecslés

A becsléfiiggvény értékérdl kdzismert, hogy valoszinliségi valtozd, de egy n elemli mintdhoz
csak egyetlen konkrét értéket rendelhetiink. Az eddig tanult populécioi jellemzok (atlag, szo-
rads) becslését is elvégezhetjiik pontbecsléssel. A szamitds megegyezik példaul az atlag esetén
a korabban a statisztikdban tanultakkal.
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Pontbecslés: A minta megfelel statisztikajat elfogadjuk a populacido megfelelé paraméteré-
nek.

Az atlagrol azonban tudjuk, hogy nem a populacié minden tagjara vonatkoz6 adatok ismere-
tében szamoltuk ki, hanem a mintabol igy bizonytalansdgot rejt magéaba, ezért a pontbecslés
helyett a leggyakrabban az un. intervallumbecslést alkalmazzuk.

7.2.2.Intervallumbecslés

Jelolje F(x) egy & valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényét, ,,a”° pedig a € valoszinliségi val-
toz6 eloszlasdnak egy jellemzd paraméterét, amelynek értékét nem ismerjiik, Egy n-elemii
mintat vesziink; x;, Xa, . Xp-értékekkel és ebbdl a mintabdl kovetkeztetiink az a-paraméterre. A
mintavételi valtozokbol létrehozunk egy o= xi, X2, Xn) fliggvényt, amelynek értéke inga-
dozik mintardl mintara, de kdvetkeztetni lehet beldle a-értékére. Azt mondjuk, hogy a az a-
paraméter statisztikai becslése. Az a-becslést torzitatlannak mondjuk, ha varhat6 értéke a-val
megegyezik. Az o altalaban nem egyezik meg a-val. Gyakorlatilag elegendd annyit tudnunk,
hogy a valodi a-paraméter benne van egy intervallumban, amelyet a minta alapjan hatarozunk
meg. A becslésnek ezt a mddjat intervallumbecslésnek nevezziik, az intervallumot pedig
megbizhatdsagi vagy konfidencia intervallumnak.

Megadunk egy o kozepl intervallumot, amelybe a-értéke egyhez kozelalld valdszintiséggel
beleesik, azaz:

P(a-d<a<o+d)=1-p.

Ahol d: az intervallum szélessége, (1-p) pedig azt a valdszinliséget jelenti, amellyel a meg-
adott intervallum lefedi az a-paramétert

a-d o+d

Az (1-p)-t szazalékban szoktuk megadni. Leggyakrabban hasznalt értékei: 90%; 95%; és 99%.
A p a hibaszazalékot jelenti. Az intervallum szélessége a p-értékétdl, a minta elemszamatol és
szorasatol. fiigg

Altalaban szimmetrikus intervallumokat keresiink. Az intervallumbecslésnél is tobb esetet
kiilonboztetiink meg.

7.2.2.1. Intervallumbecslés a varhato értékre: Normalis eloszlasu populacio esetén, ha a po-
pulacio szordsa (o) ismert

Legyen & valosziniiségi valtozé normalis eloszlast M(&) varhat6 értékkel és ¢ szoérassal. Te-
gyiik fel, hogy o-értékét ismerjiik, de M(&)-értéke ismeretlen. Vegylink egy n-elemii mintat és
becstiljiik meg M(&)-paramétert a minta atlagaval.

A becsléshez a z-probafiiggvényt alkalmazunk.

Keressiik azt a (z,;z, ) intervallumot, melybe nagy, (1-o) valosziniiséggel beleesik a valoszi-

niiségi valtozo6 varhato értéke.



111 Modul 7. lecke

A kozponti hatareloszlas tétel szerint fliggetlen, azonos eloszlastu valdszintiségi valtozok 0sz-
szegének standardizéltja kozelitdleg standard normalis eloszlasu.

Mivel M(§)-re (varhato értékre) keressiik az intervallumot, ezért a konfidencia intervallum az alabbi
lesz:

A c A c
u—z, *—=<ME) <p+z, *—:;.

» " T N

1 : a mintabol meghatarozott varhat6 érték

Konkrét minta esetén:

v, L SM@ R,

e

El6szor ki kell szamolni a standard hibat:

c
6. =—F=

* Vn
A z, értékét ,,A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényeinek értékei” cimil tablazatbol
keressiik ki a megfeleld valosziniiségi szinten (p).
Az intervallumbecslés altalaban kétoldalt, mivel a becsilt érték koré szimmetrikus interval-
lumot szerkesztiink, azaz az intervallum als6 ¢€s felsd hatarat pontosan meghatarozzuk. Ebben
az esetben a tablazatbol nem az (1-o)) valdszinliségi szinthez tartozo értéket keressiik, hanem
az (1-0/2)-hez tartozot.
Ha (1-0)=95%=095, akkor a=0,05, tehat a/2=0,025, igy (1-a/2)=0,975. A ,,z”-értékek tabla-
zatbol a 0,975-hoz tartozo értéket keressiik ki, amely 1,96, azaz zp 975=1,96.
Egyoldalu intervallum esetén, az (1-a) valosziniiségi szinthez tartozé értéket keressiik, az in-
tervallumnak csak a felsd hatarat tudjuk megallapitani, az als6 hatar a negativ végtelen lesz. A
,»Z -értékek tablazatbol a 0,95-hoz tartozo értéket keressiik ki, amely 1,65, azaz 7y 95=1,65.

Az * % mennyiséget hibahatarnak vagy maximalis hibanak nevezziik, és A-val jeldljiik.
n
c
A=z *—
» /n
A varhat6 érték tehat:
X+ A

A becslési hibahatart tobbféleképpen csokkenthetjiik:

e (Csokkentjiik a standard hibat: a standard hiba, a mintaatlag szoérasa csak a minta elem-
szamatol fiigg, mégpedig annak gyokével forditottan aranyos. Igy az elemszam nove-
1ésével csokken a standard hiba, és ezaltal a konfidencia intervallum is.

o Csokkentjiik a meg bizhatdsagi szintet, igy azaz z, —€rtéke is kisebb lesz és szintén ki-
sebb lesz a hibahatér.

3. bemutat6 feladat:

Egy o =0,81variancidju normél eloszlast populaciobol a vizsgalat céljabol vett 50 elemii
minta atlaga 6,2. 95%-o0s megbizhatosagi szinten allapitsuk meg a populacio atlaganak konfi-
dencia intervallumat!
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a) ElOszor ki kell szamolni a standard hibat:

c 09

Yo V50

A ,,z”-értékek tablazatbol a 0,975-hoz tartozo értéket keressiik ki:
20,975=1,96

=0,13

A=z,*0, =196 *0,13 =0,25

X =

(6,2-0,25:6,2 + 0,25) A populacid atlaga 5,95 és 6,45 kdzott van.

b/ Nézziik meg, ha a minta elemszama 100 lett volna, hogyan alakul a konfidencia interval-
lum.

c 0.9
G- =——=—22"=0,09 A=z *c-=196%0,09 =0,1764 = 0,18
* Jn o 100 b

(6,2 - 0,18 ;6,2 + 0,18 )
A populacio atlaga 6,02 és 6,38.

¢/ Legyen a megbizhatosagi szint 90%, az elemszadm az eredetei, azaz n=50

20’95:1,65
6 =0 _99 443 A=z, *c_=165%0,13=0,2145=0,21
ARV RNET

(6,2—-0,21;6,2+0,21) A populécio atlaga 5,99 és 6,41 kozott van.

4. bemutato feladat:

Legyen & egy ismeretlen varhato értékli €s ismert o =3 szorasu valdszintiségi valtozd. A
varhato értéket egy 56 elemii mintabol becsiiljiik, a minta atlaga 18,3. Hatarozzuk meg a var-
hat6 érték mintaatlaggal torténd becslésének 98%-os megbizhatosagi szintli konfidencia in-
tervallumat!

Megoldas:
o= -3
* Jn 456
A ,,z”-értékek tablazatbol a 0,99-hez tartozo értéket keressiik ki:
20,975=2,33

0,4

A= z, *c; =2,33*%0,4=0,932
A vérhato érték tehat 18,3%0,932, azaz 17,368<M(£)<19,232

7.2.2.2. Intervallumbecslés a varhato értékre: Normalis eloszlasu populacio esetén, ha a po-
pulacio szordsa nem ismert

Illetve nem normalis, de ismert eloszlasu populéci6 esetén, ha nagy mintat vettiink.
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Legyen & valoszinliségi valtozo normalis eloszlasu, M(&) varhato értékkel és o szorassal. Te-
gyiik fel, hogy c-értéke és M(§)-értéke ismeretlen. Vegylink egy n-elemii mintat és becsiiljiik
meg M(&)-paramétert a minta atlagaval.

Mivel az alappopulacid szérdsa nem ismert, igy azt is becsiilni kell, azaz a mintabol szamitjuk
ki. Ilyenkor z-valoszintségi valtozo helyett t-valoszintiségi valtozot (Student-féle eloszlas)
hasznaljuk.

_k-H

S

Jn
A t-eloszlasu valdsziniiségi valtoz6 szabadsagfoka : szf=n-1.
Eloszor ki kell szamolni a standard hibat:

t

S
\/H’

) R s — <
az intervallum pedig: (x — (520 % X + t;szf) * )

" n Vn

A t-eloszlés is szimmetrikus eloszlas, azaz a z-eloszlashoz hasonldan alakul az egy- és kétol-
dalt intervallum. A szabadsagfok novelésével a t-eloszlas egyre inkabb kozelit a normalis
eloszlashoz, szaznal nagyobb mintaszam esetén a két eloszlas eltérése minimalis.

A hibahatar: A= t;szf ) %

5. bemutato feladat:

Egy konzerviizemben az egyik miiszakban elkésziilt konzervek toltési sulyanak atlagat szeret-
nénk meghatarozni. 500 minta alapjan az atlagos toltétomeg 497 g, a tolt6tomeg szorasa
19,49g. 95%-o0s valdszinliséggel mennyi a konzervek toltdsulya?

s =5 B he716

Y Jn 4500
toors = 1,96
A=t *s-=196%0,8716=1,7083=1,71
A konfidencia intervalluma (497 —1,71;497 +1,71) g, azaz 495,29 ¢és 498,71g kozott varhato a
konzervek sulya.

6. bemutat6 feladat:

Egy ebédszallitdo cégnél 100 napig figyelve az adagokat azt kapjuk, hogy az egytalételek to-
megének atlaga 43,2 dkg, 2 dkg-os szorassal. Adjunk meg 98%-os megbizhatdsagi szinten a
konfidencia intervallumot az étel tdmegének varhato értékére!

Megoldas:
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thoy = 2,36

A=t *s-=236%0,2=0,472

A konfidencia intervalluma (43,2 -0,472;43,2+0,472) g, azaz 42,728 és 43,672g kozott van
az étel tomegének varhato értékére.

7.2.2.3. Normalis eloszlasu populdcio szorasnégyzetének és szorasanak konfidencia interval-
luma

A populdcioi szorasnégyzet (o%) becslésére a torzitatlan becslést eredményezé korrigalt ta-
pasztalati szorasnégyzetet (s°) hasznaljuk.

2Ty
n—1
(4V2
G

Ha Y normalis eloszlasu, akkor bizonyithato, hogy az valtozé (n-1) szabad-

sagfoku Xz-eloszlést kovet. A y’-eloszlas aszimmetrikus, igy a konfidencia intervallum az
alabbi:

(—1)*2

P(Za/z(szfx <Z1 22(82f)) =1-a
Atrendezve:
_ * 2 _ * 2
P((n2 1) *s 2<(n2 1) S):l—(x
X a2 (S2F X oo (s2f

A, (sz)és a yl,,(szf) értékét tablazatbol kell kikeresni a megfeleld szabadsdgfokndl és
valosziniiségi szintnél.
Konkrét minta esetén a szoras intervalluma a kovetkezd:

n—1)*g? n—1)*g?
\/(2 ) <6<\/<2 )
X i-o 2 (52 ) X oo (szf )
7. bemutat6 feladat:

250 g-os kavét csomagold gép mitkdodését vizsgalva 100 elemii mintat vesziink. A toltési to-
meg normalis eloszlasu. Hatdrozzuk meg, hogy milyen hatarok kozott lesz a kdvécsomagok
toltési tomegének szordsa 95%-os valoszinliségen. Az atlag toltési suly 248¢g, a minta szordsa
5,53g.

Megoldas:
Szf=100-1=99; a=0,05, o/2=0,025, 1-0/2=0,975,

% 0.02509=74,2; %0.97599=129,6
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— 1) kg2 * 2
Al:\/(n 1)*s :\/99 553 _ 4830

X§,975 129,6
1) *g2 * 2

A= @ 21) s :\/99 553 _ 6308
%X0.,025 74,2

A nettd toltési tomeg szorddasa (ingadozéasa) 95%-os valdszinliségi szinten 4,83g és 6,39g
kozott van.

7.2.2.4. Adott intervallumszélességhez tartozo elemszam illetve valosziniiségi szint meghata-
rozasa

Eddig adott elemszam és valdszintiségi szint mellett hataroztuk meg a konfidencia interval-
lumot. A becsléskor azonban elére rogzithetjiik a hibahatart és ehhez kell meghatérozni a
sziikséges minta elemszamat adott valoszinliségi szinten. Ha az elemszam ¢és a hibahatar is
adott, akkor meg tudjuk mondani, hogy hany szdzalékos valdszinliséggel keriil a populacioi
jellemzd az adott elemszam esetén az elére meghatarozott intervallumba.

Elemszam meghatarozasa: adott az intervallum és a valdsziniiség.

. c . P - .
Mivel: A=z *— illetve +A = t(p D% _—_ 4talakitas utan az aldbbiakat kapjuk:
n n

2
7 *G 2 . t(SZf)*S
n=| -2 illetve n =| —*
A A

Valoszinliségi szint meghatarozasa:

e) S . . I . R
tA=z *—=¢ésatA= t™0 * ___ képletek az atalakitas utén az aldbbiak:

Jn Vn
_arm

c
A kiszamitott z,-értékhez tartozo tablazatbeli ®(z)-értékbdl tudjuk a valdsziniiséget kiszami-
tani:
P=¥(z)= ®(2)-(1-D(2)),
ahol P=Y(z): a keresett valosziniiség,

@(z): a kiszamitott z-értékhez tartoz6 tablazatbeli érték.

illetve

t(szf) — A *\/E
P S ’

Zp

A t-eloszlas esetében a kiszdmitott értéket megkeressiik a tabldzatban az adott szabadsagfok-
nal, és leolvassuk a hozza tartoz6 valdszintiséget.

8. bemutato feladat:
Egy vizsgalat soran, megéllapitottadk, hogy a hallgatok éatlagos testmagassaga 169 cm és 173
cm kozott van 95%-os valoszintiséggel.
A populécio szoérdsa 9,99 cm.
e Hany hallgatot vontak be a vizsgélatba?
e Mekkora valoszinliségi szinten végezték a vizsgalatot, ha 200 hallgatd esetében is
ugyanezt a konfidencia intervallumot kaptak?
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Megoldas:
a.)
Ao 173-169 _ )
2

z,*c)  (196%999Y’
n=|-2> A = ( : 5 - j =95,84, azaz 96 hallgato testmagassagat mérték le.
b.)

A*n 24200
z = = =283

P c 9,99

A tablazatbeli ®(z)=0,9977
P=0,9977-(1-0,9977)=0,9977-0,0023=0,9954=99,54%.
Tehat a vizsgalatot 99,54%-0s megbizhatdsagi szinten végezték.

7.2.2.5. Ertékosszegsor becslése

Nagy populéci6 esetén altaldban nem az atlagra, hanem a sokasagi értékdsszegre keresiink
konfidencia intervallumot (mint az el6z6 bemutatd feladat végén). A feladat visszavezethetd
az atlagbecslésre.

Ha a vérhato érték: p =X, akkor a sokasagi értékdsszeg

S, =N*X

1

A konfidencia intervallum alsé és fels6 hatara a varhatdértékre meghatarozzak N-szerese lesz.

(0}

Jn

N*(x—z, * =), N* (x4 7, *—=);

Jn
[lletve:

- S
) N* (x + 070 *—)

n

S

Vn

9. bemutat6 feladat:

* __ (szf) %
N*(x-t,

50.000 tivegbdl vett 500 minta alapjan az atlagos toltétomeg 497 g, a toltétomeg szordsa
19,49g. 95%-o0s valdsziniliséggel mennyi lesz az 50000 iiveg toltdsulya?

s 19,49

*vn Y500

=0,8716

tions =1,96

A=t,*s-=196%0,8716 =17083
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Az értékosszegsor konfidencia intervalluma 50000 * (497 —1,7083;497 +1,7083) g, azaz
24.765kg ¢és 24935 kg kozott varhato az 50.000 db {iveg 6ssztoltdsulya.

7.2.2.6. A populacio aranybecslése

A nem homogén populaciot valamilyen mindségi vagy mennyiségi ismérv alapjan két cso-
portba soroljuk €s az egyes csoportokba esés valoszinliségét kivanjuk meghatarozni, akkor
aranybecslést végziink.

A populacion beliil egy adott tulajdonsagt egyedek ardanya p, ez azt jeleni, hogy egy egyedet
kivalasztva p a valdszinlisége annak, hogy az egyed rendelkezik az adott tulajdonsaggal. To-
vabbra is feltételezziik, hogy fliggetlen, azonos eloszlast minta all rendelkezésiinkre.

A standard hibat az aranyokbol szamoljuk ki.

[p*(1-p) p*(1-p)
G, =47 Vvagy s, =,[———
n n

A becslés a tovabbiakban a z-probafiiggvénnyel torténd becsléssel megegyezo.

10. bemutaté feladat:

Gazdalkodokat kérdeztek meg, hogy két pohanka vetdmag koziil melyiket valasztjak. 2000
megkérdezett koziil 700 gazdalkodd a ,,Hajnalka™ elnevezésiit valasztana, ha vetésre kertl a
sor. Becsiiljiik meg 99%-o0s valoszinliséggel, hogy milyen hatarok kozott lenne az ezt a fajtat
valasztok aranya, ha az 6sszes pohankat vetd gazdat megkérdezhettiik volna.

p=700/2000=0,35

* (1 — *(1 —
Gp:\/p a p):\/0,35 (1-035) _ 01
n 2000

_%:1_0,005:0,995 20005 =2,58;  A=2,58%0,011=0,028=2,8%

(35-2,8; 35+2,8)=(32,2:37,8)%

99%-o0s valoszinliséggel arra szdmithatunk, hogy gazdalkodok32,2-37,8%-a a ,,Hajnal” elne-
vezésll pohankat vetné.



