II Modul 5. lecke

5. lecke Nevezetes eloszlasok

5.1. Diszkrét eloszlasok

5.1.1. Karakterisztikus eloszlas

Tekintsiink egy adott kisérlethez tartozé tetszbleges A-eseményt, P(A)=p. Az A-esemény ka-
rakterisztikus valoszinliségi valtozojanak nevezziik &-t, ha

{1 ......... ha.az.A — esemény.kovetkezik.be

0. ha.az.A — esemény.kovetkezik.be .

A & diszkrét valoszinliségi valtozot karakterisztikus eloszlasunak nevezziik, ha a valtozonak
csak két lehetséges értéke van, E=1 és £=0, €s ezeket az értékeket:

P(&=1)=p és P(E=0)=1-p=q
valosziniiséggel veszi (0<p<l1).

Varhat6 érték, szoras:
M(E)=1*p+0*g=p

D’(&)=M(E)-[M@&] =p-p°=p(l-p)=p*q

D(&)=+/pq

1. bemutato feladat:
Egy dobozban 20 goly6 van, amelyek 's-e fehér, a tobbi piros. Legyen A-esemény az, hogy
ha 1 goly6t kivalasztunk taladlomra, az fehér lesz. Szamitsuk ki a varhat6 értéket és a szorast!

Megoldas:
: {1 ......... ha.az.A —esemény.kovetkezik.be

0......... ha.az.A — esemény.kovetkezik.be

Mivel P(A)=5/20 és P( A)=15/20
P(£=1)=0,25 és P(&=0)=1-p=0,75

M(&)=p=0,25
D*(&)=p*q=0,25*0,75=0,1875
D(£)=0,433

5.1.2. Binomidlis eloszlas

A valdszinliség szamitds gyakorlati alkalmazasa szempontjabol nagyon fontos az tigynevezett
binomialis eloszlas vagy Bernoulli-féle eloszlas.

Legyen egy kisérlet valamely A-eseményének valoszintisége P(A)=p és a P( A=1-p=q. A
kisérletet egymastol fiiggetleniil n-szer elvégezziik. Ilyen kisérletsorozatban legyen a & valo-
szinliségi valtoz6 értéke az A-esemény bekovetkezéseinek szama. Annak valdszintisége, hogy
egy kisérletsorozatban a & valdszinliségi valtozo az x,=k (k=1, 1, 2, ..,n) értékez veszi fel:
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P =P =k)= @* p“*q"*....(k=0,12,..n)

A & valoszintliségi valtozot (n;p) paraméterli (n= pozitiv egész szam; 0<p<1) binomidlis elosz-
lastinak neveziink, ha a k lehetséges értékeket P(E)=k valoszintiséggel veszi fel Ennek értel-
mében binomidlis eloszlast kovet a visszatevéssel torténd mintavétel esetén a hibas darabok
szama is.

A binomialis eloszlas varhat6 értéke és szérasa:
M(E)=n*p
D’(&)=n*p*q
D($)=+/n*p*q

2. bemutato feladat:

Becslések szerint az egyetemen tanuld didkok 20%-ka egyszerre két szakon tanul (parhuza-
mos képzés). Véletlenszertien kivalasztunk 20 hallgatot. Mi a valoszintisége annak, hogy eb-
ben a 20 f0s csoportban 6 olyan hallgaté van, aki parhuzamos képzésben vesz részt?

Legyen & a kivalasztott hallgatok szdma! Szamitsuk ki a varhato értéket és a szorast!

Megoldas:
p=0,2 n=20 k=6

a.)
20 6 14
Ps =P(£=6)= 6 %0,2° 0,8 =0,1091

b.)

M(£)=20%0,2=4
D*(£)=20%0,2*0,8=3,2
D(£)=1,7889

3. bemutato feladat:
Az egy meccsre adhat6 tippek: 1, 2, X. Ezeket egyenld, % valdszintiséggel valasztjuk. Jelolje

a & valosziniiségi valtozo6 a taldlatok szamat. P(cf > 10) =7

Megoldas:

P(£>10)=P(£ =10)+ P(& =11)+ P(£ =12)+ P(& =13)

P(& = k) = (ahanyféleképpen kivalaszthatjuk a k db - ot)- (ezeket feltétleniil eltalaljuk)- (a tobbit nem)
Ezek alapjan:

P(§=10)=GZJ-GJ @j ~1,435-107°
P(§=11)=GTJ.GJ @j ~1957-10°*
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P(g:U):Gj}GJ @j ~1,631-107°
P(£=13)= Gij@} @j ~6,272-107

fgy P(£>10)~1,435-107° +1,957-10* +1,631-10° +6,272-107 ~1,648-10"
Tehat annak valdszintisége, hogy legalabb 10 talalatunk lesz: 0,001648.

5.1.3. Hipergeometrikus eloszlas

Legyen N elemiink, melybdl M darabot megkiilonboztetiink a tobbi N-M darabtol. Ezutan
talalomra kivalasztunk az N-elembol n darabot visszatevés nélkiil, ahol M<N és n< N -M .
Legyen & valdszinliségi valtozo értéke az n kivalasztott elem kozott levé megkiilonboztetett
elemek szama. A & az x=k (k=0, 1, ..., n) értékeket ekkor a kdvetkezd valdsziniiségekkel

ity
b =P=ky =L ARk —012.m)

)

A hipergeometrikus eloszlés a visszatevés nélkiili mintavétel problémakoréhez tartozik.

veszi fel:

A hipergeometrikus eloszlas varhato értéeke és szérasa:

M(&)=n*p, ahol p=M/N

2 — %k %k % _n__l
D*(§)=n*prq*(l-1—)

n-1
D(f)—\/n*p*q*(l——N_l)

Ha M ¢és N elég nagyok a k-hoz képest, akkor a hipergeometrikus eloszlas tagjait jol kozelit-
hetjiik az (n; M/N) paraméterii binomialis eloszlas megfeleld tagjaival. Ez abbol adodik, hogy
ha N elég nagy, akkor mindegy, hogy visszatevéses, vagy visszatevés nélkiili a mintavétel.

4. bemutato feladat:

Egy dobozban 9 golyd van, amelyek koziil 4 db fekete. Taldlomra kivesziink 3 golyot. A &
valdszinliségi valtozo értéke a kivett golydk kozott 1évo fekete golyok szdma. Szamitsuk ki a
valoszintiségi valtozé eloszlasat, varhatd értékét és szorasat!

Megoldas:
N=9 M=4 n=3 k=0, 1, 2, 3,
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Py = P(E =) =~ =
3

p=M/N=4/9

M(@=305-2

D(&) = \/n*p*q*a— - \/3*—*—*(1—3)——

5. bemutat6 feladat:

5
3

Egy osztalyban 16 fiu és 10 lany van. Koziiliik talalomra kivalasztunk egy 4 fos csoportot. A
& valosziniiségi valtozo értéke legyen a csoportban 1évo lanyok szama. Adjuk meg a & elosz-

lasat és varhato értékeét!

Megoldas:

A & valbsziniliségi valtozo hipergeometrikus eloszlasu, mert a 26 ember kozott van 10 kitiinte-
tett, hiszen azt nézziik, hogy ebbdl a kitlintetett csoportbdl (vagyis a lanyok koziil) hanyat

valasztunk ki.
N=26 M=10

gy a megoldas:

n=4 k=0,1,2,3,4
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5.1.4. Poisson eloszlas

Egy diszkrét & valdsziniiségi valtozot A >0 paraméteri Poisson-eloszldsunak neveziink, ha az
xk=k (k=0, 1, 2, ...) értékeket
k
P(f = k): pk z%'e_l, (kZO, 1, 2, ...)

valdszinliségekkel veheti fel.

A & valoszintiségi valtozo lehetséges értékeinek halmaza nem véges, hanem megszamlalhato-
an végtelen.

Poisson-eloszlassal altaldban azt modellezhetjiik, hogy sok, egymastdl fiiggetlen, egyenként
nagyon kis valosziniiséggel bekovetkezé esemény koziil hany darab kovetkezik be (tehat nem
az a fontos, hogy melyik, hanem az, hogy 0sszesen mennyi). Ilyen lehet pl. egy augusztusi
¢jszakan latott hulldcsillagok szdma, idoegység alatt kapott telefonhivasok szama, sajtohibak
szama egy oldalon, stb.

Varhato érték, szoras:

D(&) =2
A Poisson eloszlés jol kozeliti a binomialis eloszlést, ha az abban szerepld n elég nagy és a p
elég kicsi, pontosabban érvényes a kovetkezo:
n A
hm % k * n-k :_*efﬂ.
nw(kj P T

Ha n a végtelenbe tart, akkor p a nulldhoz tart ugy, hogy kdzben n*p=A>0 szorzat allando
érték marad.

6. bemutato feladat:

Egy késziilék meghibasodasainak szdma atlagosan 10000 mitkddési ora alatt 10, a meghiba-
sodasok szama csak a vizsgalt idészak hosszatdl fligg. Hatarozzuk meg annak valoszintiségét,
hogy a késziilek 200 miikddési ora alatt elromlik!
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Megoldas:
n=200 p=10/10000
A =200 10 =0,2
10000

Annak valoszinlisége, hogy 200 6ra alatt nem romlik el:
po=P(=0)=e""

Annak valoszintisége, hogy 200 ora alatt elromlik el:
p,=1-P(E=0)=1-e"=0,18

7. bemutato feladat:
Egy kéziratban 200 oldalon 400 sajtohiba talalhatdo. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy
egy oldalon 0, 1 vagy 3-nal tobb hiba van?

Megoldas:

Egy oldalon minden egyes karakter igen kis valoszinliséggel lesz hibas, ezek a hibak egymas-
tol fiiggetleniil kovetkeznek be, igy az egy oldalon levé hibak szama Poisson-eloszlasu valo-
szinliségi valtozonak tekinthetd (jeldljiik & -vel). Tudjuk, hogy a Poisson-eloszlas paramétere

. 4 o
megegyezik az eloszlas varhato értékével. Egy oldalon atlagosan 2—88 = 2 sajtohiba talalhato,

igy az eloszlas paramétere: 4 =2.

Ez alapjan:
0
P(&=0)= 2 e =ei2z 0,135
1
P(& = 1):%-e‘2 :% ~ 0,271
€

P& >3)=1-P(¢<3)=1-(P(E=0)+P(E = 1)+ P(¢ =2)+P({ =3)) =
1—[i+%+2—2 iz+2— izj—l—£~0143
e 2! e 3 e 3.e?

5.1.5. Diszkrét egyenletes eloszlas

Egy & diszkrét valoszinliségi valtozot diszkrét egyenletes eloszlasunak neveziink, ha a lehet-
séges értékeinek szama neN", és ezeket az X1, Xa,...,x €R értékeket egyenld valosziniiséggel
veszi fel:

1
P& =x)=—..(k=12,..,n)
n
A § lehetséges értékeinek a szama nem lehet végtelen, ugyanis mindegyik ért¢k egyenlden
valoszinii.
Varhato érték és szoras:
n

M@= P % ==Y %
k=1

k=1

D*(&)=M(&)-[M(&)] = Zxk <Zxk
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8. bemutato feladat:

Két pénzérmével dobunk. A kisérlethez tartoz6 eseménytér:
II IF FI FF (I=iras; F=fej)

A & valoszinliségi valtozo jelentése a dobasok szama:

X1:1 X2:2 X3:3 X4:4

Hatarozzuk meg a varhato értéket és a szorast!

Megoldas:
P(E=1)=P(=2)=P(&=3)= P@:‘”:%

1 10
M =—1+2+3+4)=—=25
(&= =4
D*(&) =%(12 $27 137 +47)—(25) =125
D(&) = /1,25 = 1,118

5.2. Folytonos eloszlasok

Ha a & valosziniiségi valtozo folytonos, akkor barmely konkrét értéket 0 valosziniiséggel vesz
fel, tehat a & valdszinliségi valtozo jellemzésére a stirtiségfiiggvényt vagy az eloszlas fiigg-

vényt kell hasznélni.

5.2.1. Egyenletes eloszlas

Egy folytonos & valdszinliségi valtozot az (a; b) intervallumon egyenletes eloszlastnak neve-

zlink, ha stiriségfliggvénye:
0, ha x<a

f(x)= i,haa<xsb;

b-a

0, ha x>b
eloszlasfliggvénye:
0, ha x<a

QD

F(x)=12"2 haa<x<b.
b-a
1, ha x>b
& varhato értéke:
a+b
M (&)=
(&)==7
szorasa:
b-a
D(£)=——
(©)-2—
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9. bemutato feladat:

Egy varosi buszmegalloba 15 percenként érkeznek a buszok. Tegyiik fel, hogy a buszmegal-
l6ba érkezve latjuk, hogy 1 percen beliil j6n a busz. Legyen § valdszintiségi valtozo a varako-
zasi id6. Irjuk fel a sirtiség és eloszlasfiiggvényt, szamitsuk ki a varhaté értéket és a szorast.

Megoldas:
a=1 b=15

i,ha1<x£15
4

0, minden mas esetben
0, ha x<1
F(x) =121 hat<x<is
14
I, ha x>15
M(f)z a;‘b _ 1+15 :8perc
D(g):B:i:4,04perc

Vi V12

10. bemutato feladat:
Legyen & valamely pozitiv intervallumon értelmezett egyenletes eloszlasu valoszintiségi val-

toz6. Legyen tovabba M (5) =10, D(cf) = /3 . Hatérozzuk meg & stirliség- ¢és eloszlasfiiggve-
nyét!

Megoldas:
Az (a; b) intervallumon egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozo varhatd értéke: a ; b ,
szorasa: b-a . Ezekkel a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:
V12
a+b
> =10 a+b=20 b=13
= =
b-a_ 5| "b-a=+36=6 a=7
Ji2
0, hax<7

1
Ebbdl a striségfiiggvény: f (X) = e ha7 <x<13

0, hax>13
0, ha x<7

az eloszlasfiiggvény: F(X) = XT?7, ha 7 <x<13.

I, ha x>13
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5.2.2. Exponencialis eloszlas

Egy folytonos & valdsziniiségi valtozot A >0 paraméterti exponencialis eloszlastinak neve-

f() 0, ha x<0
X)= ;
A-e® ha x>0

Ahol A tetszdleges pozitiv szam lehet, amelyet az eloszlas paraméterének neveziink.

zlink, ha stiriségfliggvénye:

eloszlasfiiggvénye:
0, ha x<0

1-e™,ha x>0

(-1

& varhat6 értéke:

1
szorasa:
1
D(¢)= R

Exponencialis eloszlassal altalaban berendezések, alkatrészek élettartamat szokéas modellezni.

11. bemutato feladat:

Egy izz6lampa atlagos €lettartama a gyari mérések szerint 1000 6ra. Mennyi annak a valdszi-
niisége, hogy az égé 1000 6randl hamarabb megy tonkre, ill. mennyi annak a valdszintisége,
hogy a kiszemelt €g6 3000 6ran beliil mégsem megy tonkre?

Megoldas:
1
M(&=1000)=—
(£=1000)=~
a.) gzL
1000

1
P(£(1000) = F(1000) =1—¢ 100 —1_g7 = 0,332
1

b.) P(E >3000) = 1 — P(£(3000) = 1 - F(3000) = 1—(1—g 100" "y =g~ = 0,05

12. bemutato feladat:

Egy bizonyos alkatrész els6 meghibasodasaig eltelt id6 legyen exponencidlis eloszlast valo-
szinliségi valtozo, 2000 ora varhato értékkel. Irjuk fel a valdszintiségi valtozo siirliség- és el-
oszlasfliggvényét! Mekkora annak a valoszintisége, hogy az alkatrész legalabb 4000 oraig
hibatlanul miik6dik?

Megoldas:
Jeloljiik a szoban forgod valdszintiségi valtozot & -vel!
M (5) =2000, és mivel exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozordl van szd, ezért

M (&)= %, vagyis az eloszlas paramétere 1 = ﬁ =0,0005.
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, 0, ha x<0
Igy a stirfiségfiiggvény: f (x)=

0,0005- %% ha x>0’
0, ha x<0

-0,0005-x

az closzlasfiiggvény: F(X)= {

1-e , ha x>0

A keresett valosziniiség:
P(£ > 4000) = 1— P(& < 4000) = 1 - F(4000) = 1 — (1 — e %54 ) = g ~ 0,135 .
Vagyis az alkatrész 0,135 valoszinliséggel miikddik hibatlanul legalabb 4000 6raig.

5.2.3. Normalis eloszlas

Egy folytonos & valoszintiségi valtozot (m; o) paraméteri normalis eloszlastinak neveziink,
ha a stirliségfliggvénye:

oV2m
Ahol m valds szam, ¢ >0, allando.
Az f(x) fliggvény gorbéjét Gauss-gorbének is és harang-gorbének is nevezik. A fliggvény
szimmetrikus az m-pontra €s ez az egyetlen maximumhelye. Az mtc helyeken van az f(x)
fliggvény inflexiospontja.

eloszlasfliggvénye:
x _(t=m)
F(x)=P(E<X)=——- [e *" dt.
oN2xm 2,

& varhato értéke:

M(g)=m.
szorasa:

D(¢)=0.

Az m =0, o =1 paraméterti normalis eloszlast standard normalis eloszlasnak nevezziik. En-
nek siirliség-,és eloszlasfiiggvényét gordg betiivel jeloljiik.
Striiségfiiggvénye:

XZ
e 2 -

3

o(x)=

q_
y

Eloszlasfiiggvénye:

(x)= P( < @:%. Je .

Ha & standard normalis eloszlasu, akkor fennall, hogy:
P(-x<&<x)=d(x)-D(=x)= D(x)- (1-D(x))=2-D(x)-1.

Ha & m, o paraméterii normalis eloszlasu valtozo, akkor standardizaltja, az 7 = valo-

szinliségi valtozo standard normalis eloszlasu. A normadlis eloszlas a gyakorlatban legtobbet
hasznalt eloszlas, szinte mindenhol el6fordul.
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13. bemutato feladat:

Egy lizemben 2 m hosszii munkadarabokat gyartanak 3 cm szdrassal. 1000 db elkészitésekor
varhatdan hany darab selejt keletkezik, ha a 195 és 205 cm kozotti termékeket még elfogadha-
tonak tekinthetjiik? (A munkadarabok mérete normalis eloszlasunak tekinthetd.)

Megoldas:
A feladat szerint egy munkadarab mérete m=200¢s o =3 paraméterli normalis eloszlasu
valdszinliségi valtozo, melyet jeloljink &-vel. Annak valdsziniisége, hogy egy elkésziilt

munkadarab hossza 195 és 205 cm kozé esik:
5 &£-200 5
P(l95£§£205):P(—5£§—200£5):P—gs T <3

Mivel & normalis eloszlasu, ezért ha kivonjuk beldle a varhato értékét és elosztjuk a szorasa-

val, akkor standard normalis eloszlasu valoszinliségi valtozot kapunk. Tehat a fenti valoszini-
ségre irhatjuk, hogy:

cp(é) —@(—5) = @(5) - 1—@(% =2. cp(ij ~1~2-®(1,67)-1~2-0,9525 -1~ 0,905.
3 3 3 3 3

A @ fiiggvény értékét ,,A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényeinek értékei” cimu
tablazatbol kell kikeresni. Pl: ©(1,67): a tablazatban az oldallécben az 1,6-t a fejlécben a 7-es
szamot keressiik meg, és a ketto taldlkozasanal van a 0,9525.

A kapott eredmény szerint 1000 darabbol atlagosan 905 a megadott intervallumba esik, igy
atlagosan 95 selejtes munkadarab késziil.

14. bemutato feladat:

Egy normadlis eloszlast valosziniiségi valtozo varhato értéke 10, szordsa 3. Hatarozzuk meg
annak valosziniiségét, hogy a valdszinliségi valtozo értéke

a) kisebb, mint 10;

b) 8 és 15 kozé esik;

c) Nagyobb, mint 0.

Megoldas:

Jelolje & a valdszinliségi valtozonkat. Mivel most m =10 és o =3, ezért nem standard nor-
malis eloszlasu valoszinliségi valtozoval allunk szemben, vagyis a megoldas soran a valoszi-
nliségi valtozot standardizalni kell. Erre azért van sziikség, mert a standard normalis eloszlas
értékei allnak rendelkezésiinkre tablazat formajaban.

A standardizalt valosziniiségi valtozo: & = ﬂ

a) A esemény jelentse, hogy a Val(')szinﬁsé?g-i valtozo értéke kisebb 10-nél.
P(A)=P(¢& <10) = P(§—310 < IO;IOJ = P(% < oj = P& <0)=d(0)=0.5
b) B esemény jelentse, hogy a valosziniliségi valtozo értéke 8 és 15 kozé esik.

P(B)=P(8<&<15)= P(S_IO < 5—310 § 15;())=

{3<s-<eofgh o 3o o)

CD(%) + @(%} -1~0,9515+0,7454 -1 = 0,6969



II Modul 5. lecke

c) C esemény jelentse, hogy a valoszinliségi valtozo értéke nagyobb, mint 0.
P(C)=P(£>0)=1-P(¢ <0)=1-[P(£ <0)+P(§ = 0)]

Mivel folytonos eloszlasu valdsziniiségi valtozordl van szo, ezért annak valoszintisége, hogy
egy konkrét értéket felvesz, minden pontban 0. igy P(.gZ = 0) =0.

Ezzel
P(C)=1—P(§<o)=1—P(5_10 < 0‘310) _

o )l o)



