IV. Modul 10. lecke

10. lecke: Két és tobbvaltozos korrelacio- és regresszio-szamitas:
exponencialis és hatvanykitevés fliggvények

Két mennyiségi ismérv kozotti kapcsolat leirdsara sok esetben nem alkalmas a linearis fligg-
vény. Ha az x-valtoz6 y-valtozora gyakorolt hatasdnak mértéke fligg az x-valtoz6 nagysaga-
tol, akkor a lineéris regresszid nem alkalmas az adatok kozotti kapcsolat elemzésére.

10.1. Hatvanykitevos regresszios fiiggvény

Ha a fliggetlen valtozd szorzatos ndvekedésével a fliggd valtozo is szorzatosan valtozik, akkor
regresszids fliggvény az alabbi:

y:Bo'XB]

Olyan esetekben alkalmazzuk, amikor az x és y valtozok logaritmusai kozott van linedris 6sz-
szefiiggés.

B, regresszids egyiitthatd azt fejezi ki, hogy az x magyarazo valtozo egységnyi relativ (1%-

o0s) valtozasa mekkora relativ (hany szazalékos) valtozast idéz el6 az eseményvaltozoban.
Megoldasahoz linearizalni kell a regresszios fiiggvényt:
lgy=1lgpB, +p,-lgx

Lathatd, hogy az x és az y valtozok logaritmusa kozott linedris a kapcsolat.

¥ (lgx, - 1gx)*(lgy, - 1gy)
Z(lgxi _lg_x)z
IgB, =lgy—B, *lgx

B, =

Vezessiink be 1) ismeretleneket:
lgy=Y; lgx=X; lgB,=B

fgy a fiiggvényiink az alabbi:

Y =B+p, X

A regresszids egyiitthatok igy mar a tanultak szerint szamithatoak:
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25 x (1)

Bl= 2

SeEy
B=Y-p,*X
[30:105

A paraméterek jelentése:

e A f,: haaz x=lIrésze a fliggvény értelmezési tartomanyanak, akkor van jelentése, azaz

az x=1 helyen felvett regresszios érték.

e A [,: a magyarazovaltozo 1%-os valtozasa az eredményvaltozasban éppen A f3, %-os

valtozast okoz. A f,-egyiitthatd elaszticitasi (rugalmassagi) egyiitthato is egyben, mi-

vel megmutatja hogy az 1%-kal nagyobb x-értékhez hany szazalékkal nagyobb vagy
kisebb y-érték tartozik.

A kapcsolat szorossagat a korrelacios index fejezi ki:

Z(yi _Y)

2
& :(yi_yij

A korrelacios index értéke:

0<1<1

A korrelacids index négyzetét szazalékban fejezziik ki.

1. Bemutato feladat

Nézziik meg, hogy mennyire van hatdssal a gyokér sulya a gyokér feliiletére cukorrépa eseté-

ben.

Eloszor az eredeti adatok logaritmusat kell meghatarozni. A tovabbiakban ezekkel az értékek-

kel dolgozunk, azaz X és Y értékei kertilnek a képletekbe.

gyokér | gyokér
stulya x | feliilete
valtozo | y valté

Igx=X

Igy=Y

XZ

X'Xétlag

(X')(zitlag)2

(Y'Yétlag)

(Y'Yzitlag)2

(X-
Xiittag) * (Y-
Yétlag)

26870, 4472

4,429268

3,650502,

19,61841

1,461268

2,135303

1,222502

1,494511

1,786402

15660 4152

4,194792

3,618257,

17,59628

1,226792

1,505018

1,190257

1,416713

1,460198
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6180 1728| 3,790988| 3,237544) 14,37159| 0,822988| 0,67731| 0,809544 0,655361| 0,666245
2900 904| 3,462398 2,956168 11,9882 0,494398| 0,244429| 0,528168| 0,278962| 0,261125
1500 472] 3,176091| 2,673942| 10,08756| 0,208091| 0,043302| 0,245942| 0,060487| 0,051178
650 260] 2,812913| 2,414973| 7,912482| -0,15509| 0,024052( -0,01303| 0,00017 0,00202
280 48| 2,447158 1,681241| 5,988582 -0,52084] 0,271276| -0,74676| 0,557649| 0,388943
130 39 2,113943| 1,591065| 4,468756| -0,85406( 0,729413| -0,83694| 0,700461| 0,71479
60 241 1,778151| 1,380211| 3,161822| -1,18985| 1,41574| -1,04779| 1,097861| 1,24671
30 12| 1,477121| 1,079181| 2,181887| -1,49088| 2,222719| -1,34882| 1,819312 2,010925
0ssz. 54260 12111} 29,68282| 24,28308| 97,37557| 0,002824| 9,268563| 0,003085| 8,081486| 8,588538
atlag 5426, 1211,1] 2,968282( 2,428308
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Z(X‘ _)_(j*(Y‘ _?j _8,5885
Z(Xi—k)z 9,2686

B, =Y—P,*X =2,4283—0,9266*2,9683 = —0,3222
B, =107 =0,4762

B =

=0,9266

y =0,4762 % x*9
10.2. Exponencialiss regresszios fiiggvény

Ha az adatok kozotti Osszefiiggést a:

A

y =By *Br

fliggvénnyel irhato le, akkor exponencialis regressziordl beszéliink. Olyan esetekben alkal-

mazzuk, ha az y-valtozd novekedése aranyos az adott helyen felvett x-valtozo értékével. Az

exponencialis fliggvények esetében is igaz, hogy linearis 0sszefiiggés van az eredményvaltozo
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logaritmusa €s a magyarazdovaltozo kozott. Hasonldan a hatvanykitevds regresszidhoz, ebben
az esetben is visszavezetjiik linearis regressziora:

lgy =1gB, +x*IgP,
Y =B, +B, *x

, o9

S (_)

By =10"
B, =Y-B, *x
B, =10

A paraméterek jelentése:

A B, regresszios paraméter arra ad valaszt, hogy az x-valtozo6 egységnyi novekedése hanyszo-

rosara valtoztatja az y-valtozé értékét.
A kapcsolat szorossagat a korrelacios index fejezi ki:

I = l—iz_z
Z(yi _Y)

2
e :(yi_yi)

A korrelacios index értéke:

0<I <1
10.3. Valasztas a kiilonbo6zo regresszios egyenlet-tipusok koziil

Ugyanarra az adatsorra kiszamolva mindharom regresszios fliggvényt, felvetddik a kérdés,
hogy melyik jellemzi legjobban a véltozok kapcsolatat. A fliggvények kivalasztashoz az
egyenletek illeszkedési modszerét, azaz a legkisebb eltérések-négyzetét hasznaljuk. Az az
egyenlet illeszkedik legjobban az adatokra, ahol az (y, — ;i)z ésaz (X, — )Aii)z is a legkisebb,

illetve ahol a kapcsolat szorossagat kifejez6 mutato a legnagyobb.
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10.4. Tobbvaltozos regresszioanalizis

A tarsadalmi-gazdasagi élet jelenségei Osszetettebbek, bonyolultabbak anndl, mint amit két
tényezd Osszefliggése kifejez. Egy-egy jelenség valtozasa altalaban tobb tényezd valtozasaval
van Osszefliggésben. Az eredményvaltozora hatd tényezok korének kibdvitésével tobbszords
vagy tobbvaltozos sztochasztikus kapcsolathoz jutunk.

A tobbvaltozos regresszidanalizis segitségével tobb ismérv eredményvaltozora gyakorolt ha-
tasat vizsgaljuk. A kapcsolat az ismérvek szdma szerint 3, 4 stb. valtozds, a fiiggvény tipusa
szerint pedig linedris és nem linedris lehet.

A tobbvaltozos linearis regresszids modell az alabbi:
Y =B, +B, X +B, X, +... 4B, - X, +E

Példakeént csak 3 valtozos lineéris kapcsolattal foglalkozunk, de az itt elmondottak akarmeny-
nyi valtozora altalanosithatéak. Harom valtozo esetén a fliggvényiink az alabbi:

Y’=1(x1;X2)

Azaz a regresszios fiiggvényliink az alabbi lesz:

A
y=Bo+B, *x, +B, *x,

Az egyes paraméterek meghatarozadsdhoz hasonloan a kétvaltozos regressziohoz, itt is a legki-
sebb négyzetek modszerét alkalmazzuk.

Haromvaltozos fliggvény minimumat kell keresni. Ebbdl meghatarozhatoak a regresszios
egyltthatok.

A statisztikai elemzések sordn azonban féleg mintaval talalkozunk és elemziink, igy a minta
segitségével becsliljik meg a regresszios fliggvényt. Ha az Y eredményvaltozo értéke valo-
szinliségi valtozo, de a magyarazovaltozok értékei ismertek, akkor standard linearis regresszi-
onak nevezziik.

A legkisebb négyzetek modszerét hasznaljuk a becslésre, és a feladat tobbvaltozos szélséérték
szamitassal oldhato meg. Igy B’ becslofiiggvénye az alabbi:

B =(X"*X)"*X *y, feltéve, hogy X' *X inverze létezik.

Konkrét minta esetén a normalegyenletek az alabbiak:
i 2 Yi:n*b0+b1* z X]i+b2* )y X2i
o T x;i*yi=bo*  xi+b ¥ X x5 by * X x %Xy

o T xp*y=bo* Z xitb ¥ T x KXo by * X X

Vezessiink be 1 valtozokat:

e X helyett x,, —x1 =d,
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® Xy helyett x,, —;iz =d,
e vy helyett y, — ;' =d,

A zérussal egyenld 0sszegek elhagydsa utdn a normélegyenlet maradvanyaibol a paraméterek
konnyen meghatarozhatodak.

A 2. és 3. normalegyenletre:
o Tdi*dy=bi* T di+by* T dy*dy
o Zdy*dy=bi* T di*dathy* =y’

Ebbdl b; és b, konnyen meghatarozhatd, a koézépiskolaban tanult kétismeretes egyenletek
megoldasa szerint.

Az els6 egyenletbdl pedig meghatarozhat6 a b.

by =y-b; *x1-b, *x2
A regresszios fiiggvény paramétereinek értelmezése

A becslofiiggvényiink:

y’::B0+B1'X1+Bz'X2'

o [,:Ha x; értékét egy egységgel noveljiik, mikdzben x, értékeit valtozatlanul hagyjuk,
akkor az eredményvaltozé becsiilt értéke éppen b; egységgel valtozik.

e [,: Az x, egységnyi novelésével, ha x; értékét valtozatlanul hagyjuk, akkor b, az
eredményvaltozas becsiilt értékében bekdvetkezd hatas.

A regresszios egylitthatéd tehat kifejezi, hogy egy adott tényezdvaltozo egységnyi novekedése
mekkora novekedést vagy csokkenést okoz az eredményvaltozo becsiilt értékében, mikozben
a masik tényezdvaltozok értéke valtozatlan. A regresszios egyiitthatok tehat 1-1 tényezdvalto-
70 részleges hatasat mutatjak, ezért ezeket parcialis regresszios egyiitthatoknak nevezziik.

A paraméterek értelmezésekor fontos hogy a multikollineritdst figyelembe vegyiik.
Multikollineritasnak nevezziik a tényezdvaltozok kozotti linedris kapcesolatot. Ez a kapcsolat
zavarhatja az eredmények értelmezését.

A parcialis regresszids egylitthatohoz hasonloan a parcialis rugalmassagi egyiitthato is értel-
mezhetd. Ez a mutat6 arra ad valaszt, hogy egy adott tényezdvaltozo relativ valtozdsa milyen
relativ valtozast eredményez az y eredményvaltozéban a masik valtozok valtozatlan szinvona-
la mellett. Képlete:

dy , Xj

dx; vy

Eyxp =

Regresszios fliggvénylinkre alkalmazva:
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oy
b;*X;

b() +b1X1 +b2X2

Eqyxj) =
Mint lathato, a parcialis rugalmassagi egyiitthatd nagysaga attol fiigg, hogy azt a tényezdval-
tozok milyen szinvonala mellett szamitjuk ki.

2. Bemutato feladat

10 elemii minta alapjan vizsgaljuk meg a szallitasi id6tartam (y), a szallitasi tavolsag (x;), és a
szallitasi tomeg (x,) kozotti Gsszefiiggeést:

szall. | szall. | szall.

[sorszam| Idét. | Tav. |tomeg.| dy d d, d’ | d | dpd; | dpdy | dyedy | dy?
» (x1) (x2)

1 10 4 4 17 F1L 2 121 4 22 187 P4 289
2 13 5 14 b1 FL 121 |1 11 154 |14 196
3 8 2 2 19 13 |4 169 |16 52 247 76 361
4 20 10 5 -7 -5 -1 25 1 S 35 7 49
§ 27 19 § 0 4 -1 16 1 -4 0 0 0
6 35 20 7 8 § 1 25 1 § 40 8 64
7 22 16 6 -5 1 0 1 0 0 -5 0 25
8 40 20 7 13 § 1 25 1 § 65 13 169
0 45 25 0 18 10 3 100 9 30 180 |54 324
10 50 30 10 23 15 4 225 |16 60 345 92 529
Osszesen270 150 |60 0 0 0 828 |50 186 [1248 298 2006
Atlag |27 15 6

A 2. és 3. normalegyenletre:
o Xdi*dy&~=bi*Z dii?+by* = dy*dy;
o Idy*dy=bi* T di*daithy* T dof’
o 1248=828b;+186b,
e 298=186b;+50b,

Megoldas a regresszios egylitthatokra:
b;=1,025

b,=2,148

bo = y—b; *xi—b, *x2
bo=27-1,025*%15-2,148*6=-1,263

A haromvaltozds regresszid becslése:

y’=-1,263+1,025x,+2,148x,
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A parcialis rugalmassagi egyiitthato: az x; szerinti tlagos rugalmassaga:

e by 1,025%15 B
X)) " by +bix; +boxy  —1,259+1,025%15+2,148%6

0,569
Ez azt jelenti, hogy atlagos szallitasi tavolsag és atlagos szallitandd tomeg esetében 1%-0s
szallitasut novekedés 0,569%-o0s menetido ndvekedést okoz.

az X, szerinti atlagos rugalmassaga:

b; *x; 2,148*%1
Ey ) = T 14871 6=0,477
M bo+byx; +byxy  —1,259+1,025%15+2,148%6

Ez azt jelenti, hogy éatlagos szallitasi tavolsag és atlagos szallitand6 tdmeg esetében 1%-0s
szallitasi tomegnovekedés 0,477%-os menetidé novekedést okoz.

10.5. Tobbvaltozos korrelacioszamitas

Célja a tobbvaltozods korrelaciod szorossagdnak mérése. Kettdnél tobb valtozo esetén vizsgal-
hato:

e paronként,
e tovabba paronként, de a tobbi valtozo hatdsanak kiszlirésével,

o végiil pedig az eredményvaltozo és az Osszes tényezdvaltozo kdzotti szorossag is mér-
hetd.

Paronkénti korrelacios egyiitthato:

Két-két valtozo kozotti szorossagot mérjiik. A kiszamitott korrelacios egylitthatokat az R-
korrelacios matrixba rendezziik.

ryy ..ryl....rym

rly“rll""rlm

my-¥ml--Tmm

Ez egy szimmetrikus matrix. A matrix fédiagonalisaban szerepld korrelacios egylitthatok ér-
téke 1.

U P
..... | DO SRR o
R=| e T 0.
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\% r k Stt 2dl >kdy
¢s xj kozott: 1) = —————
J2di *2d?
>d, *d,
Y és x, kozott: Iy, = ﬁ
>d; *2d]
y
>d, *d,

X1 €s x; kozott: I, = T
NOEESE

3. Bemutato feladat

>d, *d
r,=——= 1295 _ 9684
JEd*zd? /828*2006

>d, *d
r,=——-"t_= 28 _ 09409
JEdZ*sd? /50%2006
y
*
=d, *d, 186 _ o141

P fzdr*xd  V/828%50

1...0,9684...0,9409
R=|...... l....... 0,9141

Szoros, pozitiv iranyl kapcsolat van a menetidd €s a tavolsag, illetve a menetidd €s a rako-
many sulya kozott. A tdvolsag €és a rakomany stlya kozott is erds a sztochasztikus kapcsolat.

Parcialis korrelacios egyiitthato:

Megmutatja, hogy milyen szoros a kapcsolat valamelyik kivalasztott tényezo €s a fliggd val-
toz6 kozott, ha a tobbi tényezdvaltozd hatidsat mind a vizsgalt tényezdvaltozobol, mind az
eredményvaltozobal kisziirjiik.

Nyt
le2 =
2 2
Ja-r)*(1-rd)

Y és x; kozott, ha x; hatasat kisziirjiik: ry

Iy oIyt
2e] —
2 2
Ja-r2)*-rd)

Y és x; kozott, ha x; hatasat kiszlrjiik: ry

_ *
I, =TI, 7Ty,

X1 €8s X koz6tt, ha y hatasat kiszlirjik: 1,,, =

Ayl
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4. Bemutato feladat

Fy =Ty *0, 0,9684 —0,9409*0,9141

My = ——2—2 - ~ 10,7888
=) (1-n2)  J(1-0.9409% ) (1-0,9141%)
I,y — Iy *r _ *
et =22 0,0409-09684*09141 55/
\/(1—r§1)*(1—r122) \/(1—0,96842)*(1—0,91412)
r, =T, *T,, 0.9141-0,0684*0.0409 . o

I

o Ja=Ea-rh) J1-09684%)*(1-0,94097)

Lathato, hogy lazabb a kapcsolat, ha kisziirjiikk a masik tényezd hatésat, a paronkénti kapcso-
latot tehat a harmadik valtozo6 hatasa mindegyik esetben felerdsitette.

Tobbszoros korrelacios egyiitthato

Egy specialis korrelacios egyiitthatd, amely az y eredményvaltoz6 és a magyardzovaltozok
alapjan becsiilt regresszios értékek kapcsolatanak szorossagat méri.

R _ Zdy *Zdyv
yel,2,.m 2. )
1/Zdy Zdyv

A paronkénti korrelacids egytitthatokbol is kiszamolhatd, 3 valtozos esetben az alabbi:

l‘)%l +r§2 —2*ry1 *l‘yz *1'12
Ry-1,2,..m =

-1t

A tobbszords korrelacios egyiitthatd négyzete a tobbszords determinacids egyiitthatd, amely
megmutatja, hogy az eredményvaltozé teljes szorasnégyzetébdl mekkora a regresszionak tu-
lajdonithatd, tehat a magyarazdvaltozokkal magyarazhatd hanyad.

5. Bemutato feladat

2 2 * * *

R S T2 T2 T T
yel2, .m -2
12

10,9784 +0,94097 —2%0,9684%0,9409*0,9141 _
1-0,91412
~0.978

R?=0,9568°=95,6%



