I Modul 2. lecke

2. lecke A valosziniiség meghatarozasanak gyakori lehetoségei

2.1. Klasszikus valésziniiség

Ha egy kisérletnek csak véges sok kimenetele lehet, és az egyes kimeneteleknek azonos a
valdszintisége, akkor klasszikus valdsziniiségrol beszéliink.
Legyen A a kisérlettel kapcsolatos esemény, elemi eseményeinek szama pedig n. Ha egy A4-
esemény pontosan k elemi esemény 0sszegeként irhat6 fel, akkor:

pay="

n

n: az Osszes lehetséges elemi esemény.
k: az A-esemény bekovetkezésének szempontjabol kedvezd elemi események szdma

A klasszikus képlet széles korti alkalmazasi lehetdségei tarulnak fel az ugynevezett mintavéte-
les feladatoknal.

2.1.1. Visszatevéses véletlen mintavétel

A véletlen mintavétel soran egy halmazbol véletlenszertien vélasztunk ki egy elemet, ezen
elemek Osszességét véletlen mintanak nevezziik. Ha a kivalasztott elemet a kivétel utdn meg-
vizsgaljuk €s visszatessziik a halmazba, akkor visszatevéses véletlen mintavételrdl beszéliink.
Legyen egy N-elemii halmazban M-szamu megjeldlt és N-M-szamu jeldletlen elem. Vegylink
mintat Ggy, hogy a kivalasztott elemet miutan megvizsgaltuk, hogy milyen, visszatessziik.
Hatarozzuk meg annak valdszinliségét, hogy egy ilyen n-huzasbol allé sorozatban a megjelolt
elemek szama k lesz (a jeldletleneké pedig n-k).

Jel6lje a szoban forgd eseményt Ay.

Az Osszes lehetségek szdma : N-elembd] alkothato n-ed osztalyd ismétléses variaciok szama
‘N". A kérdezett eseményre nézve az a kedvezd, ha k-szamu kivalasztas a megjelolt elemek-
bol torténik, ilyen ismétléses varidcio M*-szam@ van, és ezek mindegyikéhez (N -M)“"k-

féleképpen valaszthato jeloletlen elemekbdl (n-k) darab. A k-szamau jelolt elem Z -féle mo-

don lehet kivalasztani, ezért a kedvezo esetek szama:

h k n—k
[kj *M" x(N—-M)

n n!

(k} " kix(n—k)!

Annak valoszinlisége, hogy a kivalasztott n-elem kozott pontosan k-darab megjel6lt elem van:

Py =) M0

NVI
Legyen p a megjeldlt, illetve q a jeldletlen elemek kivalasztasanak valosziniisége. igy
Mg NN
PPN o1
Ekkor

P(A,) :(ZJ*p" *g" (k=0, 1, 2,...n)
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Ezt az 6sszefiiggést Bernoulli képletnek nevezziik. A P(Ay) helyett sokszor csak a Py szimbo-
lumot hasznaljuk.

1. bemutato feladat:
100 db termékbdl, melynek 10%-a hibas, visszatevéses moddszerrel kivalasztunk 5 elemet.
Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a mintdban 2 hibas elem keriil?

Megoldas:
N=100 M=10 N-M=90 n=>5 k=2 n-k=3
N 100 N 10

5
P(4,) = (2} 0,17 %0,9° =0,0729
Tehat annak valosziniisége, hogy a kivalasztott 5 elembdl 2 hibas lesz, 0,0729.

2. bemutato feladat
Egy csomag magyar kartyabol visszatevéses modszerrel 9 lapot valasztunk ki. Mennyi a valo-
szinlisége annak, hogy mind a 8 piros lap a kihuzott kartyak kézott lesz?

Megoldas:
N=32 M=8 N-M=24 n=9 k=8 n-k=1
n 32 n 32

9
P(A4,)=| [%0,25°%0,75' =0,0001
278

2.1.2. Visszatevés nélkili véletlen mintavétel

Legyen egy N-elemii halmazban M-szamt megjelolt és (N-M)-szamu jeldletlen elem. Végez-
zlik el a mintavételt tigy, hogy a kivalasztott elemet nem tessziik vissza. Ezt a mintavételt két-
féleképpen lehet elvégezni. Kivehetjiik az n-elemet egyszerre €s egyesével is.

Hatarozzuk meg annak valdsziniiségét, hogy egy ilyen n-huzasbol allé sorozatban a megjelolt
elemek szdma k lesz (a jeloletleneké pedig n-k).

Jelolje a szoban forgd eseményt: Ay.

n

. ) ) N
Ha az n-elem kivalasztasa egyszerre torténik, akkor az elemi események szama ( j . A ked-

M
vez0 esetek szdma pedig k, amelyet (k J- kaphatunk meg. A kedvezdtlen esetek szama (n-k),

M N-M
(k ] * ( J modon valosulhat meg.
n —_—

ezeket pedig ( j-féleképpen lehet kivalasztani. Igy az Ai-esemény dsszesen
n
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Annak valoszinlisége, hogy a kivalasztott n-elem kozott pontosan k-darab megjel6lt elem van:

M . N-M
k n—-k
P(A,) = k=0,1,2,....n

o]

Ha az n-elemet egyesével valasztjuk ki, akkor is ugyan ezt a valdszintiséget kapjuk.

3. bemutato feladat:
100 db termékbdl, melynek 10%-a hibas, visszatevés nélkiili véletlen mintavétellel kivalasz-
tunk 5 elemet. Mekkora a valoszinilisége annak, hogy a mintdban 2 hibas elem kertil?

Megoldas:
N=100 M=10 N-M=90 n=>5 k=2 n-k=3

10) (90
*
P(4,)= 2 3 =0,0702
0 (100y 7
5
Tehat annak valosziniisége, hogy a kivalasztott 5 elembdl 2 hibas lesz, 0,0702.

4. bemutat6 feladat

Egy dobozban 3 fehér és 7 fekete golyd van. Mekkora annak a valosziniisége, hogy visszate-
vés nélkiil négyet kihtizva pontosan 2 fehéret és 2 feketét valasztottunk ki?

Megoldas:

Legyen A-esemény: 2 fehéret és 2 feketét valasztottunk, és keressiik. P(A)=t Tulajdonképpen
10 kozil valasztunk 4-et tigy, hogy a sorrend nem szamit, csak az, hogy egy goly6t valasz-
tunk-e vagy nem.

; 10
Osszesen 10 golyo van, tehat az 6sszes lehetdségek szama: n=( J

A kedvezd esetek szama: a 3 fehér kozil kivalasztunk kett6t, a 7 fekete koziil szintén kett6t,

3 7
ezt rendre (2} és (2] -féleképpen tehetjiik meg, vagyis a kedvezd esetek szama:

3) (7
k = *
2) \2
Igy a keresett valdsziniiség:
.07 o
2) \2 T
P(4,) = _ 21 2WS!_ 4

10y 10! v
4 41%6!
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2.2 Geometriai valosziniiség

Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltethe-
téek meg gy, hogy az egyes események valdsziniisége a megfeleld alakzat mértékével
(hossz, teriilet, térfogat) ardnyos, akkor az események ¢és valdszinliségeik geometriai valdszi-
nliségi mezdt alkotnak.

Mas megfogalmazasban: Ha feltehetd, hogy egy geometriai alakzattal megadott H esemény-
térben annak valdsziniisége, hogy egy véletlen pont az AcH résztartomanyba esik, aranyos az
A-tartomany mértékével (amennyiben ez 1étezik), geometriai valdszinliségrdl besz¢liink
Legyen A-esemény egy kisérlettel kapcsolatos. A kisérlettel kapcsolatban szoba jovo teljes
geometriai alakzat mértéke M, az A-eseménynek megfeleld részhalmazok mértéke pedig m,
akkor az A-esemény bekovetkezésének valdszintisége:

P(A) ="

5. bemutaté feladat

Két ember talalkozot beszél meg. 6 és 7 ora kozott véletlenszerlien érkeznek meg a megbe-
sz¢€It helyre, és varnak tarsuk érkezéséig. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy az el6bb ér-
kezdének 10 percnél tobbet kell varnia?

Megoldas:

A-esemény: 10 percnél tobbet kell varni valamelyikiiknek.

Az érkezési iddpontokat a 6 6ra utan eltelt percekkel adjuk meg. Erkezzen az egyik x, a masik
y idépontban. Akkor kell 10 percnél tobbet varni valamelyiknek, ha | x—y [>10 . Abrazoljuk
ezt a ponthalmazt!

I’- -~ /./_/

T
b

a 10 ! ' ' 50 60

I. y<x—10 vagy II. y>10+x
A kedvez6 eseménynek megfeleld rész teriilete: m = 50-50/ 2 + 50-50 /2 =2500 .
A teljes négyzet teriilete: M =60-60=3600 .

Vagyis a keresett valoszintiség:

Peay="1 22590 6 604
M 3600
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6. bemutato feladat

A Duna egyik szakaszan jégtorlasz keletkezett, amelyet robbantassal lehet csak eltavolitani. A
robbantas akkor hatdsos, ha olyan pontra esik a robbanoanyag, ahol a jég 8 cm-nél véko-
nyabb. A jég teljes feliilete 3000 m®, és csak 500 m® teriileten vékonyabb a jég 8 cm-nél.
Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a jégtorlaszra es6 robbandanyag hatasos?

Megoldas:
M=3000 m’ m=500m’
P(A) =ﬂ_ﬂ_l=o,1667

M 3000 6



