Rezgbmozg asok

Dr. Horv ath Andr as
SZE, Fizika Tsz.

vO0.1




1. Bevezetés

Rezgdmozg asnak neveziink egy mozg ast, havanat érnek egy
olyan pontja, amihez a mozg ast végz6 test t 6bbsz or (esetleg
végtelen sokszor) visszat ér.

El6sz6r a pontszer(i testek egyenes menti rezg ését
targyaljuk.

Ekkor a mozg as egy «x(t) figgv énnyel jellemezhet 6.

Ha van olyan xy, melyre x(t) = x¢-nak egyn él tobb
megold asa van t-re, akkor rezg 6mozg asrol besz élhettink.

Ha «(t) periodikus, akkor peri odikus rezg 6mozg asrol
beszélink. (Vigy azat! Nem minden rezg 6mozg as peri 6dikus.)
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1.1. Rezgések kialakul asa

Rezgések kialakul asanak leggyakoribb m 6dja a k 6vetkez 6:

Létezik egy olyan pont, ahol a test egyensulyban van. Ha
inn ét kiss € kit éritjuk a testet, és ekkor az egyensulyi hely fel é
hato erd ébred, akkor a test visszat ér az egyensulyi pontba,
és szinte mindig tul is lendll rajta. Am  asik oldalon ugyanez
ism étl6dik, a testre ugyancsak az egyensulyi pont fel & hatd
er6 kezd hatni, visszat éroda, ... igy el 6all egy rezg és.

Matematikailag:

Egyensulyi pont:  F(xg) =0

Visszat érités jobbr 0I: F(z) < 0,hax > xzpésx —xo < 6
Visszat érités balr6l: F(x) >0,hax < xgésxzy—x <9

Ez igy nehezen kezelhet 6. Szeml éltessuk!
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Egyensulyi helyzet rezg éssel:

F(x)A

visszatérito erd

egyensuly

Elnevez és: stabil egyensulyi helyzet




Egyensulyi helyzet rezg és nélkul:

F(x)A

eltéritd ero

o

egyensuly

Elnevez és: instabil egyensulyi helyzet




Tanuls ag:

Ha egy egyensulyi helyzet k 6ril F'(x) monoton fogy 0, akkor
ott stabil egyensuly van, azaz kialakul rezg  és, kiil 6nben nem.

Egyszerd p éldak stabil és instabil egyensulyi helyzetre: labda
dombon és gdd 6rben.

instabil egyenstly

V stabil egyensuly



1.2. A harmonikus rezg 6mozg as

Amennyiben az egyensulyi helyzetk 6zelében az er 6fliggv ény
line aris, harmonikus rezg 6mozg as alakul Ki.

Tegylk az orig 6t az egyensulyi helyzetbe. Ekkor az
er6fliggv ény:
F(x)=—-D-x

ahol D szok asos neve: direkci 6s alland 6 vagy rug 6alland 6.

llyen er 6 hat pl. egy rugalmasan r dgzitett testre.

A mozg as egyenlete: ( F' = ma atrendezve)

D
a=——=x
m

Beirva a gyorsul as jelent ését:

= xr = —

d?x D
—x
™m

"
dt?



Ez ez olyan egyenlet, melyben csak az  «x(t) figgv ény az is-
meretlen. B ar pillanatnyilag nem tudjuk megoldani, mert
az ismeretlen deriv altja is szerepel, az ért ki tudjuk tal alni a
megold ast. (Késdbb matematik abol szerepelni fog a pereciz
megold as is.)

x(t) tehat olyan flggv ény, melynek m asodik deriv altja
onmag anak negativ konstansszorosa. llyenek pl. a sin és
cos fuggv ények. ((sinxz)” = (cosxz)’ = —sinz). Kis
probalgat assal:

x(t) = Asin(wt 4 ¢y)
ahol A és ¢, tetsz 6leges alland 6k, w = /D /m.
Val6ban megold asa ez a mozg asegyenletnek? Ellen 0Orizzuk:
v(t) = x’'(t) = Acos(wt + ¢p) + w
a(t) = v'(t) = —Asin(wt + ¢g) - w - w
Es igy val 6ban:

a(t) = —z(t) - w? = —w(t)%




Tényleg ez a mozg asegyenlet egy megold asa. Osszefoglalva:
x(t) = Asin(wt + ¢o)
v(t) = Aw cos(wt + o)
a(t) = —Aw?sin(wt + @)

Ez a mozgas a kodzépiskol abdl ismert  harmonikus
rezgémozg as.

A szok asos elnevez ések:
e w: korfrekvencia.
o T'= 27 /w: peri 6dusid 0.
e A: amplitdd 6.
e (. kezd 6fazis.



1.3. Kis amplitud 6ju rezg ések

Mi a helyzet azonban, ha a testre hat 6 er6 nem line aris?
Altal anos esetben bonyolult megadni arezg és param étereit.

Egyensulyi helyzet k oruli kis rezg ések esetén kozel har-
monikus rezg éstfogunk kapni, hiszsima F'(x) esetén kis sza-
kaszon F'(x) grafikonja j Ol k 6zelithet 6 érint Gjével.

F(x)A

érinto




Ezért xo korll k 6zel line aris er 6torvény érvényesil. Mivel
az érintd meredeks ége F’(x), ezért a kis rezg ések ugy
torténnek, mintha D = —F’(x) rug6éalland 6ju rug 6n lenne
a test.

Tehat egyensulyi helyzet k 6rdli kis amplitud 6ju rezg ések

frekvenci gja:
F'(x) /| 1 dF
W = —_ — S
m m dx

Nem tévedés! Stabil egyensuly eset én F'(x) monoton fogy
xo Kordl, igy itt F(xg) < 0, ezért w képletében a gy 6kjel alatt
pozitiv sz am all.




(1.3)-1. példa: Egy egyenes ment én mozg 6 testre hat 6 er§
Sl-egys égekben az al abbi alaka:

F(m):g—g

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezg és az
egyensuly k 6ril? Mennyi a kis rezg ések peri 6dusideje, ha
a test t bmege 2kg?




(1.3)-1. példa: Egy egyenes ment én mozg 6 testre hat 6 er§
Sl-egys égekben az al abbi alaka:

F(a:):g—g

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezg és az
egyensuly k 6ril? Mennyi a kis rezg ések peri 6dusideje, ha
a test t bmege 2kg?

Megold &s: Az egyensuly felt étele: F'(xy) = 0, azaz most

5/x9 — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhat o:
5%
Lo = —
°T 9

(Most csak egy megold asunk van.)

Azt, hogy monoton fogy 06-e a fliggv ény, legegyszer(ibb az
alapjan eld 6nteni, negativ-e a deriv altja. Sz amoljuk ki a de-

riv altat teh at;
5 ! 5
P = (So0) =2
T x2




az egyensulyi pontban:
5% 81
F’ = — = —— = —16.2
(o) (5/9)2 5 ’

Ez val6ban negativ, teh at kialakulhat rezg és. A frekvencia:

| F(x 16,2 1
w=1]— (0):,/ =~ 2,85 -
m 2 S

A peri 6dusid 6:

27
T=—=2,21s
w




Egy kicsit segithet, ha felrajzoljuk ~ F'(x) grafikonj at:

T L N C -
. - \5x-9 - -

Latszik, hogy egy egyensulyi helyzet van, mely stabil.




(1.3)-2. példa: Egy egyenes ment én mozg 6 testre hat 6 er§
Sl-egys égekben az al abbi alaka:

F(x) = 102> + z? — 0,2z

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat kirezg  és? Men-
nyi a kis rezg ések peri 6dusideje, ha atestt 6mege 7 kg?




(1.3)-2. példa: Egy egyenes ment én mozg 6 testre hat 6 er§
Sl-egys égekben az al abbi alaka:

F(x) = 102> + z? — 0,2z

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat kirezg  és? Men-
nyi a kis rezg ések peri 6dusideje, ha atestt 6mege 7 kg?
Megold as: Egyensulyi helyzet felt étele:

F(x) =102 + 2> — 0,22 = 0

Nyilvanvalé6 megold &s az =; = 0. Az ezen Kivli
megold asokat keresve eloszthatjuk az egyenletet  x-szel:

10z +2 —0,2=0
Ennek gy 6kei: (m asodfokl egyenlet megold asaval)
o =— 0,1 g — —0,2

Harom egyensulyi helyzetiink van teh at. A stabilit ast F'(x)
el6jel ébdl allapithatjuk meg:

F'(x) = 30z* 4+ 2z — 0,2




F'(x1) = —0,2 F'(x3) =0,3 F'(x3) =0,6
Ezek kozul csak az els 6 negativ, teh at csak x; = 0 kordl
alakul ki rezg és.

A kis rezg ések k orfrekveci aja:

F'(x,)

m
Periodusideje: T = 2w /w = 37,2s
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2. A csillapitott rezg 6mozg as

A ko6zegellen allast, surl 6dast és egy éb fékez6 hat asokat ed-
dig elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezg ésbe
hozok, de mag ara hagyok, az egyre kisebb amplitud 6val fog
rezegni.

Most vegyuk figyelembe a k 6zeg hat asat:

Frugo T Fkozeg =m - a

Itt Frugé = — D=z, a kdzeg hat asat pedig irjuk fel a k ovetkez 6
alakban:

Fizeg = —C v
Tehat sebess éggel aranyos fékezberdt tételeziink fel.
Ez pl. kis sebess égl mozg asnal jO kozelitéssel igaz a
kdzegellen allasra.

igy:

—D.-x2—C-v=m-a




Atrendezve:
D C
a=————v
m m
D /m-ben felismerhetjlik a csillapitatlan rezg és

korfrekvenci ajanak négyzetét, azaz D/m = wg.

C'/m valamik épp a fékezés hat ékonys agat méri. Jel 6ljik ezt
23-val. 3 szok asos neve: csillapit asitényeza.

lgy a csillapitott rezg  6mozg as alapegyenlete:

2
a=—wyx—2Bv

Mask épp:

" = wiz — 20z’
Ennek megold aséara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkdzeink. Ez ért a megold ast bizonyit as nélkil k 6zl6m:

A megold as jellege alapvet 6en kil 6nb 6zik ha wy > 3 (kis csil-
lapit as) illetve ha wy < § (nagy csillapit as).




Ezek ko6zul a kis csillapit as fordul el 6 gyakraban, igy ezt
targyaljuk r észletesen.




2.1. Kis csillapit asok esete

Amennyiben wqg > 3, a csillapitott rezg 6mozg as az alabbiak
szerint zajlik:

x(t) = Ag - €77 sin(west + @o)

Wes = \/ wg — /32

Tehat a csillapitott rezg és frekvenci aja kisebb, mint a csil-
lapitatlan ( we.s < wp), amplitud 6ja pedig A,-rol exponenci alis
fliggv ény szerint cs Okken.

ahol

Maga az amplitud 6 id 6beli v altoz asa:

A(t) = Aoe_’at






2.2. Nagy csillapit asok esete

Amennyiben wo < 8, nem is alakul ki rezg 6mozg as, hanem
az x(t) fuggv ény monoton cs 6kken Gen 0-hoz tart.

1

nagyon eros csill.

eros csill.

~ V




(2.2)-1. példa: Egy csillapod 6 rezg6mozg as amplitud 6ja
12 s-onk ént felez 6dik meg. Mekkora a csillapit asi tényezo
értéke?

Megold as: A szbveg szerint:

A
?" = A(t) = Age ™

ahol t =12s.

Innen egyszerld atrendez éssel:

In 2 1
B =——=0,0578 —
t S




(2.2)-2. példa: Egy csillapod 6 rezg 6mozg as koérfrekvenci aja
1,3Hz, amplitud 6ja kezdetben 15cm, 10s mulva m ar csak
3cm.

Mikor lesz amplitud 6ja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a
rezg és frekvenci aja, ha nem lenn ének csillapit 6er6k?




(2.2)-2. példa: Egy csillapod 6 rezg6mozg as korfrekvenci aja
1,3Hz, amplitud 6ja kezdetben 15cm, 10s mulva m ar csak
3cm.

Mikor lesz amplitud 6ja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a
rezg és frekvenci aja, ha nem lenn ének csillapit 6er6k?

Megold as: A feladat szerint:
Ag=0,15m A; =0,03m t; = 10s Wes = 1,3 Hz

Tudjuk, hogy

A; = Age Pt
inn ét:
1 Ay 1
t1 A() S
Keressik azt a t, idGpontot, melyre A(t;) = A2 = 0,001 m:
Ay = Age Ptz
inn ét;
1 A,

t2 = ——lnA—O = 31,13




(Figyelem! Az amplitud 6 nem liner aisan cs 6kkent!)

A csillapitatlan  wq frekvencia a fenti

Wes = \/ wg _ /82

osszefligg ésbdl kaphat 6 meg:

wo = /w2 + B2 =1,31Hz




3. A gerjesztett rezg 6mozg as, kényszerrezg és

Mi tort énik akkor, ha a kezdeti rezg ésbe hoz ason kivil a testet
egy kuls 6 er6 alland 6an “rezgeti”, azaz gerjeszti a rezg ést.
(PI. hinta kils 6 alland 6 16k dd éssel.)

Legegyszerlbb eset: amikor a gerjeszt 6 er6 szinuszosan
valtozik:

ma = Fq6 t Fegzeg T £9
ahol
F, = F} sin(wgy t)
A fentiekhez hasonl o6an:

a = —wlz — 2Bv + agsin(w, t)

ahol ag = Fy/m.
Kis csillapit asok eset én a megold as:

x(t) = A, - sin(wyt + ) + A - e P sin(west + o)



Ez tehat egy A, amplitud 0j0 harmonikus rezg és és egy csil-
lapod 6 rezg és 6sszege. Amig mindkett 6 jelen van, az elt érd
frrekvenci ak miatt kiss &€ O0ssze-vissza rezg ést kapunk, de a
csillapod 6 tag elhal asaval ez egyre ink abb egy alland 6 ampli-
tud 6ra all be.

X

Ae

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
S




Hosszu t avon teh at A, szamit. Ennek kifejez ése:
Qo

A, =
! \/(wg — c;.JZ)2 + 4,6%:3

Grafikonja:

Ae

nincs csill.

eros csill.

gyenge csill.

Q) ®




A saj atfrekvencia k 6rny ékén teh at a gerjesztett rezg és ampli-
tud 6ja igen megn Ghet, ha a csillapit as kicsi. Ez a rezonancia
jelens ége.

Ez sokszor fell ép a gyakorlatban, n éha karos, n éha hasznos.
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