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1. Bevezet és

Rezgőmozg ásnak nevezünk egy mozg ást, ha van a t érnek egy
olyan pontja, amihez a mozg ást v égző test t öbbsz ör (esetleg
végtelen sokszor) visszat ér.

Elősz ör a pontszerű testek egyenes menti rezg ését
tárgyaljuk.

Ekkor a mozg ás egy x(t) függv énnyel jellemezhet ő.

Ha van olyan x0, melyre x(t) = x0-nak egyn él t öbb
megold ása van t-re, akkor rezg őmozg ásr ól besz élhetünk.

Ha x(t) peri ódikus, akkor peri ódikus rezg őmozg ásr ól
beszélünk. (Vigy ázat! Nem minden rezg őmozg ás peri ódikus.)
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1.1. Rezgések kialakul ása

Rezgések kialakul ásának leggyakoribb m ódja a k övetkez ő:

Létezik egy olyan pont, ahol a test egyensúlyban van. Ha
inn ét kiss é kit érı́tjük a testet, és ekkor az egyensúlyi hely fel é
hat ó er ő ébred, akkor a test visszat ér az egyensúlyi pontba,
és szinte mindig túl is lendül rajta. A m ásik oldalon ugyanez
ism étl ődik, a testre ugyancsak az egyensúlyi pont fel é hat ó
erő kezd hatni, visszat ér oda, . . . ı́gy el őáll egy rezg és.

Matematikailag:

Egyensúlyi pont: F (x0) = 0

Visszat érı́t és jobbr ól: F (x) < 0, ha x > x0 és x − x0 < δ

Visszat érı́t és balr ól: F (x) > 0, ha x < x0 és x0 − x < δ

Ez ı́gy nehezen kezelhet ő. Szeml éltessük!
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Egyensúlyi helyzet rezg éssel:
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Elnevez és: stabil egyensúlyi helyzet
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Egyensúlyi helyzet rezg és nélkül:
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Elnevez és: instabil egyensúlyi helyzet
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Tanuls ág:

Ha egy egyensúlyi helyzet k örül F (x) monoton fogy ó, akkor
ott stabil egyensúly van, azaz kialakul rezg és, kül önben nem.

Egyszerű p éld ák stabil és instabil egyensúlyi helyzetre: labda
dombon és gödörben.

instabil egyensúly

stabil egyensúly



Home Page

Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 6 of 30

Go Back

Full Screen

Close

Quit

1.2. A harmonikus rezg őmozg ás

Amennyiben az egyensúlyi helyzet k özel ében az er őfüggv ény
line áris, harmonikus rezg őmozg ás alakul ki.

Tegyük az orig ót az egyensúlyi helyzetbe. Ekkor az
erőfüggv ény:

F (x) = −D · x

ahol D szok ásos neve: direkci ós álland ó vagy rug óálland ó.

Ilyen er ő hat pl. egy rugalmasan r ögzı́tett testre.

A mozg ás egyenlete: ( F = ma átrendezve)

a = −
D

m
x

Beı́rva a gyorsul ás jelent ését:

d2x

dt2
= x′′ = −

D

m
x



Home Page

Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 7 of 30

Go Back

Full Screen

Close

Quit

Ez ez olyan egyenlet, melyben csak az x(t) függv ény az is-
meretlen. B ár pillanatnyilag nem tudjuk megoldani, mert
az ismeretlen deriv áltja is szerepel, az ért ki tudjuk tal álni a
megold ást. (K ésőbb matematik ából szerepelni fog a perecı́z
megold ás is.)

x(t) tehát olyan függv ény, melynek m ásodik deriv áltja
önmag ának negatı́v konstansszorosa. Ilyenek pl. a sin és
cos függv ények. ( (sinx)′′ = (cosx)′ = − sinx). Kis
pr ób álgat ással:

x(t) = A sin(ωt + ϕ0)

ahol A és ϕ0 tetsz őleges álland ók, ω =
√

D/m.

Valóban megold ása ez a mozg ásegyenletnek? Ellen őrizzük:

v(t) = x′(t) = A cos(ωt + ϕ0) · ω

a(t) = v′(t) = −A sin(ωt + ϕ0) · ω · ω

És ı́gy val óban:

a(t) = −x(t) · ω2 = −x(t)
D

m
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Tényleg ez a mozg ásegyenlet egy megold ása. Összefoglalva:

x(t) = A sin(ωt + ϕ0)

v(t) = Aω cos(ωt + ϕ0)

a(t) = −Aω2 sin(ωt + ϕ0)

Ez a mozg ás a középiskol ából ismert harmonikus
rezgőmozg ás.

A szok ásos elnevez ések:

• ω: k örfrekvencia.

• T = 2π/ω: peri ódusid ő.

• A: amplitúd ó.

• ϕ0: kezd őf ázis.
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1.3. Kis amplitud ójú rezg ések

Mi a helyzet azonban, ha a testre hat ó er ő nem line áris?

Által ános esetben bonyolult megadni a rezg és param étereit.

Egyensúlyi helyzet k örüli kis rezg ések eset én közel har-
monikus rezg ést fogunk kapni, hisz sima F (x) eset én kis sza-
kaszon F (x) grafikonja j ól k özelı́thet ő érint őj ével.
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Ezért x0 körül k özel line áris er őt örv ény érv ényesül. Mivel
az érint ő meredeks ége F ′(x), ezért a kis rezg ések úgy
tört énnek, mintha D = −F ′(x) rug óálland ójú rug ón lenne
a test.

Tehát egyensúlyi helyzet k örüli kis amplitud ójú rezg ések
frekvenci ája:

ω =

√
−

F ′(x)

m
=

√
−

1

m

dF

dx

Nem tévedés! Stabil egyensúly eset én F (x) monoton fogy
x0 körül, ı́gy itt F (x0) < 0, ezért ω képlet ében a gy ökjel alatt
pozitı́v sz ám áll.
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(1.3)–1. példa: Egy egyenes ment én mozg ó testre hat ó er ő
SI-egys égekben az al ábbi alakú:

F (x) =
5

x
− 9

Hol van a test egyensúlyban? Kialakulhat-e rezg és az
egyensúly k örül? Mennyi a kis rezg ések peri ódusideje, ha
a test t ömege 2 kg?
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(1.3)–1. példa: Egy egyenes ment én mozg ó testre hat ó er ő
SI-egys égekben az al ábbi alakú:

F (x) =
5

x
− 9

Hol van a test egyensúlyban? Kialakulhat-e rezg és az
egyensúly k örül? Mennyi a kis rezg ések peri ódusideje, ha
a test t ömege 2 kg?

Megold ás: Az egyensúly felt étele: F (x0) = 0, azaz most
5/x0 − 9 = 0. Ez egyszerűen megoldhat ó:

x0 =
5

9

(Most csak egy megold ásunk van.)

Azt, hogy monoton fogy ó-e a függv ény, legegyszerűbb az
alapj án eld önteni, negatı́v-e a deriv áltja. Sz ámoljuk ki a de-
riv áltat teh át:

F ′(x) =

(
5

x
− 9

)′
= −

5

x2
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az egyensúlyi pontban:

F ′(x0) = −
5

(5/9)2
= −

81

5
= −16,2

Ez val óban negatı́v, teh át kialakulhat rezg és. A frekvencia:

ω =

√
−

F ′(x0)

m
=

√
16,2

2
≈ 2,85

1

s

A peri ódusid ő:

T =
2π

ω
= 2,21 s
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Egy kicsit segı́thet, ha felrajzoljuk F (x) grafikonj át:

−20

−15

−10

−5

 0

 5

 10

 15

 20

−4 −2  0  2  4

5/x−9

Látszik, hogy egy egyensúlyi helyzet van, mely stabil.
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(1.3)–2. példa: Egy egyenes ment én mozg ó testre hat ó er ő
SI-egys égekben az al ábbi alakú:

F (x) = 10x3 + x2 − 0,2x

Hol lehet a test egyensúlyban? Hol alakulhat ki rezg és? Men-
nyi a kis rezg ések peri ódusideje, ha a test t ömege 7 kg?
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(1.3)–2. példa: Egy egyenes ment én mozg ó testre hat ó er ő
SI-egys égekben az al ábbi alakú:

F (x) = 10x3 + x2 − 0,2x

Hol lehet a test egyensúlyban? Hol alakulhat ki rezg és? Men-
nyi a kis rezg ések peri ódusideje, ha a test t ömege 7 kg?

Megold ás: Egyensúlyi helyzet felt étele:

F (x) = 10x3 + x2 − 0,2x = 0

Nyilv ánval ó megold ás az x1 = 0. Az ezen kı́vüli
megold ásokat keresve eloszthatjuk az egyenletet x-szel:

10x2 + x − 0,2 = 0

Ennek gy ökei: (m ásodfokú egyenlet megold ásával)

x2 = 0,1 x3 = −0,2

Három egyensúlyi helyzetünk van teh át. A stabilit ást F ′(x)
előjel éből állapı́thatjuk meg:

F ′(x) = 30x2 + 2x − 0,2
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F ′(x1) = −0,2 F ′(x2) = 0,3 F ′(x3) = 0,6

Ezek közül csak az els ő negatı́v, teh át csak x1 = 0 körül
alakul ki rezg és.

A kis rezg ések k örfrekveci ája:

ω =

√
−

F ′(x1)

m
≈ 0,169

1

s

Peri ódusideje: T = 2π/ω = 37,2 s

3 2

nincs rezgés

rezgés

10x + x − 0.2 x

−0.1

−0.05

 0

 0.05

 0.1

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4
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2. A csillapı́tott rezg őmozg ás

A közegellen áll ást, súrl ód ást és egy éb f ékező hat ásokat ed-
dig elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezg ésbe
hozok, de mag ára hagyok, az egyre kisebb amplitud óval fog
rezegni.

Most vegyük figyelembe a k özeg hat ását:

Frug ó + Fközeg = m · a

Itt Frug ó = −Dx, a közeg hat ását pedig ı́rjuk fel a k övetkez ő
alakban:

Fközeg = −C · v

Tehát sebess éggel ar ányos f ékezőer őt t ételezünk fel.
Ez pl. kis sebess égű mozg ásnál j ó k özelı́t éssel igaz a
közegellen áll ásra.

Így:
−D · x − C · v = m · a
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Átrendezve:

a = −
D

m
−

C

m
v

D/m-ben felismerhetjük a csillapı́tatlan rezg és
körfrekvenci ájának n égyzet ét, azaz D/m = ω2

0.

C/m valamik épp a f ékezés hat ékonys ágát méri. Jel öljük ezt
2β-val. β szok ásos neve: csillapı́t ási t ényező.

Így a csillapı́tott rezg őmozg ás alapegyenlete:

a = −ω2
0 x − 2β v

Másképp:
x′′ = ω2

0x − 2βx′

Ennek megold ására jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszközeink. Ez ért a megold ást bizonyı́t ás nélkül k özl öm:

A megold ás jellege alapvet ően kül önb özik ha ω0 > β (kis csil-
lapı́t ás) illetve ha ω0 ≤ β (nagy csillapı́t ás).
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Ezek közül a kis csillapı́t ás fordul el ő gyakraban, ı́gy ezt
tárgyaljuk r észletesen.
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2.1. Kis csillapı́t ások esete

Amennyiben ω0 > β, a csillapı́tott rezg őmozg ás az al ábbiak
szerint zajlik:

x(t) = A0 · e−βt sin(ωcst + ϕ0)

ahol
ωcs =

√
ω2

0 − β2

Tehát a csillapı́tott rezg és frekvenci ája kisebb, mint a csil-
lapı́tatlan ( ωcs < ω0), amplitud ója pedig A0-ról exponenci ális
függv ény szerint cs ökken.

Maga az amplitud ó id őbeli v áltoz ása:

A(t) = A0e−βt
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t

−A0

x

x(t)0A
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2.2. Nagy csillapı́t ások esete

Amennyiben ω0 ≤ β, nem is alakul ki rezg őmozg ás, hanem
az x(t) függv ény monoton cs ökken ően 0-hoz tart.

x

t

erõs csill.

nagyon erõs csill.



Home Page

Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 24 of 30

Go Back

Full Screen

Close

Quit

(2.2)–1. példa: Egy csillapod ó rezg őmozg ás amplitud ója
12 s-onk ént felez ődik meg. Mekkora a csillapı́t ási t ényező
ért éke?

Megold ás: A szöveg szerint:

A0

2
= A(t) = A0e

−βt

ahol t = 12 s.

Innen egyszerű átrendez éssel:

β =
ln 2

t
= 0,0578

1

s
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(2.2)–2. példa: Egy csillapod ó rezg őmozg ás körfrekvenci ája
1,3 Hz, amplitud ója kezdetben 15 cm, 10 s múlva m ár csak
3 cm.
Mikor lesz amplitud ója kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a
rezgés frekvenci ája, ha nem lenn ének csillapı́t óer ők?
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(2.2)–2. példa: Egy csillapod ó rezg őmozg ás körfrekvenci ája
1,3 Hz, amplitud ója kezdetben 15 cm, 10 s múlva m ár csak
3 cm.
Mikor lesz amplitud ója kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a
rezgés frekvenci ája, ha nem lenn ének csillapı́t óer ők?

Megold ás: A feladat szerint:

A0 = 0,15 m A1 = 0,03 m t1 = 10 s ωcs = 1,3 Hz

Tudjuk, hogy
A1 = A0e

−βt1

inn ét:

β = −
1

t1
ln

A1

A0
= 0,16

1

s

Keressük azt a t2 id őpontot, melyre A(t2) = A2 = 0,001 m:

A2 = A0e
−βt2

inn ét:

t2 = −
1

β
ln

A2

A0
= 31,1s



Home Page

Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 27 of 30

Go Back

Full Screen

Close

Quit

(Figyelem! Az amplitud ó nem liner áisan cs ökkent!)

A csillapı́tatlan ω0 frekvencia a fenti

ωcs =
√

ω2
0 − β2

összefügg ésből kaphat ó meg:

ω0 =
√

ω2
cs + β2 = 1,31 Hz
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3. A gerjesztett rezg őmozg ás, k ényszerrezg és

Mi t ört énik akkor, ha a kezdeti rezg ésbe hoz áson kı́vül a testet
egy küls ő er ő álland óan “rezgeti”, azaz gerjeszti a rezg ést.
(Pl. hinta küls ő álland ó l ök öd éssel.)

Legegyszerűbb eset: amikor a gerjeszt ő er ő szinuszosan
változik:

ma = Frug ó + Fközeg + Fg

ahol
Fg = F0 sin(ωg t)

A fentiekhez hasonl óan:

a = −ω2
0x − 2βv + a0 sin(ωg t)

ahol a0 = F0/m.

Kis csillapı́t ások eset én a megold ás:

x(t) = Ag · sin(ωgt + δ) + A · e−βt sin(ωcst + ϕ0)
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Ez tehát egy Ag amplitud ójú harmonikus rezg és és egy csil-
lapod ó rezg és összege. Amı́g mindkett ő jelen van, az elt érő
frrekvenci ák miatt kiss é össze-vissza rezg ést kapunk, de a
csillapod ó tag elhal ásával ez egyre ink ább egy álland ó ampli-
tud óra áll be.

t

x

Ag
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Hosszú t ávon teh át Ag számı́t. Ennek kifejez ése:

Ag =
a0√

(ω2
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A saj átfrekvencia k örny ékén teh át a gerjesztett rezg és ampli-
tud ója igen megn őhet, ha a csillapı́t ás kicsi. Ez a rezonancia
jelens ége.

Ez sokszor fell ép a gyakorlatban, n éha káros, n éha hasznos.
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