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1. Bevezetés

Tobb alapfogalom ismer &s lehet a k 6zépiskol aboél. Miért ta-
nulunk err 6l m égis?

Title Page

e ismétlés
e precizebb meg értés

A mechanika k ét f6 aga:

Kinematika : A targyak mozg asanak leir asa.
(“Hogyan mozognak at argyak?”)

Dinamika : A mozg as ok anak vizsg alata.
(“Miért mozognak at argyak?”)



2. A kinematika alapfogalmai

Egy val 6s test mozg aséanak leir asa altal aban igen bonyolult.

Példa: egy j arkalé ember kinematik aja.

Sok fontos pont leir asa adja meg a mozg ast.
Mindenk épp egy pont mozg asanak leir asaval kell kezdeni.

A gyakorlatban sokszor a test r észletei nem | ényegesek,
csak a test egy pontj anak mozg asa: ekkor az eg ész testet
tekinthetjuk pontszertnek.
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Pontszer( testnek nevezink egy testet, ham  éretei a mozg as
palyajanak méreteihez k épest elhanyagolhat 6k és belsd
folyamatai nem befoly asolj ak k6zéppontj anak mozg asat.

Természetesen t Okéletesen pontszer(i test (t Gmegpont)
nincs, de sokszorj 6 ko6zelit ést jelent pontszer(ivel k 6zeliteni.

2.1. A pontszer( testek kinematik aja

e Megadunk a t érben egy pontot, amit vonatkoztat asi-
vagy viszonyit asi pont nak neveziink. ( O pont)

e Megadjuk a vonatkoztat asi pontb 6l a tdmegpontba mu-
tatd Ugynevezett helyvektort . (r vektor)

Ez egy id 6pontra vonatkozik.

Ha minden t idopontra megadjuk a test r(t) helyvektor at,
akkor ezzel at 6megpont mozg asat teljesen leirtuk.




v helyvektor

viszonyitasi pont

Pontszer( test mozg asa
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Kinematikai alapfogalmak




Elmozdul as: vektormennyis ég
Ar =r(t2) —r(t1)

Ut: skal &r mennyis ég

A befutott p alyadarab hossza. (Formula magasabb
matematik at ig ényelne!)

Atlagsebess ég: vektormennyis ég

r(t2) —r(t1) Ar
to—1t; At

@(tla t2) =

Atlagos sebess égnagys ag: skal ar mennyis ég
Az Ut és az id 6 hanyadosa.

A fogalmak pontos haszn alata k 6telez 6!!!

Koznapi értelemben sokszor keverednek ezek, de ezt
fizik &ban nem szabad.



Komponensenk énti sz amol as

Sokszor neh éz vektorokkal sz amolni. Ez ért a gyakorlat-
ban tdbbnyire felvesziink egy koordin  ata-rendszert, melynek
orig Oja a viszonyt asi pont és a vektorok komponenseivel, ko-
ordin ataival sz amolunk:

r(t)  helyett  (x(t),y(t), 2(1))

A koordin atak ismeret ében a vektor minden tulajdons aga is-
mert.

Pl. a vektor hossza (abszolut értéke):

| =r = Va2 4 y? + 22

Megjegyz és:  Bizonyos esetekben nem der ékszogl ko-
ordin ata-rendszer haszn alata a c élszerd, de ilyennel mi nem
fogunk tal alkozni.




2.2. A pillanatnyi sebess ég

Az atlagsebess ég (Ar/At) jelent ése: atlagosan mekkora az
elmozdul as egys égnyi id 6 alatt.

De hogy értelmezhet § a pillanatnyi sebess ég?

Nem irhatunk At = 0-t az atlagsebess ég formul ajaba, mert 0
lenne a nevez Gben.

Azonban ha egyre kisebb és kisebb At értékre sz amoljuk ki
az atlagsebess ég értékét, az egy j6l meghat arozott értéket
kdzelit meg egyre jobban.

Els0, kozelit 6 meghat aroz as:

Pillanatnyi sebess ég alatt egy olyan r 6vid idd
atlagsebess égét értjik, mely alatt a mozg as nem v altozik
meg | ényegesen.




Egy egyszer(i p élda

Mozogjon egy test az « tengely ment én: x(t) = 5 -sin(3 - t)
(Sl-egys égekben)

Mekkora a pillanatnyi sebess ége t = 0,2-kor?

Recept: sz amoljuk ki az atlagsebess éget t és t + At kozatt,
majd n ézzik meg, mit orténik egyre kisebb At-re:

Tt + At) = x(t + At) — x(1) _ 5sin(3(t + At)) — 5sin(t)

At At
Esetlinkben ¢t = 0,2, igy:

_ 5 . .
v(0,2,0,2 + At) = ~ (sin(0,6 4+ 3At) — sin 0,6)

Itt mar csak At ismeretlen.




Szamoljuk ki -t egyre cs 6kken 6 At mellett:

Figyelem! A sin fliggv ény argumentum &aban nem volt fokjel,
ezért radi anban kell sz amolni!

At v

0,1 10,93
0,01 | 12,25
0,001 | 12,37
0,0001 | 12,38
0,00001 | 12,38

Megfigyelhet 6, hogy az értékek egy meghat arozott sz amhoz
kdzelitenek, nem 0-hoz vagy v égtelenhez. Ez a sz am a pil-
lanatnyi sebess ég értéke.

A test teh at 12,38m/s sebess éggel mozog a k érdezett
id6pontban. (2 tizedesjegy pontoss agig.)




Szeml éltet és grafikonon

Egyenes menti mozg as (vagy egy mozg as egy komponense)
jol szeml éltethet 6 grafikonon, és az alapfogalmak isj 6l meg-
figyelhet Ok itt:

x(t) x(t)

HV



Amennyiben t, egyre jobban megk 06zeliti t,-et, azaz At a 0-t,
a szel 6k egyre ink abb a grafikon érint 6jéhez simulnak:

X(tA

érinto

>
t

A hely-id 6 grafikonhoz hizott szel 6 meredeks ége tehat
az atlagsebess éget, az érint6 meredeks ége a pillanatnyi
sebess éget adja meg.



Tom or megfogalmaz as

Pillanatnyilag azt mondhatjuk a pillanatnyi sebess égrol, hogy
annak értéke: “v = Ax/At olyan kicsi At-re, mely alatt a
mozg as nem v altozik meg | ényegesen.”’

Ez kortlm ényes és nem preciz.

A matematika erre a hat arérték fogalm at haszn alja: melyik az

az érték, melyet az atlagsebess ég egyre jobban megk 06zelit,

ha At egyre jobban megk 6zeliti a 0-t. Szok asos jel 61éssel:
Ax

v= lim —
At—0 At

Még rdvidebb jel olés:




Elnevez és: A sebess ég a hely id 6 szerinti deriv altja vagy dif-
ferenci alhanyadosa.

Természetesen mindez nemcsak a komponensekre, hanem
az egész helyvektorra is igaz:

dr

v=—=r1r'
dt

Ahogy elv égeztiik a deriv alast, az nagyon neh ézkes.

A matematika azonban megadja, hogy lehet ezt gyorsan
elvégezni. Tetsz bleges flggv ény deriv alasat Matematik abél
tanulni fogj ak. Rdvidesen n éhany egyszer( fliggv ény de-
rivalasat nézzik meg.

El6tte azonban egy m asik fogalom:




2.3. Agyorsul as

Atlagos gyorsul &s:
v(tz) —v(t1)) Aw

a(ti,tz) =
&t ) ts — At
Pillanatnyi gyorsul as:
dv ,
a—— ="
a=_ =

Mivel a sebess ég a hely id 6 szerinti deriv altja, a gyorsul as
pedig a sebess ég id 6 szerinti deriv altja, ez ért a gyorsul as a
helyb &l k étszeri deriv alassal kaphat 0O.

Ezért azt mondjuk, hogy a gyorsul as a hely id 6 szerinti
masodik deriv altja, és a kdvetkez 6 jel 6léssel fejezzik ki:

d*r
dt?

4

a= =r




3. Egyszerd fliggv ények deriv alasa

A deriv alas mivelete teh at elengedhetetlen az alapvet 6 fizikai
fogalmak halad 6 szintli meg értésében.

Isaac Newton egyr észt a mechanika megalapoz 06ja, masrészt
a differenci al- és integr alszamitasé is. Ez nem v életlen.

Ezért most bizonyit asok nélkil megtanuljuk a lege-
gyszer(bb fliggv ények deriv altj at kisz amitani. Matematik abdl
sokkal @sszetettebb flggv ények deriv alasa és a deriv alasi
O0sszefligg ések bizonyit asa is szerepelni fog az els 6 féléves
anyagban.




3.1. Alapderiv altak

Az alabbi t ablazat a leggyakrabban el 6fordul 6 fliggv ények de-
riv altj at tartalmazza:

f(x) | fl(w) =5 f@) | flz)y=4L
a 0 sinx CoS T
x" n-x" ! CcCoS T —sinx
e’ e’ Inx 1/x
a” Ina-a” log,x | 1/(x-Ina)
Megjegyz ések:

e atablazatban a egy tetsz 6leges alland 6t jel 6.

e “¢e” aterm észetes alapl logaritmus ( In) alapszama: e =
2,718

e a tablazat tomor: t 6bb van benne, mint els 6 ranézésre
latszik. Pl. «/x = z'/2,igy a 2. sor alkalmazhat 6 n = 1/2

beirasaval: (vz) = (z'/2)' = (1/2)z~ 2 = 1/(2/7)




3.2. Baratkoz as az alapderiv altakkal

Deriv aljunk n éhany egyszerd fliggv ényt.

Konstans fliggv ény deriv altfa 0: (a’) = 0, ha a alland 6.
Erthet 6, hisz a konstans fliggv ény grafikonja vizszintes, azaz
meredeks ége 0.

()’ = 1. Hihet6, hisz az f(x) = « fliggv ény meredeks ége
mindentitt 1.
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Valoban: pl. = 0-nal f(x) grafikonja vizszintes, azaz mere-
deksége 0, és itt 2« = 0. Tovabba = > 0-ra f(x) grafikonja
egyre meredekebb, x < 0-ra a meredeks ég negativ, és ezt
tlkr 6zi a deriv alt.
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(Inz) =1/=.
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3.3. Derivalasi szab alyok

Bonyolultabb  fliggv ények esetén nem elegend 6 az
alapderiv altak ismerete, n éhany szab alyt is fel kell haszn alni,
melyeket bizonyit asat matematik abol fogj ak megtanulni a
hallgat 0k. A sz amunkra fontos szab alyok:

e (f(x) +g(x)) = f'(x) + g’(x) (6sszeg tagonk ént de-
riv alhat 0)

e (a-f(x)) =a- f'(x) (konstans szorz 6 kiemelhet 0)

e (f(z)-g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(x)

. (@) _ (@) -g(z) — g'(2)f(x)
9() (9(2))?

o (f(9(x))) = f'(g(x)) - g'(x) (Osszetett fuggv ény de-
riv alasa)




3.4. Néhany egyszer(i deriv alas

(x> 4+ 3z —6) = (2?) + (3z) — (6) =2z +32° —0=2x+3

(e*sinz)’ = (&%) sinx + e*(sinx)’ = e”sinx + e” cosx

sinw)' _ (sinz)’ cosx — (cosx) sinx

(tanz)’ = (

cosx (cosx)?

COSZ COST + sinxsinx 1

cos2 x cos2

(cos(2z))’ = —sin(2x) - (22)" = —sin(2z) - 2




3.5. Alkalmazzuk mindezt a fizik ara

Nem lesznek bonyolultabbak a dolgok, csak a jel 06lések
masok, azaz nem felt étlen x lesz a valtoz ¢ jele.

(3.5)-1. példa: Egy test hely-id 6 fliggv énye:

w(t):gt2+vo't+$0

Adja meg a sebess égét és a gyorsul asat!

Megold as: A sebess ég a hely id 6 szerinti deriv altja:

d
v(t) = (2(t)) = = = L2t 4+ vy + 0 = at + vo
dt 2

A gyorsul as pedig a sebess ég deriv altja:

a(t) = (v(t)) =a+0=a



Ez tehat az egyenes vonall egyenletesen gyorsul 6 mozg as.

(3.5)-2. példa: Egy test hely-id 6 fliggv énye: x(t) =
5sin(3t). Adja meg a sebess ég-id 6 fliggv ényt! Mekkora lesz
sebess ége t = 0,2 s-kor?

Megold as:

v(t) = (x(t)) = 5(sin(3t))’ = 5cos(3t)(3t)’ = 5cos(3t) - 3 =

= 15 cos(3t)
A kérdezett id épontban:

m
v(0,2) = 15c05(0,6) = 12,380 —

Nahat! Ezt sz amoltuk ki korabban! Csak igy sokkal gyorsabb
és nemcsak egy id Opontra kaptuk meg az eredm ényt.



(3.5)-3. példa: Egy xy-sikban mozg 0 test koordin atai az id 6
fliggv ény ében:

x(t) =6t y(t) =5 — 3t — 5t

Adja meg sebess égének nagys agat az id 6 fliggv ényében!




(3.5)-3. példa: Egy xy-sikban mozg 0 test koordin atai az id 6
fliggv ény ében:

x(t) =6t y(t) =5 — 3t — 5t
Adja meg sebess égének nagys agat az id 6 figgv ényében!

Megold as: Kl 6n-kil 6n ki kell sz amolni a sebess ég kompo-
nenseit:

v (t) = (z(t))' = (6t) =6
vy(t) = (y(t)) = (5 — 3t — 5t*)) =0 —3 — 10t

A Pithagorasz-t étel szerint:

[w(t)] = \/v2(£) + v2(t) = V& + (—3 — 108)? =

— 1/100¢2 + 60t + 45



FIGYELEM! TIPUSHIBAK!

Hallgat Ok tipikus hib &i: mond 6k akat mondogatnak és rosszul
alkalmazz ak. PI. egy tipikus rossz mond Oka: “A sebess ég az
ut és azid6 hanyadosa: v = x/t”

Egy csak és kizardlag az orig 6bol indul 6 egyenes vonall
egyenletes mozg asraigaz! altalanos alkalmaz asa téves!

Ugyanez pepit aban: “A gyorsul as a sebesség és az idd
hanyadosa: a = v/t”

Ne is vesztegessuk r a a szo6t: felejtsuk el!



3.6. A forditott ir anyu kapcsolat

Tudjuk m ar, hogy kell a hely-id & fliggv ényb &l kisz amolni a
sebess ég-id 6 fliggv ényt.

Vajon visszakaphat 6-e a hely a sebess ég-id6 fliggv ény is-
meret ében?

Nyilv anval 6an: nem.

Hisz ha nem tudjuk, honnan indult a test, puszt an
sebess égének ismerete nem adja meg, hova érkezett. (Pl.:
egy auté az Ml-esen 20 percig egyenletesen 90km/h-val
megy. Hol van most? Ez nem megv alaszolhat 6, ha nem
tudjuk, honnan indult.)

Matematikailag: a deriv alast nem tudjuk forditva csin  alni,
mivel v égtelen sok hely-id & fliggv ény deriv altja lehet ugyanaz

a sebess ég-id 6 fliggv ény. Ennek oka: tetsz Oleges konstans

flggv ény deriv altja 0.




Pl: (5t+3) = (5t) = (bt +72) =-.. =5

Ami megmondhat 6, az a hely megv altoz asa, azaz az elmoz-
dul as.

Ezt a mlveletet, azaz a deriv alas forditottj at integr alasnak
nevezzuk. (Matematik abdl lesz r 6la sz 6.)

Itt ennek elv égzését nem tanuljuk meg (b ar egyszeribb
fliggv ényekre nyilv anval 0), csak szeml éltetjlk.

v( I)A

AX




Amennyiben v negativ értékeket is felvesz, az el Gjelekre is
ugyelni kell:
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A sebess ég-id 0 fliggv ény grafikonja alatti tertiletek  abra szer-
inti el 6jeles dsszege az elmozdul ast adja meg.



Ez term észetesen egy komponensre vonatkozik.

Ha a kezd 6helyzet ismert, akkor av €gso6 hely kisz amolhat 6va
valik.
Hasonlé6 a kapcsolat a gyorsul as-id6 fliggv ény és a

sebess égvaltozas kozott is: A gyorsul as-id6 fliggv ény
grafikonja alatti terliletek el Gjeles 06sszege a sebess ég

valtoz asat adja meg.




(3.6)-1. példa: Egy test gyorsul as-id6 flggv énye SlI-
egys égekben a k 6vetkez 6: a(t) = 3 — 2t¢. Tudjuk, hogy a test
t; = 1-kor 5m/s sebess éggel mozgott. Mekkora a sebess ége
to = 3-kor?




(3.6)-1. példa: Egy test gyorsul as-id6 flggv énye SlI-
egys égekben a k dvetkez 6: a(t) = 3 — 2t. Tudjuk, hogy a test

t; = 1-kor 5m/s sebess éggel mozgott. Mekkora a sebess ége
to = 3-kor?

Megold as: Készitstink grafikont!

a(t)
A

7
L




A grafikon alatti terlilet k ét haromsz dgre bomlik:
e t; = 16ésty=1,5k0z6tt egy 1 magass agu haromsz 6g a
t tengely felett.
o to = 1,5 és t3 = 3 kdzo6tt egy 3 magass agu haromsz dg a
t tengely alatt.

Ezek terliletei k 6zul az els 6t pozitiv, a m asodikat negativ
elGjellel kell figyelembe venni.  Igy a sebess égvaltoz as:

05-1 1,5-3
2 2

A’U:Tl—ng

Mivel v(t;) = 5m/s, ezért nyilv an: v(t:) = v(t1) + Av =
3m/s.

3.7. A pontszer( testek dinamik aja

A dinamika meg értéséhez sziks égesek voltak mindazok,
amit a kinematik abdl eddig megtanultunk.



A dinamika alapt 6rvényeit Isaac Newton fedezte fel az 1600-
as évek végén. Term észetesen alapozott sokak munk ajara,
de nala allt 6ssze egy rendszerr é a mechanika.

A mechanika alapt 6rvényei azo6ta is a Newton-t Orvények,
melyeket a k dvetkez 6kben t argyalunk. (Newton nem pon-

tosan ebben a form &ban mondta ki 6ket, de mindezek benn

vannak m(iveiben.)




Newton I. t 6rv énye

Talalhat 6 olyan vonatkoztat asi rendszer, amelyb &l nézve min-
den mag ara hagyott test alland 6 sebess égvektorral mozog.
Megjegyz ések:

e Az ilyen rendszert inerciarendszer nek nevezzuk.

e Magara hagyott test alatt olyan testet  értlink, mely nincs
kdlcs dnhat asban m as testekkel.

¢ Nem minden vonatkoztat asi rendszer inerciarendszer!

e Sok rossz megfogalmaz asa létezik Newton I. t 6rvényé-
nek! Altal aban elfelejtik megjegyezni, hogy ez csak bi-
zonyos rendszerekben teljesdl.

e Newton t 6bbit 6rvénye csak inerciarendszerben teljesil !



Newton Il. t 6rv énye

Minden testhez tal alhaté egy olyan allandé m men-
nyis ég, amit a test t 6megének neveziink, és a tobbi test
hatdsa a vizsg alt testre jellemezhet 6 egy F (gynevezett
er6fliiggv énnyel, ami csak a test t dmegétdl, hely étdl
sebess égétdl és az id 6pontt 4l fuigg, ugy, hogy

F=m-a
ahol a atest gyorsul asa.

Newton szerint teh at a testek t mege alland 6, fliggetlen a
test mozg asatol és attol, milyen k 6lcs 6nhat asban vesz r észt
a test.

Masik elrejtett felt ételezés, hogy a k o6lcs 6nhat asok el 6re
meghat arozott m 6don mennek v égbe, azaz az erd mindig
ugyanaz, ha azonos k oriulm ények k o6zt megism étlek egy
Kis érletet.

Legnagyobb 6tlet viszont, hogy a kdlcs 6nhat as a test gyor-




sul asat hatarozza meg . Kor abban mindenki azt hitte, hogy a
sebess éget hat arozzak meg a k 6rilm ények. (Deriv alas nélkul
még a pillanatnyi sebess ég is hom alyos fogalom volt, nem-
hogy a gyorsul as...)

Newton Il. t 6rv ényének jelent 6sége:

Ha egy k dlcs 6nhat as er6t6rv ény ét egyszer meg allapitom, és
egy test t dmeg ét lem érem, akkor Newton II. t 6rv énye alapj an
megkapom a gyorsul ast. Ebb 6l a kinematika m odszereivel a
teljes mozg as visszakaphat 0.




Newton Ill. t 6rv énye

Ha csak k ét test van egym assal k 6lcs 6nhat asban, akkor ha
az egyikre F'; er0 hat, akkor am asikra hat 6 er6 F, = —F.

Szokas ezt “hat as-ellenhat as térv ény ének” is nevezni.




Newton IV. t 6rv énye

Ha egy testre t 6bb m asik is hat egyszerre, akkor a test gy
mozog, mintha olyan k 0&lcs 6nhat asban szerepelne, melynek
ereje a kul 6n-kil 6n k 6lcs dnhat asok er 6inek vektori 6sszege.

Az erb6k tehat egymastol fliggetlentl hatnak, hat asuk
egyszer(i matematikai mdvelettel dsszegezhet 6.

F +
L EZ




T6bb k 6lcs 6nhat as esetére Newton Il. t 6rvényét szok as az
alabbi alakok valamelyik ében felirni:




3.8. Alendiilet, a lendiiletmegmarad as torvénye

Vizsg aljunk k ét testet, amik er 6t fejtenek ki egym asra, de m as

test nem hat erre a kett Gre, azaz a két test z art rendszert alkot. _ Homepage |
Newton Ill. t 6rv énye szerint a r ajuk hat 6 eroék: I
hm e m ]
Egy igen kicsi At-re: P
i Av, [ruessotes |
= MM -

=T UAL [
Hasonl 6 6sszefligg és igaz a m asodik testre is. Ez ért: —

Av, Av,
mq - = —my _

LAt At

Innét:
m1Av; + meAv, =0



Mivel a t megek alland 6ak, ez ért nyilv anval 6an
A(myvy) + A(mavy) =0

A(myv; + mav,) =0

azaZz
myv1 + mov, = alland 0

Az mwv mennyis égek 06sszege teh at alland 6, ezért ez fontos
mennyis ég lehet, hisz minden k 6rilm ények k 6zt megmarad.
Célszerd teh at elnevezni valaminek at 6dmeg és a sebess ég
szorzat at:

Egy m témegli, v sebességl test lendilet ének (vagy im-
pulzus anak) nevezzik a p = mw mennyis éget.

Nemcsak 2, hanem n testre is bizonyithat 0, hogyha z art rend-
szert alkotnak, 6sszlendiletiik allan 6:




Konnyen bebizonyithat 6, hogy a lendilet id 6 szerinti de-
riv altja az er 6:
dp

dt

F




4. A newtoni mechanika korl atai

A newtoni mechanika nagy sikereket  ért el. (M érndki gyakor-
lat, bolyg Opalyak szamitasa, Uj bolyg ok felfedez ése, stb.)

Kb. 100 éve ismerlink olyan jelens égeket, melyek eset én
mérhet § hib at ad a Newton-f éle mchanika alkalmaz asa. A fé
csoportok:

e A fény sebessg ével 6sszem érhetd sebess égek vil aga.
(Ezzel a speci alis relativit aselm élet foglalkozik.)

e Rendkivil nagy t 6meg( testekhez k 6zeli tartom anyok.
(Altal anos relativit aselm élet.)

e Az anyag elemi r észeinek m éretén lezajl 6 folyamatok.
(Kvantummechanika.)

Ezekkel k ésbbb r dviden tal alkozni fogunk.

A mindennapokban a newtoni mechanika pontatlans  aga
kim érhetetlendl kicsi, ez ért t 6bbnyire b atran alkalmazhatjuk.
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