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* Kövesi Endre H. :

A transzfinit halmazelmélet cáfolata.


Abstract: A Transzfinit Halmazelmélet Cáfolata (a következökben "Cáfolat") részletesen kimutatja, hogy a transzfinit halmazelmélet(TH) univerzuma üres, nem tartalmaz objektumokat, vagy legfeljebb egy (nem létezö) objektumot tartalmaz. Vagyis: (amit különben  már ugyszólván mindenki réges-régen tudott, de szemérmesen hallgatott róla) a "transzfinit császár" meztelen. A kritikai elemzésböl kiderül: a TH alaptézisei tévesek. Ezen alapokból levont logikai következtetések értelmetlen "eredményekre" és (a rendszeren belül) feloldhatatlan ellentmondásokra vezetnek. Ez vonatkozik a modern, axiomatikus halmazelméletekre is, amelyek valamilyen formában tartalmazzák a G.Cantor féle "legkisebb, befejezett, aktuális végtelen " axiomáját.


A Cáfolat bebizonyitja: tévedés az a nézet, hogy a "természetes számok bármely két befe-jezett, végtelen halmaza egyenlö számosságú". Tévedés, hogy "vannak (abszolút) megszámlálhatat-lan halmazok". Tehát tévedés, hogy a "valós számok halmaza megszámlálhatatlan".


A Cáfolat feloldja a "Bolzano Paradoxont" ; megoldja "Hilbert Elsö Problémáját" ; kimutatja, milyen ellentmondást tartalmaz a Zermelo-Fraenkel halmazelmélet; hogyan lehet (gyakorlatilag is) megszámlálni a "megszámlálhatatlant" ; hogyan kell helyesen értelmezni G.Cantor "második diagonális eljárását" és felvázolja az "összes" (racionálisan lehetséges) valós számjegyek rendszerét.


A Cáfolat megszünteti a "Matematika Harmadik Válságát" mert kiemeli a matematika alap-kérdéseit a szubjektiv filozófiai vitákból és elháritja a felgyülemlett dogmatikus torlaszokat a matema-tika és igy a  tudományok egyetemes fejlödése elöl.

Refutation of Transfinite Set Theory.


Abstract: The "Refutation of Transfinite Set Theory" (in the following "Refutation") reveals in detail, that the universe of "Transfinite Set Theory(TS)" is empty. It does not contain objects, or at most it contains exactly one (nonexistent) object. In other words: the "the transfinite  Emperor" is naked. (A well known, but seldom publicized fact.) The critical analysis proves: the fundamental assertions of TS are erroneous.The logical deductions based upon these postulates lead to incomprehensible "results" and (within the system itself) to insolvable contradictions. A fact, which applies to all modern axiomatic set theories, containing any variations of  G. Cantor's axiom of "the least, actual (complete) infinite".


The Refutation proves, that  the notion: "any two, actual transfinite sets of (all) natural numbers  is numerically equivalent" is mistaken. Further: it is not true, that "(absolute) nond-enumerable sets do exist. Therefore it is not true, that the power of the "set of all real numbers" is nondenumerable.


The Refutation dissolves the  "Bolzano Paradoxon" ; answers "Hilbert's First Problem" ; reveals the contradictions in the Zermelo-Fraenkel set theory; demonstrates how to enumerate the "nondenumerable"; how to interpret correctly Cantor's "Second Diagonal Method" and outlines the rationally possible system of "all" real numbers.


The Refutation terminates the "third foundational crisis" of mathematics, because it elevates the basic notions of mathematics out of the subjective philosophical discussion. It clears away the accumulated dogmatic obstructions of basis-mathematics, thus opens the road universally for the further developments of sciences. 
          * Kövesi, Endre H., D.J. et D.rer.oec. M.ÖMG.

H - 9027 Györ. Tompa M. u. 4/1/6. Tel.: 0036 96 319 104.

Email: koevesiendre@t-online.hu. Mobil: 036 20 483 4055

Kövesi Endre H.

A transzfinit halmazelmÉlet  cÁfolata

Györ-Vienna. 2004. 

Copyrights:


Ez a mü (Kövesi Endre H.: "A Transzfinit Halmazelmélet Cáfolata") szerzöi jogvédelem alatt áll. A védelmi jogok értelmében a Szerzö fenntartja a forditás, az utánnyomás, a szóbeli elöadás, a rádióadás, a mikrofilmrevétel, vagy bármilyen másnemü sokszorositás és az adatfeldolgozási tárolás, akár csak  kivonatbeli, vagy részletbeli felhasználás engedélyezésének jogait.


Bármely felhasználás jogdijköteles.


A szerzöi jogok megsértése törvénybe ütközik és büntetendö cselekmény.


Kövesi Endre H. elérhetö H-9027 Györ, Tompa u. 4/1/6. cimen. (Tel.:06 96 319 104, Mobil. : 0620 483 40 55, Email : koevesiendre@t-online.hu)  vagy jogi képviselöje Dr Köhegyi György H-9022 Györ, Liszt.F. u..1. (tel.: 06 96 550 860; fax 06 96 550 851) utján.

Tartalomjegyzék:

Abstracts: in Hungarian and in English.....................................................................................................I

2A Transzfinit Halmazelmélet  Cáfolata

Tartalomjegyzék:
4
I.   Kiüzetés a paradicsomból.
7
II.  A természetes számok számossága.
23
A transzfinit halmazelmélet kritériumai (2.1.)
23
A transzfinit konvenció (2.2.)
26
A kritikai eredményei (2.2.1) :
29
Bizonyitás 1  . (2.2.2.)
30
A protoszámok rendszere (N1): (2.3.)
30
Àbrázolási tétel ( 1) : (2.3.1.)
33
Korollárium (1) .
33
A Neuman és Zermelo alaphalmazok:
34
A bináris számjegyek rendszere (N2): (2.4.)
37
Àbrázolási tétel (2) . (2.4.1.)
40
Korollárium (2):
41
A dekadikus számjegyek rendszere (N10): (2.5.)
42
Korollárium (3):
46
Összehasonlitó Táblázat (1):
46
A természetes számok halmazainak jelölése intervallumok formájában:
47
A természetes számok zárt halmazainak általános formulája
49
Osztályok és halmazok jelölése:
50
Bináris ábrázolási tétel (3)
51
2(0(N2)  << 10(0(N10)   bemutatása:
53
Aleph-nullnál nagyobb számhalmazok rendezése:
55
Végtelenül hosszú egész számok:
56
A számosság fötörvénye:
60
III. A Bolzano Paradoxon feloldása.
61
A transzfinit halmazelmélet(TF) második alaptélele (3.1.)
62
A II. TF tétel "bizonyitéka" (Bolzano után) :
62
Ellentétel II.
62
Az  Ellentétel(II) bizonyitékai : (1)
63
Bizonyiték (2).
64
Bizonyiték (3).
66
Bizonyiték (4):
67
A párosság definiciója (def.I):
67
A párosság teoremája:
68
A párosság/végesség definiciója(def.II):
68
A páros/páratlan számok lemmája:
68
A megszámlálhatóság/megszámlálhatatlanság koncepciója.
69
Az ötödik Peano Axioma :
73
Korollárium (4):
74
A transzfinit  kiméra “(0 (1 = (0”.
74
A “páros/páratlan” ellentmondás.
76
Korollárium (5).
77
Ellentmondás a transzfinit ABC felett:
77
A kontinuum probléma megoldása.
81
Korollárium(6):
82
IV. A hatványhalmaz ellentmondás.
84
A hatványhalmaz definiciója (def.III.)
84
A hatványhalmaz axioma:
85
A hatványhalmaz szubhalmazai. Tétel 4.1.
85
Szubhalmazok számossága . Tétel 4.1.1.
86
A legnagyobb szubhalmaz  S(m) poziciója. Tétel 4.1.2.
87
A kettes szubhalmaz S(2) aktuális ábrája. Tétel 4.1.3.
88
A hatványhalmaz számossága. Tétel  4.2.
89
A hatványhalmaz szimmetria. Tétel 4.2. 1.
91
A hatványhalmaz matrix. Tétel. 4.2.2.
93
Hatványhalmaz lexikografikus rendje. Tétel. 4.2.3.
96
Korollárium (7) .
99
”Transzfinit” hatványhalmazok 4.3.
100
”Cantor Teoremája”. 4.3.1.
100
Cantor elsö ”bizonyitéka”. 4.3.1.1.
101
A transzfinit hatványhalmaz ellentmondás tárgyi bizonyitékai. 4.3.2.
101
Megjegyzés Cantor elsö bizonyitékához. 4.3.2.1.
105
A hatványhalmaz ellentmondás további bizonyitéka. 4.3.2.2.
105
A Cantor konjektura státusa. 4.4.1.
108
Aleph-nulllál nagyobb számosságok létezése. 4.4.2.
108
A Paul Cohen féle halmazelmélet 4.5.1.
110
A halmazelmélet bifurkációja 4.6.
111
Az Elvira Fischer Lemma (1)
112
V. A "megszámlálhatatlan" megszámlálása.
113
A transzfinit farce (mdm). 5.1.
113
A második diagonális módszer. 5.2.
116
Mit bizonyit a második diagonális módszer(mdm) ? 5.2.1.
118
Mit nem bizonyit a második diagonális módszer? 5.2.2.
120
Minden halmaz megszámlálható. Tézis 5.3.
122
Pontok filozófiája. 5.3.1.
122
A valós számok [0,1[ számának relativitása. 5.3.2.
124
A "jóldefiniált"-ság definiciója . (def IV.)
126
A "teljesség" definiciója. (def.V.)
126
Lemma a teljes halmazokról.(1) 5.3.2.1.
126
Lemma a megszámlálhatóságról. (2).5.3.2.2.
127
Lemma a hatványhalmaz PAn alárendeltségéröl. (3). 5.3.2.3.
128
A halmaz Rn [0,1[ számossága. 5.3.3.
129
Rn [0,1[ teljességének bizonyitása. 5.3.3.1.
131
Rn [0,1[ megszámlálásának módszere. 5.4.
133
Elözetes megjegyzések:5.4.1.
133
Az általános matrix módszer. 5.4.2.
136
Az  "oszlopszámjegyek" rendszere 5.4.3.
137
R2[0,1[ rendezése. 5.4.3.1.
137
A matrix M(2k,k) grafikus ábrázolása:
140
R10[0,1[ rendezése. 5.4.3.2.
142
Korollárium(8).
146
VI. Az összes számok száma  K .
146
A "számok" filozófiája. 6.1.
146
A "kontinuum" meghatározása. 6.1.1.
154
A "lineáris kontinuum" koncepciója. 6.1.2.
155
Összefoglalás. 6.1.3.
156
A számfilozófia három fötörvénye. 6.1.4.
157
A számjegyek általánositása. 6.2.
157
Az általánositás elsö lépése 6.2.1.
158
Az általánositás második lépése 6.2.2.
159
Konklúzió. 6.2.2.1.
160
A valós számok "végleges" hossza. 6.2.2.2.
160
A valós számegyenes 6.3.
162
A proto számegyenes 6.3.1.
162
A bináris számegyenes 6.3.2.
163
A dekadikus számegyenes 6.3.3.
164
A transzfinit halmazelmélet cáfolata a számegyenesen. 6.4.
166
A végtelenség filozofiája 6.5.
168
Adatok a Szerzőről..................................................................................................................................175



I.   KiüzetÉs a paradicsomból.


A végesen túli (transzfinit) halmazok elmélete a tizenkilencedik század utolsó negyedében keletkezett ès mint ilyen Georg Cantor (1845-1918) nevéhez füzödik.




 Az elmélet eleinte heves ellenkezést váltott ki a  matematikusok körében és kirobbantotta a matematika ugynevezett "harmadik válságát". A kedélyek és a hullámok idöközben lecsillapodtak, de ez a válság  a mai napig sem oldódott meg.


A transzfinit halmazelmélet egyes problémáit - több mint egy évszázad eltelte után is  - bizonytalanság és homály fedi.








Ilyen például az ugynevezett "Kontinuum Probléma" : ha létezik egy legkisebb végtelen halmaz A (kardinális száma  (o ) és létezik A hatványhalmaza P(A) (kardinális száma 2(o), létezik-e olyan A* halmaz, amelynek számossága nagyobb A ,de kisebb P(A) számosságánál? Ès ha létezik is, meg nem is (különbözö axiomatikus rendszerekben) ilyen A* halmaz (Gödel K. 1926. és J.P.Cohen 1963.) akkor hogyan nézhetnek ki a "non-cantori transzfinit halmazelmélet" objektumai ?
Eddig erre senki nem tudott válaszolni.


Sorolni lehetne a nemzetközileg elismert matematikusok nevét akik a huszadik században is  kétségbe vonták az elmélet logikai és nyelvi alapjainak helyességét és általánositásai érvényességét.


Mások viszont elszántan, szinte szenvedélyesen támogatták az elméletet. Ezek közé tartozik a hires német matematikus Dávid Hilbert, akinek szavait a mai napig szivesen idézik a transzfinit halmazelmélet hivei: "Senki sem üzhet ki bennünket a paradicsomból, amelyet Cantor teremtett számunkra".

A transzfinit halmazelmélet tanárai végülis gyözedelmeskedtek a közéletben.













Ma a világ valamennyi nagyobb egyetemén tanitják a halmazelmélet modern, axiomatikus változatát, kiegészitve Georg Cantor "naiv" nézeteivel. Minden esztendöben diákok ezrei tesznek szigorú vizsgáztatók elött tanuságot arról, hogy megismerték és elfogadják a transzfinit halmazelmélet alptételeit és alkalmazását.

Lényegében a következö tézisekröl van szó:


1.) Létezik legalább egy végtelen halmaz, az összes természetes számok együttes halmaza N amelynek számosságát ( összes számjegyeinek aktuális számát) a legkisebb végtelen kardinális számjegy, a héber abc elsö betüje( (o)  jelöli.


2.) Az N-el egyenlö számosságú halmazokat "megszámlálhatóan végtelen"  halmazoknak nevezzük. Minden megszámolhatóan végtelen halmaz a legkisebb végtelen ((o)  számosságú halmazok egyenlöségi osztályához tartozik.


3.) Minden végtelen halmaznak az a jellemzöje, hogy akármennyi elemet (tagot) hozzáadunk, vagy elveszünk belöle, számossága nem változik: |A ( a| = |A|, tehát: (o (1= (o . Ezért (o -nak nincs sem közvetlen megelözöje sem közvetlen utánkövetöje.


Véges halmaznál ennek az ellenkezöje igaz: |A ( a| ( |A|,  tehát: n (1 ( n .

Másszóval: minden végtelen halmaznak vannak vele egyenlö számosságú valódi rész-halmazai. Vagyis minden transzfinit halmaz reflexiv és minden reflexiv halmaz transzfinit halmaz.


Innen származnak a transzfinit aritmetika  "csodálatos" eredményei : a végtelen halmaz ugyanannyi elemet tartalmaz, mint a halmaz fele,  és (o+ (o = (o  és  ((o )((o ) = ((o )2 = (o   és     ((o )n = (o , stb., stb.


4.) Mégis vannak számjegy halmazok, amelyeket nem lehet egy-az-egyben összepárositani a természetes számok valamely (o számosságú N halmazával.

Ilyen halmaz például az összes valós számok (számjegyek) R halmaza, amely nagyobb mint a természetes számok N halmaza. Ezért R-t megszámlálhatatlan halmaznak hivjuk,  számosságát (-vel jelöljük és kontinuum számosságnak nevezzük.


R számossága egyenlö N hatványhalmazának számosságával 2(o -al.


Vagyis: | R | = | P(N) | = 2(o  és 2(o >> (o .


A valós számok halmaza null és egy között R [0,1[ szintén 2(o , vagyis megszámolhatatlan és kontinuum számosságú.


Ezek a tézisek már annyira ismertek és elterjedtek, hogy "igazságuk"  közhelynek számit és manapság aligha jut eszébe valakinek, hogy megkérdöjelezze, vagy megkisérelje megcáfolni öket. Aki ilyesmivel áll elö, arról inkább eleve azt  kell feltételezni, hogy nem tanulmányozta alaposan, vagy egyszerüen nem ismeri, vagy nem érti a transzfinit halmazok elméletét.


Ennek a vádnak tesszük ki magunkat, mikor kijelentjük, uj, eddig ismeretlen, feloldhatatlan ellentmondásokat találtunk a transzfinit halmazelmélet kiinduló, alapvetö feltételezéseiben.


Az alábbiakban a lehetö legegszerübb eszközökkel, röviden és közérthetöen  igyekszünk vázolni, hogyan cáfolja meg saját érveivel önmagát a  G. Cantor féle "transzfinit" halmazelmélet.

A meglepö csupán az, hogy eddig senkinek nem  ötlött szemébe ez a jelenség.


Létezik a természetes számok körében egy olyan nyelv(L1) amely csak egy alapelemet(|) használ, s amely a szigorúan egymásrakövetkezö (természetes) számjeleket(|, ||, |||, ...) kizárólag egy alapelemböl rakja össze. Ezeket az egy abc-s  A1 = {|} számjegyeket "unitáris" ,"unáris", "ös-szám" , vagy "protoszám" - jegyeknek hivjuk. Halmazukat "N1 ={|, ||, |||, ...}" -el jelöljük.


Ha N1 az összes (természetes) protoszámok végtelen halmaza, akkor számossága pontosan megjelölhetö (az L1 nyelven) egy végtelen sok alapelemböl(|) álló "|||||||||||||||...." kardinális protoszám segitségével. Ez a szám(jegy) per (transzfinit) definició nem természetes szám(jegy), hanem a legkisebb transzfinit kardinális (proto)szám. Vagyis akármennyit elveszünk belöle, vagy akármennyit hozzáteszünk számossága nem változik.





Ez annyit jelent, hogy a befejezett halmaz N1 "I"-el kezdödik és "|||||||||||||||...."-el végér-vényesen véget ér. Összesen és pontosan "|||||||||||||||...." protoszámjegyet tartalmaz.


A konvenció értelmében a végtelenül hosszú protoszámot jelölhetjük "  EQ \X\to(|)  "-vel is. 

Akkor ezek a (különbözö formában megjelenitett) kardinális számok "|||||||||||||||...." és "  EQ \X\to(|)  " és "(o" pontosan egy és ugyanazon számossági egyenlöségosztályba tartozó, legkisebb végtelen halmazok számosságát jelölik.








Igy, ha létezik egy "(o" osztály, akkor az L1 nyelven kizárólag egy és pontosan egy "legkisebb végtelen" számjegyü és számosságú protoszám( EQ \X\to(|) ) létezik.

G. Cantor saját leirása szerint ugy gondolta ki az "összes természetes számok halmazát", hogy minden számjegy helyébe egy "egyest" gondolt, s aztán az igy keletkezö egyeseket egyszerre képzelte el. Ennek az összességnek a számosságát jelölte meg a héber abc elsö betüjével.

Az elgondolás nem nélkülözi a logikát.






A protoszámok N1 ={|, ||, |||, ...} halmaza valóban egy redukálhatatlan minimális sorozat. A variációs elmélet alapján úgy is mondhatjuk, hogy N1 = {|, ||, |||, ...} "egy elem(|) 1,2,3,...,k,...,(o  osztályú, lexikográfikusan rendezett ismétléses variációinak összessége".  A fellelhetö  összes variá-ciók száma (tehát N1 befejezett számossága)  egyenlö a mindenkori megadott legkisebb felsö (osztály)határ k, illetöleg  "(o"  számossággal. 






Ebböl következik, hogy ha létezik egy legkisebb végtelen halmaz, akkor ez csakis egy egytagu-abc feletti "N1 = {|, ||, |||, ...}"  halmaz lehet, amelynek posztulált határértéke  EQ \X\to(|) = (o .  

Igy minden  EQ \X\to(|) számosságú halmaz  (o számosságú, de, mint ahogy látni fogjuk, ez nem biztositja, hogy a természetes számok bármely  Nn  megszámlálható halmaza, tehát minden megszámlálható halmaz Nn   EQ \X\to(|) = (o  számosságú.












Az L1 nyelvben pontosan egy, és kizárólag egy (o  számosságú/hosszúságú számjegy létezik és ennek (Cantor szerint) nincs sem megelözöje, sem utánkövetöje :  EQ \X\to(|)  ( | =  EQ \X\to(|) .  Tehát a halmaz N1    EQ \X\to(|)  = (o után már nem folytatható. 






Nevezhetjük "  EQ \X\to(|)  "-t  N1 "legkisebb felsö határértékének" is. Ès ha posztuláltuk, hogy léteznek olyan számjegyek, amelyek  EQ \X\to(|) számú egytagú számjelböl állnak, akkor a tárgyalás alatt álló univerzum kiindulásként olyan egyedi számokat tartalmaz, amelyek |, ||, |||,...k(|),...,  (és, de legfeljebb)   EQ \X\to(|) számú egytagú alapelemet tartalmaznak.






 " EQ \X\to(|) " ugyanazt a számosságot jelöli mint "(o" csak más nyelven.


Közismerten létezik (legalábbis Leibnitz óta) a természetes számok bináris rendszere is.
Ez egy olyan nyelven(L2) alapszik, amely pontosan kettö alapelemet(0,1) használ, s amely a szigorúan egymásrakövetkezö (természetes) számjegyek jeleit(00,01,10,11, ...) kizárólag kettö, rendezett  alapelemböl( 0 ( 1) rakja össze.







Ezeket a két abc-jü  A2 = {0,1} számjegyeket "kettes alapú" , vagy "bináris" számjegyeknek hivjuk. Halmazukat "N2 = {00,01,10,11, ...}" -vel jelöljük.





Namármost, ha léteznek aleph-null számosságú halmazok és ha ennek következtében léteznek olyan számjegyek, amelyek pontosan aleph-null számú elemet (egytagú számjelet) tartalmaznak, akkor létezik egy "legkisebb végtelen hosszúságú"  bináris számjegy "111111..." is.
Ennek az egyedi kardinális számjegynek a leröviditett jele: "  EQ \X\to(1) ". 



Kérdés: milyen számosságot jelöl a bináris szám  EQ \X\to(1) ?




Válasz: a bináris szám  EQ \X\to(1)  egyértelmüen nem az (o =  EQ \X\to(|)  számosságot jelöli. (Mint ahogy az "|| - 11", "||| - 111", "|||| - 1111" számpárok sem azonos számokat jelölnek). Azonnal szembetünik, hogy a bináris szám  EQ \X\to(1)  sokkal nagyobb számosságot jelöl mint az unáris szám  EQ \X\to(|) = (o . Pedig mindketten (o számú "1"-est tartalmaznak. 






Hogyan lehetséges ez?
Egyszerü.






Ha valamilyen megállapodás (vagy akár axioma) értelmében létezik egy felsö határ, amely megszabja, maximum hány elemet tartalmazhat egy egyedi bináris számjegy és ez a határérték pontosan  (o  számú digitet engedélyez  -  akkor (könnyen kiszámitható hogy) az öszes bináris természetes számok N2 halmaza (az 1,2,3,...k, ... (o  osztályú/elemszámosságú számjegyek körében) pontosan 2(o számú pozitiv egész szám (bináris) jelét tartalmazza. 


Bizonyiték:










az 1-tagú bináris számok száma



 21



az 1,2, tagú bináris számok száma


 22



az 1,2,3 tagú bináris számok száma
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az 1,2,3,...,k  tagú bináris számok száma


 2k



az 1,2,3,...,k,...,(o  tagú bináris számok száma

 2(o




összehasonlitva:










az 1-tagú unáris számok száma 



 1    =
I


az 1,2, tagú  unáris számok száma


 2    =
II


az 1,2,3 tagú unáris számok száma


 3    =
III


az 1,2,3,...,k  tagú  unáris számok száma


 k    =
III...


az 1,2,3,...,k,...,(o tagú  unáris számok száma

 (o    =
  EQ \X\to(|) 












Létezik tehát (a bináris nyelven) a természetes számoknak egy  2(o számosságú, megszámlálható halmaza.








Ez a kétségbevonhatatlan tény, már egyedül is összedönti a transzfinit halmazelmélet teljes gondolati kártyavárát. 


Az N2 halmaz legnagyobb kardinális száma,  EQ \X\to(1)  (amelynek az 1,2,3,...k, ...  (o osztályú/elemszámú számjegyek körében már nincsen utánkövetöje) a természetes bináris számok sorozatában a 2(o .-ik helyen a 2(o -1 -es számossági egyenlöség-osztály számosságát jelöli.


Az N1 halmaz minden tagja (számjegye,részhalmaza) véges hosszúságú. A rendszerhez pontosan egy és kizárólag egy aleph-null számosságú (hosszúságú) számjegy tartozik: " EQ \X\to(|) " , amely (Cantor szerint) nem az N1 halmaz tagja,







A teljes, bináris N2 halmaz null és   EQ \X\to(1) között pontosan 2(o számjegyet, részhalmaszt tartalmaz.  (Inkluzive  EQ \X\to(1) ) . 








Könnyen ellenörizhetö, hogy ezeknek a bináris számjegyeknek elsö fele (számszerint 2(o-1 darab egyedi bináris számjegy)  nullával kezdödik,  tehát véges hosszúságú számjegy. Második fele (számszerint 2(o-1 egyedi bináris számjegy)  egy "1"-essel kezdödik és mindegyik  EQ \X\to(|) elemet(0,1) tartalmaz, vagyis az (o egyenlöségi osztályhoz tartozik. 





2(o  fele 2(o-1  is sokkal nagyobb (o -nál.






Tehát a véges hosszúságú bináris számok(számjegyek) száma/számossága is sokkal nagyobb mint az összes, szintén  egyenként véges hosszúságú (1,2,3,...,k,..., (o osztályú) protoszámjegyek számossága/száma((o).







(Megjegyezzük: az N2  számsorozat elsö fele ugyanannyi számjelet tartalmaz, mint a második fele, de egyik fél számossága sem ekvivalens az egész sorozat számosságával.)


Ezek után evidens, hogy a tizes alapu "arab" számjegyek körében is  "létezik" pontosan egy     egyéni számjegy  " EQ \X\to(1) " , amely (o  számú "1"-esekböl tevödik össze. Ez külsöre a megtévesztésig            hasonlit a bináris " EQ \X\to(1) " számjegyre, csakhogy  jelentésére nézve, sokkal, sokkal nagyobb kardinális számosságot képvisel. 










Söt, tovább mehetünk. Az N10= {0,1,2,3,...} halmazban, az 1,2,3,...,k,..., (o osztályú, dekádikus számjegyek körében léteznek a   EQ \X\to(0) ,  EQ \X\to(1) ,  EQ \X\to(2) ,  EQ \X\to(3) ,  EQ \X\to(4) ,  EQ \X\to(5) ,  EQ \X\to(6) ,   EQ \X\to(7) ,  EQ \X\to(8) ,    EQ \X\to(9)     "végtelen   hosszúságú" , illetöleg (elemeik számára nézve) (o osztályú természetes számok is.
Nem nehéz kiszámitani, hogy a természetes számok tizes alapú N10 halmaza null és  EQ \X\to(9)  között ( EQ \X\to(9) inkluzive)  pontosan 10(o darab dekádikus egész szám jegyét tartalmazza.

 Ezeknek elsö tizedrésze (számszerint 10(o -1 darab egyedi dekádikus számjegy)  nullával kezdödik,  tehát véges hosszúságú számjegy. 






Az N10 halmaz második kilenctized része (számszerint 9.10(o -1 egyedi dekádikus számjegy) az "1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9"-es jellel kezdödik és mivel mindegyik ( a cantori definició szerint) pontosan  EQ \X\to(|)   elemet tartalmaz, elemei számára nézve az (o egyenlöségi osztályhoz tartozik. 

10(o  tizedésze 10(o -1  is sokkal nagyobb 2(o-nál és különösen (o -nál.


Ha bevezetünk egy legkisebb felsö határértéket((o) (sorozatszámban és egyéni számjel-hossz számban) a természetes számjegyek körében, akkor a protoszámok (I, II, III,...) sorozata az        EQ \X\to(|) .-ik ( azaz (o .-ik) helyen az (o  azaz  EQ \X\to(|) -jegyü  "IIIII..." jelü kardinális számjeggyel véget ér.

A bináris számok sorozata(00,01,10,11,...) a  EQ \X\to(1) .-dik,  (azaz 2(o.-ik) helyen, az (o  azaz  EQ \X\to(|) -jegyü "11111..."  bináris számjeggyel, (kardinális számmal) ér véget.




A  dekádikus számok sorozata(0,1,2,3,...) az 1+ EQ \X\to(9) .-dik, (azaz 10(o.-ik) helyen, az (o  azaz  EQ \X\to(|) -jegyü "99999..."  dekádikus számjeggyel, (kardinális számmal) ér véget.



A bináris számegyenesen, az  EQ \X\to(|) .-ik ( azaz (o .-ik) helyen  van egy (véges hosszúságú) bináris számjegy(x´) amely az (o  azaz  a EQ \X\to(|)  kardinális számot jelöli . Ennek a számjegynek(x´) a bináris rendszerben van pontosan egy megelözöje(x) és utánkövetöje(x´´)  -  tehát egy normális, közönséges véges egész szám(x´).

Vagyis ebben a rendszerben (o  egy véges egész szám(x´).


A dekádikus számegyenesen, az  EQ \X\to(|) .-ik ( azaz (o .-ik) helyen  van egy (véges hosszúságú) dekádikus számjegy(x´) amely az (o  azaz  a EQ \X\to(|)  kardinális számot jelöli . Ennek a számjegynek(x´) a dekádikus rendszerben van pontosan egy megelözöje(x) és utánkövetöje(x´´)  -  tehát (o egy normális, közönséges véges egész szám(x´).






(A számjegy x´= (o a dekádikus számegyenes teljes hosszához viszonyitva olyan közel esik a nullához,hogy gyakorlatilag nem lehet megkülönböztetni ettöl.)


A dekádikus számegyenesen, a 2(o.-ik helyen  van egy (véges hosszúságú) dekádikus számjegy(y´) amely a 2(o.-ik bináris számjegy, azaz  a bináris " EQ \X\to(1) " kardinális számjegy értékét jelöli . 
Ennek a számjegynek(y´) a dekádikus rendszerben van pontosan egy megelözöje(y) és utánkövetöje(y´´)  -  tehát 2(o egy normális, közönséges véges egész szám(y´). 


Ha létezik egy (o számosságú alaphalmaz (abc) A(o és az egyes számjegyek hosszának felsö határa szintén pontosan (o (bármit jelöljön is ez a kardinális szám) akkor létezik a természetes számok (o(o számosságú halmaza is. Vagyis létezik (o különbözö egytagú elem(a,b,c) összes ismétléses variációja N(o az 1,2,3,...,k...,(o osztályokon.





Nem véletlenül, létezik ennek a N(o halmaznak egy valódi részhalmaza(V): (o különbözö egytagú elem(a,b,c)  összes ismétlés nélküli kombinációja(V) a 0,1,2,3,...,k...,(o osztályokon. 

Ez a részhalmaz(V) a halmazelmélet nyelvén azonos az A(o halmaz hatványhalmazával P(A(o)-val , és számossága pontosan megegyezik két elem (A2) összes ismétléses variációjának (az 1,2,3,...,k...,(o osztályokon), N2-nek a számosságával vagyis, 2(o-al. 


Megjegyzés:









Georg Cantor eredeti publikációjában levezette , hogy az "összes valós számok halmaza        (null és egy között) a bináris számrendszerben 2(o számosságú". Ez a számitás korrekt és más szavakkal kifejezve azt jelenti, hogy "az összes (o jegyü bináris számjegyek (amelyek amelyek "0"-al és egy tizedesponttal kezdödnek) ismétléses variációinak száma pontosan 2(o . (Feltételezve, hogy létezik egy (o számossági egyenlöség osztály, illetve léteznek pontosan (o hosszúságú egyedi számjegyek).


Cantor késöbb bebizonyitotta (a hires "második diagonális módszer" segitségével) hogy az n-alapú (n ( 2) (o jegyü  (n-aris) valós számjegyek teljes sorozata (halmaza) megszámolhatatan egy (tizes alapú, dekadikus) (o számosságú egész-szám sorozat segitségével. (Ami tulajdonképpen egy triviális igazság).  


Ebböl  azt a következtetést vonta le, hogy általánosságban az "összes valós számok száma" és igy a "lineáris (söt az n-dimenziós) kontinuum számossága is 2(o " és "abszolut megszá-molhatatlan". 










Òriási tévedés. A megfigyelés helyes. A következtetés téves.


Különös módon sem Cantor, sem követöi, sem kritikusai nem vették észre, hogy, ha létezik a bináris valósszám halmaz R2 [0,1] = | 2(o | (amelynek minden egyede (o jegyet tartalmaz) akkor létezik a bináris egész-szám halmaz N2[0, EQ \X\to(1) ] is (amelynek egyedei 1,2,3,...,n,..., (o jegyet tartalmaznak), egy bináris természetes számhalmaz halmaz(N2) amelynek számossága pontosan 2(o és amelynek segitségével az "összes bináris valós számok R2 [0,1] " (2(o számosságú) halmaza egy az egyben megszámlálható.


 Viszont, ha létezik egy számossági egyenlöség-osztály 2(o, akkor  léteznek 2(o osztályú (számosságú/hosszúságú) bináris számjelek (természetes számok) is és ezek halmaza N2(2(o) pontosan 22(o számosságú. De akkor automatikusan léteznek a 222(o stb., stb., számosságú bináris halmazok is, minden megadható határon túl.






Facit: az "összes (természetes) bináris számok befejezett halmaza" sem létezik.


A fenti egyszerü tényekböl egyértelmüen levezethetö, hogy:


1.) "Az összes természetes számok N halmaza" nem létezik. (Èppúgy, mint az "összes halmazok halmaza" nem létezik.) Csak az n alapú, 1,2,3,..., k,...,(o osztályú természetes számjegyek halmazai léteznek (ha feltételezzük, hogy létezik egy (o osztály) .


2.) Ha létezik egy "legkisebb végtelen számossági egyenlöségosztály((o)", akkor csakis a természetes számok egy abc-s halmazai N1= {I,II,III,...} tartoznak ebbe az osztályba.


Alapvetö tévedés, félreértés, hogy az "összes" természetes "arab" számok N10={0,1,2,3,... } halmaza (egyenlö alapfeltételek melett) azonos számosságú az N1={I,II,III,...} halmazzal. 

Az "összes" arab számok számát természetesen nem lehet megadni, mert ennek az általánosításnak nincsen semmilyen kijelölt, vagy "természetadta" felsö határa. 


Csupán az összes 1,2,3,...,k,...,(o hosszúságú "arab" számjegyek számát lehet megadni, amelyet korlátoz és megszab a felhasznált abc számossága(10) és a leghosszabb számjegyek hosszát szabályozó "legkisebb felsö határ((o)". 






Ez a számosság összevethetö az összes 1,2,3,...,k,...,(o hosszúságú "unáris" számjegyek számával, ha mindkét halmaz egyedeire  ugyanaz a "legkisebb felsö határ((o)" érvényes.

Az összehasonlitás eredménye: ha N1 (o számosságú, akkor N10 10(o számosságú.
Habár N10 egy megszámlálható halmaz, N10 megszámlálhatatlan N1 segitségével .


Nem engedhetjük  megtéveszteni magunkat a hagyományos jelölés által, amely szemfény-vesztö módon azt implikálja, hogy a három sorozat N1={I,II,III,...} és N2={00,01,10,11,... } és N10={0,1,2,3,... } egyformán "végtelen", tehát egyenlö hosszúságú, illetve egyenlö számosságú. 
Ez a fajta összehasonlitás csupán annyit bizonyit, hogy ha N1 (o számosságú, és mindhárom sorozat pontosan véget ér az (o helyen, akkor N2-nek is és N10-nek is van egy iniciális, (o számosságú valódi részhalmaza de N2 is és N10 is lényegesen tovább folytatódik (o-nál.




Természetes, hogy minden (o számosságú halmaz (o számosságú. Vagyis minden halmaz amely egy-az-egyben összerendezhetö  N1-el, (o számosságú. De ilyen semmitmondó, gyermekes összehasonlitásnál többre vagyunk képesek. 






Módunkban áll megdönthetetlenül kiszámitani,  hogy (ha léteznek  1,2,3,...,k,...,(o hosszú-ságú számjegyek) pontosan mennyi ilyen egyedet lehet elöállitani egy, illetve kettö, illetve tiz elem ismétléses variációjával. 


Ha ehhez a módszerhez folyamodunk, ábrázolhatóan is kiderül: N1  és N2 és N10 számos-sága különbözik egymástól és a korrekt, habár nem arányos  hagyományos  jelölés
"N1=( I,II,III,...,  EQ \X\to(|) )" és  "N2 = {00,01,10,11,...,n...,...,(o..., EQ \X\to(1) }" és "N10 = {0,1,2,3,...,n...,(o..., EQ \X\to(1) ,... EQ \X\to(2) ,... EQ \X\to(3) ,............. EQ \X\to(9) }"   lesz. Leröviditve: N1[ |, EQ \X\to(|) ] = |(o|
és N2[ 0, EQ \X\to(1) ]  = | 2(o |     és  N10[ 0, EQ \X\to(9) ]   = | 10(o  |  .       


N2 megszámolhatatlan N1 segitségével, N10 megszámolhatatlan N1  és N2  segitségével és általában Nn+1  megszámolhatatlan Nn segitségével. Ès igy (bár mindegyik természetes számhalmaz  Nn megszámolható) N1 < N2 < N3 < N10  és általában  Nn < Nn+1. 


Kardinális számokkal: (o < 2(o <  3(o < 10(o és általában n(o  < (n+1)(o .


Vagyis: tévedés az, hogy a "megszámlálhatóság" tulajdonsága az egy számossági egyen-löség-osztályt ad meg. 












Téves tehát és igy ellentmondásokra vezet az, a transzfinit halmazelméletben nélkülöz-hetetlen két alaptétel, hogy "minden megszámlálható (végtelen) halmaz (o számosságú" és "minden megszámlálhatatlanul végtelen halmaz ( legalább) 2(o számosságú".


A bizonyiték egyértelmü: nincsenek (abszolút) megszámlálhatatlan halmazok.Csak legfeljeb a halmaz A nem megszámlálható a halmaz B segitségével, vagy megforditva. 


Másszóval: minden halmaz megszámlálható. (A természetes számok valamely Nn halmazá-nak segitségével.)











Tarthatatlan és téves az a propozició , amely szerint a "megszámlálhatatlanság" tulajdon-sága egy meghatározott számossági egyenlöség-osztályt képez. Hogy létezik a "megszámlálhatat-lanul végtelen" halmazok osztálya és az osztályhoz tartozó minden egyes halmaz számosságát egy bizonyos kardinális szám jelzi.


Ebböl közvetlenül kiderül, egyszerüen nem igaz a transzfinit halmazelmélet nélkülözhetetlen sarkköve, az az ex katedra kijelentés, miszerint "a kontinuum" számossága megszámlálhatatlanul végtelen, tehát pontosan 2(o számosságú és ez egyenlö az "összes valós számok(R)" halmazának számosságával.










 Az "összes valós számok(R)" halmaza pedig egyenlö számosságú az "összes valós számok null és egy közötti halmazának R[0,1[ -nek" kontinuum (2(o) számosságú halmazával.


Tekinthetjük ugy, hogy a most és itt felmutatott uj  tények és összefüggések a Gödel K. által megjövendölt és Cohen J.P. által elörevetitett "non-cantorian" halmazelmélet eredményei.
     
Mivel nincsenek abszolut megszámlálhatatlan halmazok, nem létezik egy "abszolut konti-nuum" sem. Egy adott kontinuum számossága attól függ, milyen számrendszert (és határértéket) használunk, és nem attól "milyen" (általában) "a kontinuum" számossága. (Semmilyen).

Például , az összes ((o számjegyü, bináris) valós számok számossága null és egy között R2[0,1[ lehet pontosan 2(o számosságú. De a teljes (az összes 2(o számjegyü, bináris valós számjegyek) bináris (lineáris) kontinuumának számossága R2[0, EQ \X\to(1) ] sokkal de, sokkal nagyobb ennél: pontosan 22(o számosságú.


A tizes alapu lineáris  kontinuum 1R10[0, EQ \X\to(9) ]  ennek megfelelöen 102(o számosságú.

A tizes alapu kétdimenziós  kontinuum ( 2R10 ) 104(o,  a háromdimenziós dekadikus kontinu-um ( 3R10 ) pedig összesen 108(o  "pontot", illetöleg ( egyenként 2(o számjegyü ) dekadikus számjelet tartalmaz. 









A tizes alapu lineáris  kontinuum elsö szakasza, null és egy között 1R10[0,1[  10(o ( egyen-ként (o számjegyü ) dekadikus valósszámnak felel meg. Ez a halmaz viszont equivalens az összes, (1,2,3,...,k,... (o számjegyü ) természetes számok  N10 halmazával, tehát megszámolható.

A számhalmazok 1R10 < 2R10 < 3R10 < nR10 különbözö számosságu, megszámlálható halmazok. Megszünik a nonszensz a "dimenziók egyenlöségéröl a végtelenben" és minden egyes megadott felsö határ mellet helyreáll (és kiszámitható) a dimenziók terjedelme és külömbsége.


Igy végérvényesen megoldódik a "Kontinuum Probléma" ("Hilbert Elsö Problémája" ; Párizs 1900) és megszünik a "Matematika Harmadik Válsága".


I. Ha ugyanis minden alephre vonatkozik, hogy "ha aleph((), akkor (o ( 1 = (o  - igy  tehát (o + (o=2 (o= (o;  (o x (o = ((o)2 = (o; és (o bármilyen n hatványa ((o)n = (o"  -  akkor egyetlen alephnek sincs hatványhalmaza " non [P(A) > A] " igaz, pontosabban minden aleph((n) számosságú halmaz(A) hatványhalmaza P(A) egyenlö számosságú alaphalmaza számosságával.


Igy | P(A) | = |A|  és | 2(o | = |(o| .









Bizonyiték: ha létezik egy (o számosságú abc(A) , akkor ennek a hatványhalmaza P(A) egyenlö számosságú A összes valódi részhalmazainak számosságával. De mivel A valamennyi valódi részhalmaza megszámlálható, véges, vagy végtelen halmaz, összességük is megszámlálható, vagyis (az axióma "(o ( 1  = (o" értelmében: 1+((o)2+((o)3+...+((o)n = (o) (o számosságú.

Az (o-1, (o-2, (o-3,..., (o-n, tagot számláló valódi részhalmazok (szintén a végtelenségi axióma "(o ( 1 = (o" következtében) (o tagú halmazok, de tudjuk, hogy ilyen számosságú valódi részhalmaz csak pontosan egy van ebben a hatványhalmazban és igy ezek az ((o-1, (o-2, (o-3, stb.,stb.)  részhalmazok a transzfinit halmazelméletben nem léteznek. 



Az összesség | P(A) | tehát megszámolható, és  (o számosságú. 



Igy aztán mivel a hatványhalmaz axióma értelmében minden x számosságú halmaz hatványhalmaza 2x számosságú, (és 2x > x), a Zermelo-Fraenkel(ZF) halmazelméletben levezethetö, hogy (az (o számosságú A-ra nézve) "| 2(o | > |(o| akkor, de csak akkor, ha | 2(o | = |(o|".


Következmény:









1.) ZF ellentmondást tartalmaz. Erre utal Cantor hires teorémája is, amely ugy "bizonyitja be" hogy az (o számosságú halmaz hatványhalmazának számossága nagyobb mint (o (és egyúttal "megszámlálhatatlanul végtelen") hogy azt mondja : " ha feltételezzük, hogy ' 2(o = (o ' akkor ellent-mondáshoz jutunk tehát az állitás ' 2(o = (o' hamis, és az állitás ' 2(o > (o ' igaz."


Ez a teorema a maga módján megállja a helyét. Csupán nem azt bizonyitja, amit Cantor szeretett volna. Mert ha (az elmélet saját eszközeivel) bebizonyitható és levezethetö, hogy igaz, ami nem lehet igaz ' 2(o = (o'  -  akkor valóban ellentmondáshoz jutottunk és nem az érvelésben, hanem az elméletben van a hiba. Ismét: a megfigyelés korrekt, a következtetés téves.

2.) Ha minden aleph megszámlálható  (amit kimutattunk) és ezért számossága egyenlö (ami Cantor kritériuma) akkor a végtelenben nem ismerhetünk fel nagyságrendeket és a transzfinit univerzum legfeljebb egy számosságot((o) tartalmaz.





Különben üres.









Igy  ennek az elméletnek sem haszna, sem értelme nincsen.


Ezzel megoldottuk Hilbert Elsö Problémáját. Bebizonyitottuk, hogy Cantor hipotézise(CH) igaz abban az esetben, ha minden alephre vonatkozik "(o ( 1  = (o". Ebben az esetben nincsen olyan (*  amely nagyobb lenne  (o -nál, de kisebb  2(o -nál (" (o < (* <2(o " ) mert egyáltalában nincsen olyan aleph, amely nagyobb lenne aleph-nullnál. Hiszen " |(o| = |2(o| "


II.










Ha viszont vannak olyan alephek((*), hogy " (o < (* <2(o " akkor nem érvényes (a cantori kritérium), hogy minden alephre vonatkozik a szabály : "(o ( 1  = (o".



Akkor a "transzfinit aritmetika" (amely különben is bevallottan nonszensz, mert arra hivatkozik, hogy "a végtelenben nem érvényesek a logika szabályai" tehát "(o+(o = (o") teljesen értelmét veszti és helyreáll a "normális" logika: (o+1 > (o és (o+ (o = 2(o > (o  és (o x (o = ((o)2 > >(o stb., stb., és minden alephnek van  szigorú számossági utánkövetöje ((o< (o' < (o''); és minden alephnek van (nála nagyobb) hatványhalmaza. Ha az alaphalmaz számossága (o akkor a hatványhalmaz számossága 2(o > (o és magától érthetöen vannak olyan (Cohen J.P. féle) alephek((*) amelyek nagyobbak (o-nál, de kisebbek 2(o-nál. (Például:  (o+1 > (o ; (o+2 > (o ;  (o+3 > (o  stb.,stb.)


Következmény:









1.) A végtelenségi axióma érvénytelen.






Vagyis a propozició: "vannak reflexiv halmazok" , vagy "van egy legkisebb végtelen halmaz A, amely azért végtelen, mert számossága( (o) nem változik akármennyi elemet hozzáteszünk, vagy elveszünk belöle"  tagadása érvényes. Ez azt jelenti, minden  (-ra: nem a formula "(o ( 1  = (o"  hanem annak tagadása "(o ( 1 ( (o"  érvényes.






De mivel "n  ( 1 ( n"  és igy "(o ( 1 ( (o" éppen a végesség kritériuma; és minden (Cohen féle) (-ra  a reláció "(o ( 1 ( (o" vonatkozik,  minden (Cantor által) "végtelennek" kinevezett halmaz "Cohen végtelen", vagyis véges.










A ZF axióma rendszer a végtelenségi axióma tagadásával (non "(o ( 1=(o" ) (vagyis a végtelenségi axióma kiejtésésével) ellentmondás mentessé válik, amelyben a "Kontinuum Hipotézis" nem levezethetö, de a "Kontinuum Hipotézis Tagadása" teorémaként jelenik meg.


  Igy ZF a véges halmazok vég nélküli rendszere, amely sokkal több érdekes és használható matematikai objektumot tartalmaz (pl. az analizis és a topográfia számára) mint a transzfinit halmazelmélet, de nem tartalmazza a transzfinit halmazelmélet homályosságát és ellentmondásait.


2.) Ha minden alephre vonatkozik, hogy "(o ( 1 ( (o" akkor minden "(n" számosságú halmaz (bármekkora legyen is a terjedelme) egy végtelennek elnevezett véges halmaz hiszen a cántori végtelennek nincsen modellja. A kritérium:"(o ( 1  = (o" érvénytelen.



Facit: nincsenek (cantori értlemben vett) végtelen halmazok.




A transzfinit univerzum egyetlen egy objektumot sem tartalmaz.



A transzfinit paradicsom üres.


Igy mégegyszer (és véglegesen) megoldottuk Hilbert Elsö Problémáját. Mert, ha nincsenek reflexiv halmazok, ha nincsenek olyan halmazok, hogy számosságuk "(o ( 1  = (o" , vagyis ha minden halmaz, illetöleg minden aleph véges ("(o ( 1  ( (o" )  -  akkor Cantor hipotézise (és egész "transzfinit" elmélete) téves. Ha  (o < 2(o (és ha  (o valamilyen számosság (o ( 2) akkor  (magától értetödöen) vannak olyan számosságok (*  hogy "(o <  (* <  2(o ".

*
Utószó:


Nem az a szándékom, hogy megcáfoljam a Halmazelméletet. (Ez nem is lenne lehetséges).

Az a szándékom, hogy, amennyire képességeimtöl tellik, tökéletesitsem a halmazelméletet és hozzájáruljak a matematika alapjainak tisztázásához.





Magam sem hittem, hogy az ut ehhez a célhoz a G.Cantor féle "aktuálisan végtelen" halma-zok kiküszöbölésén át vezet, dehát a tények világosak és könyörtelenek.



A cél az, hogy (a tudományokban) magunk mögött hagyjuk a hitviták és a dogmák korát. A cél az, hogy véget érjen a "Matematika Harmadik Válsága" és megnyiljon a matematikusok (és a fizikusok és a filozófusok) számára a véges, de korlátlan számosságú halmazok (és egyébb relációk) tágas, logikai ellentmondásoktól mentes univerzuma.


De itt kell megjegyezni, hogy nem volna helyes lenézni, lekicsinyelni, vagy kizárni a matema-tika (vagy a szépmüvészetek, vagy az u.n. exakt tudományok) területéröl, a fantasztikus, vagy akár bizonyos szempontból ellentmondásos rendszereket.




Csupán meg kell öriznünk azt a képességünket, amelynek segitségével meg tudjuk különböztetni a tényeket a fikcióktól, a realista irányzatot a szürrealista irányzattól  -  még akkor is, ha maga a szerzöjük erre nem képes.


Ha valaki szeret bolyongani egy (kétségen kivül) kiváló elme (G.Cantor) titokzatos, meglepö és a "józan észnek" ellentmondó, mégis logikusan felépitett birodalmában, s ugy érzi, megtalálta az emberfeletti sokaságok csodálatos szellemi paradicsomát  - ám tegye.



Ez nem von le semmit a tényböl, hogy a transzfinit halmazelmélet a szürrealista matematika egyik ágazata, s mint ilyen alkalmatlan az analizis, vagy a topológia megalapozására. Söt, ebböl a szempontból kimondottan káros, mert mindenhatósági igényével zsákutcába tereli az alapkutatást.


Salvador Dali zseniális festményei nagyon is jó, és valóságos festmények. De nem a való-ságot, söt nem is a valóság valamelyik lehetséges változatát, hanem a vizuális valóság egy (Dali féle) változatát ábrázolják.









Dali Univerzuma létezik  -  Dali festményeiben.





De nem létezik egy olyan univerzum, ahová bárki beléphet, fényképeket készithet és az elöhivott fényképek, minden turista gépéböl "dali objektumokat" ábrázolnak. A szürrealista világegye-temben készült fotók nem tükröznek vissza semmit. Még szürkeséget sem.



A "Szürrealista Univerzum" üres.







Alkalmatlan a tudományos kutatásra.






A Transzfinit Halmazelmélet detto.

II.  A természetes számok számossága.

A transzfinit alaptétel cáfolata. 


A transzfinit halmazelmélet kritériumai (2.1.)


A "transzfinit halmazelmélet" (a "végesen túli halmazok tartománya") egy meglepöen egy-szerünek látszó kijelentésen alapszik.


Ez a kijelentés (a végtelenség axiómája) igy hangzik: "vannak végtelen halmazok".

Ebben az összefüggésben a "végtelen" szócska (egy melléknév) halmazelméleti kategória, amely egy számossági tulajdonságot, mennyiséget jelöl. 


Az axióma ebben a formában egy merö egzisztenciális feltételezés, amelyböl nem lehet számelméleti következtetéseket levonni.


Szükségünk van ellenörizhetö kritériumokra, amelyek alapján eldönthetö, mikor "transzfinit" egy transzfinit halmaz, illetöleg, ha azt állitjuk egy halmazról(A), hogy "transzfinit halmaz(A)" , akkor be tudjuk bizonyitani, rendelkezik-e ez a halmaz(A) a transzfinit kritériumokkal, vagy sem.


Tekintsük át röviden, mi jellemzi (Cantor és követöi szerint) a "transzfinit halmazokat" ? Milyen tulajdonságokkal vannak ezek a sokaságok felruházva?


1.) Megfigyelhetö, hogy, ha egy adott  n-számosságú halmazhoz(A) egy elemet(a) hozzáadunk, vagy egy elemet elveszünk belöle, a halmaz(A) számossága megváltozik: "|A ( a| ( |A|" vagyis "n ( 1 ( n ". Ez egyuttal a "véges számosság" kritériuma.


Ha egy adott(A) például (o-számosságú halmazhoz egy elemet(a) hozzáadunk, vagy egy elemet elveszünk belöle, vagy bármennyi elemet elveszünk, vagy hozzáteszünk és  a halmaz(A) szá-mossága nem változik, akkor egy transzfinit halmazzal van dolgunk.


 "|A ( a| = |A|" vagyis " (o ( 1 = (o "  -  ez minden transzfinit számosság kritériuma.


A transzfinit halmazelmélet szerint: "ha egy halmaz nem véges, akkor végtelen".


Szokatlan bár, de joggal megfordithatjuk ezt a megállapitást: ha egy halmaz nem végtelen, vagyis nem bizonyitható róla, hogy rendelkezik az " (o ( 1 = (o " transzfinit tulajdonsággal, akkor természeténél fogva véges, hiába jelöljük a héber abc elsö betüjével. 


Vagyis az az aleph, amelyre "non  (o ( 1 = (o " illetve " (o ( 1 ( (o " érvényes, nem transz-finit, hanem eredendöen finit kardinális szám.


2.) A transzfinit halmazelmélet szerint létezik a "legkisebb transzfinit halmaz" modellja, az "összes természetes számok N halmaza" amely minden egyes természetes számot tartalmaz.


Ezt a halmazt szokás konkrétan megadni a tizes alapú, "arab" természetes számjegyek halmazával: N = {0,1,2,3,...} -el.


Mint minden halmaznak, N-nek is van pontosan egy, meghatározott számossága. Ezt a legkisebb transzfinit számosságot  jelöljük a héber abc elsö betüjével, amely (a sorrend kedvéért) a "null" index-el van ellátva. Igy "(o" a legkisebb transzfinit kardinális szám(jegy).


A fentiek értelmében minden alephre vonatkozik a transzfinit kritérium: "(o ( 1 = (o " mert különben az adott aleph nem transzfinit kardinális.


3.) Mivel a halmaz N jellemzöje, hogy elemei (a számjegyek) szigorú utánkövetési sorrendben állnak, ezért N-t "megszámlálható" halmaznak nevezzük.


Ebböl következteti a transzfinit halmazelmélet, hogy minden halmaz(A) amelynek elemei(a,b,c,...) egy-az-egyben sorrendbe állithatók N elemeivel (0,1,2,3,...) megszámlálható halmaz, ami szinonim azzal, hogy minden megszámlálható (végtelen) halmaz(A) (o számosságu, az (o számossági egyenlöség-osztály tagja, vagyis pontosan (o elemet tartalmaz.


Vagyis: minden megszámlálható (végtelen) halmaz egyenlö számosságú.


Igy a "megszámlálhatóság" tulajdonsága (kritériuma) egy és csakis egy bizonyos számossági ekvivalencia osztályt indukál, illetve jellemez. Ergo, a transzfinit halmazelmélet szerint nem létezhet a természetes számoknak olyan (végtelen) halmaza Nn amely aleph-null számosságú számjegynél több számjegyet tartalmaz.

Ha ez a tézis téves, a transzfinit halmazelmélet összeomlik.

4.) Mivel a "Bolzano Paradoxon" szerint (aminek feloldására egy másik fejezetben térünk vissza) az N halmaznak vannak vele egyenlö számosságú valódi részhalmazai  ("a rész, egyenlö számosságú az egésszel") és ez kizárólag a transzfinit halmazokra jellemzö, az ilyen tulajdonsággal felruházott halmazokat reflexiv  halmazoknak nevezik.


A transzfinit halmazelmélet szerint minden végtelen halmaz reflexiv, illetve minden reflexiv halmaz végtelen. Ergo:ha egy halmaz nem reflexiv, akkor nem is transzfinit halmaz.


5.) A hatványhalmaz axioma szerint "minden A halmaznak van (nála nagyobb) hatványhalmaza P(A) > A"   -  és ha az alaphalmaz számossága  n  akkor a hatványhalmaz számossága 2n. Ebböl következik, hogy N-nek is van hatványhalmaza P(N) amelynek számossága 2(o (mivel N számossága (o) .


Cantor szerint 2(o az a legkisebb transzfinit számosság, amely nagyobb (o-nál, ezért szokás úgy jelölni "(1" ((1 = 2(o).


Az 2(o számosságú halmazokat  "megszámlálhatatlan halmazoknak"  nevezzük.


Egyrészt azért, mert (Cantor és követöi szerint) nem lehet szigorú utánkövetési rendszerbe szervezni, másrészt, mert nem lehet megszámozni öket maradéktalanul a természetes számok segitségével. Igy a "megszámlálhatatlanság" tulajdonsága (kritériuma) egy, és pontosan egy meghatározott, speciális számossági ekvivalencia osztályt indukál, illetve jellemez.


A transzfinit halmazelmélet szerint a "lineáris kontinuum" számossága, illetöleg az összes valós számok számossága (a halmaz R) és az összes valós számok számossága null és egy között (a halmaz R[0,1] ) pontosan (1 = 2(o számosságú és (1 sokkal nagyobb (o-nál.


G. Cantor természetesen azt gondolta, nem léteznek olyan transzfinit számosságok((*) amelyek nagyobbak (o -nál, de kisebbek (1 -nél. (Hiszen akkor nincsen transzfinit halmazelmélet.) Ezt, a "Kontinuum Hipotézis" cimszó alatt ismertté vált tézist azonban soha nem tudta bebizonyitani.


Gödel Kurt (1926) és tanitványa Cohen J.P. (1963) kimutatták, hogy sem a Kontinuum Hipo-tézis igenlése, sem tagadása nem vezet ellentmondásra ha axiomaként csatolják a Zermelo-Fraenkel(ZF) féle halmazelmélethez. (Feltéve hogy ZF eleve nem tartalmaz ellentmondást).


A következmény csupán annyi, hogy létezhet egy olyan “non-cantori” halamzelmélet, amelyben a Kontinuum Hipotézis  tagadása igaz.

Az igy megjövendölt, elméletileg lehetséges "Cohen féle" számosságokat ( (o és (1  között) azonban, (nem véletlenül) az elmult negyven év alatt sem tudta megtalálni senki.


A transzfinit konvenció (2.2.)

Szögezzük le, egyszer, s mindenkorra, ha nem létezik egy legkisebb felsö számossági határérték (o , akkor nincs transzfinit halmazelmélet sem. Ugy tünik Cantor G. öszintén hitt abban, hogy létezik a valóságan egy ilyen számossági határérték, vagy naturkonstans (o .


Ennek azonban semmi jelét nem látni az aritmetikában, vagy a természetben.


Ha ebben egyszerüen megegyezünk, akkor elfogadhatjuk egy "legkisebb felsö számossági határérték (o" bevezetését egy elméletbe, de ezzel csupán azt érhetjük el, hogy korlátozzuk a "társalgás univerzumát"  olyan tárgyak, sokaságok benépesitésére, amelyek  kiinduló számossága legfeljebb 1,2,3,...,k, vagy maximum (o elemet tartalmaz. 


A matematikusok megegyezhetnek valamilyen kezelhető határérték létezésében. Ettöl még a természetes számoknak nem lesz (és nincs is) valamilyen örökölt, természetes felsö határa. Ezt ugyanis be kellene bizonyitani, de ezt köztudomásúan nem lehet bebizonyitani.

Ha tehát elfogadjuk, ha egyszerüen megegyezünk abban, hogy van egy "(o ( 1 = (o” számosság, akkor kifejleszthetjük a ”transzfinit aritmetikát” – annak minden lehetséges következményeivel (és ellentmondásaival) együtt.

Igy automatikusan elfogadjuk azt is, hogy: ha van egy (o számossági egyenlőség osztály, akkor vannak 1,2,3,...,k,...(o -jegyü egyéni számok (számjegyek) is. 
Akkor viszont be kell látnunk, hogy az egynél nagyobb alapú 1,2,3,...,k,...(o -jegyü egyéni számok halmaza szükségszerüen és elkerülhetetlenül (o -nál nagyobb számosságú.


Egyetlen egyfajta természetes számhalmaz (az 1-es alapu protoszámok (o -re nézve zárt halmaza) N1 = {|,||,|||,...} tartalmaz pontosan |,||,|||,...stb.,stb. (o mennyiségü számjelet.


A természetes bináris számok összes, 1,2,3,...,k,...(o -jegyü, megszámlálható N2 halmaza    ( 00 és 111..., között) például, pontosan 2(o számjegyet tartalmaz.

Ez pedig egy megszámlálhatóan megszámlálhatatlan halmaz.


Ellentmondás, ami levezethetö a Zermelo-Fraenkel halmazelméletben is.


A természetben nincsenek számok, csak megfigyelhetö számosságok és ezek egyez-ményes jelei léteznek valamilyen kommunikációs közösség nyelvén. Igy a természetes számok (kardinális számok) azok a számjelek, amelyek szigorú utánkövetési (lexikográfikus) rendjét a felhasznált abc alaprendje indukálja és igy alkalmasak a számossági egyenlöség-osztályok jelölésére.


Az "összes lehetséges" természetes számok számát(x)  két logikus paraméter adja meg.


1.) Egy adott nyelven(Ln) az adott abc(An) n számossága és betüsorrendje.


2.) A rendszerben megengedett leghosszabb számjegy elemszámossága(k).


Ha n = 1 akkor x = k, ha n = 2 akkor x = 2k. Ha k = (o  és n = 1, akkor x = (o , ha n = 2 és       k = (o  akkor  x = 2(o és igy tovább.


Az aritmetika nem ismer olyan müveletet, amellyel az (o  számosságon ((o ( 1 = (o következtében) túl lehetne lépni. Ha a hatványhalmazás segitségével leküzdhetö ez az akadály, akkor a legkisebb transzfinit számosság, amely nagyobb (o -nál , az 2(o = (1 és nincs, ("nem lehet" a cantori értelmezésben) olyan transzfinit számosság((*) amely nagyobb lenne (o -nál, de kisebb (1-nél. (Aleph-null minden szorzata és minden hatványa aleph-null.)


Ez a megállapitás azonos a Kontinuum Hipotézissel(KH), amelynek következtében Cantor számára "2(o = 3(o = 4(o =...= 10(o =...= n(o = 2(o " mert (1 és (2 között sincsenek transzfinit számosságok (2(1 = (2). 


Igy az (o számosságú, egymástól különbözö szorzatok (mivel másképp interpretálhatatlanok a transzfinit halmazelméletben)  egyaránt egyenlö számosságúak:

2 x 2 x 2 x 2 x 2 x...x 2 = 2(o  = 2(o

3 x 3 x 3 x 3 x 3 x...x 3 = 3(o  = 2(o

4 x 4 x 4 x 4 x 4 x...x 4 = 4(o  = 2(o

n x n x n x n x n x...x n = n(o  = 2(o

A valóságban ezek az egymástól különbözö nagyságú 2(o < 3(o <...< 10(o <...< n(o kardinális számok nagyon is léteznek, és "non-cantori" vagyis "Cohen-féle" számosságokat jelölnek.


A 2(o < 3(o <...< 10(o <...< n(o halmazok nem reflexiv halmazok, mert nincsen olyan valódi részhalmazuk, amely egyenlö számosságú lenne az egész halmazzal. Például N10 az arab számok 10(o számosságú halmaza tartalmazza az összes 0-al kezdödö számjegyek valódi részhalmazát, amelynek számossága 10(o-1 = 10(o/10 (egy Cohen féle számosság)  - de N10 nem tartalmaz olyan  valódi részlethalmazt, amelynek számossága 10(o.


Ha létezik a határérték (o akkor létezhetnek a numerikusan ekvivalens, (o számosságú sorozatok A,B.C :






A = {0,1,2,3,4,5,...}






B = {0,2,4,6,8,10,...}






C = {1,3,5,7,9,11,...}

de ez ( ellentétben a cántori értelmezéssel ) nem azt bizonyitja, hogy A "az összes természetes arab számjegyek halmaza", egy "reflexiv halmaz(A)" mert egyenlö számosságú valódi részhalmazaival B-vel és C-vel.


 Ellenkezöleg. Az összeállitás azt bizonyitja, hogy mivel a fenti felsorolásban a természetes (tizes alapú) számjegyek A halmaza összesen és pontosan (o elemet tartalmaz, a vele egyenlö számosságú B halmaz több páros számot tartalmaz mint A. 


(Pontosan a felével többet. Ezt mutatja a fenti felsorolás is. Az eloszlási arányok az egy-az-egyhez  elrendezés miatt minden határon és minden határon tul következetesen megmaradnak).


Az A,B,C halmazok együttes létezése (és számossági ekvivalenciája) éppenséggel azt bizonyitja, hogy A nem tartalmazza az összes (tizes alapu) természetes számokat, és nem is reflexiv halmaz, mert nem tartalmazza B és C konkrét számjegyeinek felét. A halmaz A nem az összes dekadikus természetes számok halmaza (akkor sem ha valaki ezt állitja) mert éppen B és C létezése bizonyitja, hogy vannak (és nem is kevesen) olyan páros és páratlan arab számjegyek, amelyek definitiv nem találhatóak meg az A halmazban. 


Az A,B,C halmazok nem is cantori értelemben vett transzfinit halmazok, mert implicite azt bizonyitják, létezik a tizes alapú természetes számjegyek rejtett D halmaza, amely tartalmazza az A,B,C halmazok összes elemeit. D számossága egy Cohen-féle számosság 2(o.


Az A,B,C halmazok a D halmaz (o számosságú valódi részhalmazai.


A kritikai eredményei (2.2.1) :


1.) Ha nincs egy legkisebb felsö számossági határérték((o) akkor nincs transzfinit halmazelmélet sem.


2.) Az "összes természetes számok N halmaza" nem létezik, mert (a  kvalifikátor "összes(x)" gátlástalan használata miatt) a fenti kijelentés logikai ellentmondást takar, éppugy, mint (halmazelmélet höskorában) az "összes halmazok halmaza" terminus.


3.) Ha elfogadjuk, hogy létezik egy "legkisebb felsö" számossági határérték((o), akkor létezik a természetes számok egy alapú, egy alapelemre(|) épitett halmaza N1 = {|,||,|||,...} amely az összes (|,||,|||,...(o) jegyü protoszámjegyet tartalmazza, s amelynek számossága pontosan (o.


De akkor létezik a természetes (kettes alapú) bináris számjegyek N2 = {00,01,10,11,..} halmaza is, amely az összes 1,2,3,...,k,...,(o jegyü bináris számjegyet tartalmazza, s amelynek számossága pontosan 2(o.


Tévedés tehát, hogy "minden megszámlálható halmaz (o számosságú" és tévedés, hogy "vannak (abszolút) megszámlálhatatlan halmazok".


4.) Sem N1 sem N2 sem N10  nem reflexiv halmazok és nem felelnek meg az "(o ( 1 = (o " tulajdonságnak sem. Vannak (o < 2(o < 3(o << 10(o stb.,stb. számosságú  halmazok, de nincsenek reflexiv halmazok, nincsenek megszámlálhatatlan halmazok és nincsenek a cantori kritériumnak megfelelö "aktuálisan végtelen" halmazok.


Ez több mint elegendö a transzfinit halmazelmélet cáfolatához.


Következzen a részletes bizonyitás.


Bizonyitás 1  . (2.2.2.)                                                                                            


Vizsgáljuk meg és vessük össze három, olyan természetes számrendszer (N1, N2, N10)  hal-mazait, amelyek három különbözö számosságú abc (alapelem-halmaz An) elemeiböl (szám-jeleiböl) vannak felépitve.


Ezek: N1 (  alaphalmaz, abc : A1 = { | }
                         N2 (  alaphalmaz, abc : A2 = { 0,1 }
                          N10 ( alaphalmaz, abc : A10 = { 0, 1, 2, 3, ... 9} .


Ezen természetes számhalmazok konvencionális leírása : N1 = { |,||,|||, ...n(|), ...}; N2 = {00, 01,10,11,...} ; N10 = { 0, 1, 2, ...n,...}.


A protoszámok rendszere (N1): (2.3.)


Az egyetlen alapszámjelet használó természetes számrendszereket nevezhetjük "unáris", ”unitáris”, ”ös-szám”, vagy ”protoszám” rendszereknek.


Vegyük számba az ilyen,  egy abc-s (A1) számhalmazok fontosabb jellemzöit.

a.) Létezik egy, legkisebb, oszthatatlan alapelem(I) az egy alapu abc A1 = {I} egyetlen tagja. Megegyezés szerint minden alapelem(a) mértéke egy(13).

b.) Az alapelem(I)  az egytagú halmazok{I} számossági ekvivalenciáját, a legkisebb szá​mossági egyenlöségi osztály(I), az elsö számossági egyenlöség-osztály egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli és számosságára nézve maga(I) is ehhez az osztályhoz tartozik.
c.) Az alapelemek bármely halmaza ”{|||...|||} vagyis |(n)}” maga is egy szám |(n) amely pontosan egy és kizárólag egy számossági egyenlöség osztályt(n) képvisel. Vagyis |(n) minden olyan halmaz számosságát jelöli, amely tagjainak sokaságára nézve egy-az-egyben megegyezik {|(n)}  alapelemeinek számával.
d.) Minden proto-számnak(n´) van pontosan egy megelözöje(n) és pontosan egy utánkö​vetöje(n´´) kivéve az elsö számot(I). Minden utánkövetö(n´´) pontosan egy egységgel(I) különbözik a megelözöjétöl(n´) . Tehát nem létezik olyan szám(n*)  amely nagyobb, hosszabb/számosabb n –nél, de kisebb/rövidebb/számosabb n´ -nél.
e.) Azt a halmazt, amelynek elemeit maradéktalanul párokba lehet rendezni, ””páros” halmaznak nevezzük. Minden proto-szám vagy páros, vagy páratlan számu elemet tartalmaz.

f.) Két unitáris szám(x,y) akkor, csak akkor különbözik egymástól, ha elemeik száma legalább egy elemmel különbözik egymástól. Vagyis minden egyes számossági ekvivalencia osz​tályban ki​zárólag egyetlen protoszám létezik és minden protoszám(x) egy bizonyos számossági egyenlöség-osztályt képvisel és számosságára nézve maga is ehhez az osztályhoz tartozik. 
g.) Egy számjegy számossági egyenlöség osztályon belül , egyetlen protoszámnak sincs sem megelözöje, sem utánkövetöje.
h.) Az elsö osztályu(I) protoszámok száma I, a másodosztályú(II) protoszámok száma I, a harmadosztályú(III) protoszámok száma I, és igy tovább, és igy tovább. Ha létezik egy legkisebb felsö számossági határérték (0 , és igy egy, egyetlen-egy aleph-null számossági egyen​löség-osztály (márpedig a transzfinit halmazelmélet szerint létezik) akkor létezik egy, és csakis egy protoszám(III...)  =  EQ \X \to(I)  amely pontosan aleph-null számosságú elemet tartalmaz, s  amely valamennyi aleph-null számosságú halmaz számosságát jelöli és képviseli.
i.) Ugyis kifejezhetjük, hogy a "legkisebb végtelen" unitáris számjegy ”III... =  EQ \X \to(I) ” ”hossza” (0 , vagyis (0  egyedi elemböl áll.  Az egész (N1)  rendszerben egy, csak egyetlen egy ilyen protoszám ”III...  =  EQ \X \to(I) ” létezik és minden egyébb (0  számosságú halmaznak csak pontosan,  EQ \X \to(I) -el egy-az-egyben egyenlö számosságú eleme lehet.
j.) Minden protoszámnak van pontosan egy elsö és egy utolsó tagja (eleme) és (az elsö és az utolsó tag kivételével) minden protoszám valamennyi elemének van egy szigorúan megelözö és egy szigoruan utánkövetö szomszédja.
k.) A fentiek alapján determinált természetes protoszámok ezen I, II, III,..., és (0  osztályú, összes számjegyeinek halmaza(N1)  lezártnak tekinthetö az alapelemszám A1(I) , az utánkövetés és a legkisebb felsö számjegy-hossz határ ((0) számosságára nézve. Ez az aktuálisan zárt természetes-szám halmaz(N1) pontosan (0  számú számosztályt és minden osztályban egy-egy számjegyet, tehát összesen és pontosan (0  számú számjegyet tartalmaz.

A természetes protoszámjegyek "zárt" halmaza  tehát pontosan (0 számosságú.

l.) Mindezek alapján lehetetlen egy olyan protoszámjegyet konstruálni, amely rész-halmazként még nem szerepel az egész N1 természetes számhalmazban.


Megjegyzés:

A transzfinit halmazelmélet szerint a természetes számok (protoszámok) végtelen halmazában minden egyes protoszám véges, csak maga a teljes befejezett halmaz(N1) aleph-null számosságú. Igy a végtelenül hosszú protoszám  ”III... =  EQ \X \to(I) ” per definició nem tartozik az N1 halmazhoz, nem természetes szám( EQ \X \to(I) )  hanem “a legkisebb transzfinit szám”.


Ez a feltétel is teljesedik akkor, ha hozzávesszük az ”üres” protoszámot ”(” a teljes halmazhoz: N1= {(, I, II, III,... n(I)}. Igy a halmaz számossága ”III... =  EQ \X \to(I) ” = (0.


Bárhogy is vannak ezek az ügyes szócsavarások. Szögezzük le a vitathatatlan tényt: ha létezik egy alpeh-null osztályú protoszámjegy, és akárhogyan nevezzük is ezt a számot, akkoris egy és csakis egy darab létezik belöle, mert min​den osztályban, bármely osztályban pontosan és kizárólag egy protoszámjegy létezik.


Àbrázolási tétel ( 1) : (2.3.1.)
A protoszámok bármely  befejezett, teljes  halmaza N
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 ábrázolható egy kétdimenziós négyzetes jelmatrixban M1 = M(n,k) amely pontosan n sorból és k oszlopból áll (n = k) , s amelyben az unitáris, vagy protoszámok Y1 -halmaza pontosan egy (derékszögü) háromszöget alkot. A háromszög alapja és merölegese pontosan n-hosszúságú. A mátrix föátlója felett, csupa üres elemek(() (a helyi érték jelölöi) találhatóak tehát maga az osztályok sorrendjébe szervezett számjegy halmaz egy trianguláris mátrixot képez. 

Minden szám amely (-val kezdödik véges (hosszuságú) szám. Ha k = (0 akkor a négyzetes matrix  aleph-null sorból és aleph-null oszlopból  áll: M1 = M((0,(0).
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                  III... =  EQ \X \to(I) = (0 oszlop

Korollárium (1) .   
 Ha k egy legkisebb felsö határérték, akkor a számhalmaz N EQ \S(k;1) az a legkisebb halmaz, amely minden (unitáris) számjegyet tartalmaz ( I és k között) és tovább (”a határon túl”)  már nem fejleszthetö. Tehát, ha a megengedett leghosszabb számjegy hossza (számossága) k, akkor ebben a rendszerben csak egyetlen egy ilyen számjegy létezik és az összes számok számossága ugyanannyi, mint a leghosszabb szám elemeinek számossága.

Ha létezik egy ”legkisebb végtelen számossági ekvivalencia osztály((0) ”, akkor ennek az osztálynak a modellje egy, valamilyen egyalapu (unitáris) számhalmaz N1 amely pontosan egy (0 osztályú ((0 hosszuságú) számjegy felett rendelkezik s amelynek számossága szintén (0.


Vagy megforditva, egy adott halmaz akkor, de csak akkor (0 számosságú, ha egy olyan jelhalmaz matrixba szervezhetö amely pontosan (0  sorból áll, vagyis sorszámában egy-az-egyben megfelel egy (0 osztályú, kvadrátikus (trianguláris) jelhalmaz-matrixba szervezett, protoszámhalmaz(N1) sorozatnak.

Például


A Neuman és Zermelo alaphalmazok:

Az összehasonlitás kedvéért ”gödelizáljuk” (aritmetizáljuk) a Zermelo(Z) és a Neumann(Z*) halmazokat, amennyiben a halmazon belül a kapcsos zárójeleket ”{” és ”}”  ”arab számjegyekkel”  ”2” és ”1” helyettesitjük be, vagyis:  ”{ ( 2” és ” } ( 1”.

Igy ”Z = { 0, 201, 22011, 2220111, stb.,stb.}” azonos ”Z = { 0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, stbt.,stb.}” -vel és ”Z* = { 0, 201, 202011, 202012020111,....}” azonos ”Z* = { 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}},....}”-vel. 

A protoszámjegy halmazt N1 = { 1, 11, 111, stb.,stb.} változatlanul hagyjuk.

A Neumann féle halmaz(Z*) összehasonlitva N1 -el a következö képet mutatja:
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az (0.-ik sorban összesen 3.2(0 -1 betü áll. Az index ebböl (0          III... =  EQ \X \to(I)  = (0  
A Z* halmaz összes számjegyeinek számossága = EQ \X \to(I) = (0      az  N1 halmaz számossága (0
A Neuman számjelmatrix (Z*) valóban (0 számosságú halmaz,mert pontosan (0 sorból  áll. Részhalmazainak elemszámossága miatt azonban Z*  3.2(0-1 oszlopból tevödik össze, tehát tartalmaz számjegyeket, amelyek több mint (0 elemböl állnak, és tartalmaz egy valódi részhalmazt (egy számjegyet) amelynek jelszámossága  3.2(0-1.

N1 elhelyezhetö egy ((0)((0) négyzetben, Z* csak egy ( 3.2(0-1 )( (0)  téglalapban helyezhetö el. Z*  "magassága" (számossága) 3.2(0-1(0 de "szélessége" (részhalmazainak elemszámossága)  sokkal nagyobb  (0-nál  - eléri a 3.2(0-1 egyéni jelet

A Zermelo féle halmaz(Z) összehasonlitva N1 -el a következö képet mutatja:
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III... =  EQ \X \to(I)  = (0   + 1+     III... =  EQ \X \to(I)  = (0                         III... =  EQ \X \to(I)  = (0
      az (0.-ik sorban összesen 2(0+1 betü található
        az N1 halmaz számossága (0
     ebböl (0 index. A Z halmaz számjegyeinek szá-             a matrix N1 (0 – sorból és (0 oszlop
      mossága III... =  EQ \X \to(I)  = (0  ,  a matrix Z  (0  sorból            ból  tevödik össze.

      és    2(0+1 oszlopból tevödik össze.

Kétségtelen, a három különbözö számhalmaz Z* , Z , N1 számossága pontosan egybevág, mert Z* és Z ”index-halmaza” (1,11,111,...  EQ \X \to(1) ) egyaránt (0 sorból áll és ezért számszerüség szempontjából azonosan megfelel a N1 protoszámjegy halmaznak. Mivel (megegyezés szerint) mindegyik számrendszerben (Z* , Z , N1 ) csak egyetlenegy olyan aleph-null hosszúságú számjegy létezik, amelynek valamennyi  eleme ”1” -es számjegy,  egyik sorozat sem folytatható tovább, tehát az emlitett halmazok befejezett és zárt halmazok.

Azonban Zermeló(Z) halmazának legnagyobb egyedi számjegye szemmel láthatóan ”2222.....0.....1111”  =  EQ \X \to(2)0\x\to(1), vagyis 2 (0+1 alapelem hosszúságú , vagyis 2(0+1 alapelemet tartalmaz. Z és N1  "magassága" (számossága) egyaránt (0 , de Z nem fér el egy ((0)( (0) négy-zetben. "Szélessége"  eléri a  2(0+1 alapelemet  egységet . (Akár tetszik ez a megfigyelés valakinek, akár nem, akár engedélyezi ezt egy elmélet, akár nem).

(Tudjuk, hogy  egy ilyen számjegy létezése szigorúan tilos a cantori transzfinit halmazelméletben mivel itt  “ (0 + (0 + 1 = 2(0+1 = (0 “ és a konfuzió tisztázására még visszatérünk. Most csak annyit: ha a Z halmaz (0 jelsort tartalmaz, akkor elkerülhetetlenül 2(0+1 oszlopot alkot, vagyis utolsó sora  pontosan 2(0+1 egytagú számjegyböl áll és a számjegy  “ EQ \X \to(1)” semmiképpen nem azonos a “ EQ \X \to(2)” számjeggyel, de különösen nem azonos a “ EQ \X \to(2)0\x\to(1) “ számjeggyel azért mert alkotóelemeik Cantor szerint együtt is meg külön-külön is  “megszámlálhatóak”).

 Von Neumann ”legkisebb végtelen” halmazmodelljében még sokkal égbekiáltóbb a diszkrepancia a halmaz(Z*) és a halmaz elemeinek (egyedi számainak) számosságai között.

 Ha következetesen végigvezetjük a Neumann féle sorozatot, akkor az aleph-nulladik sorban (a meredek progresszió következtében)  egy  olyan  egyedi, non-cantori kardinális számot találunk, amelynek hossza  3.2(0 - vagyis, amely  3.2(0-szer tartalmazza a ”0”, ”1”, és ”2” számjegyeket és pontosan (0 számú ”1”-essel  ” EQ \x\to(1)” végzödik.

Tehát Z és Z* sorozatok halmazai valóban (0 számosságú halmazok, jóllehet részhalmazaik (egyes soraik) többsége (0 -nál nagyobb számosságú elemet tartalmaz, tehát nem-cantori  számosságú, transzfinit számjegy sorokból (halmazokból) tevödik össze.


A szerzök ilymódon a logikai körkörösség megengedhetetlen módszerével élnek: a legkisebb transzfinit halmaz megszerkesztéséhez (létezésének bizonyitásához) eleve (és elkerülhetetlenül) felhasználják a magasabb transzfinit halmazok (még be sem vezetett, söt az elmélet szerint megengedhetetlen) elemszámosságait.


Z és Z* nem legkisebb alaphalmazok, hanem olyan (0 számosságú ”mesterséges” cantori halmazok, amelyek egy adott funkció segitségével, egy-egy rejtett, a priori létezö, sokkal nagyobb (nem-cantori) halmazból kiválasztott valódi részhalmazt képviselnek. 


Ennyit a legkisebb végtelen cantori halmaz modelljeiröl.(Egyelöre.)

A következö lépésként vegyük szemügyre a kettö alapú számok rendszerét.


A bináris számjegyek rendszere (N2): (2.4.)


A kettö alapu A2 = {0,1}, ”kétbetüs abc-jü” természetes számok N2 halmazát ”bináris” számjegy-halmazoknak nevezzük. A bináris számrendszer alapelemei (”betüi”) bármilyen (egymástól különbözö) tárgyak/jelek lehetnek, csupán az a fontos, hogy egy bizonyos (abc) rendbe állitsuk öket. 

Àllapodjunk meg ezért abban, hogy ”A2 = {0 (1}” .

A bináris számrendszer fontosabb jellemzöi:

a.) Létezik kettö legkisebb, oszthatatlan alapelem(a,b) a kettö alapu abc szigoruan rendezett halmaz A2 = {0 (1} tagjai. Minden alapelem(a,b) mértéke egy(13).

b.) Az alapelem ”1”  az egytagú halmazok{I} számossági ekvivalenciáját, a legkisebb szá​mossági egyenlöség-osztály(I), az elsö számossági osztály egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli és számosságára nézve maga(1) is ehhez az osztályhoz tartozik (k=1). Az alapelem ” 0”  az üres ”halmazok (” számossági ekvivalenciáját, az ”üres szá​mossági osztály(()” egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli és de számosságára nézve maga(0) az elsö az osztályhoz (k = I ) tartozik.
A kéttagú, rendezett alapelem-halmaz ”10” egy olyan bináris számjegy (kardinális szám) amely a második(II) számossági egyenlöség-osztályhoz (k = II) tartozó halmazok számosságát jelöli (és maga is ehhez az osztályhoz tartozik)  közvetlen lexikográfikus utánkövetöje az abc második elemének(1). ”10”  az elsö másodosztályú ismétléses variációja  az abc(0,1)-nek; és az N2 halmaz harmadik sorában található. A bináris számjegy ”11” a második másodosztályú ismétléses variáció ”0” és ”1” felett és ”10” közvetlen lexikográfikus utánkövetöje, amely azonban a harmadik(III) számossági ekvivalencia osztályt jelöli. A harmadosztályú bináris számjegy ”100”  a negyedik számossági osztályt(IIII) jelöli, a halmaz ötödik sorában helyezkedik el és a ”11”-es számjegyet követi. Stb., stb.

c.) Az alapelemek bármely k osztályu (k = 1,2,3,...,k) ismétléses variációja, halmaza (a(aa, ab(ba) maga is egy számjegy n, egy kardinális szám n amely pontosan egy és kizárólag egy számossági egyenlöség osztályt(k) képvisel. Vagyis egy bináris számjegy n minden olyan halmaz számosságát jelöli, amely tagjainak sokaságára nézve egy-az-egyben megegyezik a protoszámhalmaz N1 n.-ik részhalmazának  alapelem számosságával.
d.) Mivel az az abc szigoru rendje lexikografikus rendet indukál a bináris variácók körében, minden bináris számjegynek(n´) van pontosan egy megelözöje(n) és pontosan egy utánkö​vetöje(n´´) kivéve az elsö számjegyet(0). Minden utánkövetö(n´´) vagy hosszával, vagy legalábbis egy alapjellel(a,b) különbözik a megelözöjétöl(n´) . Tehát nem létezik olyan szám-jegy(n*)  N2 -ben, amelyik  n után de n´  elött található.
e.) Azt a bináris számot, amely egy páros halmaz számosságát jelöli, ”páros” számnak nevezzük. Minden bináris számjegy, amely ”0”-al végzödik páros szám. Minden bináris számjegy(x) vagy páros, vagy páratlan számu alapelemet tartalmaz. 
N2 -ben minden  páros szám ”0”-al és minden páratlan szám ”1”-el végzödik. Minden osztály páros számmal kezdödik és páratlan számmal zárul ( ” EQ \X \to(1) ” páratlan szám).
f.) Két bináris szám(x,y) különbözik egymástól, ha (hosszúságuk) elemeik száma legalább egy elemmel különbözik egymástól, vagy, ha egyforma hosszuságúak és elemeik sorrendje legalább egy pozicióban különbözik egymástól. Vagyis minden egyes számossági ekvivalencia osz​tályban több mint egy bináris számjegy létezik. Àm minden egyes  bináris szám(x)  pontosan egy bizonyos számossági egyenlöség-osztályt képvisel bár számosságára nézve maga nem ehhez az osztályhoz tartozik. 
g.) Minden egyes számjegy számossági  osztályon belül van  egyetlen egy elsö  bináris szám (amelynek nincs megelözöje),  és egyetlen egy utolsó  bináris szám (amelynek nincs utánkövetöje).
h.) Az elsö osztályu(I) (egytagú) bináris számok száma 21 a másodosztályú(II) (kéttagú) bináris   számok száma 22, a harmadosztályú(III) (háromtagú) bináris számok száma 23, és igy tovább, és igy tovább. Az k-osztályú bináris számok száma 2k. A bináris számjegyek (kezdö) fele mindegyik (véges) osztályban ”0”-al kezdödik.
Namármost, ha létezik egy legkisebb felsö számossági határérték (0 , és igy egy, egyetlen-egy aleph-null számossági egyen​löség-osztály (márpedig a transzfinit halmazelmélet szerint létezik) akkor létezik egy, és csakis egy legnagyobb bináris szám(111...)  =  EQ \X \to(1)  és az összes aleph-null elem-számosságú bináris számjegyek osztálya is amely pontosan 0,5.2(0 számosságú bináris számjegyet ill. valódi részhalmazt tartalmaz. A 2(0 .-ik sorban található kardinális szám ”111... =  EQ \X \to(1) ”  jelöli a lezárt N2 halmaz számosságát. 
A teljes indukció segitségével bebizonyithatjuk, hogy a 2(0 számosságú bináris számjegyek sorozatának kezdö fele(2(0 -1)  ”0” jellel kezdödik, tehát véges hosszuságú szám.
i.) Mivel 2(0 -1  (egy Cohen féle ”nem-cántori” kardinális szám)  sokkal nagyobb mint (0 ,a bináris számjegyek N2 rendszerében  sokkal több véges hosszuságú természetes szám található mint  a protoszámok N1 halmazában.
j.) Minden  bináris számjegyen belül van pontosan egy elsö és egy utolsó tag (elem) és (az elsö és az utolsó tag kivételével) minden  bináris szám valamennyi elemének van egy szigorúan megelözö és egy szigoruan utánkövetö szomszédja.
k.) A fentiek alapján determinált természetes bináris számok ezen I, II, III,..., és (0  osztályú, összes számjegyeinek halmaza(N2)  lezártnak tekinthetö az alapelemszám A2(II) , az utánkövetés és a legkisebb felsö számjegy-hossz határ ((0) számosságára nézve. Ez az aktuálisan zárt természetes-szám halmaz(N2) pontosan (0  számú számosztályt és minden osztályban 2k-1 számjegyet, tehát összesen és pontosan 2(0 számú számjegyet tartalmaz.
A "megszámlálható" ("természetes") bináris számjegyek "zárt" halmaza tehát pontosan 2(0 számosságú.

l.) Mindezek következtében lehetetlen egy olyan 1,2,3,...,k,... (0 osztályú/hosszúságú bináris számjegyet konstruálni, amely részhalmazként (egyedi számjelként) még nem szerepel az egész N2 természetes számhalmazban.

Àbrázolási tétel (2) . (2.4.1.)


A bináris számjegyek bármely  befejezett, teljes  halmaza N EQ \S(k; 2)  ábrázolható egy kétdimenziós  jelmatrixban M2 = M(2k,k) amely pontosan 2k sorból és k oszlopból áll  , s amelyben az összes bináris számjelek Y2 halmaza elhelyezkedik. Az egyszerüség kedvéért a rendszerben  minden számjegyet k-hosszúságúnak tekintünk és az üres helyiértékeket az egyes számjegyek elött a “0” jellel jelöljük ki. Igy minden számjegy amely 0-val kezdödik véges (hosszuságú) számjegy. 

      A bináris számjegyek hossza ill. osztálya:             k = 4           3              2             1             

	
	0
	0
	0
	0

	az elsö osztályú 

számjegyek száma 21
	0
	0
	0
	1

	+
	0
	0
	1
	0

	a második  osztályú számjegyek száma 22
	0
	0
	1
	1

	+
	0
	1
	0
	0

	a harmadik  osztályú számjegyek száma 23
	0
	1
	0
	1

	
	0
	1
	1
	0

	a számjegyek fele 0-val kezdödik.....................................
	0
	1
	1
	1

	+
	1
	0
	0
	0

	a negyedik osztályú számjegyek száma 24
	1
	0
	0
	1

	
	1
	0
	1
	0

	
	1
	0
	1
	1

	ha az alap n = 2, a legfelsö hosszúsághatár k = 4, akkor
	1
	1
	0
	0

	az összes 1 – 4 osztályú 

bináris számok száma

 y =nk  = 24
	1
	1
	0
	1

	
	1
	1
	1
	0

	a legnagyobb bináris szám-jegy egy k=4 osztályú egyes:
	1
	1
	1
	1



Ha k = (0 ( vagyis, ha létezik egy legkisebb felsö határérték, amely a megengedhetö leghosszabb számjelek hosszát megadja, korlátozza és lezárja) akkor a  matrix M2   2(0  számú sorból és aleph-null számú oszlopból  áll: M2 = M(2(0,(0).


A fenti táblázatból (2) leolvasható, hogy és levezethetö, hogy 


I.


a., az elsö osztályú bináris számok fele 21/2 “0”-val kezdödik,


b., a második osztályú bináris számok fele 22/2 “0”-val kezdödik,


c., a harmadik osztályú bináris számok fele 23/2 “0”-val kezdödik,


d., a negyedik osztályú bináris számok fele 24/2 “0”-val kezdödik,


e., a k.-ik osztályú bináris számok fele 2k/2 “0”-val kezdödik,


f., az (0.-ik osztályú bináris számok fele 2(0/2 “0”-val kezdödik.

             II.


a., minden páros bináris szám “0”-al végzödik,


b., minden páratlan bináris szám “1”-el végzödik,


c., minden (0.-ik osztályú bináris szám “1”-el kezdödik, és számszerüen pontosan az 
egész számhalmaz felét (2(0/2 ) teszi ki.


Korollárium (2):
 Ha k egy legkisebb felsö határérték, akkor a számhalmaz N EQ \S(k;2) az a legkisebb halmaz, amely minden ( 1,2,3,...,k osztályú) bináris számjegyet tartalmaz és tovább (”a határon túl”)  már nem fejleszthetö. Csakhogy, ha a megengedett leghosszabb számjegy hossza (elem-számossága) k, akkor ebben a rendszerben 2k ilyen számjegy létezik és az összes számok számossága  sokkal nagyobb mint a leghosszabb számjegyek elemeinek k számossága.

Ha létezik egy ”legkisebb végtelen számossági ekvivalencia osztály((0) ”, akkor  a bináris számrendszerben automatikus létezik egy  végtelen számossági ekvivalencia osztály(2(0) amely számosságára nézve sokkal nagyobb (0-nál, vagyis N1-nél. 

A következö lépésként vegyük szemügyre a tizes alapú számok rendszerét.


A dekadikus számjegyek rendszere (N10): (2.5.)


A tizes alapú A10 = {0,1,2,...,9}, ”tizbetüs abc-jü” természetes számok N10 halmazát ”dekadikus” számjegy-halmazoknak nevezzük. A dekadikus számrendszer alapelemei (”betüi”) bármilyen (egymástól különbözö) tárgyak/jelek lehetnek, csupán az a fontos, hogy egy bizonyos (abc) rendbe állitsuk öket. 

Àllapodjunk meg ezért abban, hogy ”A10 = {0 (1 ( 2 ( 3 (...( 8 ( 9}” .

A dekadikus számrendszer fontosabb jellemzöi:

a.) Létezik pontosan tiz legkisebb, oszthatatlan alapelem(a, b, c) a tizes alapu abc szigoruan rendezett A10 = {0 ( 1 ( 2 ( 3 (...( 8 ( 9} tagjai. Minden alapelem(a,b,c) mértéke egy(13).

             b.) Az alapelem ”1”  az egytagú halmazok{I} számossági ekvivalenciáját, a legkisebb szá​mossági egyenlöségi osztály(I), az elsö számossági egyenlöség-osztály egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli és számosságára nézve maga(1) is ehhez az osztályhoz tartozik. Az alapelem ”2”  a kéttagú halmazok{II} számossági ekvivalenciáját, a második szá​mossági osztály(II), egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli de számosságára nézve maga(2) nem ehhez az osztályhoz tartozik. Az alapelem ”3”  a háromtagú halmazok{III} számossági ekvivalenciáját, a harmadik szá​mossági osztály(III), egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli de számosságára nézve maga(3) nem ehhez az osztályhoz tartozik. Stb.,stb. 
 Az alapelem ” 0”  az üres ”halmazok (” számossági ekvivalenciáját, az ”üres szá​mossági osztály(()” egyes tagjainak ”sokaságát” jelöli és de számosságára nézve maga(0) az elsö az osztályhoz (k = I ) tartozik.
               c.) Az alapelemek bármely k osztályu (k = 1,2,3,...,k) ismétléses variációja, halmaza (a(aa, ab(ba) maga is egy számjegy n, egy kardinális szám n amely pontosan egy és kizárólag egy számossági egyenlöség osztályt(n) képvisel. Vagyis egy dekadikus számjegy n minden olyan halmaz számosságát jelöli, amely tagjainak sokaságára nézve egy-az-egyben megegyezik a protoszámhalmaz N1 n.-ik részhalmazának  alapelem számosságával.

d.) Mivel az az abc szigoru rendje lexikografikus rendet indukál a dekadikus variácók körében, minden dekadikus számjegynek(n´) van pontosan egy megelözöje(n) és pontosan egy utánkö​vetöje(n´´) kivéve az elsö számjegyet(0). Minden utánkövetö(n´´) vagy hosszával, vagy legalábbis egy alapjellel(a,b) különbözik a megelözöjétöl(n´) . Tehát nem létezik olyan szám-jegy(n*)  N10 -ben, amelyik  n után de n´  elött található.

e.) Azt a dekadikus számot, amely egy páros halmaz számosságát jelöli, ”páros” számnak nevezzük. Minden dekadikus számjegy, amely ”0,2,4,6,8”-al végzödik páros szám. Minden dekadikus számjegy(x) vagy páros, vagy páratlan számu alapelemet tartalmaz. N10 -ben minden egyenlöség-osztály páros számmal kezdödik és páratlan számmal zárul ( ”  EQ \X \to(9) ” páratlan szám).

f.) Két dekadikus szám(x,y) különbözik egymástól, ha (hosszúságuk) elemeik száma legalább egy elemmel különbözik egymástól, vagy, ha egyforma hosszuságúak és elemeik sorrendje legalább egy pozicióban különbözik egymástól. Vagyis minden egyes számossági ekvivalencia osz​tályban több mint egy dekadikus számjegy létezik. Àm minden egyes  dekadikus szám(x)  pontosan egy bizonyos számossági egyenlöség-osztályt képvisel bár számosságára nézve maga nem ehhez az osztályhoz tartozik. 

g.) Minden egyes számjegy számossági  osztályon belül van  egyetlen egy elsö  dekadikus szám (amelynek nincs megelözöje),  és egyetlen egy utolsó  dekadikus szám (amelynek nincs utánkövetöje) ezen az osztályon belül.

h.)Az elsö osztályu(I) (egytagú) dekadikus számok száma 101 a másodosztályú(II) (kéttagú) dekadikus   számok száma 102, a harmadosztályú(III) (háromtagú) dekadikus számok száma 103, és igy tovább, és igy tovább. A k-osztályú dekadikus számok száma 10k. A dekadikus számjegyek sorozatának kezdö egytized része mindegyik (véges) osztályban ”0”-al kezdödik.
Namármost, ha létezik egy legkisebb felsö számossági határérték (0 , és igy egy, egyetlen-egy aleph-null számossági egyen​löség-osztály (márpedig a transzfinit halmazelmélet szerint létezik) akkor létezik egy, és csakis egy speciális dekadikus szám(111...)  =  EQ \X \to(1)  és létezik az összes aleph-null elem-számosságú (aleph-null hosszuságú) dekadikus számjegyek osztálya is  amely pontosan 0,9.10(0 számosságú dekadikus számjegyet ill. valódi részhalmazt tartalmaz. A  10(0 -ik kardinális szám ” EQ \X \to(9) ” jelöli a lezárt N10 halmaz számosságát. 
A teljes indukció segitségével bebizonyithatjuk, hogy a 10(0 számosságú dekadikus számjegyek kezdeti egytized része (10(0 -1)  ”0”-al kezdödik, tehát véges hosszuságú szám.

i.) Mivel 10(0 -1  (egy Cohen féle ”nem-cántori” kardinális szám)  sokkal nagyobb mint (0  vagy akár 2(0, a dekadikus számjegyek N10 rendszerében  sokkal több véges hosszuságú természetes szám található mint  a protoszámok N1  vagy/és a bináris számok N2 halmazában.

j.) Minden  dekadikus számjegyen belül van pontosan egy elsö és egy utolsó abc-tag (elem) és (az elsö és az utolsó ”betü” kivételével) minden  dekadikus szám valamennyi elemének van egy szigorúan megelözö és egy szigoruan utánkövetö szomszédja.

k.) A fentiek alapján determinált természetes dekadikus számok ezen I, II, III,..., és (0  osztályú, összes számjegyeinek halmaza(N10)  lezártnak tekinthetö az alapelemszám A10(IIIIIIIIII) , az utánkövetés és a legkisebb felsö számjegy-hossz határ ((0) számosságára nézve. Ez az aktuálisan zárt természetes-szám halmaz(N10) pontosan (0  számú számosztályt és minden osztályban 10k-1 számjegyet, tehát összesen és pontosan 10(0 számú számjegyet tartalmaz.
A "megszámlálható" ("természetes") dekádikus számjegyek "zárt" halmaza tehát pontosan 10(0 számosságú.

 l.) Mindezek következtében lehetetlen egy olyan 1,2,3,...k,...,(0 osztályú/hosszúságú dekadikus számjegyet konstruálni, amely részhalmazként (egyedi számjelként) még nem szerepel az egész N10 természetes számhalmazban.


A dekadikus számjegyek bármely  befejezett, teljes  halmaza N EQ \S(k;10)  ábrázolható egy kétdimenziós  jelmatrixban M10 = M(10k,k) amely pontosan 10k sorból és k oszlopból áll  , s amely-ben az összes dekadikus számjelek Y10 halmaza elhelyezkedik. Az egyszerüség kedvéért a rendszerben  minden számjegyet k-hosszúságúnak tekintünk és az üres helyiértékeket az egyes számjegyek elött a “0” jellel jelöljük ki. Igy minden számjegy amely 0-val kezdödik véges (hosszuságú) számjegy. 

     
Mivel azonban a hatványfunkció Y10 = f(x) = 10k meredeksége miatt, már egy tizoszlopos (k=10) jelmatrix M10 = M(1010,10) is tizmilliárd sort (tiz számjegyböl álló egyéni számot) tartalmaz, egy ilyen (az arányokban is korrekt) tizes-alapú és 1+2+3+...+10. osztályú természetes számjegyhalmaz N EQ \S(10;10)  ábrázolása meghaladja az általunk használt nyomtatási oldal kereteit.


Ezért eltekintünk ettöl.                                                                                    


Ha k = (0 ( vagyis, ha létezik egy legkisebb felsö határérték, amely a megengedhetö leghosszabb számjelek hosszát megadja, korlátozza és lezárja) akkor a  matrix M10  10(0  számú sorból és aleph-null számú oszlopból  áll: M10 = M(10(0,(0).

A dekadikus számjegyek M(10k,k) matrixjából  leolvasható és levezethetö, hogy 

I.

a.) az elsö osztályú dekadikus számok egytizede 101/10 “0”-val kezdödik,

b.) a második osztályú dekadikus számok elsö tizedrésze 102/10 “0”-val kezdödik,

c.) a harmadik osztályú dekadikus számok elsö tizedrésze 103/10 “0”-val kezdödik,

d.) a negyedik osztályú dekadikus számok elsö tizedrésze 104/10 “0”-val kezdödik,

e.) a k.-ik osztályú dekadikus számok elsö tizedrésze 10k/10 “0”-val kezdödik,

f.) az (0.-ik osztályú dekadikus számok elsö tizedrésze 10(0/10 “0”-val kezdödik.


         II.

a.) minden páros dekadikus szám “0,2,4,6,8,”-al végzödik,

b.) minden páratlan dekadikus szám “1,3,5,7,9,”-el végzödik,

c.) minden (0.-ik osztályú dekadikus szám “1,2,3,4,5,6,7,8,9,”-el kezdödik,és számszerüen pontosan az egész számhalmaz kilenc tizedét (9.10(0-1 ) teszi ki.


Korollárium (3):
 Ha k egy legkisebb felsö határérték, akkor a számhalmaz N EQ \S(k;10) az a legkisebb halmaz, amely minden ( 1,2,3,...,k osztályú) dekadikus számjegyet tartalmaz és tovább (”a határon túl”)  már nem fejleszthetö. Csakhogy, ha a megengedett leghosszabb számjegy hossza (elem-számossága) k, akkor ebben a rendszerben 10k ilyen számjegy létezik és az összes számok számossága  sokkal, sokkal nagyobb mint a leghosszabb számjegyek elemeinek k számossága.

Ha létezik egy ”legkisebb végtelen számossági ekvivalencia osztály((0) ”, akkor  a dekadikus számrendszerben automatikus létezik egy  végtelen számossági ekvivalencia osztály(10(0) amely számosságára nézve sokkal nagyobb (0-nál, vagyis N1-nél. 

 A könnyebb áttekintés kedvéért összehasonlitó  táblázatot  szervezünk az   N1[I,  EQ \X \to(I) ] ;N2 [0, EQ \X \to(1) ]; N10[0,  EQ \X \to(9) ] számjegyhalmazok számossági tulajdonságairól .


Összehasonlitó Táblázat (1):

                                                            
  N1                           N2                          N10
	Elsöosztályu(I) számjegyek

száma
	   1
	   2
	   10

	Második osztályú (II)

számjegyek száma
	+ 1
	+ 2
	+ 90

	Harmadik osztályú (III)

számjegyek száma
	+ 1
	+ 4
	+  900

	Negyedik osztályú(IIII)

számjegyek száma
	+ 1
	+  8
	+ 9000

	- - - - - - - -

- - - - - - - -

  - - - - - - - -
	- - - - - - -

- - - - - - -

- - - - - - -
	- - - - - -

- - - - - -

- - - - - -
	- -  - - - -

- - - - - - -

- - - - - - -

	n.-ik osztályú l(n)

számjegyek száma
	+ 1
	+ 2n-1
	+ 9.10n-1

	- - - - - - - -

- - - - - - - -

  - - - - - - - -
	- - - - - - -

- - - - - - -

- - - - - - -
	- - - - - -

- - - - - -

- - - - - -
	- -  - - - -

- - - - - - -

- - - - - - -

	(0 osztályú ( EQ \X \to(I) ) számjegyek

száma
	+ 1
	+ 2(0-1
	+ 9.10(0-1

	
	
	
	

	az összes számjegyek száma


	= (0
	=  2(0
	= 10(0

	
	
	
	

	az összes osztályok száma


	(0
	(0
	(0

	a legnagyobb kardinális jele


	 EQ \X \to(I) 
	 EQ \X \to(1) 
	 EQ \X \to(9) 

	
	
	
	


Az ábrázolási mód ”N = { 0, 1, 2, 3, etc., etc.,} valójában tudatlanságot takar és elködösiti az N halmaz (korrektül ”N10” halmaz)  igazi (számossági)hatalmát.

Tehát a különbözö alapu természetes egész számok halmazainak helyes, de még igysem igazán arányosan megfelelö jelölése:

N1  = { I, II, III, IIII, ...,  EQ \X \to(I) }

N2  = { 0, 1, 10, 11, ..., (0, . . . ,  EQ \X \to(1) }

N10 = { 0, 1,  2,   3, ..., (0, . . . . . . . . ,  EQ \X \to(1) , . . .,  EQ \X \to(2) , . . .,  EQ \X \to(3) . . .,  EQ \X \to(7) , . . .,  EQ \X \to(8) , . . .,  EQ \X \to(9) }

Mivel a fenti jelölési módszer is kényelmetlenül hosszú, a most felmutatott (Paul J. Cohen féle, ill. nem-cantori számosságú) számhalmazok jelölésére, megkönnyitheti a dolgot, ha ugy tekintjük a természetes számjegy-rendszerek egy-egy befejezett halmazát, mint az adott számjegyek intervallumait. 

Igy rendelkezésünkre áll


A természetes számok halmazainak jelölése intervallumok formájában:

A protoszámok befejezett N1 halmazát jelöli az intervallum ”N1(I, EQ \X \to(I) ( ”   ( ”az összes  unitáris egész-számok  intervalluma I -töl  EQ \X \to(I) -ig” (inkluzive EQ \X \to(I) )  amely aleph-null számú számjegyet tartalmaz. Számossága   (0. A legnagyobb, leghosszabb és legutolsó számjegy( EQ \X \to(I) ) az intervallumban azonos (0 vonással és azt jelenti  ”aleph-null((0)” és ez az  (0 - ik sorszám  EQ \X \to(I)  maga is  tagja a halmaznak, ill. intervallumnak.

Ha a halmaz N1 nem tartalmazza a legnagyobb, leghosszabb és legutolsó számjegyet( EQ \X \to(I) )  akkor N1  ( ”N1 ( 0,(0 (” ( lesz az összes protoszámok intervalluma 0-tól l(n)-ig  EQ \X \to(I)  exkluzive. Vagyis ebben az esetben az  (0 - ik sorszám( EQ \X \to(I) ) nem tagja a halmaznak, ill. intervallumnak.

N1 az  EQ \X \to(I) -ik sorszámmal véget ér az  (0 - ik helyen.

A  bináris számjegyek befejezett N2 halmazát jelöli az intervallum ”N2(0, EQ \X \to(1) (   ”  ( Az ”összes bináris egész számok intervalluma 0-tól  EQ \X \to(1) -ig ” ( EQ \X \to(1) inkluzive )   2(0 számú számjegyet tartalmaz. Számossága 2(0. A legnagyobb, leghosszabb és legutolsó számjegy az intervallumban az egy (0 számosságú ”egyes(1)” -t tartalmazó számjegy( EQ \X \to(1) ) amely azt jelenti  ”kettö az aleph-nulladik hatványon minusz egy(2(0-1)”. (Vagyis az 2(0- ik sorszám már nem tagja a halmaznak, ill. intervallumnak ).


N2 az  EQ \X \to(1) -es sorszámmal a 2(0- ik  helyen ér véget.

A tizalapú számjegyek befejezett N10 halmazát jelöli az intervallum ”N10(0, EQ \X \to(9) (”  ( Az összes dekadikus egész számok intervalluma 0-tól  EQ \X \to(9) -ig (inkluzive  EQ \X \to(9) ) ,  amely 10(0 számú számjegyet tartalmaz. Számossága 10(0.  A legnagyobb, leghosszabb és legutolsó számjegy az intervallumban az egy (0 számosságú ”kilenc(9)”-esekböl álló számjegy( EQ \X \to(9) ). Ez az az egyéni kardinális szám amely a ”tiz az aleph-nulladik hatványon minusz egy (10(0-1)” számossági egyenlöségosztályt jelöli. (Vagyis az 10(0-ik sorszám már nem tagja a halmaznak, ill. intervallumnak).

N10  a  EQ \X \to(9) -es sorszámmal a 10(0- ik  helyen ér véget.

Természetesen az intervallumok N1(I,(0(, N2(0,(0(, N10(0,(0(  számhalmazai  aleph-null számosságú, ekvivalens halmazok. Ès N2(0, 2(0(, N10(0, 2(0(  is egyenlö számosságúak 2(0-al . Csakhogy (Cantor elvei szerint) a halmaz/intervallum N1(I,(0(  teljesen és végérvényesen  véget ér az (0-ik számjegynél. Az intervallum N2(0,(0( is   véget ér az (0-ik számjegynél, de nem végérvényesen. Folytatása lehetséges (Paul  J. Cohen és Kurt Gödel “engedélye” alapján is) egészen 2(0-ig. Igy aztán elkerülhetetlen a tény, hogy valójában N1 << N2. 

Ugyanebben az értelemben a számhalmaz N2 is végérvényesen véget ér az 2(0-ik helyen, és (számosságára nézve) a teljes, befejezett N2 halmaz is  csak elenyészöen csekély valódi részhalmaza N10-nek, amely egészében sokkal de sokkal tovább folytatódik a 2(0-ik sorszámnál, pontosan a 10(0-ik pozicióig. Tehát N1 << N2 <<< N10 és általában Nn << Nn+1.

Ès hamár itt tartunk, jegyezzük meg:


Egy természetes számrendszernek bármely egész szám(n) lehet az alapja (An) és bármely egész szám(k) lehet a rendszer leghosszabb számjegyének számossága.


A természetes számok zárt halmazainak általános formulája 


” N EQ \S(k; n) ” . De ez a formula nem az ”összes természetes számok halmazát” adja meg. Ilyen halmaz nem létezik. 

” N EQ \S(k; n) ” csupán a következö mondat leröviditett formája: ”N-el jelöljük a természetes számjegyek bármely kész, lexikográfikusan rendezett, befejezett halmazát, amelynek alapja (abc) adott n számosságú (n = 1,2,3,- - -, n) egytagú elemek halmaza, s amelynek leghosszabb számjegye(x) k számosságú alap-elemet(abc) tartalmaz (k = 1,2,3, - - - , k.)

Ha n = 1 akkor N EQ \S(k; n)  számossága k. Ha n > 1 akkor N EQ \S(k; n)  számossága  nk . Függetlenül attól, hogy n és/vagy k ”végtelen”, vagy véges kardinális számot jelöl.

” N EQ \S(k; n) ” -t igy olvassuk: ”az n alapu, k osztályú összes természetes egész számok lexikográfikusan rendezett, nk számosságú, befejezett halmaza”.

Mivel  manapság általában a tizes alapú ”arab” számjegyeket használjuk és az elöállitható számjegyek hosszát(k)  semmilyen konvenció nem szabályozza, jelölhetjük a természetes számok N EQ \S( k; 10) halmazát egyszerüen N -el, ha ez nem ad okot a félreértésre. És (ha nem felejtjük el hogy ”N” alatt ”N10”-et értünk) nyugodtan használhatjuk a   ” t( N ” , ”B ( N ” stb., stb. halmazelméleti jelöléseket. 

Kivételt képez, ha a tényeknek speciálisan az felel meg, hogy pl. ” a ( N EQ \S(6; 2) ”  -  ami annyit tesz, hogy ”a eleme a hatodik osztályú (hat elemböl álló) bináris számjegyek halmazának”. (A bináris természetes számjegyek 1 - 6 osztályú halmaza 26 = 64 számosságú  -  az utánkövetésre és legkisebb felsö határra (6( nézve befejezett halmaz).

Ugyanebben az értelemben nem létezik  az ”összes valós számok R halmaza” sem. Csak az összes valós számok valamilyen n alapú k osztályú konkrét halmazai   ”R EQ \S(k; n) ” léteznek.


Osztályok és halmazok jelölése:

Ha csupán annyit  akarunk általánosan kifejezni, hogy ”a egy természetes szám(a)” , akkor a pontos megjelölés ”a(N)” lesz. Ami azt jelenti, hogy ”a-nak az a tulajdonsága, hogy természetes szám(a). Nem azt, hogy ” a eleme egy speciális halmaznak(a)”. Vagyis ”a” a természetes számok fajtájába, osztályába (nem egy adott halmazába!) tartozik”.

Ha azt akarjuk jelölni. hogy ”b egy valós szám(b)” ,  akkor félrevezetö azt irni, hogy ”b ( R” mikor a tényállás ” b(R) ” .  A formula  ” b ( R ” vagy értelmetlenség, vagy azt jelenti ” b eleme a tizes alapu valós számhalmaznak ”. Ha ”b” -röl csupán csak annyit tudunk (vagy akarunk közölni) hogy ”b”  a valós számok fajtájába, vagyis osztályába tartozik, de minden közelebbi hová-tartozóság nélkül, akkor (a formális logika szerint) a korrekt leirás: ” b(R) ” .

Mivel a jelenlegi, általánosan elfogadott szokás szerint ”minden egyes valós szám(x) aleph-null számú elsöosztályú, arab számjelet tartalmaz”  -  ha félreértésre nem ad okot, szörszál hasogatás helyett, elfogadhatjuk, hogy a kifejezés ” b ( R ” leegyszerüsitve, de valójában azt jelenti: ”b eleme egy tizes alapú k = (0 osztályú valós számjegy halmaznak”.

Ezek után nem esik nehezünkre bebizonyitani, hogy N2 sokkal nagyobb (számosabb) N1-nél.

 A konvencionális bizonyiték egyik esete:


Bináris ábrázolási tétel (3)

                                                               a.)

      Bináris számhalmaz B:                                                N1 számhalmaz:

               oszlopszám                     Sorszám:                        oszlopszám                     

                      (0             (            1                                               1            (             (0                      

                      0 ..............................0        (        1        (             1  ( ( ( ( ( ( ( (                                       

                      0 ..........................010        (        2        (             11 (( ( ( ( ( ( (                                       

                      0 ........................0100        (        3        (             111..........................(
                      0.......................01000        (        4        (             1111........................(
                    0..................01....... 0         (                  (             1........1....................(
                    0 ..........01...............0         (       (         (             1.....................1.......(
                    01............................0         (      (0        (             1...............................1       

          számjegyhossz: (0                                                 számjegyhossz: (0 


Azt már  minden kétséget kizárólag megállapitottuk, hogy az N1 számhalmazsorozat 1 –töl aleph nullig minden protoszámot magába foglal, vagyis lehetetlen egy olyan unáris számjegyet konstruálni, amely nem tagja ennek a szigorú utánkövetö rendszernek, amelynek számossága per definició aleph-null.


Szemmel láthatóan a bináris számjegyhalmaz B (amelynek minden tagja 0-al kezdödik, tehát véges hosszúságú számjegy, továbbá 0-al végzödik, és igy páros szám) egy az egyben egybeesik N1 – el, vagyis szintén aleph-null számosságú. De ha feltételezzük,hogy a B halmaz minden véges hosszuságú, páros  bináris számjegyet tartalmaz, akkor tévedünk. 


Könnyü egy olyan bináris számjegyet szerkeszteni amely nem fordul elö a sorozat B –ben. Például: “ 0110”, vagy “01110”, etc., etc.


Ily módon elvitathatalanul bebizonyitottuk, hogy az 0-al kezdödö és 0-al végzödö , véges hosszúságú bináris számjegyek száma sokkal nagyobb aleph-null-nál. Ez a szám de fakto 2(0-2.


Most nézzünk egy példát az aleph-null hosszúságú bináris számjegyek köréböl:

                                                                        b.)

      Bináris számhalmaz C:                                                N1 számhalmaz:

               oszlopszám                     Sorszám:                        oszlopszám                     

                      (0             (            1                                               1            (             (0                      

                      10.............................0        (        1        (             1  ( ( ( ( ( ( ( (                                       

                      10.........................010        (        2        (             11 (( ( ( ( ( ( (                                       

                      10.......................0100        (        3        (             111..........................(
                      10.....................01000        (        4        (             1111........................(
                    10................01....... 0         (                  (             1........1....................(
                    10.........01...............0         (       (         (             1.....................1.......(
                    101..........................0         (      (0        (             1...............................1       

          számjegyhossz: (0                                                 számjegyhossz: (0 


Azt már  egyértelmüleg megállapitottuk, hogy az N1 számhalmazsorozat 1 –töl aleph nullig minden protoszámot magába foglal, vagyis lehetetlen egy olyan unáris számjegyet konstruálni, amely nem tagja ennek a szigorú utánkövetö rendszernek, amelynek számossága per definició aleph-null.


A bináris számjegyhalmaz  C szemmel láthatóan  egy az egyben egybeesik N1 – el, tehát szintén aleph-null számosságú. De ha feltételezzük,hogy a C halmaz minden aleph-null hosszuságú bináris számjegyet tartalmaz, akkor tévedünk. 


Könnyü egy olyan bináris számjegyet szerkeszteni amely nem fordul elö a sorozat C –ben. Például: “ 110000000....10”, vagy “111000000...10”, etc., etc.


 A tény megkerülhetetlen, hogy az 1-el kezdödö, aleph-null hosszúságú bináris számjegyek száma sokkal nagyobb aleph-null-nál. Ez a szám de fakto 2(0-1.


A beidegzett szokásos “ismeretek” kiküszöbölés végett, nem lehet túl sokszor ismételni: vannak 1.-sö, 2., 3.,..., és k-dik osztályú (alapelem számosságú) bináris számjegyek. Az elsö osztályban 21, az elsö és második osztályban 22 , az 1+2+3.-ik osztályban 23, az1+2+3+...+k.-dik osztályban 2k bináris számjegy található.


Ha k = (0  akkor  2k  =   2(0    és a hatványszám kitevöje(k) mindig kisebb a teljes hatvány értékénél, bármekkora is a kitevö abszolút értéke: | k |  =  | (0 |.  


Ugyanezen az alapon és az ábrázolási tétel(3/a/b) módszerével kimutatható, hogy (habár N10  “végtelenül sok” aleph-null számosságú valódi részhalmazt tartalmaz) a természetes számjegyek tizes alapu, 1+2+3+...+k osztályú halmaza(N10) sokkal nagyobb az egy-alapú, 1+2+3+...+k osztályú N1 halmaznál. 


Mivel azonban a hatványfunkció Y10 = f(x) = 10k meredeksége miatt, már egy tizoszlopos (k=10) jelmatrix A = M(1010,10) is tizmilliárd sort (tiz számjegyböl álló egyéni számot) tartalmaz, egy ilyen (az arányokban is korrekt) tizes-alapú és 1+2+3+...+10. osztályú természetes szám-jegyhalmaz N EQ \S(10; 10)  ábrázolása meghaladja az általunk használt nyomtatási oldal kereteit.


Ezért eltekintünk ettöl.


Valamivel több szellemi eröfeszitést kiván (mivel a szóba kerülö sokaságoknak még az emlitése is tilos a transzfinit halmazelmélet tanárainak és tanitványainak szine elött) annak a ténynek a bizonyitása (és megértése) hogy   N10 is sokkal nagyobb  N2 –nél.

 
2(0(N2)  << 10(0(N10)   bemutatása:


Azt hogy “2(0(N2) << 10(0(N10)” következöképpen láthatjuk be:


Az eddigiekböl már ismeretes, hogy az összes aleph-null hosszúságú bináris számjegyek (elvileg) pontosan ábrázolhatóak egy (0 oszlopból és 2(0 sorból szerkesztett elem-matrixban (amelyben kizárólag a megadott ábc jelei fordulnak elö).


Azt is tudjuk, hogy a bináris számjelek abc sorrendben, de hosszúságuk szerint (vagyis lexikografikus egymásutánban)  sorakoznak össze. Ennek következtében az elsö 2(0-1 sor nullá-val kezdödik, mig a második 2(0-1 sor 1 –el kezödik (ha az abc A2 = {0,1} ).


Azt is tudjuk, hogy létezik egy egyetlen, csupa egyesekböl álló, aleph-null hosszúságú számjegy, amely matrix utolsó (2(0.-ik) sorában található, s amely után (az aleph-null definició alapján) a halmaz N2 már nem folytatódhat tovább.


Azt is tudjuk, hogy ebben a matrixban két elem(0,1) összes ismétléses aleph-null osztályú variációja szerepel, tehát lehetetlen ebböl a két elemböl olyan (aleph-null hosszúságú) számjegyet elöállitani, amelyik még nem szerepel a 2(0 számosságú  N2 listán.


A fentiek alapján kiválasztunk A10 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} abcjéböl pontosan két alapjelet, mondjuk {0,1}.
 


(Ezek után figyelni kell, mert  a bináris számjegyek “10,11,100” tipográfiailag nem különböznek a dekadikus “10,11,100” számjelektöl, pedig a bináris számjegyek “10, 11, 100”  a  “2, 3, 4” tizes-rendszer három egytagú kardinális számát, vagyis a “II,III,IIII” protoszámokat, illetöleg ezek számossági egyenlöség-osztályait jelölik.)


Minden további elmélkedés nélkül érthetö, hogy a tizes abc két tagjából (0,1) megszerkeszthetö egy számhalmaz D, egy számjel matrix amely (0 oszlopból és 2(0 sorból áll, amely optikailag és számosságára nézve semmiben nem különbözik N2-töl.


Természetesen az elsö két (0,1) jeltöl eltekintve, minden egyes (2(0 –szor elöforduló) bináris számjegy más számosságot jelöl, mint minden egyes (2(0 –szor elöforduló) dekadikus, számjegy tipografikus ikermása.


Mostmár (remélhetöleg) senkinek nem jut eszébe azt állitani, hogy a halmaz D magában foglalja az összes tizes alapú természetes számjegyeket. Hiszen, jóllehet képtelenség egy olyan bináris számot szerkeszteni, amely nem szerepel az N2 halmazban, minden további nélkül található olyan dekadikus számjegy ami kimaradt a D halmazból. Igy például minden számjegy, amely tartalmazza az alaphalmaz “2” jelét.


Kézenfekvö, hogy a dekadikus abc bármely két eleméböl szerkeszthetö egy 2(0 számosságú (halmazonként tagról-tagra különbözö) halmaz, amely valódi részhalmaza a 10(0 számosságú teljes N10 halmaznak.


Èrthetö tehát, hogy a dekadikus abc bármely három eleméböl szerkeszthetöek  3(0 számosságú (halmazonként tagról-tagra különbözö) halmazok, amely valódi részhalmazai a 10(0 számosságú teljes N10 halmaznak. Etc.,etc.


A fentiek alapján belátható: ha k konstans, akkor:  (0 < 2(0 < 3(0 < < 8(0 < < < 10(0 .


Illetöleg: N1 < N2 < N3 << N8 <<< N10   és általánosságban Nn << Nn+1 .


Amit bizonyitani kellett. (■


Aleph-nullnál nagyobb számhalmazok rendezése:


Most még a rend kedvéért  megmutatjuk, hogy az eddig oly részletesen  ismertetett számhalmazok N1 < N2 < N10 valóban “természetes egész számok” halmazai  -  vagyis megfelelnek a Peano axioma rendszernek is és szigoru utánkövetési sorrendbe állithatóak, akkor is, ha számosságuk magasabb aleph-nullnál.



Az eddigi fejtegetések után semmi kétség nem fér ahhoz a tényhez, hogy ha létezik egy (0 számosságú egyenlöségi osztály és ha (ennek következtében) léteznek számjegyek amelyek pontosan (0 egytagú elemet (a,b,c) tartalmaznak  -  akkor léteznek a természetes számoknak olyan halmazai, amelyek számosságukra nézve nagyobbak a (legkisebb) (0 számosságú természetes számhalmaznál (N1) .


Megbizhatóan tudjuk a tapasztalatból, hogy minden egyes protoszám (I,II,III, stb., stb.), mindenegyes bináris szám (0,1, 10,11, stb., stb.) és minden egyes dekadikus szám (0,1,2,3, stb., stb.) amely “0”-al kezdödik, véges hosszúságú szám, tehát “természetes szám”.


Mostmár csak azt kell bebizonyitanunk, minden kétely árnyéka felett, hogy (eltekintve a rendszer legelsö és legutolsó tagjától) minden egyes bináris és/vagy dekadikus kardinális számnak van pontosan egy szigorú megelözöje és pontosan egy szigorú utánkövetöje. Vagyis, hogy a végtelenül hosszú egész számjegyek is természetes számok az N2 és  N10 halmazokban.


A véges hosszúságú számjegyekkel, klasszikusan, nincs ilyen problémánk.


Hiszen az Y = f(x) = nk  fügvény alapján  biztosan tudjuk, hogy ahogy egy fix n alapú (n =2, vagy n = 10) számjelrendszerben a számjegyek megengedett hosszúsága (k = 1,2,3,...,k) növekszik, ugy az ellöálló összes számjegyek száma nk szerint exponenciálisan növekszik  -  és nk  mindig sokkal nagyobb mint k (ha n,k ( 2 ).


Azt is tudjuk, hogy nk n.- ik része (nk-1) is sokkal nagyobb k –nál. Tehát tudjuk, hogy ha k a legkisebb felsö határon van (k = (0  ) akkor az N2 halmaz n.- ik része (2k-1) nullával kezdödik, tehát  véges hosszúságú számjegy. Viszont ez a számosság (2k-1) is sokkal nagyobb k –nál.  Ezért, ha k = (0 akkor az N2 rendszerben már a véges hosszúságú bináris számjegyek halmaza is sokkal számosabb (0 –nál. (Akár “megengedett” ez a halmazelméletben, akár nem.)


Ugyanez vonatkozik a dekadikus számok N10 halmazára : a véges hosszúságú dekadikus számjegyek száma  (bármely k érték mellett)  10k-1 = 10k /10 . Márpedig 10k-1 sokkal nagyobb mint 2k-1 , és sokkal nagyob k-nál. Akkor is, ha k = (0 .


A határérték hosszúságú dekadikus számjegyek száma 9.10k-1 .


Végtelenül hosszú egész számok:


Mielött belebocsájtkoznánk a végtelenül hosszú egész számok rendezésébe, joggal feltehetö a kérdés: léteznek-e egyáltalán (0 hosszúságú pozitiv egész számok?


Miután nem szándékunk, hogy a “matematikai létezés” filozófiájával foglalkozzunk ezen a helyen, egyszerüen a “közmegegyezésre” hivatkozunk.


Vagyis a legegyszerübb válasz a fenti kérdésre az, hogy: ha léteznek (0 hosszúságú tizedestörtek  - és a jelenlegi általánosan elfogadott játékszabályok szerint, valamennyi valós számjegy null és egy között pl. ilyen számjegy  -  akkor léteznek (0 hosszúságú dekadikus egész számok is.


Miért?


Szimplán azért, mert ha léteznek olyan számjegyek, amelyek egy zéróval (és egy tizedes-ponttal) kezdödnek és aleph-null számú egytagú jellel (a dekádikus abc elemeivel) folytatódnak  -  akkor tisztára formálisan “léteznek” ugyanezek a számjegyek akkor is ha nem zéróval és tizedes ponttal kezdödnek.


Pl.: 0,333...= 0, EQ \X \to(3)  = 1/3  = 10-n /3     ( 10-(0  /3  és


         333... =     EQ \X \to(3)  =          10n /3       ( 10(0  /3

Viszont, ha létezik  EQ \X \to(3)   akkor létezik legalábbis  EQ \X \to(1) , EQ \X \to(2) , EQ \X \to(3) , EQ \X \to(4) , EQ \X \to(5) , EQ \X \to(6) , EQ \X \to(7) , EQ \X \to(8) , EQ \X \to(9) , is. 


Ha léteznek ezek a végtelenül hosszú egész számok, akkor hány darab ilyen számjegy létezik? Erre a kérdésre eddig még senki nem próbált választ adni. De mi az elözöekben már meg is adtuk a pontos felvilágositást: N1 ben 1 darab, N2 ben 2(0-1 darab, N10 ben 9.10(0-1 darab az aleph-null hosszúságú számjelek száma ( amennyiben létezik a határérték (0 és függetlenül attól “létezhetnek-e” a Cohen J.P. féle, nem cantori “transzfinit számok ” 2(0-1,  10(0-1 vagy sem ).


Vizsgáljuk meg: a dekadikus számjegy “1111111...” =  EQ \X \to(1)  az egy természetes egész szám, vagy sem?


A válasz igenlö, abban az értelemben is, hogy bebizonyitható,  EQ \X \to(1) –nek van pontosan egy megelözöje és pontosan egy utánkövetöje.


Ugyanis az aleph-null számosságú sorozat “ 100+101+102+103+...+ “ =  EQ \X \to(1) . Ennek a pontos megelözöje az aleph-null számosságú sorozat “ 0+101+102+103+...+ “ = 1111........1110, és pontos utánkövetöje az aleph-null számosságú sorozat “ 2.100+101+102+103+...+ “ = 1111........1112.


Be lehet bizonyitani, hogy az összes (0 hoszúságú dekadikus számjegyek 10(0 számosságú halmaza megfelel a szigorú utánkövetés szabályainak?


Igen.


A matrix táblázat és a lexikográfikus rendszer segitségével a természetes számok bármely befejezett halmaza szigorú utánkövetési sorrendbe szervezhetö, ha adott a rendszer abc-je (szigoruan rendezett alapelem halmaza An ) és adott az a legkisebb felsö határ(k), amely  meghatározza a leghosszabb számjegyek hosszát, ismert.


Az A10={ 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } alapu, k = (0 osztályú N10 számjel halmaz, elvileg pontosan egy 10(0 sorból és  (0  oszlopból álló matrixban talál helyet. 


(Az egyszerüség kedvéért a halmazban minden számjegyet (0 osztályúnak tekintünk, azokat is amelyek 0-val kezdödnek és ezzel együtt tartalmaznak (0  helyiértéket).


A matrix minden ((0) oszlopa, felülröl lefelé olvasva egy-egy egyéni, 10(0 hoszúságú számjegyet tartalmaz.


Jobbról az elsö oszlop számjegye(y1) 10(0-1-szer ismétli periodikusan az abc jeleit “0123456789......0123456789.............0123456789”. Ez biztositja, hogy a rendszer minden egyes számjegye 0,1,2,3,4,5,6,7,8, vagy 9.-el végzödik. Vagyis a rendszer minden elsöosztályú számjegye különbözik egymától.


A  második oszlop  számjegye(y2) 10(0-2-szer ismétli  az abc jeleit amelynek periódusai 102 nullát, 102 1-est, 102 2-test,102 3-mast,...,102 7-est,102 8-ast,102 9-est, tartalmaznak. ”. Ez biztositja, hogy a rendszer minden egyes kéttagú számjegye 0,1,2,3,4,5,6,7,8, vagy 9.-el kezdödik. Vagyis a rendszer minden második osztályú számjegye különbözik egymától.


A harmadik oszlop számjegye(y3) 10(0-3-szer ismétli  az abc jeleit amelynek periódusai 103 nullát, 103 1-est, 103 2-test,103 3-mast,...,103 7-est,103 8-ast,103 9-est, tartalmaznak. ”. Ez biztositja, hogy a rendszer minden egyes háromtagú számjegye 0,1,2,3,4,5,6,7,8, vagy 9.-el kezdödik .  Vagyis a rendszer minden harmadik osztályú számjegye különbözik egymától.


Az  n.-ik oszlop számjegye(yn) 10(0-n-szer ismétli  az abc jeleit amelynek periódusai 10n nullát, 10n 1-est, 10n 2-test,10n 3-mast,...,10n 7-est,10n 8-ast,10n 9-est, tartalmaznak. ”. Ez biztositja, hogy a rendszer minden egyes n-tagú számjegye 0,1,2,3,4,5,6,7,8, vagy 9.-el kezdödik. Vagyis a rendszer minden n osztályú számjegye különbözik egymától.


Az  (0.-ik oszlop (balról az elsö) számjegye(y(0) 10-szer ismétli  az abc jeleit amelynek perió-dusai 10(0-1 nullát, 10(0-1 1-est, 10(0-1 2-test, 10(0-1 3-mast,...,10(0-1 7-est, 10(0-1 8-ast, 10(0-1 9-est, tartalmaznak. ”. Ez biztositja, hogy a rendszer minden egyes (0-tagú számjegye 0,1,2,3,4,5,6,7,8, vagy 9.-el kezdödik. Vagyis a rendszer minden 10(0 számu (0 osztályú számjegye különbözik egymától.


Ezek után lehetlen egy olyan (0 osztályú  dekadikus számjegyet szerkeszteni, amely még nem szerepel a fenti szigorú utánkövetési sorozatban.


Ezzel a bizonyitási eljárás elsö részét befejeztük.

Összefoglalva:

1. Ha létezik egy legkisebb felsö számossági ekvivalencia osztály (k = (0 ) akkor a természetes számoknak csak egy fajtája van (az egy alapú “proto-számok” rendszere) amely ehhez a számossági osztályhoz (k = (0 ) tartozik. Jele: N1.

2. “Az összes természetes számok halmaza” nem létezik, csak a természetes számok valamilyen n alapú (n abc-s) 1,2,3,..- k osztályu halmaza.

3. Létezik az “arab számok” X = {0,1,2,3,... (0 }   (0 számosságú halmaza. De ha létezik egy k = (0 számossági egyenlöség-osztály és léteznek k = (0 hosszúságú arab számok, akkor a tizes alapú k = (0 osztályú arab számok számossága 10(0 sokkal nagyobb (0 –nál és X csupán egy apró valódi részhalmaza N10 –nek.

4. A természetes számok különbözö rendszerei logikailag közeli rokonságban vannak egymással a szigorú utánkövetés követelménye alapján.Vagyis megfelelnek a Peano axioma rendszernek(PA). De PA nem nyujt semmiféle felvilágositást egy számrendszer számosságáról. Egy befejezett természetes számrendszer számosságát(Y) a felhasznált abc számossága(n) és az egyes számjegyek megengedett legfelsöbb hossza(k) határozza meg. Ha n = 1 akkor Y = k. Ha n ( 2 akkor Y = nk . Igy ugyanazon számossági számjegyhatár(k) mellett, két különbözö alapú befejezett számhalmaz számossága különbözö.  Tehát ha k konstans, akkor : N1 < N2 < N3 << N8 <<< N10   és általánosságban Nn << Nn+1 .
És ezt kellett bebizonyitani. (■                                                                                


Mindezekböl levezethetö


A számosság fötörvénye:


Ha létezik egy k számosságú alaphalmaz (N1) (az egytagú abc  A1 felett), és léteznek további, olyan halmazok, amelyek egy-az-egyben megfelelnek ennek a halmaznak (N1), akkor létezik egy “számossági egyenlöségosztály” k(K) és egy kardinális számjegy “ k “ amely ezeknek a halmazoknak a “számosságát” jelöli  (valamilyen L nyelven).


De ha létezik egy k számosság, akkor (a kombinatorika szabályai szerint)  (az abc An felett) automatikusan létezik egy nk =  K1  számosság  is, valamint egy n EQ \S(n\s(k)) = K2 , egy K3 ,és egy Kn  számosság is, minden természetes, végsö felsö  határt nélkül.

( Akkor is ha k = (0 és bármilyen fajta kardinális számot  jelöl is “ (0 “ ).


Ez azt jelenti: tulajdonságaikra nézve létezik az "összes természetes számok" (nyelvi-logikai osztálya n(N). De számszerüség szempontjából nem létezik "az összes természetes számok (általános és befejezett) halmaza N" . Csak az n alapú és k osztályú nk számosságú, korlátlanul továbbfejleszthetö számjegyek Nn halmaza létezik. , 


Másszóval: nincs olyan számosságú halmaz, amely minden halmazt tartalmaz.

A fenti mondat jól ismert a modern szakirodalomban  -  ha eddig nem is éppen ebben az összefüggésben.


Minden olyan elmélet,amely megpróbálja semmibe venni, vagy elkerülni ezt a törvényt, ellentmondásokba keveredik és megcáfolható.

III. A Bolzano Paradoxon feloldása.

A transzfinit halmazelmélet második alaptételének cáfolata.


Az eddigiekben megmutattuk, hogy nem létezik az ”összes természetes számok  (általános) halmaza(N)” , mert semmilyen halmaz nem tartalmaz minden halmazt. Továbbá bebizonyitottuk azt a tételt, hogy ha létezik egy legkisebb (végtelen) természetes számhalmaz(N1), akkor ez nem a (tizes alapú) ( összes, 1,2,3,...k,...,(0 osztályú)  arab számok {0,1,2,3,...,} halmaza(N10), hanem csakis egy valamilyen egyes alapú ”proto-szám halmaz” N1, amelynek egyetlen legnagyobb számjegye, halmaz-számossága,  és határértéke (ha van ilyen) egy és ugyanazon számossági ekvivalencia osztályhoz tartozik, és egyezményes jele egy kardinális szám ”(0” .


Bebizonyitottuk, hogy ha létezik az arab számok bármely aleph-null számosságú  egyedi jelekböl álló halmaza, akkor ennek következtében létezik a különbözö arab számjelek legkevesebb 10(0 számosságú halmaza is.


De a történet ezzel még nem ér véget.


A transzfinit halmazelmélet második alappilére az a ”zseniális felismerés” , hogy ellentétben a véges halmazokkal, a végtelen halmazoknak vannak valódi  végtelen részhalmazai  amelyek számossága egyenlö az alaphalmaz számosságával.


Az ilyen tulajdonsággal rendelkezö halmazokat ”reflexiv halmazoknak” nevezzük. Innen származik a tézis: ” a végtelenben a rész egyenlö az egésszel ”.


Tudjuk, hogy Galilelo Galilei már a XV. század környékén feljegyezte a furcsa jelenséget, amely szerint  egy "végtelen" számsorozat egyértelmüen leképezhetö saját valódi részhalmazára, de nem tulajdonitott ennek nagyobb jelentöséget. A XIX. század második felében Bernard Bolzano ”A Végtelenség Paradoxonjai” cimü könyvében részletesen tárgyalta ezeket a szokatlan halmazokat, amelyek ellentmondani látszanak a józan észnek és a logika szabályainak.


Ezért szokás a reflexiv halmaz ”elöfordulását”  ”Bolzano paradoxonnak” nevezni.


A cantori  halmazelméletben a reflexivitás a transzfinit halmazok meghatározó alap-tulajdonsága, amely megkülönbözteti a végtelen halmazokat a véges halmazoktól.


A transzfinit halmazelmélet(TF) második alaptélele (3.1.)

a következö:


Transzfinit Tétel II.


Minden transzfinit halmaznak vannak vele egyenlö számosságú valódi részhalmazai .


Vagyis: Vannak reflexiv halmazok és minden végtelen halmaz reflexiv  tehát minden reflexiv halmaz végtelen. Ha egy halmaz nem reflexiv akkor véges.


A II. TF tétel "bizonyitéka" (Bolzano után) : 





A =
{ 0,   1,   2,  3,  .stb., stb.  .  ., n } 






  (   (    (   (     (                   (




B =      {  0,   2,   4,   6, stb., stb.   .  . , 2n} 






  (   (    (   (     (                   (
                                                
 C  =       { 1,   3,   5,   7,  .stb., stb.   .  .,2n-1}


Magyarázat:


A halmazok A,B,C egyenlö számosságúak. Mivel A az összes természetes számok aleph-null számosságú halmaza, B az összes páros számok aleph-null számosságú halmaza és C az összes páratlan számok aleph-null számosságú halmaza, B is és  C  is valódi részhalmazai A-nak. Továbbá B és C uniója is egyenlö számosságú A –val.


Ez a magyarázat félrevezetö és alapvetöen téves.



Ellentétel II.


Nincsenek reflexiv halmazok.


Ezért: ha minden reflexiv halmaz végtelen, akkor nincsenek végtelen halmazok és minden halmaz véges. Ha mégis vannak végtelen halmazok, akkor ezek nem reflexiv halmazok.


Az  Ellentétel(II) bizonyitékai : (1) 


                                                                                                                     számosság:


                                     A =      { 0,   1,   2,  3,  .stb., stb.  .  ., n }            (        (0



     
         (   (    (   (     (                   (



         B =      {  0,   2,   4,   6, stb., stb.   .  . , 2n}          (       (0  





          (   (    (   (     (                   (
                                                 C  =       { 1,   3,   5,   7,  .stb., stb.   .  .,2n-1}        (       (0
            _______________________________________________________________________                                                                          

D  = { 0,   1,   2,   3,  .stb., stb.   .  .,n, n+1,....................2n}            (      2(0 

Magyarázat:


Ha létezik egy legkisebb felsö határérték((0) (amelynek abszolut értéke megállapodás tárgya) és a halmaz A nem egyébb a tizes alapú “arab” számjegyek 0-tól (0 –ig terjedö számjegyeinek N10[0,(0[ halmazánál, akkor az egy-egy-értelmü leképzés értelmében a halmaz B és C is  kétségtelenül aleph-null számosságú számjegy halmazok.


A szemfényvesztés abban rejlik, hogy  A  nem “az összes arab számok halmaza”, ( ilyen halmaz nincs is) de még csak nem is az összes 1,2,3,...k...,(0 hosszúságú dekadikus számjegyek halmaza, hanem ennek a halmaznak(N10) az iniciális, kicsiny, (0 számosságú kezdöhalmaza.


Továbbá: B sem az "összes páros számok halmaza", hanem csupán "az elsö aleph-null számosságú páros számok" halmaza, mig C mindössze  "az elsö aleph-null számosságú páratlan számok" halmaza. 


A egyenlö számosságú B és C -vel, de nem tartalmazza ezek összes elemét. B és C ötven-ötven százalékban olyan elemeket tartalmaznak, amelyek nem fordulnak elö A -ban. 


Ez csak azért lehetséges, mert "létezik"  egy nem-cantori kezdöhalmaz D; N10[0,2(0] 2(0 számossággal, az "összes páros és páratlan számok halmaza 0 és 2(0 között".


Megfigyelhetjük, hogy a három halmaz (A,B,C) számosságára nézve egyenlö, de egy adott számosztályon belül sem B sem C nem ugyanazokat az elemeket tartalmazza mint A. Ezért sem B sem C nem nem valódi részhalmalmaza A-nak, tehát  A,B,C nem reflexiv halmazok.


Az állapot, hogy az A,B,C halmazok (megállapodás szerint) egyaránt aleph-null számossságúak, nem jelent egyebet annál az (elkendözött) ténynél, hogy, a tizes alapú arab számjegyeknek, akkor de csak akkor létezik egy-egy (a fentiekben leirt) aleph-null számosságú halmaza, ha létezik egy D halmaz, amely B és C uniója, amelynek A valódi részhalmaza. A halmaz D számossága 2(0 , és ez a számosság  magában foglalja az összes dekadikus számjegyeket 0 és 2(0 között. D = N10[0,2(0] .


Bizonyiték (2). 


                                                                                                             számosság:


                                       A = {  0, 1, 2, 3, 4,   5, 6, 7, 8 , 9}            (       10
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          B = {  0, 2, 4, 6, 8,10,12,14,16,18}           (       10
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                                                   C  = { 1, 3, 5, 7, 9, 11,13,15,17,19}          (       10 

            _______________________________________________________________________                                                                                
  D  = { 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}          (      20 

Részletezve:


Mindhárom halmaz(A,B,C)  101 számjegyet tartalmaz, de B már 101/2 másodosztályú (kéttagú) számjegyet foglal magában, amelyek A –ban nem szerepelnek. Ez csak akkor lehetséges, ha létezik egy D = 2.101  számosságú halmaz, amelyböl az összes a másodosztályú (kéttagú) páros és páratlan számok kiválogathatóak.


A következö osztályban mindhárom halmaz(A,B,C)  102 számjegyet tartalmaz, de B már 102/2 harmadosztályú (háromtagú) számjegyet foglal magában, amelyek A –ban nem szerepelnek. Ez csak akkor lehetséges, ha létezik egy D = 2.102 számosságú  halmaz, amelyböl az összes harmadosztályú   (háromtagú) páros és páratlan számok kiválogathatóak.


A harmadik osztályban mindhárom halmaz(A,B,C)  103 számjegyet tartalmaz, de B már 103/2 negyedik osztályú számjegyet foglal magában, amelyek A –ban nem szerepelnek. Ez csak akkor lehetséges, ha létezik egy D = 2.103 számosságú halmaz, amelyböl az összes negyedik osztályú (négytagú) páros és páratlan számok kiválogathatóak.


Ha mindhárom halmaz(A,B,C)  n számjegyet tartalmaz akkor B és C már n/2 olyan páros, illetve páratlan  számot foglal magában amelyek A –ban nem szerepelnek. Ez csak akkor lehetséges, ha létezik egy 2n számosságú D  halmaz, amelyböl ezek a páros és páratlan számok kiválogathatóak.


Ha mindhárom halmaz(A,B,C)  (0 számjegyet tartalmaz akkor B és C már (0/2 olyan páros, illetve páratlan  számot foglal magában amelyek A –ban nem szerepelnek. Ez csak akkor lehetséges, ha létezik egy 2(0 számosságú  D  halmaz, amelyböl ezek az összes páros és páratlan számok kiválogathatóak.


Èszrevehetö, hogy a halmazok(A,B,C) minden lépésnél egyenlö számosságúak, de egyik sem valódi részhalmaza a másiknak.


A természetes páros számok aleph-null számosságú  halmaza(B) kétszer annyi páros szám-jegyet tartalmaz, mint a természetes számok aleph-null számosságú szigorú utánkövetö (alap) halmaza(A) . Ha létezik a természetes páros számok aleph-null számosságú  halmaza(B) akkor automatikusan létezik a természetes számok 2(0 számosságú (rejtett)  D  halmaza is.


A D halmaz számosságára nézve egy Cohen féle nem cantori halmaz.


Logikai paradoxon nem merül fel. Csak a felületes interpreáció "paradoxonja".


Reflexiv halmazok egyszerüen nem léteznek.


Megismételjük: 


az A  halmaz n egységet tartalmaz  és a B  halmaz is n egységet tartalmaz.   (Ez akkor is érvé-nyes, ha |n| = | (0 | ). De B tartalmazza az n+2, n+4, n+6, ...., 2n kardinális számjegyeket is amelyeket nem lehet kiválogatni az A  halmazból, mert itt nem fordulnak elö.


De akkor honnan kerülnek elö ezek az elemek?


Csakis onnan, hogy ha létezik a páros számok {0,2,4,6,...,n+2, n+3,n+4,...2n} aleph-null számosságú halmaza, akkor létezik (a tizes alapú) egész számok 2(0 számosságú (rejtett, nem- cantori)  D  halmaza, a B és C halmazok uniója: N10[0,2(0] is.


A B és C halmazok  azonos számosságúak, de páronként (0 különbözö elemet tartalmaznak s igy uniójuk  2(0 különbözö egyedet foglal magába, tehát B ( C = D  2(0 számosságú és 2(0 > (0  - akár engedélyezve van ez transzfinit halmazelméletben, akár nem.


Azonnal fény vetödik a cantori álláspont tarthatatlanságára, ha megvizsgáljuk mi a helyzet akkor, ha a halmazok(A,B,C) egyenlö számosságúak ugyan, de számosságuk nagyobb aleph-nullnál? Ez lehetséges már azért is mert ezen halmazok cantori megadása “{0,1,2,3,...,}” nem határozza meg, nem szabályozza és nem korlátolja a felsorolt elemek számosságát.



Bizonyiték (3). 


                                                                                                                      számosság:
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                                                 C  =            { 1,   3,   5,   7,  .stb., stb.   .  .,2n-1}         (       2(0
            _______________________________________________________________________                                                                          

     D  = { 0,   1,   2,   3,  .stb., stb.   .  .,n, n+1,....................2n}           (      2.2(0 

(Azért választottuk a “ 2(0 " számosságot, mert ennek a fellépése “engedélyezett” a cantori halmazelméletben is.)


Láthatjuk, hogy az arányokon semmi nem változik. Ès miután már kimeritöen bebizonyitottuk, hogy létezik a természetes számok (tizes alapú, aleph-null osztályú)  halmazának  2(0 számosságú kezdö szakasza, tehát létezik egy ilyen számosságú A  halmaz is. 


Ebböl kifolyóan létezik egy 2(0 számosságú B halmaz, az összes (tizes alapú, aleph-null osztályú) páros számjegyek halmaza 0-tól 2.2(0 –ig. 


Továbbá létezik egy 2(0 számosságú C halmaz, az összes (tizes alapú, aleph-null osztályú) páratlan számjegyek halmaza 1-töl 2.2(0 –1 -ig.


Mivel az egész B halmaz kétszer annyi páros számjegyet tartalmaz mint az egész A  halmaz és az egész C halmaz kétszer annyi páratlan számjegyet tartalmaz mint az egész A,  létezik egy D hal-maz, amely tartalmazza az összes páros és páratlan tizes alapú kardinális számjegyeket 0 és 2.2(0 között, s amelynek számossága  2.2(0 .  A,B,C  egyértelmüen valódi részhalmazai  a D halmaznak. Az A,B,C  halmazok uniója egyenlö számosságú a D halmaz számosságával, söt elemröl-elemre azonos a D halmazzal.


Az A,B,C halmazok egyenlö számosságú, de nem reflexiv halmazok, hanem egy nagyobb számossságú rejtett D halmaz elemeiböl kiválasztott valódi részhalmazok.


Az A,B,C,D sorozatok növelése folytatható, minden felsö határ nélkül.


A számosságok növekednek, (akár az "aktuális végtelenig" ha létezik ilyen mennyiség) de viszonylatok, az elemek különbözöségére nézve, nem változnak.


Mivel nem létezik olyan A halmaz, amely “minden” pozitiv, egész kardinális számjegyet magában foglal (hanem csak 0-tól (0-ig), nem létezik olyan ((0 számosságú) B  halmaz sem, amely “minden” páros pozitiv, egész kardinális  számjegyet magában foglal.


A “végtelenen innen és a végtelenen túl” (bármi legyen is a “végtelen”) léteznek egyenlö  ((0) számosságú A,B,C  számhalmazok, de akkor és csakis akkor, ha rejtett paraméterként léteznek  D halmazok is, amelyek pontosan az A,B,C halmazok elemeit tartalmazzák és számosságuk nem egyenlö egyik valódi részhalmazuk számosságával sem.


Facit: nincsenek reflexiv halmazok.

Bizonyiték (4):


Az a tény, hogy az egyenlö számosságú A,B,C halmazok nem reflexiv, nem lehetnek reflexiv halmazok, talán könnyebben megérthetö egyesek számára a következö gondolatmenetböl.


Elöször tegyünk egy kis kerülöt és tisztázzuk a “párosság/páratlanság” és a (végtelen) “megszámolhatóság/megszámolhatatlanság” fogalmait.


A párosság definiciója (def.I): 


a “párosság/páratlanság” az egy hozzárendelési tulajdonság. Minden egyedül álló elem(a), páratlan elem(a), minden halmaz, amely pontosan egy elemet tartalmaz {a}, páratlan halmaz. Minden egymás mellé rendezett két elem(a,b) együttese “egy pár(a,b)”  - tehát minden olyan halmazt, amelynek elemeit maradéktalanul párokba lehet rendezni “páros” halmaznak nevezzük.


A párosság teoremája:


A fenti definició alapján bizonyitottnak tekinthetjük, hogy minden egyedi elemekböl álló halmaz M vagy páros, vagy páratlan halmaz és nem létezik olyan halmaz(M*) amely sem nem páros sem nem páratlan; és nem létezik olyan halmaz(M**) sem amely egyszersmint páros is, meg páratlan is.


Ilyen “tulajdonságokat” amilyenekkel a halmazok  M*, M** “rendelkeznek” nyelvtanilag értelmesen meg lehet szerkeszteni a nyelv(L) segitségével, de tárgyhalmazokat, amelyek ilyen "rendkivüli" (lehetetlen) "tulajdonságokkal" birnak, nem lehet felmutatni.


A párosság/végesség definiciója(def.II): 


A “párosság/páratlanság” definiciója egyuttal a “végesség” definiciója is, mert minden olyan (páros) halmaz(H) amelynek elemei(a,b,c,d) maradéktalanul párokba rendezhetöek, átalakitható páratlan halmazzá, ha egy elemet(a) eltávolitunk belöle, vagy egy elemet(e) hozzáadunk. Vagyis, ha egy halmaz(M) páros, vagy páratlan halmaz akkor van pontosan egy számossági utánkövetöje M‘.


Ez teljesen független M számosságától.


Tehát minden halmaz M amelynek számossága vagy páros, vagy páratlan véges halmaz.


A páros/páratlan számok lemmája: 


Könnyen belátható, hogy minden egyes protoszám(x), (egy alapú, k = 1,2,3,... hosszúságú természetes számjegy(x)) vagy páros, vagy páratlan számosságú  elemet(I) tartalmaz.


Tehát minden protoszám eredeténél fogva vagy páros, vagy páratlan szám.


A bináris számok körében minden számjegy, amely “0”-al végzödik páros szám és minden számjegy amely “1”-el  végzödik páratlan szám és minden egyes számjegy maga vagy páros vagy páratlan számú alapszámjegyet tartalmaz.


Az arab számok körében minden számjegy amely “0,2,4,6,8”-al végzödik páros szám és minden számjegy amely “1,3,5,7,9”-el végzödik páratlan szám és minden egyes számjegy maga vagy páros vagy páratlan számú alapszámjegyet tartalmaz.


A természetes számok bármely n alapú, k osztályú zárt halmazainak Nn körében nem létezik olyan számjegy(x*) amely (akár aleph-null hosszúságú, akár nagyobb, akár kisebb) amely ne lenne vagy páros, vagy páratlan szám, s amely  maga ne páros vagy páratlan számú alapszámjegyet tartalmazna.


A megszámlálhatóság/megszámlálhatatlanság koncepciója.


A természetes számok N1 = {I,II,III,...} halmaza, az egy olyan rendszer, amelynek segitségével bármely (aktuális, egyedi elemekböl álló) halmaz M számossága megállapitható, mert mindig található egy olyan protoszámjegy(m) amely pontosan egy-az-egy arányban áll M elemeivel.


Tehát leszögezhetjük: minden  véges halmaz M (elemeire nézve) megszámlálható.


A transzfinit halmazelmélet ezt a jelenséget alkalmazza (egy logikai duplacsavarral) a transzfinit megszámlálhatóság fogalmának bevezetésére és alkalmazására.


Ha ugyanis létezik “az összes természetes számok {0,1,2,3,...} aleph-null számosságú, N-jelölésü halmaza”, egy eredeténél fogva “megszámlálható” halmaz, akkor minden olyan halmaz, amely egy-az-egy viszonylatban áll (elemeire nézve) N-el szintén “megszámolhatóan végtelen” halmaz.


Ebböl a feltételezésböl már könnyü levezetni azokat a tételeket, amelyek szerint N-nek “megszámlálhatóan végtelen” (aleph-null számosságú) valódi részhalmaza van, tehát (a petitio principii alapján) minden végtelen (megszámlálható) halmaz reflexiv és minden (végtelen) megszámlálható halmaz uniója szintén megszámlálhatóan végtelen. Etc.,etc.


Tévedés, tévedés hátán.


Az aleph-null számosságú {0,1,2,3,...}  N halmaz nem az összes természetes számok halmaza, hanem az N10 halmaz rövid, elsö szekvenciája.


De innen következik a még merészebb cantori ugrás.


Ha léteznek olyan végtelen halmazok, amelyeket nem lehet egy-az-egy viszonyba rendezni az N halmazzal, akkor vannak még nagyobb, “megszámlálhatatlanul végtelen”  halmazok. A transzfinit halmazelmélet azt tanitja, hogy vannak objektiv, abszolut megszámolhatatlan végtelen halmazok.


Meg fogjuk mutatni részletesen, hogy az idevonatkozó “bizonyitékok” és “modellek” nagyon ügyesek, de tévesek és félrevezetöek.


Megjegyzés: a figyelmes olvasó észrevette, hogy mind a négy fenti (végtelen) halmaz (A,B,C,D) megszámlálható halmaz, holott D és A számossága nem egyenlö. Ez sem nem hiba, sem félreértés a részünkröl, csupán arra a tényre utal, hogy a “megszámlálhatóság” tulajdonsága relativ tulajdonság.


Minden számhalmaz N1,N2,N3,...,Nn megszámlálható. Pontosan: Nn megszámlálható Nn+1 segitségével de megforditva ez nem igaz. Nn+1  nem megszámlálható (megszámolhatatlan) Nn segitségével. De erre még részletesen visszatérünk.


Magára vessen az, aki elhiszi, elfogadja és tanitja, hogy a D  halmaz számossága egyenlö akár az A, akár B, vagy akár a C halmaz számosságával  egyszerüen azért mert mind a négy halmaz megszámozható  az N10-es számhalmaz valamilyen kezdeti sorozatával.


Ez egyszerüen visszaélés a szavakkal és a fogalmakkal.


A D halmaz megszámlálható halmaz, de számosabb A,B,C-nél.


Most térjünk vissza Bolzanóhoz. 


A  “végtelen” sorozatok mint A,B,C elöállitása többféleképpen is lehetséges.


Az elsö lehetöség: szerkesztünk három eljárást, operációt(o1; o2; o3), amelyek ismételt alkalmazásával elöállithatjuk a kivánt elemek egymásutánját. 


Igy létrejönnek a sorozatok:  (o1) A ={{0}, {0+1=1}, {1+1=2}, {2+1=3},...n }. (o2)B = {{0}, {0+2=2}, {2+2=4}, {4+2=6},...2n}. (o3) C = {{0+1=1},{1+2=3}, {3+2=5}, {5+2=7}...,2n-1}.


Láthatjuk, ha mind a három különbözö operációt ugyanannyiszor alkalmazzuk, akkor három különbözö elemekböl álló de azonos számosságú halmazt nyerünk.  B és C elemei minden egyes lépésnél páronként különböznek egymástól. Az operációk ugy vannak megtervezve, hogy pl. az elsö tiz lépés után A az elsö öt páros és az elsö öt páratlan számot (tiz számot), B az elsö tiz páros számot (tiz számot),és C az elsö tiz páratlan számot (tiz számot), tartalmazza.  


Az operáció(o1) az A halmazban a páros és páratlan elemek pontosan ötven/ötven százalékát produkálta (tiz számot). Mig az operáció(o2) kétszer annyi páros számjegyet (tiz számot),   és az operáció(o3)  kétszer annyi páratlan számjegyet (tiz számot) hozott létre mint az operáció(o1). Az A sorozatnak és a B sorozatnak, valamint az A és a C sorozatnak vannak közös valódi részhalmazai , de A minden lépésnél B elemeinek és C elemeinek pontosan ötven százalékát tartalmazza. 
Ez akkor is igy van , ha az operációs  lépéseket végtelenszer (aleph-nullszor) ismételjük. Eredményként  mindég és minden lépésnél egyenlö számosságú  A,B,C halmazokat kapunk.


(Most eltekintünk attól, hogy sem elvileg, sem gyakorlatilag nem lehet semmilyen operációt “végtelenszer” végrehajtani, különösen akkor, ha semmiféle konkrét utalás nincs arra, hol és mikor van az a határ, aleph-null, amely felé tartunk.)


Azt azonban felismerhetjük, hogy ezzel a módszerrel soha, semmilyen körülmények között nem generálhatjuk az A sorozatban “az összes (tizes alapú) természetes számok halmazát”  -  csupán az összes tizes alapú számok halmazát null és aleph-null között (aleph-null számosságban).


Az operativ módon elöállitott  A sorozat soha, semmilyen körülmények között nem tartalmazhatja “az összes (tizes alapú) páros egész számok” operativ módon elöállitott aleph-null számosságú halmazát mert a B halmaz elöirásszerüen minden lépésnél ötven százalékban több (és más) páros számot tartalmaz mint A. 


Tehát a feltételezés, hogy B valódi részhalmaza A-nak, vagyis “A reflexiv”, hamis.

A második lehetöség: szerkesztünk egy olyan kiválasztási funkciót, amely egy már (valahol?) létezö halmazból összeválogatja a kivánt A,B,C halmazokat.


Mondjuk ez a funkció valahonnan (Plato barlangjában?) leolvassa és lemásolja a tizes alapú természetes számok, aleph-null számosságú A halmazát, null és aleph-null között.


Namármost, ha a barlangban nincs, nem létezik  több szám, ha A minden (tizes alapú) számot tartalmaz, akkor semmilyen funkció nem tudja leolvasni és összeállitani “az összes (tizes alapú) páros egész számok”  aleph-null számosságú halmazát mert a B halmaz második fele egyszerüen per definició nem létezik. A kivánt kiválasztási funkció leolvashatja és összeállithatja az A halmaz minden elemét amely 0,2,4,6,8-al végzödik, de ennek az összeállitásnak a számossága nem lehet egyenlö A számosságá-val, mert A-nak csak minden második tagja végzödik 0,2,4,6,8-as számjeggyel.


Bármennyi tagja van is A-nak.


Dehát, mivel (a kiválasztási funkció alapján) az aleph-null számosságú B halmaz demon-strativan létezik,  ezért elkerülhetetlenül létezik az a rejtett D halmaz is, (amelyböl kiválogattuk B összes elemeit). Egy D halmaz amely legkevesebb kettö aleph-null számosságú, mert az A a B és a C halmaz összeválogathatóak belöle. Ezen halmazok (a cantori zsargonban kifejezve) egyaránt megszámlálható, végtelen (de nem reflexiv!) halmazok.


Következetesen az un. “Bolzano Paradoxon”  nem is paradox állitás, hanem pontosan annak a ténynek  bizonyitéka, hogy nincs olyan halmaz, amely minden halmazt magába foglal, ergo nincse-nek reflexiv halmazok, ergo nincsenek (befejezett) "végtelen" halmazok..


 Ugyanis ha feltételeznénk, hogy az A halmaz minden természetes számot tartalmaz, akkor nem lehetne egy B halmazt (a páros számok aleph-null számosságú halmazát) létrehozni, mivel B nem tartalmazhat olyan számjegyeket, amelyek nem találhatóak meg A-ban. 


De mivel B létezik, ez azt bizonyitja, hogy létezik egy D halmaz amely nagyobb A-nál.


Emlékezzünk: korábban már bebizonyitottuk, hogy az összes tizes alapu, 1,2,3,...k,...(0 hosszúságu,  számjegyek {0,1,2,3,...,etc.,etc.} megszámlálható számossága sokkal nagyobb (0 –nál (pontosan 10(0 egység ), tehát az (0 számosságú sorozat A csupán kicsiny kezdeti szekvenciája a N10 halmaz-nak, és itt egyértelmüen létezik egy 2(0 számosságú valódi részhalmaz D, amely egyuttal  B és C uniója.


Világos tehát, hogy sem a 10(0 számosságú, megszámlálható N10 halmaz, sem ennek (a konstans) (0 számosságú, megszámlálható valódi részhalmazai (A,B,C) sem a 2(0 számosságú, megszámlálható valódi részhalmaz D nem reflexiv halmazok.

A 10(0 számosságú N10 halmaz, az (0 számosságú A,B,C  halmazok, a 2(0 számosságú valódi részhalmaz D, különbözö számosságú, de  egyaránt “megszámlálhatóan végtelen” halmazok.


Téves és félrevezetö a transzfinit halmazelmélet tanitása, hogy “ha két végtelen halmaz A,D megszámlálható, akkor számosságuk is egyenlö (A ( D)”.


Két egyaránt megszámlálható, de különbözö abc-jü (befejezett) végtelen halmaz (N1, N2) például biztosan különbözö számosságu N1 < N2 .


Valóban elképzelhetö egy olyan funkció amely az (0 számosságú A-t egy az egyben leképzi B-re. A megtévesztö szemfényvesztés abból ered, hogy A nem az összes arab számok (indefinit számosságú) halmaza, hanem az elöre meghatározott paraméterek szerint, az összes arab számok nulltól aleph-nullig terjedö (aleph-null számosságú) aktuális, konstans halmaza .


A leképzés tehát, aleph-null számosságú aktuális, konstans  halmazt (B) eredményez, de ez a halmaz (ötven százalékban) olyan elemeket (is) tartalmaz, amelyek nem fordulnak elö A-ban mert különben (B)  nem lehetne aleph-null számosságú. 


Az A halmaz mindenkori utolsó eleme n , mig a B halmaz tartalmazza az n+2, n+4, n+6, n+8,..., 2n elemeket is, amelyek (bármekkora legyen is A számossága) csak a leképzésben szerepelnek . A  B halmaz második fele egyáltalán nem részhalmaza A-nak.


Az ötödik Peano Axioma :


A szöveg:


 “a természetes számok azon halmaza, amelyik a nullát(0) és az n–el együtt ennek utánkövetöjét n‘-t is magába foglalja, az tartalmazza az összes természetes számokat” -

szándékosan túl általánosan van megfogalmazva és igy nem egy (aktuális, konstans) halmazt, hanem egy tulajdonsági osztályt (a természetes számok osztályát, amelynek számossága nincs!) adja meg. Ez megtévesztöen hat (és nem is igaz!) mint a “végtelen halmaz axiomája”.


Nincs olyan halmaz, amely (indefinit) az összes természetes számokat tartalmazza. Hiszen a nullát(0) kivéve minden szám(n) "utánkövetö" és minden utánkövetönek van utánkövetöje. Tehát a természetes számok abszolut "teljes" és "befejezett" halmaza nem létezik. 


A természetes számok azon osztálya, amelyik a nullát(0) és az n–el együtt ennek utánkövetöjét n‘-t is magába foglalja, az nem tartalmazza, csak körülirja, jellemzi az összes természetes számokat .

A korrekt megfogalmazás a következö:


“a természetes számok halmaza, amelyik a nullát(0) és az n–el együtt ennek utánkövetöjét n‘-t is magába foglalja, az tartalmazza az összes  természetes számokat 0-tól n‘-ig” .


(Egy tautologia, amelynek nincs nagy jelentösége.)


Egyébként a következökben még be fogjuk bizonyitani a tézist: “minden (véges és vagy  végtelen) halmaz megszámlálható”. 


Ezek szerint (mivel minden halmaz megszámlálható) minden végtelen halmaz egyenlö számosságú lenne. Ha ez igaz (és Cantor szerint igaz) akkor vagy a “megszámolhatóság” kritériuma nem jelent “egyenlö számosságot”, vagy a transzfinit halmazelmélet üres, illetöleg maximum egy objektumot tartalmaz.









Amit bizonyitani kellett. ■

Korollárium (4):


Ha minden végtelen halmaz reflexiv, akkor nincsenek végtelen halmazok és minden halmaz véges, bármekkora is a számossága. Ez azt jelenti, hogy a “reflexivitás” tulajdonsága szempontjából minden “végtelennek” nevezett halmaz véges. 


Létezhet egy legkisebb felsö határ. De nem létezhet “reflexiv” halmaz.


Ha mégis vannak végtelen halmazok, akkor ezek nem reflexiv halmazok.


A transzfinit  kiméra “(0 (1 = (0”.


A Bolzano Paradoxon alapján megformált legegyszerübb tézist: “ ha létezik egy olyan kardinális szám , hogy (0 (1 = (0  -  akkor...”,  a matematikai logika szabályai szerint, nem  lehet megcáfolni, mivel itt, a transzfinit halmazelmélet részéröl egy exisztenciális kijelentés feltételezéséröl van szó, amely csak következményeiben vizsgálható. 


Ezzel szemben bebizonyitható, és a következökben be is bizonyitjuk, hogy ha létezik egy elmélet, amelynek (egyik) axiomája (a transzfinit axioma) az a tétel hogy  “ (0 (1 = (0 “  akkor ez az elmélet feloldhatatlan ellentmondásokra vezet és igy önmagát cáfolja meg.


Georg Cantor eredeti dolgozatában
 (§ 6.) kijelenti :


”A véges kardinális számok összessége m nyujtja egy transzfinit halmaz  legkézenfekvöbb példáját ; az m-hez tartozó kardinális számot (§1) <<aleph-null>> -nak nevezzük, amelynek jele (0, tehát definiáljuk: 

(0 =  EQ 

 EQ \X\to({ m })                                                                            (1)
Az, hogy (0 egy transzfinit szám, vagyis nem egyenlö egyetlen véges n számmal sem, abból az egyszerü tényböl következik, hogy ha az {m} halmazhoz egy ujabb elemet(e0) hozzáillesztünk, a keletkezö halmazunió (számossága) egyenlö az eredeti halmaz (számosságával).... Igy a § 3 alapján megkapjuk ,hogy 

(0+1 = (0                                                                            (2)

A § 5.- ben már meg lett mutatva, hogy (véges n számára) n+1 mindig különbözik n-töl, ezért (0 nem egyenlö egyetlen véges n számmal sem.


A számjegy (0 nagyobb minden véges n számnál.”


(Forditás tölem.Szerzö.)


Az  “(0 (1 = (0”  tulajdonsággal rendelkezö halmazok bevezetése váratlan és meglepö következményekkel jár. A “transzfinit aritmetika” szabályai szerint ugyanis:


(0 –1 = (0 –2 = (0 –3 = (0 –n = (0                                                 (3)

és

(0 +1 = (0 +2 = (0 +3 = (0 +n = (0                                                 (4)

és

(0 + (0  = 2(0 = (0; (0 x (0 = (02 = (0n = (0                                       (5)

söt, ha létezik 2(0  akkor  
2(0 x 2(0 = 22(0  = 3(0 =4(0 = 2(0                                               (6)

és igy tovább, és igy tovább.


Ma ezt igy fogalmaznánk:  létezik egy számjegy-halmaz N. A halmaz( N) kardinális száma (0.  Tulajdonsága az hogy bármennyi elemet  hozzáadunk, vagy elveszünk belöle, számossága változatlan marad : N ( a = N, vagyis(N) számossága röviden és tömören kifejezve  “(0 (1 = (0”.  (Ez az N ( a =N halmaz  a cantori elöadásban azonos “az összes természetes számok {0,1,2,3,...,stb.,stb.}” aktuálisan zárt, konstans, befejezett, legkisebb végtelen, tizes alapu N10 halmazával.) 


De ebböl máris következik a transzfinit halmazelmélet elsö ellentmondása:


A “páros/páratlan” ellentmondás.


Már megmutattuk (lásd definicio I.,II. ) hogy minden véges halmaz vagy páros, vagy páratlan halmaz. Ebböl kifolyólag minden páros, vagy páratlan halmaz, véges halmaz. Vagyis minden páros, vagy páratlan (tehát véges) halmaznak van pontosan egy számossági megelözöje, és/vagy utánkövetöje. Másszóval a “végesség” jellemzöje (Cantor szerint is) “n(1 ( n”.


A “végtelen” számosság jellemzöje éppen a definició “(0 (1 = (0”.  


Ugyanakkor a transzfinit halmazelmélet sarkköve az a tanitás, hogy “végtelen” halmazok is összehasonlithatóak egymással, és egyenlö számosságúak, ha létezik egy funkció, amely két (végtelen) halmazt (A, B) elemröl-elemre párba szervez.


Tehát például a páros számjegyek (tizes alapú,  (0  számosságú) B halmaza, párba szervezhetö a páratlan számjegyek (tizes alapú,  (0  számosságú) C halmazával.


Mivel (0-nak nincsen sem megelözöje, sem utánkövetöje (“(0 (1 = (0”) az  (0 számosságú B és C   halmazok, nem lehetnek sem páros, sem páratlan halmazok. De nem lehetnek olyan halmazok sem, amelyek egyszersmind páros és páratlan halmazok, mert a két tulajdonság (egy és azon halmazra alkalmazva) kölcsönösen kizárja egymást.


Namármost, ha a viták elkerülése végett el is tekintünk attól, hogy lehetetlenség elképzelni egy olyan elem-halmazt, amely se nem páros, se nem páratlan számú, illetve egyszerre páros és páratlan számú elemet tartalmaz, azt a tény nem veszithetjük szem elöl, hogy ha két ilyen halmaz tagról-tagra összepárositható, akkor együttesük mindenképpen páros halmaz.


Tehát: nem tudjuk, hogy B és C páros, vagy páratlan halmazok-e. De az bizonyos, hogy párba szervezve páros halmazt képviselnek, és ezek szerint külön külön, vagy páros, vagy páratlan halmazok, mert egyébként nem lehetne párba szervezni öket.


Mivel minden páros halmaz véges halmaz, az ellentmodás elkerülhetetlen.


Ha B és C egyenlö számosságúak (márpedig a feltételezés szerint egyenlö számosságúak) akkor külön-külön is vagy páratlan, vagy páros, tehát véges számosságú halmazok.     Viszont   (szin-tén a feltételezés alapján) a B és C egyenlö számosságú transzfinit ( tehát se nem páros, se nem páratlan) halmazok.


Igy a  B és C  csak akkor transzfinit halmazok, ha nem transzfinit halmazok.


Ez az ellentmondás arra utal, hogy  -  lehet, hogy léteznek “végtelen” halmazok, lehet hogy létezik egy legkisebb felsö határ és lehet ezt (0 –al jelölni  - de nem léteznek olyan halmazok, amelyek azzal a tulajdonsággal rendelkeznek, hogy  “(0 (1 = (0”.


Ilyen halmazokat nem lehet párba szervezni.


De a témát ezzel még nem zártuk le. 


Korollárium (5).



Ha valamennyi végtelen halmaz se nem páros, se nem páratlan halmaz, akkor olyan halmaz amilyen halmaz nem létezik. Ergo: nincsenek végtelen halmazok.


Ellentmondás a transzfinit ABC felett:


Tegyük fel, hogy létezik egy legkisebb transzfinit halmaz(N) amelynek számossága (0 (tehát (0 (1 = (0 ). Ebben az esetben létezik egy legkisebb transzfinit abc A((0 )  is amelynek pontosan (0 egytagú eleme van A((0 ) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,a,b,c,...,y,x,z,9}. 


Az elemek szigorú abc (utánkövetési) sorrendben helyezkednek el és mivel a halmaz A((0 ) befejezett, zárt, konstans halmaz, van pontosan egy elsö és pontosan egy utolsó eleme és minden egyes elem pontosan egy véges kardinális számot jelöl.


Másszóval  “A((0 )” a természetes számok (0 alapú (0 számosságú N((0 ) halmaza.


Namármost, semmi elvi (vagy gyakorlati) akadálya nincs annak, hogy A((0 ) elemeiböl kéttagú (második osztályú), páronként különbözö halmazokat (kétjegyü számjeleket) szervezzünk. Igy olyan számokat (számjeleket) kapunk (ab,ac,15, 25, x9, etc.,etc.) amelyek (soha, sehol) nem fordulnak elö az A((0 ) halmazban. Ám ezek a számjelek is szigorú utánkövetési rendbe állithatóak a lexikografikus elrendezés elvei alapján.


Az elsö ilyen (kéttagú) számjegy (az “arab” számok köréböl ismert) “10”-es szám.


Mivel ez a számjegy(10) a transzfinit definició alapján éppúgy nem fordul elö az A((0 ) halmaz természetes, véges számai között, mint  a kardinális (0 ,  a számjegy “10” nem véges kardinális és megjelenési helye alapján az  elsö és legkisebb transzfinit számosságot jelöli ebben a rendszerben.


A transzfinit abc felett tehát a cantori értelemben  “10” azt jelöli pontosan, hogy “(0 “ .


Ahhoz nem férhet kétség ezek után, hogy léteznek a (legkisebb) transzfinit abc “A((0 ) = ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,a,b,c,...,y,x,z,9}”  összes kéttagú ismétléses variációi  “11”, “12”, “13”, ..., “99” is, pontosan ((0)2 mennyiségben, illetöleg a transzfinit abc összes kéttagú valódi részhalmazai, ismétlés nélküli variációi ((02 -(0)/2   számosságban, mert a halmazelmélet értelmében {ab} = {ba} .


Ha a legkisebb (és elsö) transzfinit kardinális jele “10”, mit jelölnek a kardinális számok  “11”, “12”, “13”, ..., “99” ?


(Ez az eljárás a transzfinit számok “gödelizálása”).


Nyilvánvaló, hogy (az abc és az ennek alapján indukált lexikografikus rend értelmében) a kéttagú, vagyis transzfinit számok sorozatában “10”-nek nincs megelözöje, tehát a  legelsö “legkisebb nem természetes kardinális számjegy.


De az éppen ilyen nyilvánvaló, hogy “10”-nek van pontosan egy közvetlen utánkövetöje “11” és hogy ennek következtében 10+1 ( 10, hanem 10+1 = 11 – akármit jelöl is “10”.


A fentiek értelmében azonban “10” egyértelmüen azt jelöli “(0 “ .


“10+1” egyértelmüen azt jelöli “(0+1 “ .


“10+2” egyértelmüen azt jelöli “(0+2 “ .


“10+1 ( 10” egyértelmüen azt jelöli “(0+1 ( (0 “ .


“10+2 ( 10” egyértelmüen azt jelöli “(0+2 ( (0 “ .


“10+1” ( “(0+1 “ etc., etc. akkor is igaz, ha a legkisebb végtelen abc “soha sehol nem ér véget”, csak éppen “a végtelenben ér véget(?!)” és “összességében mindig tovább folytatódik de   mégis befejezett(?!)”, vagyis akármennyi elemet hozzáadunk, számossága nem változik .


Mert, ha nem is ismerhetjük az abc A((0 )(1= A összes betüit, illetve utolsó betüit (mert nincs is utolsó betüje) akkor is ismerjük az elsö (mondjuk) tiz betüjét és ezek pontos sorrendjét. Ennek az ismeretnek birtokában azt is tudjuk, hogy az elsö számjegy, amelyik nem tartozik az A((0 ) abc-hez, vagyis az elsö és legkisebb “transzfinit” kardinális, amely ugyanazt jelöli mint (0  minden kétséget kizáróan a “10”-es számjegy.


Ennek közvetlen utánkövetöi a “11”, “12”, “13” stb.,stb. kéttagú számjegyek, amelyek pontosan az “(0+1 “ , “(0+2 “ , “(0+3 “ kardinális számjegyek megfelelöi.


Tehát ha (a cantori meghatározás alapján) nem is léteznek olyan olyan (véges) számosságok A((0 )(1= A –ban amelyek a legkisebb transzfinit számosságot((0 ) jelölnék, de léteznek A((0 )(1= A-ból kiindulva, A hatványhalmazában P(A)-ban olyan kéttagú számjelek (10,11,12,...,) amelyek éppen a legkisebb transzfinit számosságot(10 ( (0) és ennek közvetlen utánkövetöit jelölik.


Vagyis hiába állitjuk Cántorral, hogy az A((0 )(1= A  halmaznak nincs közvetlen utánkövetöje, mert a transzfinit nyelvben L(A) az (0  számosságú abc-nek is van (lexikografikusan rendezett) közvetlen utánkövetöje és utánkövetö sorozata.


Ergo: nincs olyan halmaz “A((0 )(1= A “ amelynek abszolút nincs számossági utánkövetöje. 


Igy tehát minden halmaznak van közvetlen (számossági) utánkövetöje. Minden halmazra az igaz, hogy “A((0 ) ( 1( A” és ebben az értelemben minden halmaz véges.


 A tulajdonság “A((0 )(1= A” csak nemlétezö halmazokra vonatkozik. 


Ès mivel (a transzfinit halmazelmélet szerint) minden transzfinit halmaznak az a tulajdonsága, hogy “A((0 )(1= A”  -  nincsenek transzfinit halmazok.


A transzfinit halmazoknak a legkisebb végtelen abc tanusága alapján az a tulajdonságuk, hogy akkor, csak akkor transzfinit halmazok, ha nem transzfinit halmazok.

“A((0 )(1= A”  ( “A((0 ) ( 1( A”.


Mit jelöl a hibás egyenlet “10+1 = 10” amely azonos “(0+1 = (0 “ -al?


Semmit. “10+1 = 10” valamint  “(0+1 = (0 “ csak jelek manipulációja.


Ezeknek a jelkombinációknak sem értelmük, sem tartalmuk nincsen.


Ne felejtsük el: a halmaz (abc) A((0 ) a definició alapján tartalmazza, az összes természetes ((0 számosságú (0  alapú) egyjegyü természetes számjegyeket. Ennek alapján egyetlen kétjegyü számjegy sem lehet természetes szám. Ebben a rendszerben tehát minden kétjegyü számjegy transzfinit szám. De ezek közül csak az elsönek nincs megelözöje és az utolsónak nincs utánkövetöje  a (kétjegyü, tehát transzfinit) kardinálisok körében. Sorozatban, egymást követve, pontosan mindig egy, egyetlen egységgel különböznek egymástól.


Ezek (a kéttagú) kardinális számjegyek, tehát olyan transzfinit halmazok ekvivalenica osztályát jelölik, amelyek számossága megváltozik, ha hozzáteszünk egy elemet. Következetesen az elsö, legkisebb transzfinit kardinális ((0 ( 10 ( 10 (1(10 ( (0 (1 ( (0)  is ilyen szám .


Ha  létezik egy legkisebb végtelen halmaz(A), amelynek nincs utánkövetöje, amelynek számossága  “(0 +1 = (0 ”,    de ez a számosság azonos “10+1( 10”-el tehát van utánkövetöje  [ az abc A((0 ) is ilyen halmaz] feloldhatatlan elentmondással találkozunk, mert ezek szerint az (0 számosságú abc-nek nincs utánkövetöje, de számosságának ((0 ) van utánkövetöje. Tehát:


Az (0 számosságú abc számosságának  akkor, csak akkor nincs utánkövetöje, ha van utánkövetöje.


Vagyis “(0 (1 = (0” akkor, de csak akkor, ha “  (0 (1 ( (0 ”.


Az A((0 ) abc-vel megadott rendszerben “ (0 (1 ( (0” az igazság. 


Ez azt mutatja, hogy   magában a transzfinit halmazelméletben sem létezhet olyan kardinális szám, amelynek értéke nem változik akármennyit adunk hozzá, akármennyit veszünk el belöle, vagy akármivel szorozzuk meg.


 A transzfinit tulajdonság  “(0+1 = (0 “  nem létezik. 


A transzfinit tulajdonság egyenlete : “(0 (1 = (0”  csupán egyes  jelek manipulációja.


A Kimera elöl oroszlán, középen kecske, hátul sárkány.
 


Az ilyen tulajdonságokkal megadott élölény nem létezik a zoologiában. 


Ezek után lehetövé válik


A kontinuum probléma megoldása.


A transzfinit halmazelmélet ex kadetra kijelentése értelmében létezik egy legkisebb végtelen halmaz(N), egy “megszámolhatóan végtelen” halmaz(N), amelynek számossága (0 és létezik egy “megszámlálhatatlanul végtelen” halmaz(R) amelynek számossága (a “kontinuum számosság”) kettö az aleph-nulladik hatványon.


Ha a kontinuum számosságot “(1” –el jelöljük, felmerül a kérdés: létezik-e ezekután egy olyan halmaz(A*) amelynek számossága((*) nagyobb aleph-nullnál, de kisebb aleph-egynél?


Erre a kérdésre G. Cantor intuitiv nem-el válaszolt.


De hipotézisét, a kontinuum hipotézist(CH) (“nicsen olyan aleph, amely nagyobb lenne aleph-nullnál, de kisebb aleph-egynél”) a legnagyobb eröfeszitések ellenére, soha nem tudta bebizonyitani.


Az elmult száz esztendö leforgása alatt senkinek nem sikerült sem bebizonyitani, sem megcáfolni a kontinuum hipotézist.


A valóságban ez egyáltalában nem meglepö.


A kérdés logikus megválaszolása (akár nemleges, akár igenlö értelemben) alapjaiban renditi meg a transzfinit halmazelmélet épületét.


Kiderül hogy a a kontinuum hipotézis(CH) éppen olyan értelmetlenség, mint maga az egész transzfinit halmazelmélet.


Ugyanis:


1.) Ha létezik egy olyan transzfinit halmaz(N) amelynek nincs sem megelözöje, sem utánkövetöje “ N ( a = N ” , vagyis létezik egy olyan számosság (0 amelynek bármely összege, szorzata, hatványa egyenlö önmagával “(0 (1 = (0”   -  akkor egyszerüen nem létezik (nem létezhet) egy olyan kardinális(() amely nagyobb  (0 –nál.


Nem létezik aleph-nullnál nagyobb aleph. Ennyi az egész.


Tehát ha létezik egy transzfinit halmaz, akkor csak egyetlen ilyen halmaz létezik. 

2.) Ha létezik egy (másik?!) transzfinit halmaz (R) amelynek nincs megelözöje (sem utánkövetöje) “ R ( b = R ”, számossága (kettö az aleph-nulladik hatványon) a kontinuum számossága((1), s amelynek bármely gyöke, osztaléka, kivonata egyenlö önmagával “(1 (1 = (1”  -- vagyis egy transzfinit halmaz, amelynél kisebb számosságú transzfinit halmaz nincs, akkor egyszerüen nem létezik (nem létezhet) egy olyan kardinális(() amely kisebb (1-nél.


Ebben az esetben nem létezik aleph-egynél kisebb aleph. Ennyi az egész.


Vagyis ha létezik egy aleph-egy, akkor ez a legkisebb aleph és csak egyetlen egy transzfinit halmaz létezik: az aleph-egy számosságú halmaz.

Korollárium(6): 


ha létezik egy transzfinit halmaz(X) azzal a tulajdonsággal, hogy “( (1 = (”  akkor csakis az az egy transzfinit halmaz(X) létezik ezzel a tulajdonsággal, és ennél sem kisebb, sem nagyobb transzfinit halmaz nem létezik.


Részletesen:


Ha létezik egy transzfinit halmaz(A) akkor saját definiciójánál fogva “ A ( a = A ” (számosságra nézve) csak egy egyetlen ilyen “reflexiv” halmaz létezik mert A-nak nincsen sem megelözöje, sem utánkövetöje. Ezek szerint az a kérdés, hogy két reflexiv (végtelen) halmaz között (amelyek számossága nem különbözik) létezik-e egy olyan (harmadik) végtelen halmaz, amely kisebb az egyiknél, de nagyobb a másiknál, egy értelmetlen kérdés.


Másrészt ha N- re és R-re nem az érvényes hogy “ A ( a = A ” hanem “ A ( a ( A ” akkor lehetséges, hogy a (zárt) halmaz(R[image: image2.wmf]k

n

) (k =(0)  sokkal nagyobb mint a (zárt) halmaz(N
[image: image3.wmf]k

n

) és igaz a CH tagadása. Igy igaz az a kijelentés, hogy “ vannak olyan kardinális számok, amelyek nagyobbak a legkisebb felsö határérték (0 –nál, de kisebbek  kettö aleph-nulladik hatványánál”.


Csakhogy ebben az esetben sem Nn sem Rn nem transzfinit halmazok (bármilyen nagyok is) mert nem reflexiv halmazok. Tehát a CH tagadása, hogy “vannak olyan transzfinit halmazok, amelyek nagyobbak aleph-nullnál de kisebbek aleph-egynél”  merö értelmetlenség, mert ha egyáltalában nincsenek transzfinit halmazok, akkor nem lehetnek közöttük sem transzfinit halmazok.


(Ilyen módon az alephek véges számosságokat jelölnek, tehát használatuk felesleges).


Gödel Kurt (1938) és tanitványa Cohen J. Paul (1963) eljutottak ugyanehhez az eredményhez, amennyiben megállapitották, hogy a kontinuum hipotézis(CH) független a (naiv halmazelméletet felváltó) Zermelo-Fraenkel féle halmazelmélettöl(ZF)  -  vagyis, sem CH, sem non-CH nem vezethetö le az axiomatizált transzfinit halmazelméletböl. Következetesen, ha ez az axiomatikus elmélet(ZF) ellentmondás mentes, ugy ellentmondás mentes marad akkor is, ha akár a kontinuum hipotézist, akár a kontinuum hipotézis cáfolatát ujabb axiómaként hozzáfüzzük.


Az elsö esetben a cántori,  a második esetben a non-cantori halmazelmélethez jutunk.


Gödel és Cohen (és követöik) azonban nem vonták le a helyes következtetéseket felismeréseikböl. Valószinüleg azért nem, mert (a transzfinit kimera büvöletében) eszük ágába sem jutott, hogy kételkedjenek a “transzfinit paradicsom” létezésében.


Pedig, ha a kontinuum hipotézis igaz akkor a “transzfinit univerzum” (számossággal rendelkezö halmazok szempontjából nézve) üres, vagy legfeljebb egy objektumot tartalmaz.


Mivel minden számosságra vonatkozik: “ha CH akkor ( (1 = (” . 


Mig ha a kontinuum hipotézis  nem igaz akkor a “transzfinit univerzum” (számossággal rendelkezö halmazok szempontjából  nézve)  teljesen üres, és csupán véges objektumokat tartalmaz  -  teljesen függetlenül attól, hogy ezeket az objektumokat a héber abc betüivel jelöljük, vagy nem, és “végtelennek” nevezzük, vagy sem.


Mivel ebben az esetben minden számosságra  vonatkozik: “ha non-CH akkor ( (1 ( (” . 


Gödel és Cohen megfogalmazása korrekt: ”ha az axiomatikus halmazelmélet(ZF) ellentmondás mentes, ugy ellentmondás mentes marad akkor is, ha akár a kontinuum hipotézist, akár a kontinuum hipotézis cáfolatát ujabb axiómaként hozzáfüzzük.”


De egyszerüen számitáson kivül hagyták a lehetöséget: mi a helyzet, ha a Zermelo-Fraenkel halmazelmélet nem ellentmondás mentes, hanem ellentmondásos ?


Márpedig éppen ez a helyzet a végtelenségi axioma ”( (1 = (” következtében.

Ezt a következö fejezetben még konkrétan, részletesen és több másik oldalról megvilágitjuk és be is fogjuk bizonyitani.

IV. A hatványhalmaz ellentmondás.


Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a  ”hatványhalmaz axioma” és a ”végtelenségi axioma” együttes alkalmazása a ZF halmazelméletben feloldhatatlan ellentmondásra vezet.


Ehhez elöszöris tételesen számbavesszük a ”hatványhalmazok” sajátos tulajdonságait.


A hatványhalmaz definiciója (def.III.)


Ha létezik egy  n számosságú A halmaz ( EQ \X\to(A) = n ), akkor ennek az elemeiböl elöállitható egy halmazrendszer(P) , amely pontosan A valamennyi valódi részhalmazának unióját (és csak ezek unióját)  tartalmazza. Ezt a halmazrendszert ”A halmaz hatványát”  általánosságban ”hatványhalmaz” – nak nevezzük és ”PA”-val jelöljük.


Minden hatványhalmazhoz hozzátartozik az ”üres halmaz” ”{(}” .


A hatványhalmaz axioma:


”Minden halmaznak van hatványhalmaza.”

A hatványhalmaz szubhalmazai. Tétel 4.1.


Minden n számosságú alaphalmaz A  valódi részhalmazai (egyedi számosságuk alapján) n+1 eltérö számossági kategoriába esnek és igy számossági szubhalmazokba rendezhetöek.


Tehát elöállitható  a szubhalmaz S(0) amely az üres halmazt, a szubhalmaz S(1) amely az egytagú halmazokat, a szubhalmaz S(2) amely a kéttagú halmazokat, etc.,etc. és szubhalmaz S(n-1) amely az n-1 tagú halmazokat és a szubhalmaz S(n) amely a az n-tagú halmazokat (és kizárólag csak ezeket) tartalmazza. Az egyes szubhalmazok PA valódi, egyedi számosságú részhalmazai.


A szubhalmazok n+1 tagú együttese (uniója)


PA n = { S(0) ( S(1) ( S(2) ( ... ( S(1/2n) (... ( S(n-2) ( S(n-1) ( S(n) }                        (1)
alkotja a definicióban meghatározott hatványhalmaz PA n egészét.


A szubhalmaz S indexe (n) megadja a szubhalmaz S(n) –ben található egyéni halmazok számosságát(n) . Ennél fogva ”S(n)” pontosan egy számossági egyenlöség-osztály képviselöje és az index ”n” egy integer kardinális számot jelöl.


Bizonyiték 4.1.


Minden  n számosságú alaphalmaznak (An) képezhetöek 0-tagú, 1-tagú, 2-tagú, etc., etc. és n-2, n-1 és n-tagú valódi, egyedi részhalmazai. 


Azok az egyéni halmazok, amelyek egymástól különböznek ugyan, de valamennyien ugyanahhoz a numerikus egyenlöségi osztályhoz tartoznak (vagyis kardinális számuk megegyezik),   egyedi számosságuk alapján összeállithatóak önálló valódi ”gyüjtö-részhalmazokba”, a hatványhalmaz PAn  ”S(0), S(1), S(2), etc., etc. S(n-2), S(n-1) és S(n)” jelölésü szubhalmazaiba. ■

Szubhalmazok számossága . Tétel 4.1.1.


Ha az alaphalmaz A számossága n ismert akkor a hatványhalmaz PAn minden egyes szubhalmazának S(n) (n = 0,1,2,3,...,n) számossága(C) pontosan kiszámitható. 


Ez a bizonyosság annak tudható be, hogy egy adott hatványhalmaz P(An) bármely  szubhalmazának S(n) számossága(C) azonos n elem ismétlés nélküli k osztályú kombinációjának számosságával.


Ez pedig nem egyébb mint  ”  EQ 

 EQ \B(\A(n;k)) ”, az adott n és k tényezök binomiális koefficiense.


Igy a kombinatorikából ismert képlet 

                                           Cnk  =  EQ 

 EQ \B(\A(n;k))  =   EQ \F(n!; k!\B( n-k) !)


               
(2)


alapján, behelyettesitéssel könnyen megkapjuk a kivánt   EQ \X\to(S(k)) =  C  értéket. 


Bizonyiték 4.1.1.


Mivel (a konvenció szerint) üres halmaz csak egy van (k=0), a szubhalmaz S(0) csak egy, pontosan egy halmazt tartalmaz.


Mivel a hatványhalmaz az n számosságú alaphalmazt magát is tartalmazza és ilyen halmaz egy, csak pontosan egy van (k=n), S(n) is egy halmazt tartalmaz.


Ha az alaphalmaz minden eleméböl egy egytagú halmazt képezünk (k=1), akkor S(1) (az egytagú halmazok szubhalmaza) pontosan n egytagú valódi részhalmazt tartalmaz.


Mivel a halmazelméletben két halmaz nem különbözik egymástól, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazza ( {a} = {aa}; {ab} = {ba} ), feltehetjük a kérdést:  hány különbözö halmazt lehet elöállitani n-1 elemböl (k=n-1) ? A válasz: n különbözö halmazt.


Tehát az n-1 tagú halmazok szubhalmaza S(n-1) is pontosan n számosságú.


A teljes indukció értelmében minden n = 0,1,2,3,...,n számosságú A alaphalmazra érvényes (mivel k = 0,1,2,...,n) hogy az egyes hatványhalmaz PA n szubhalmazainak számosságai egyenlö-ségi komplementer párokat alkotnak:


S(0) és S(n-0)
=
 EQ 

 EQ \B(\A(n;0)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;n)) 
= 
1



S(1) és S(n-1)
=
 EQ 

 EQ \B(\A(n;1)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;n-1)) 
= 
n



S(2) és S(n-2)
=
 EQ 

 EQ \B(\A(n;2)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;n-2)) 
= ((n-1)n)/2! = (n2 –n)/2                  (2 a)



S(3) és S(n-3)
=
 EQ 

 EQ \B(\A(n;3)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;n-3)) 
= ((n-2)(n-1)n))/3! = (n3-3n2+2n)/6



S(4) és S(n-4)
=
 EQ 

 EQ \B(\A(n;4)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;n-4)) 
=((n-3)(n-2)(n-1)n))/4! 

vagyis minden szubhalmaz S(x) –nek van pontosan egy számossági komplementerje S(n-x), ugy hogy



 EQ \X  \to(S(x)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;x))  = EQ   EQ \B(\A(n;n-x))  = EQ \X  \to(S(n-x))                                         (2b)

tehát általánosságban az egyes k = 0,1,2,...,n osztályú részhalmazok számossága valóban (2):
                       


S(k) =    Cnk  =  EQ 

 EQ \B(\A(n;k))  =   EQ \F(n!;k!\B( n-k) !)                                               ■                           


A legnagyobb szubhalmaz  S(m) poziciója. Tétel 4.1.2.


A szabályos hatványhalmaz (n+1 számú) szubhalmazainak számossága, ha balról-jobbra haladunk, egyre emelkedik, amig el nem érjük a sorozat közepén elhelyezkedö n/2 számosságú részhalmazok S(n/2) – es szubhalmazát. Ezt a szubhalmazt a sorozatban elfoglalt pontos helye (közép) miatt ”S(m)” –el is jelölhetjük.


S(m) a legnagyobb számosságú szubhalmaz  a PA n rendszerben.


Innen kezdve a szubhalmazok számossága pontosan olyan mértékben csökken, ahogyan eddig szubhalmazról szubhalmazra nött. A második fél az elsö fél tükörképét mutatja. Ez adja a rendszer bal és jobb számossági szimmetriáját.


Ha az alaphalmaz An számossága(n) páros, akkor az összes szubhalmazok száma páratlan szám (mivel n+1 páratlan) és PAn –nek pontosan egy, legnagyobb számosságú  középsö szubhalmaza van. 



A szimmetria megörzése ugy történik, hogy egy páros számosságú alaphalmaz legnagyobb szubhalmaza S(m) mindig páros számosságú halmaz és egyik fele S(m/2)1 a sorozat elsö részéhez, mig másik fele S(m/2)2 a sorozat tükörképéhez tartozik. 


Ha az alaphalmaz An számossága(n) páratlan, akkor az összes szubhalmazok száma páros szám (mivel n+1 páros) és PAn –nek pontosan kettö, legnagyobb, egymással egyenlö számosságú  középsö szubhalmaza   S((n-1)/2) = S(m-1) és S((n+1)/2) = S(m+1) van. 


Bizonyiték. 4.1.2.


Lásd  ”Pascal Háromszög” (6) és általánosságban


ha n páratlan szám:
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             és ha n páros szám:
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■

A kettes szubhalmaz S(2) aktuális ábrája. Tétel 4.1.3.


Hány másodosztályú (kéttagu) valódi részhalmazt lehet elöállitani egy öt tagból álló alaphalmaz A5 = { 0,1,2,3,4 } elemeiböl? Vagyis, ha k = 2 és n = 5 ?


A kombinatorika szerint öt elem második osztályú ismétléses kombinációja ( iC = nk  alapján)  egyenlö 52 = 25 -el. A halmazelmélet és a kombinatorika szerint ({a=aa} és {ab=ba}) öt elem második osztályú ismétlés nélküli kombinációja 

( Cnk = EQ 

 EQ \B(\A(n;k)) alapján) = S(2) = EQ 

 EQ \B(\A(5;2)) =  EQ ((5-1)5)/2! = (52 –5)/2  = 10 el.


Mindkét esetben egy és ugyanazon alaphalmaz kéttagú, lehetséges kombinációiról van szó, csupán a kiválasztási elv (funkció) különbözik. Tehát – ha nem is a halmazelméletben  -  létezni ”létezik” a teljes ismétléses kombinácós halmaz(iC) és ebböl kiválasztható (mint valódi részhalmaz) az ismétlés nélküli kombinációk(C) halmaza.


C számossága sokkal kisebb mint iC számossága.


Bizonyiték. 4.1.3.


Ha k = 2 és n = 5 akkor az összes ismétléses kombinációk száma iC=nk  egyenlö 52 = 25 és az összes ismétlés nélküli kombinációk száma C=(n2-n)/2 egyenlö ( 52 -5)/2 = 10.


Ezt a következö ábra meggyözöen bemutatja: 

                                                      1       2        3        4         5

	1
	00
	 10
	 20
	 30
	 40

	2
	 01
	 11
	 21
	 31
	 41

	3
	 02
	 12
	 22
	 32
	 42

	4
	 03
	 13
	 23
	 33
	 43

	5
	 04
	 14
	 24
	 34
	 44



Ha áthúzzuk a kéttagú ismétléses jelhalmazokat és úgy tekintjük, hogy ezek ”nem léteznek”, akkor a kettös vonalakkal körülhatárolt háromszög alakú idomot kapjuk. Ebben található az öt alap-elemböl alkotott összes, ismétlés nélküli, valódi részhalmaz (kombináció), és meggyözödhetünk róla, hogy ezek számossága valóban (n2 -n)/2.


■

A hatványhalmaz számossága. Tétel  4.2.


Minden hatványhalmaz számossága nagyobb az alaphalmaz számosságánál ( PA ( A ). 


Pontosan : ha az alaphalmaz A számossága n akkor, a hatványhalmaz PAn  számossága:
PAn = { S(0) ( S(1)   ( S(2) ( ...s(m).. ( s(n-2) ( s(n-1) ( s(n) }   pontosan  2n.  

A fortiori: nincs olyan hatványhalmaz amelynek hatványalapja nagyobb kettönél, vagyis számossága 3n, 4n, 5n. A  hatványhalmaz PAn+1 számossága 2n+1 és ha az alaphalmaz történetesen egy hatványhalmaz, PAn akkor a hatványhalmaz PPAn számossága 22n  .

Bizonyiték 4.2.


A természetes számokra  n ésk érvényes az egyenlet :  

                                        EQ  \B(\A(n;k))+\B(\A(n;k+1))=\B(\A(n+1;k+1))                                                          
   (5)


Ez lehetövé teszi a ”Pascal Háromszög” (6) kifejlesztését:


A számháromszög két oldala csupa egyesekböl áll.


A mindenkori következö sort ugy kapjuk meg, hogy a meglévö sorban két szomszédos számot összeadunk és az eredményt a következö sorban található üres helyre irjuk.


A háromszög alapja minden sorban megadja az egymásrakövetkezö alaphalmazok A(0,1,2,3,...,n) hatványhalmazainak szubhalmazait és ezek számosságát.


Ha egy sor számjegyeit összegezzük, megkapjuk az alaphalmaz számosságához tartozó teljes hatványhalmaz számosságát.

                                                                        
   1    


1      1

1     2     1

1     3     3     1

1    4       6      4     1

1     5    10     10    5     1

1    6   15      20     15    6    1

                                                              1    7    21    35      35     21    7   1                                                   (6)

                                                          1     8   28     56     70     56    28   8    1

                                                       1     9    36   84   126   126    84   36   9    1



A fenti állitást még könnyebben beláthatjuk, ha háromszög számjegyeit binomiális koefficiensek formájában irjuk le:

                

[image: image6.wmf]     EQ \b(\a(1;0)) = S(0) = 2\s\up4(0) = 1
                                 EQ \b(\a(1;0))+\b(\a(1;1)) = S(0;1) = 1+1 =PA\s\do(1)= 2\s\up4(1)= 2
                             EQ \b(\a(2;0))+\b(\a(2;1))+\b(\a(2;2)) = S(0,1,2) = 1+2+1 = PA\s\do(2) = 2\s\up4(2) =4
              



                                             
            EQ \b(\a(3;0))+\b(\a(3;1))+\b(\a(3;2))+\b(\a(3;3))=S(0,1,2,3)=1+3+3+1=PA\s\do(3)=2\s\up4(3)=8
                                                            (7)      
                       EQ \b(\a(4;0))+\b(\a(4;1))+\b(\a(4;2))+\b(\a(4;3))+\b(\a(4;4)) =  S(0,1,2,3,4) = 1+4+6+4+1 = PA\s\do(4) = 2\s\up4(4) =16
                   EQ \b(\a(5;0))+\b(\a(5;1))+\b(\a(5;2))+\b(\a(5;3))+\b(\a(5;4))+\b(\a(5;5)) =  S(0,1,2,3,4,5) = 1+5+10+10+5+1 = PA\s\do(5) = 2\s\up4(5) =32
               EQ \b(\a(6;0))+\b(\a(6;1))+\b(\a(6;2))+\b(\a(6;3))+\b(\a(6;4))+\b(\a(6;5))+\b(\a(6;6)) =  S(0,1,2,3,4,5,6) = 1+6+15+20+15+6+1 = PA\s\do(6) = 2\s\up4(6) =64

A Pascal Háromszög n-edik sora, ha n páratlan szám:

   
[image: image7.wmf] 
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             és ha n páros szám:
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Ezek után egyértelmüen megállapithatjuk, hogy mivel nincsen olyan alaphalmaz A* amelynek számossága nagyobb lenne n-nél de kisebb n+1 –nél, nincsen olyan hatványhalmaz PA* sem, amelynek számossága nagyobb lenne 2n –nél, de kisebb 2n+1 nél.

 
Ès mivel nem létezik olyan alaphalmaz A*  amelynek hatványhalmaza nem kettönek valamilyen egész számú hatvány-számossága, nem létezik olyan hatványhalmaz PA*  amelynek számossága 3n és kivétel nélkül minden halmazelméleti hatványhalmaz számossága páros (tehát véges!) számosság. (Akkor is ha A számossága aleph-null).


Ez természetesen nem jelenti azt, hogy ha létezik egy n számosságú alaphalmaz An  és ennek egy 2n számosságú hatványhalmaza PAn akkor nem léteznek halmazok amelyek számossága nagyobb n -nél de kisebb 2n –nél. Nagyonis léteznek ilyen halmazok.


A hatványhalmaz PAn legtöbb szubhalmaza (ha k > 2 és k< n) ilyen halmaz.

■

A hatványhalmaz szimmetria. Tétel 4.2. 1.


A páronként diszjunkt, komplimenter szubhalmazok   EQ \X  \to(S(x)) =  EQ 

 EQ \B(\A(n;x))  = EQ   EQ \B(\A(n;n-x))  = EQ \X  \to(S(n-x))    (2b) szigorú számossági egyenlösége miatt (lásd 4.1.1.) minden hatványhalmaz(PAn) szubszéria 
[image: image9.wmf]S
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 két, egymással tükörkép szerint tökéletesen szimmetrikus szubhalmaz sorozatra, vagyis két egyenlö számosságú ”fél-hatványhalmazra”    [ S(0 - n/2)(bal) és S(n/2 - n)(jobb) → 2n-1 + 2n-1 = 2n ]  tagolódik.


A fél-hatványhalmazok ” 1/2 P1An ” és ” 1/2 P2An ” egyenlö számoságú diszjunkt halmazrendszerek és igy uniójuk a hatványhalmaz PAn 2(2n-1 )= 2n valódi részhalmazt tartalmaz.

Bizonyiték. 4.2.1.


A Pascal Háromszög binomiális együtthatók formájában kifejtett változatának szimmetrikus kettéosztási lehetösége: 

                
                      EQ \b\bc\[(\b(\a(1; 0)))                     =  2\s\up4(0) = [1]
                             EQ \b \bc\[(\b(\a(1; 0)))+.........................+\b\bc\[(\b(\a(1;1)))  = [1]+[1] =PA\s\do(1)= 2(2\s\up4(1-1)) =2\s\up4(1)= 2
                          EQ \b\bc\[(\b(\a(2;0))+\b(\a(1;1)))+.................+\b\bc\[(\b(\a(1;1))+\b(\a(2;2))) = [1+1]+[1+1] = PA\s\do(2) =2(2\s\up4(2-1)) = 2\s\up4(2) = 4
                          EQ \b\bc\[(\b(\a(3;0))+\b(\a(3;1)))+.................+\b\bc\[( \b(\a(3;2))+\b(\a(3;3))) = [1+3]+[3+1]=PA\s\do(3))=2(2\s\up4(3-1))=2\s\up4(3)=8                        (10) 
                      EQ \b\bc\[(\b(\a(4;0))+\b(\a(4;1))+\b(\a(3;2)))+..........+\b\bc\[(\b(\a(3;2))+\b(\a(4;3))+\b(\a(4;4))) =[1+4+3]+[3+4+1] = PA\s\do(4) =2( 2\s\up4(4-1)) = 2\s\up4(4) =16
                      EQ  \b\bc\[(\b(\a(5;0))+\b(\a(5;1))+\b(\a(5;2)))+.........+ \b\bc\[(\b(\a(5;3))+\b(\a(5;4))+\b(\a(5;5))) = [1+5+10]+[10+5+1] = PA\s\do(5) = 2(2\s\up4(5-1) )=2\s\up4(5) =32
                  EQ     \b\bc\[(\b(\a(6;0))+\b(\a(6;1))+\b(\a(6;2))+\b(\a(5;3)))+...+\b\bc\[(\b(\a(5;3))+\b(\a(6;4))+\b(\a(6;5))+\b(\a(6;6)))=[1+6+15+10]+[10+15+6+1]=PA\s\do(6)=2( 2\s\up4(6-1))=64

Mivel "  EQ  \B(\A(n;k)) = \B(\A(n;n-k)) ", a hatványhalmaz  a háromszög n.-dik sorában (ha n páratlan szám) 

     EQ \x\to(PAn )  =    
[image: image10.wmf]n
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és ha n páros szám :
        EQ \x\to(PAn ) =
[image: image11.wmf]n
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számú valódi részhalmazt mutat fel.


Alternativ megfogalmazásban (n páros szám)  a hatványhalmaz számossága egyenlö a szubhalmaz összegek egyik felének kétszeres  számosságával is:

  EQ \x\to(PAn )  = 2 (S0+S1+...+Sn/2) = 
[image: image12.wmf](
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Ez a lehetöség lényegesen leegyszerüsiti bármely hatványhalmaz számosságának gyakorlati meghatározását.


■
A hatványhalmaz matrix. Tétel. 4.2.2.


Minden aktuálisan kifejlesztett, legalábbis absztrak jelekkel megadott hatványhalmaz PAn összerendezhetö egy szabályos, n2-1 sorból és n oszlopból álló matrixba M(n2-1,n), amely csakis az alaphalmaz An egyedi jeleiböl áll. (Plusz egy üres halmaz   {(}  ).

A hatványhalmaz minden jellemzöje leolvasható ebböl az elrendezésböl.


Bizonyiték. 4.2.2.


a  teljes indukció segitségével:

1.)
n = 0; A0 = {(} ; PA0 = 20  = 1; összes alapelem = 0 ; alapelemenként: 2n-1 = 0.


Szubhalmaz S(0)  számosság = 1 = 20 ;  Matrix M(0,0) .

2.)
n = 1, A1 = {0} ; PA1  = 21 = 2; összes alapelem = 1 ; alapelemenként: 2n-1  = 1.


Szubhalmaz S(0 ,1 ) számosság = 1+1 =  21 ;  Matrix M(0,1) .

3.)
n = 2, A2 = {0,1} ; PA 2  = 22 = 4; összes alapelem = n(2n-1) = 4 ; alapelemenként:   2n-1 = 2.


Szubhalmaz S( 0 ,1 ,2 )  számosság = 1+2+1 = 22 ;  Matrix M(2,2) .

n = 2  (        
[image: image14.wmf]}
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4.)
n = 3, A3 = {0,1,2} ; PA3  = 23 = 8; Összes alapelem = n(2n-1) = 12 ; alapelemenként: 2n-1  = 4.


Szubhalmaz S( 0 ,1 , 2, 3 ) számosság = 1+3+3+1 =  23 ;  Matrix M(4,3) .

n = 3 (        
[image: image15.wmf]{
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5.) n = 4, A4 = {0,1,2,3} ; PA4  = 24 = 16; összes alapelem = n(2n-1) = 32 ; 


alapelemenként: 2n-1  = 8.


Szubhalmaz S(0 ,1 , 2, 3, 4 ) számosság = 1+4+6+4+1 =  24  ;  Matrix M(8,4) .

n = 4 (        [image: image16.wmf]{
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6.) n = 5, A5 = {0, 1, 2, 3, 4} ; PA5  = 25 =  32 ; összes alapelem = n(2n-1) = 80 ; 


alapelemenként: 2n-1  = 16.


Szubhalmaz S( 0 ,1 , 2, 3, 4, 5 ) számosság = 1+5+10+10+5+1= 25 ;  Matrix M(16,5) .

            n = 5  (     
[image: image17.wmf]{
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Ebböl a szubhalmaz párosok S(0) = S(5-0); S(1) = S(5-1); S(2) = S(5-2) számossága:



 S(0) =  EQ \B(\A(5;1))  =  5     EQ \B\BC\{(\A( {0}; {1}; {2}; {3}; {4}))  =  EQ \B\BC\{(\A( {1234}; {2340}; {1340}; {1240};  {1230} ))  S(4) = =  EQ \B(\A(5;4))  =  5 (  5+5  =  10


S(2 ) =  EQ \B(\A(5;2)) = 10   EQ \B\BC\{(\A( {01}; {02}; {03}; {04}; {12}; {13}; {14}; {23}; {24}; {34}))  =   EQ \B\BC\{(\A( {234}; {134}; {124}; {123}; {340}; {240}; {230}; {140}; {130}; {120}))   S(3) =  EQ \B(\A(5;3)) = 10 ( 10+10 = 20


S(5) =  EQ \B(\A(5;5))  = 1       {1230}     =  {((((}     S(0) =  EQ \A() 

 EQ \B(\A(5;0))  = 1 (     1+1 = 2

tehát az összes szubhalmazok együttes számossága:



PAn =  { S(0) ( S(1) (  S(2)  ( s(5-2) ( s(5-1) ( s(5-0) } = 25   illetve:   

      

PAn  = EQ \i\su(i=0;n;\b(\a(n;i))) = 2n   =   EQ 2\i\su(i=0;m-1;\b(\a(n;i)))  =  2n  (ha n = 5) (  25   =   32.

Ez a hatványhalmaz a következö két, egyenlö számosságú félhalmazra bomlik:


½ PA5 = 2n-1 ; {1}; {2}; {3}; {4}))  EQ \B\BC\{(\a(; EQ \B\BC\{(\A( {01}; {02}; {03}; {04}; {12}; {13}; {14}; {23}; {24}; {34})) ;{((((})) = \B\BC\{(\a( EQ \B\BC\{(\A( {1234}; {2340}; {1340}; {1240};  {1230} )) ; EQ \B\BC\{(\A( {234}; {134}; {124}; {123}; {340}; {240}; {230}; {140}; {130}; {120})) ; {0123 4 },)) 
½ PA5 = 2n-1

A szubhalmaz párok S(0) – S(n) etc., etc. és az ezekben elöforduló alapjelek (0,1,2,3,4) számossága azonos. Egy-egy elem pontosan 2n-1 –szer ( itt : 24) jelenik meg és az összes felhasznált elemek számosága n(2n-1) ( 5(24) a 2n ( 25 számosságú hatványhalmazban:





2n/2  EQ \B\BC\{(\A({0} {1234};{1} {2340};{2} {1340};{3} {1240};{4} {1230};{01} {234};{02} {134};{03} {124};{04} {123};{12} {340};{13} {240};{14} {230};{23} {140};{24} {130};{34} {120}; {0 1 2 3 4} ))  =   EQ \B( \A(01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234;01234)) 
( n(2n/2)

■

Hatványhalmaz lexikografikus rendje. Tétel. 4.2.3.


Minden szabályos An < 
PAn halmazrendszer lexikografikusan rendezhezö.


Bizonyiték. 4.2.3.


Mikor n alapelemünk van, akkor ezekböl n! különbözö szigorúan utánkövetö sorozatot, vagyis n!  egymástól eltérö abc –t szervezhetünk.


 Ha ezek közül egyet kiválasztunk és elhatározzuk, hogy ezt a bizonyos rendet tekintjük az adott n-tagú alaphalmaz An közösen elfogadott rendjének, akkor rendelkezünk egy n-tagú abc felett.


Az An abc tagjaiból képezhetünk kéttagú, háromtagú, etc., etc. k-tagú részhalmazokat.

Az azonos számosságú, de egymástól különbözö részhalmazok körében az abc rendje  egyértelmü utánkövetési rendet indukál. (Magyarul, az egyforma hosszúságú szavak egymás között összetéveszt-hetetlen alfabétikus sorrendet alkotnak).


Mivel az azonos számosságú részhalmazok olyan szubhalmazokba S(i) csoportosulnak, amelyek a természetes egész számoknak megfelelöen szigorúan követik egymát (i = 0,1,2,...,k), az egész rendszer lexikografikus elrendezést vesz fel.


A hatványhalmaz rendszernek minden számossági egyenlöség osztályban S(n) pontosan egy legkisebb és egy legnagyobb eleme van. Mivel az egyenlöségi osztályok szigorúan követik egymást, az egész rendszer valamennyi tagja ( a null elemet és a k-adik elemet kivéve) pontosan egy szigorú utánkövetö és egy szigorú megelözö felett rendelkezik.  


A teljes rendszer An < PAn számossága egyedül az alaphalmaz számosságától függ.

Például, ha n = 5, akkor  a lexikográfikusan rendezett hatványhalmaz PA5 :


PAn= EQ \i\su(i=0;n;\b(\a(n;i))) =2n  ;1) )   EQ \B\BC\{( \A ( S(1): 1-es halmazok   \B\BC\{(\A ({0} ;{1} ;{2} ;{3} ;{4} ;)); S(2): 2-es halmazok  EQ \B(\A(5;2))   \B\BC\{(\A   ({01};{02};{03};{04};{12};{13};{14};{23};{24};{34} ;)); S(3):  3-as halmazok    EQ \B(\A(5;3))  \B\BC\{ (\A ( {120};{123};{124};{130};{134};{140};{230};{234};{240};{340};)); S(4):  4-es halmazok    EQ \B(\A(5;4))  \B\BC\{ (\A ({1230};{1234};{1240};{1340};{2340};));S(5):  ötös halmaz        EQ \B(\A              (5;5))     {0 1 2 3 4};    S(0):  üres halmaz        EQ \B(\A              (5;0))     {(((((} ) ) 



■

Korollárium (7) .


1). A null halmazt kivéve minden reguláris alaphalmaz An vagy páros, vagy páratlan számosságú halmaz.Tehát van pontosan egy közvetlen untánkövetöje An+1 illetöleg pontosan egy megelözöje  An-1 és van pontosan egy hatványhalmaza PAn amelynek számossága  2n > n. PAn+1 számossága pontosan kétszerese (2n+1) PAn számosságának és PAn-1 számossága pontosan fele (2n-1)  PAn számosságának.

2.) Minden PAn hatványhalmaznak pontosan n+1 szubhalmaza S(0,1,2,...,n) van.

3.) Minden szabályos hatványhalmaz PAn két  (szimmetrikus tükörképü) egyenlö számosságú fél-hatványhalmazból áll. A fél-hatványhalmaz 1/2PAn számossága (2n-1) pontosan egyenlö a szigorúan megelözö hatványhalmaz PAn-1 (2n-1) számosságával. Vagyis minden egyes szigorú utánkövetö An ( An+1 hatványhalmazának számossága pontosan kétszerese a megelözöjének :  EQ \X \to( 2(PAn) )  =  EQ \X \to( PAn+1 ) . Tehát minden egyes szabályos hatványhalmaz PAn páros számosságú  - ami érthetö is, hiszen kettö bármilyen hatványa osztható kettövel.

4.) Minden szabályos hatványhalmaz szubhalmazai között van legnagyobb szubhalmaz S(m). Ha az alaphalmaz An páros számosságú, akkor kettö ilyen legnagyobb szubhalmaz    S(m-1) és S(m+1); ha az alaphalmaz páros számosságú, akkor egy ilyen  -  ebben az esetben mindig páros számosságú  -  legnagyobb szubhalmaz S(m) fordul elö. Megforditva: ha egy hatványhalmaz szubhalmazai között pontosan egy (középsö, páros számosságú) szubhalmaz található, akkor az alaphalmaz páratlan számosságú.

5.) Minden reguláris hatványhalmaz két egyenlö, diszjunkt számossági félre bomlik, tehát számossága is osztható kettövel. Ha n ( 2 akkor minden szubhalmaz S(n) nagyobb az alaphalmaz An –nél és a fél-hatványhalmaz ½ PAn nagyobb a legnagyob szubhalmaznál is. Igy  tehát evidens, hogy minden hatványhalmaz osztható kettövel, függetlenül attól, hogy alaphalmaza akár páros, vagy akár páratlan számosságú halmaz.

6.) Minden aktuálisan kifejlesztett, legalábbis absztrak jelekkel megadott hatványhalmaz PAn összerendezhetö egy szabályos, 2n-1 sorból és n oszlopból álló matrixba M(2n-1,n), amely csakis az alaphalmaz An egyedi jeleiböl áll. Tehát minden PAn hatványhalmaznak van fél-hatványhalmaza ½ PAn és  EQ \X \to( PAn-1 ) = 2n-1 . A hatványhalmaz aktuális felmutatásához az alaphalmaz minden egyes eleméböl (jeléböl) (n-1)² számú másolatra van szükség.  A felhasználásra kerülö összes elemek (jelek) száma n(2n-1) = n(2n/2) .

7.) Minden alaphalmaz elemei szigorú utánkövetési sorrendbe állithatóak  -  vagyis megszámozhatóak a természetes számok valamilyen halmazával. Mivel a szubhalmazok (szintén megszámozható) rendszere nagyságuk szerint osztályozza az alaphalmaz valamennyi valódi részhalmazát, az igy keletkezö hatványhalmazban az alaphalmazban bevezetett alfabétikus rokonság lexikografikus rendet indukál. Ennek következtében minden reguláris hatványhalmaz összes részhalmazai együttesen is  megszámlálhatóak.
Ezek után rátérhetünk a


”Transzfinit” hatványhalmazok 4.3.


vizsgálatára. A kritikus átvilágitás alapját az az állitás képezi, amely egyrészt a hatványhalmaz axiómából, másrészt a végtelenségi axiómából dedukálható. Ez a hires és közismert gondolatmenet ugy ismert az irodalomból mint


”Cantor Teoremája”. 4.3.1.


Mai megfogalmazásban ez körülbelül igy hangzik: minden halmaz A –nak van hatvány-halmaza PA amely A valódi részhalmazait tartalmazza. Ha A számossága n akkor PA számossága 2n tehát minden ” A ( PA ” halmazrendszerre igaz, hogy  ” A < PA ” .


Mivel létezik egy legkisebb ”végtelen” halmaz  ”A (1=A” amelynek számossága ”(0 ( 1=(0” , létezik ennek az alaphalmaznak hatványhalmaza ” PA((0) ” is amelynek számossága 2(0 > (0.


Az érvelés logikus. A konkluzió helyesnek tünik.


Cantor elsö ”bizonyitéka”
. 4.3.1.1.


Leegyszerüsitve és modern formában igy hangzik: A kijelentés ”2(0 > (0” igaz. Igaz, mert ha nem lenne igaz, ha az lenne igaz, hogy ”2(0 = (0” úgy ellentmondásra jutnánk. Arra az ellentmondásra, hogy ” EQ \X \to (PA)  =  EQ \X \to (A)  ” .  Ezzel szemben tudjuk, hogy minden A  -ra  ” EQ \X \to (PA)  >  EQ \X \to (A)  ”   igaz.   Tehát  ”2(0 = (0” hamis és ”2(0 > (0”  igaz.

(

Mi azonban a következökben tekintsük át a tárgyi bizonyitékokat.


A transzfinit hatványhalmaz ellentmondás tárgyi bizonyitékai. 4.3.2.


Tételezzük fel, hogy létezik egy legkisebb transzfinit abc ”A (1=A” , amelynek pontos számossága ”(0 ( 1=(0” . Jelöljük ezt a halmazt ” A((0)” –al.


Ha A((0) –nak vannak valódi részhalmazai, akkor ezek: az üres halmaz, az egytagú, a kéttagú, a háromtagú, az m-tagú, etc., etc. és (0 –tagú részhalmazok.


Számossági ekvivalencia osztályonként ezek a részhalmazok az S(0), S(1), S(2),...,S(m)... és S((0) szubhalmazokban foglalnak helyet, A szubhalmazok száma pontosan (0+1=(0 .


Az összes szubhalmazok számosságának uniója megadja, A((0) valódi részhalmazainak teljes számosságát (1a) :


 EQ \X \to ({ S(0) ( S(1) ( S(2) (...( S(m) (... (S((0-2) (S((0-1) (S((0) })  =  EQ \X \to (PA((0)) .


Ezeknek a számoságoknak az értékét lépésröl lépésre ki lehet számitani.


Tudjuk, hogy null halmaz csak egy van, tehát a szubhalmaz S(0) pontosan egy elemet (részhalmazt) tartalmaz, számossága 1; és aleph-null tagú részhalmaz is csak egy van, tehát a szubhalmaz S((0) is pontosan egy egyedet tartalmaz, tehát számossága is 1.


Azt is tudjuk, hogy egytagú halmazokból pontosan (0 számú részhalmaz létezik, tehát a szubhalmaz S(1)  (0 számú egyedet tartalmaz. (Számossága (0).


Hány tagot számlál A((0) kéttagú halmazokból álló részhalmaza S(2) ?


A választ ismerjük a kombinatorikából.


A másodosztályú ismétléses kombinációk száma(iC) bármilyen számú(n) alapelemböl képezve n2 és az ismétlés nélküli (halmazelméleti) kombinációk(C) száma: C =(n2-n)/2  Lásd (2a).


A transzfinit indukció értelmében, ha n = (0 akkor iC = ((0)2 és C=((02 -(0)/2.


Hogy a képlet (2a) valóban igaz (0–ra is, megmutatható egy ”végtelen négyzet”  segitségével, amely aleph-nullszor aleph-null elempár helyezhetö el :
	
	1
	2
	3
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	(0

	1
	00
	10
	20
	-
	-
	-
	-
	70
	80
	90

	2
	01
	11
	21
	-
	-
	-
	-
	71
	81
	91

	3
	02
	12
	22
	-
	-
	-
	-
	72
	82
	92

	-
	03
	13
	23
	-
	-
	-
	-
	73
	83
	93

	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-

	-
	-
	-
	-
	-
	
	-
	-
	-
	-
	-

	-
	0X
	1X
	2X
	-
	-
	-
	-
	7X
	8X
	9X

	-
	0Y
	1Y
	2Y
	-
	-
	-
	-
	7Y
	8Y
	9Y

	-
	0Z
	1Z
	2Z
	-
	-
	-
	-
	7Z
	8Z
	9Z

	(0
	09
	19
	29
	-
	 -
	-
	-
	79
	89
	99



A kettös vonalakkal behatárolt terület (háromszög) C = ((02 -(0)/2  mig  az egész terület (négyzet) iC =((0)2 kéttagú halmazt (jelet) tartalmaz  -  akár egy véges négyzetben.


Itt azonban elértük a normális logika határait és ha alkalmazkodunk a transzfinit halmazelmélet játékszabályához  ”(0 ( 1 = (0” akkor felismerjük, hogy ”(02 = (0” . Vagyis az egész végtelen négyzetben ugyannyi kéttagú kombináció található, mint a négyzet bármelyik egyedi sorában.


Elfogadhatjuk ezt a képtelenséget?


Igen. Àllitja Cantor és iskolája. 


Van erre egy ismert és egyszerü bizonyitási eljárás, a ”Cantor féle elsö diagonális módszer”, amely megmutatja, hogy ”minden megszámolhatóan végtelen halmaz egyenlö számosságú”.


Ez a transzfinit halmazelmélet sarkköve.


Ebböl következik, hogy a transzfinit abc A((0) valamint a transzfinit abc összes másodosztályu ismétléses(iC) és ismétlés nélküli(C) kombinációjának számossága rendre egyenlö számosságú egymással   [ A((0)  = ((02) = ((02 -(0)/2 = (0] mivel mindegyik megszámlálható halmaz.

A transzfinit halmazelmélet szerint tehát az alaphalmaz A((0)  összes kéttagú részhalmazainak száma, vagyis a szubhalmaz S(2) számossága  ( (0 2 - (0 /2)  = (0 .


Hány tagja lehet  ezek után  a transzfinit abc A((0)  összes háromtagú valódi részhalmazának S(3)-nek? Válasz:a szubhalmaz képlet (2a) szerint pontosan ((03-3(02 +2(0)/6. 


De mivel (03 = (02  = (0 és (0/6 = (0  -  igy S(3) számossága is egyenlö (0 –al.


A teljes indukció értelmében: 


mivel minden PA((0) transzfinit szubhalmaz S(n) (n=0,1,2,3,...) számossága(C)  aleph-null
 vala-milyen egész-számú hatványával(n) egyenlö, és mivel (0 bármilyen természetes számú hatványa egyenlö (0 –al  ((0n = (0 )    -    a legkisebb transzfinit halmaz A((0)  valamennyi szubhalmaza (az elsö és az utolsó szubhalmaz kivételével, amelyek pontosan egy-egy elemet tartalmaznak) aleph-null számosságú.


Ismert, hogy PA((0) pontosan (0+1 = (0 szubhalmaz felett rendelkezik. Igy ha minden szubhalmaz (kivéve az elsöt és az utolsó) (0 valódi, egyedi részhalmazt tartalmaz, akkor a teljes hatványhalmaz PA((0) (0 x (0  = (02 +2 = (0 számosságú.


Következetesen  EQ \x\to(PA((0) )  =  EQ \x\to(A((0) )  vagyis 2(0  = (0 .


Ez a gondos, részletes és egyszerüen ellenörizhetö számitás megdönthetetlenül azt bizonyitja, hogy a transzfinit alaphalmaz ”A((0)”  egyenlö számosságú a hatványhalmazával ”PA((0)” –al, vagy ha úgy tetszik ”A((0)” –nak nincs (önmagánál nagyobb) hatványhalmaza .


Igy nemcsak a ”naiv”, hanem az axiomatikus halmazelmélet is feloldhatatlan ellentmondást tartalmaz, mert bebizonyitható: ”minden halmaznak van hatványhalmaza, akkor de csak akkor, ha nem minden halmaznak van hatványhalmaza”. 


Hiszen, a halmazelmélet szerint, minden hatványhalmaz ”PA(n)”  nagyobb az alaphalmazánál  ”A(n)”  (hatványhalmaz axióma) és mivel ”A((0)”  is halmaz, ”van” hatványhalmaza  ”PA((0)” , ugy hogy ” EQ \x\to(PA((0) )  >  EQ \x\to(A((0) ) "  vagyis 2(0  > (0 . 


De ha érvényes (a végtelenség axióma) ”(0 ( 1 = (0” akkor (mint fentebb láttuk) ”A((0)” –nak nincs (önmagánál nagyobb) hatványhalmaza, mert  ” EQ \x\to(PA((0) )  =  EQ \x\to(A((0) )  vagyis  2(0  = (0 ” .


Levezettük tehát az ellentmondást:


” EQ \x\to(PA((0) )  >  EQ \x\to(A((0) )  (vagyis 2(0  > (0 )  (    EQ \x\to(PA((0) )  =  EQ \x\to(A((0) )  (vagyis 2(0  = (0 )    ”.


Ezt a jelenséget nevezzük a ”Hatványhalmaz Ellentmondás” –nak.


Amit bizonyitani kellett. ■

Megjegyzés Cantor elsö bizonyitékához. 4.3.2.1.


A ”Cantor féle” indirekt bizonyiték meglepöen igaznak bizonyul, akkor is ha az ellenkezöjét bizonyitja annak, ami a szerzö szándéka volt.


Cantor érvelése megalapozottan  hivatkozik arra , hogy ha azt állitjuk ” EQ \x\to(PA((0) )  =  EQ \x\to(A((0) )  (vagyis, hogy 2(0  = (0 ) ” akkor ellentmondáshoz jutunk, mert egy konzisztens rendszerben nem lehet  két  ellentmondó tényállás  ( 2(0  = (0  és  2(0  > (0 ) egyszerre igaz.


Téves és megalapozatlan azonban az a következtetés, hogy  mivel  ” 2(0  = (0 ” ellentmondásra vezet,  tehát  ” 2(0  > (0 ”  igaz  .


Ha egy rendszerben bebizonyitható és levezethetö, hogy "2(0  = (0"  igaz, de egyszersmind  (tagadása)  "2(0  > (0 " is igaz, abból nem az következik, hogy "2(0  = (0"  hamis és
"2(0  > (0 "  igaz,   mert csak "2(0  > (0 " lehet igaz  -  hanem ebböl az következik, hogy a rendszer feloldhatatlan ellentmondást tartalmaz. (Bármennyire is nemkivánatos, "természetellenes", vagy "logikátlan" ez a követ-kezmény az elmélet szerzöinek számára).


Az ellentmondás, ha levezethetö,  nem feltételezés, hanem bizonyitott  tény.


Cantor joggal hivatkozik arra, hogy ”ami ellentmondásos, az nincs megengedve" és bizik abban, hogy a transzfinit halmazelméletben csak az fordul elö, ami  meg van engedve”. 


Sajnos, ez a jámbor óhaj nem teljesül.


Ha bebizonyitható,  hogy "minden halmaznak van hatványhalmaza, de a legkisebb transzfinit halmaznak nincs hatványhalmaza",  hogy  2(0  > (0 ” és  ” 2(0  = (0  egyszerre igaz, (és ez bebizonyitható) akkor sem egyik, sem másik kijelentés sem igaz, illetve a rendszer feloldhatatlan ellentmondást rejt, mert egyszerre egy kijelentés és annak az ellenkezöje is bebizonyitható.


A hatványhalmaz ellentmondás további bizonyitéka. 4.3.2.2.


A ”szubhalmaz tétel (4.1.)” alapján minden hatványhalmaz PAn pontosan Si (i = 0,1,2,3,...,n) szubhalmazra oszlik, amelyek száma n+1.


Ha n = (0 és az alaphalmaz számossága  EQ \x\to(A((0) ) = (0 akkor a hatványhalmaz PA((0) számos-sága egyenlö az idevágó szubhalmazok uniójával (1a):


 EQ \x\to(PA((0) ) =  { S(0) ( S(1) ( S(2) ( ... ( S((0 /2) (... ( S((0 -2) ( S((0 -1) ( S((0) }  

vagy/és az ennek megfelelö binomiális együtthatók összegével:

ha (0 páratlan szám, akkor                                                                    

  EQ \x\to(PA((0) )  =
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és ha (0  páros szám, akkor:

 EQ \x\to(PA((0) ) = 
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Ezek után feltehetjük a kérdést: hány valódi (0  számosságú részhalmaza van az A((0)  alaphal-maznak? Vagyis mekkora a szubhalmaz S((0) számossága?


Válasz: egy transzfinit alaphalmaz A((0) –nak ( a halmazelmélet szabályai szerint) lehet ”meg-számlálhatóan végtelen” önmagával egyenlö valódi részhalmaza, de olyan valódi részhalmaza, amely csakis és pontosan az adott alaphalmaz elemeit tartalmazza, kizárólag egy van.


A szubhalmaz S(0), a nulltagú részhalmazok számossága =  EQ 

 EQ \B(\A((0;0)) = 1 pontosan egyenlö  a szubhalmaz S((0), az (0-tagú részhalmazok számosságával   EQ 

 EQ \B(\A((0;(0)) = 1.


Mekkora az egytagú szubhalmazok S(1) és az (0 –1 (tagú) számosságú valódi részhalmazok, a  szubhalmaz S((0 –1) számossága?


A rutinválasz erre az lenne, hogy a transzfinit alaphalmaz A((0) egytagú, valamint a szimmetria miatt (2b) ((0 –1) tagú valódi részhalmazainak száma:


a szubhalmazok S(1) és S((0 -1) számossága =  EQ 

 EQ \B(\A((0;1)) = (0 +  EQ 

 EQ \B(\A((0;(0 -1)) = (0  = 2(0.


Csakhogy a rutinválasznak itt nincs létjogosultsága.


A transzfinit halmazelmélet alaptétele ((0 ( 1 = (0) szerint nem léteznek olyan halmazok, amelyek számossága ”(0 –1” ; ”(0 –2” ; ”(0 –3” ; stb.,stb.


Tehát a S((0 -1) számossága (mivel (0 -1 = (0 ) =  EQ 

 EQ \B(\A((0;(0))  = 1 lenne. Csakhogy (0 számosságú részhalmaz csak egyetlen egy van, és ez már szerepel a listán S((0) alatt. 


Igy  a szubhalmazok S( (0 –1 ) ;S( (0 –2 ); S( (0 –3 ); S( (0 –4 ) ; ..., S( (0 /2 ); ...,  S((0 –((0–3)) ; S( (0 –((0 –2)) ; S( (0 – ((0 –1)) számossága rendre zero.


Mászóval(1b) :

 EQ \X \to ({ S(0)=1 ( S(1)=0 ( S(2)=0 (...( S(m)=0 (... (S((0-2)=0 (S((0-1)=0 (S((0)=1 }) = 2


Ezek szerint a transzfinit alaphalmaz A((0) hatványhalmaza PA((0) pontosan két valódi részhalmazt, a null-halmazt és az A((0) halmazt tartalmazza.


Mivel  EQ \x\to(A((0) ) = (0 és ”(0 ( 1 = (0 ” a hatványhalmaz PA((0) számossága (0 .


Tehát a transzfinit halmazelmélet szabályai szerint, az elméleten belül ismételten levezettük  a hatványhalmaz ellentmondást:


”Minden halmaznak van hatványhalmaza, amely nagyobb az alaphalmaznál, de akkor és csakis akkor, ha nem minden halmaznak van hatványhalmaza (mert a legkisebb transzfinit alaphalmaz is halmaz, ám nincsen hatványhalmaza, hiszen hatványhalmazának számossága egyenlö az alaphalmaz számosságával) ” .  Jelekkel:
       ” EQ \x\to(PA((0) )  >  EQ \x\to(A((0) )  (vagyis 2(0  > (0 )  (    EQ \x\to(PA((0) )  =  EQ \x\to(A((0) )  (vagyis 2(0  = (0 )    ”.

Amit bizonyitani kellett. ■

Non-cantori hatványhalmazok 4.4.


A Cantor konjektura státusa. 4.4.1.


G. Cantor sejtése tehát bizonyossággá vált. (Ha nem is úgy, ahogy ö szerette volna). 


Ha ”(0 ( 1 = (0 ” igaz, akkor nincs olyan számosság(() amely nagyobb lenne mint (0 , de kisebb mint 2(0    -  mert (lásd 4.3.2.) a transzfinit halmazelméletben egyáltalán nincs olyan levezethetö számosság ( amely nagyobb lenne  (0 –nál, hiszen (0 –nak nincsen hatványhalmaza, amely nagyobb lenne (0 –nál.


Jelekben kifejezve:



((1! (: [ ( > (0 ]      (     (( (: [  (0 < ( <  2(0]  .


Bizonyiték. 4.4.1.


Ha ”(0 ( 1 = (0 ” igaz, akkor nincs olyan müvelet(o) amely (0 –ból olyan (-et állitana elö, amely nagyobb (0 –nál.


Ha ”(0 ( 1 = (0 ” igaz, akkor (0 minden szorzata és minden hatványa egyenlö (0 és az alaphalmaz A((0) hatványhalmaza PA((0) is egyenlö számosságú A((0) –al.

■

Aleph-nulllál nagyobb számosságok létezése. 4.4.2.


Ha ”(0 ( 1 = (0 ” igaz, akkor nincs olyan müvelet(o) amely (0 –ból olyan (-et állitana elö, amely nagyobb (0 –nál. Ez azonban nem jelenti azt, hogy függetlenül az eddigi axiómáktól, nem "létezhet" olyan számosság((1) amely nagyobb (0 -nál.


Mivel a transzfinit halmazelmélet alapján sem nem bizonyitható, sem nem levezethetö, hogy egy kardinális szám "(1 > (0" létezik, egy ilyen tulajdonsággal rendelkezö számosságot egy ujabb axióma segitségével kell bevezetni. Ez igy hangzana:


"létezik  egy számosság (1 úgy, hogy ' (1 > (0 ' ".


De akkor Paul Cohen "Field Medállal" kitüntetett munkája alapján a ZF halmazelmélet az ellentmondás veszélye nélkül kiegészithetö a (szintén független) "sarkigazsággal" :


" léteznek  számosságok  (*  úgy, hogy ' (1 > (* > (0 ' ".


((1 esetleg lehet egyenlö 2(0 -al, de ez nem valószinü és nem is bizonyitható. (* viszont szintén "létezik" és nagyobb (0 -nál de kisebb (1 -nél).


Ezen a helyen joggal kérdezhetjük, mi értelme van egy matematikai teóriának, amelyben minden egyes számosságot egy-egy uj axiómával kell bevezetni és "létezését" biztositani, mert nincsen köztük logikailag felismerhetö számossági összefüggés?


Semmi értelme.


Nem beszélve arról, hogy  Kurt Gödel véleménye szerint [1938] két ilyen egyenrangú, érvényes elmélet is lehetséges.


Az egyik  G. Cantor axiómája alapján:


nem létezik olyan számosság((*)  hogy "(0 < (* < (1 "


és a másik P. Cohen axiómája alapján:


létezik olyan számosság((*) hogy  "(0 < (* < (1" .


Tudjuk, fentebb bebizonyitottuk, hogy  a ZF halmazelmélet inkonzisztens, ha a hatványhalmaz axioma és a végtelenségi axióma egyszerre érvényesek.


Ezt a tényt sem Gödel, sem Cohen nem fedte fel, bármennyire közel jártak is az igazsághoz. Hilbert tekintélye és befolyása még mindig túl erös volt ahhoz, hogy a XX. század teoretikusai, levonják a transzfinit halmazelméletre nézve fatális következtetéseket  -  holott ennek logikai bizonyitékát szellemesen kidolgozták és jól ismerték.


Ennek tudható be, hogy a modern szakirodalom ugy tartja számon: mind Cantor, mind Cohen axiomája egyszerre igaz, annak ellenére, hogy kölcsönösen kizárják (és tagadják) egymást.


Csupán különbözö rendszerekre vezetnek.


Valójában a helyzet nem igazán rejtélyes.


Cantor axiómája akkor "igaz", ha ”(0 ( 1 = (0 ” érvényes.


Mig Cohen axiómája akkor válik igazzá, ha ”(0 ( 1 ( (0 ” lép érvénybe.


Található valami kiút ebböl a zürzavarból?


Igen.


A hatványhalmaz ellentmondás feloldása 4.5.


lehetséges a "non-cantori" , vagy "Paul Cohen féle" halmazelmélet segitségével, amint ezt az alábbiakban vázlatosan kifejtjük.


A Paul Cohen féle halmazelmélet 4.5.1.


Láthattuk, ha ”(0 ( 1 = (0 ” érvényes (cantori axioma) akkor (0 -nak nincs hatványhalmaza és 2(0 egyenlö (0 -al.


Ha a Paul Cohen féle halmazelméletet választjuk, akkor (Cohen axiomája szerint) "léteznek" (0 -1, (0 -2, (0 -3,...,(0 -n és (0 +1, (0 +2, (0 +3,...,(0 +n számosságú halmazok.


Akkor A((0) -nak van hatványhalmaza PA((0) ugy, hogy "(0 < 2(0 ".  A((0) -nak vannak 0,1,2,3,...,(0-3,(0-2,(0-1,(0 számosságú valódi részhalmazai, amelyek a szubhalmaz teorema szerint a S(0), S(1), S(2), S(3),...,S(m),..., S((0-3), S((0-2), S((0-1), S((0) szubhalmazokban találnak helyet.


A páronként számosságra nézve egyenlö szubhalmazok S(0)  -  S((0) ;  S(1)  -  S((0-1) ;           S(2) - S((0-2) etc.,etc. számossága 1+1=2 és (0+(0= 2(0 és ((02 - (0)/2 + ((02 - (0)/2 = ((02 - (0) etc., etc. Ès mivel  (0 ( (02  és  (02  ( (03  és (0n   ( (0n+1  -  az összes szubhalmazok együttes számossága pontosan  2(0 .


Akkor érvényesek az összes hatványhalmaz tételek.


Akkor az alaphalmaz  A((0) kardinális száma vagy páros, vagy páratlan szám((0) (és nem se nem páros, se nem páratlan) és a hatványhalmaz PA((0) kardinális száma(2(0) magától értetödöen csakis páros szám. (Mint ahogy kettö bármilyen hatványa igy is ugyis páros szám.)


Akkor (a hatványhalmaz-szimmetria tétel értelmében 4.1.2.) PA((0) - nak van egy középsö, legnagyobb számosságú szubhalmaza S(m) = S((0/2)  ((0/2 ( (0), és két számosságilag szimmetrikus egyenlö fele, ugy hogy "a fél nem egyenlö az egésszel", vagyis "2(0-1 (  2(0 ".


Akkor (a 4.2.2. tétel értelmében) minden hatványhalmaz (az alaphalmaz abc rendje alapján) lexikografikusan elrendezhetö, tehát "megszámlálható" halmaz.


Ès mindent egybevetve, alephek vannak, de nincsenek transzfinit halmazok.


A halmazelmélet bifurkációja 4.6.


A jóslatok és sokévi elvárások ellenére, a halmazelmélet kétfelé ágazása nem következik be. Kurt Gödel reményei, egy, az eddiginél objektumokban "sokkal gazdagabb" halmazelmélet kibontakozásáról beteljesülhetnek ugyan, de egészen másként, mint ahogy azt a princetowni remete elképzelte.


Ha jobban megvizsgáljuk fenti eredményeinket, kiviláglik, hogy nem létezik Cohen féle, vagy "non cantori" halmazelmélet, csak Cantor féle halmazelmélet létezik, amelyben nincsenek transzfinit halmazok. Vagyis a "non cantori" halmazelmélet, az a (cantori) halmazelmélet, amelyben nem érvényes (nem fordul elő) a transzfinit axioma ”(0 ( 1 = (0 ” .


Igy a halmazelmélet minden elméleti és gyakorlati haszna megmarad. Helyreáll a normális logika érvényessége és nem lép fel a hatványhalmaz ellentmondás.


Az aktuálisan "végtelennek"  nevezett, irreguláris  ”(0 ( 1 = (0 ”  számosságok cantori szerepét a  korlátlan nagyságú aktuális , és minden esetben véges számosságok veszik át. Ezek segitségével lehetséges lesz a matematikában már ismert és bevezetett, egymástól eltérö számhalmazok (mint N, Q, R, stb.) kezelése és aritmetikája valamint az analizis ujjáalapozása.


(Ezt a következökben konkrétan meg is mutatjuk).


Bevezethetö, illetöleg megtartható egy "legkisebb felsö" határérték(K) ( K = ”(0 ( 1 ( (0 ” ) fogalma, amelynek természetesen van hatványhalmaza 2K , de magától értetödöen, vannak olyan számosságok amelyek K-nál nagyobbak, de 2K-nál kisebbek, mint pl. K+1, K+2, etc., etc.


Múzeumba kerül a cantori halmazelmélet "transzfinit ágazata". Az elméletnek az a szárnya, amelyben egyetlen egy "transzfinit halmaz((0)"  létezését  sem lehet bebizonyitani, vagy/és levezetni  -  tehát minden egyes (megkivánt) egymástól különbözö számosságú transzfinit halmaz (és kardinális szám)  "létezését" külön külön biztositani  kell.


Mivel az alapfeltétel "(0 ( 1 = (0" következtében minden transzfinit számosság bármely összege, hatványa és hatványhalmaza megegyezik az alaphalmaz számosságával, a "transzfinit univerzum" logikai szempontból nézve üres, vagy legfeljebb egyetlen egy  különös, se nem páros, se nem páratlan "objektumot" tartalmaz - a sehol nem volt transzfinit kimérát. 


Minden konzisztens halmazelméletre érvényes:


Az Elvira Fischer Lemma (1)


Minden halmaz véges.


Pongyolán kifejezve: nincsenek végtelen halmazok.

Másszóval, létezik egy (G.Cantor által megkomponált) "tulajdonság" "(0 ( 1 = (0" , de nem létezik olyan tárgy-halmaz, vagy tárgyakból álló sokaság amely ezzel a tulajdonsággal rendelkezik.


Bizonyiték. 


1.)  A (cantor féle) non-cantori halmazelméletben, minden halmazra, a "végtelennek"  nevezett halmazokra is ”(0 ( 1 ( (0 ” érvényes, vagyis a "végtelenség" axiómája ”(0 ( 1 = (0 ” érvénytelen, tehát nemlétezönek tekinthetö.


Ezért, ha léteznek halmazok, akkor minden halmaz véges.


Vagyis nem léteznek "reflexiv" halmazok.


2.)  A cantori halmazelméletben szereplö alapkövetelmény  ”(0 ( 1 = (0 ” nemlétezö tulajdonságot jelöl, amelyhez nem lehet modellt felmutatni. A posztulátum ”(0 ( 1 = (0 ”  azt feltételezi, hogy "léteznek nemlétezö halmazok"  -  egy nyelvileg szabályosan megfogalmazott, tartalmi és logikai képtelenség követelése.


A posztulátum ”(0 ( 1 = (0 ”  tarthatatlanságát (és tartalmatlanságát) mutatja, hogy alkalmazása a hatványhalmaz axiomával egybekapcsolva feloldhatatlan ellentmondáshoz vezet.


3.) Minden reguláris halmaz vagy páros, vagy páratlan halmaz. Nincsen olyan (egyedi tárgyakból álló) konstans, befejezett, sokaság amely se nem páros, se nem páratlan, illetöleg egyszerre páros is meg páratlan is.

■
V. A "megszámlálhatatlan" megszámlálása.


A transzfinit farce
 (mdm). 5.1.


A transzfinit halmazelmélet hivei szerint, az elmélet talán legnagyobb érdeme, hogy bevezette az egymással összefüggö, különbözö számosságú végtelenek halmazait és az ezekhez tartozó, matematikailag is kezelhetö kardinális számokat.


Kétségtelen, a transzfinit halmazelmélet gyakorlatilag értéktelen és elméletileg felesleges ezek nélkül az "eredmények" nélkül.


Manapság minden egyetemistának kötelezö tudnia, hogy "az összes természetes számok N halmazának számossága (0 ", mig  "az összes valós számok R[0,1] halmazának számossága 2(0 -  illetöleg kontinuum(c) számosságú" és "2(0 sokkal nagyobb (0 -nál" és "megszámlálhatatlanul végtelen".


Bizonyiték: az  ugynevezett "második diagonális módszer(mdm)". 


Tévedés, tévedés hátán.


A következökben bemutatjuk, hogy a második diagonális módszer(mdm) cantori értelmezése nem egyébb ügyes szemfényvesztésnél, vagy logikai öncsalásnál.


A második diagonális módszer(mdm) nem bizonyitja, hogy a valós "arab" számok R10[0,1] halmaza "megszámolhatatlan", sem azt hogy R10[0,1] számossága 2(0, sem azt, hogy  R10[0,1] nagyobb (az "arab") természetes számjegyek N10 halmazánál.


Nem is bizonyithatja, mert mindez nem igaz.


Ebböl a szemszögböl nézve, Lepold Kronecker, Cantor egykori egyetemi tanára, joggal nevezte régi tanitványát, a transzfinit halmazelmélet feltalálóját "az ifjuság megrontójának" egy berlini matematikai szemináriumon.


De haladjunk csak a kritikával lépésröl lépésre. Igy érthetövé válik, mit bizonyit a második diagonális módszer(mdm) a valóságban.


Eredeti publikációjában
 G. Cantor "§ 4 Die Potenzierung von Mächtigkeiten" ("Számosságok hatványozása") alcim alatt  vezeti be a véges, absztrakt halmazok hatványozási eljárását.


Aztán minden átmenet nélkül alkalmazza a matematikából ismert és helyes eljárást (müveletek hatványokkal) és hatványkitevöként, közönséges kardinális szám jeleként használja a héber abc elsö betüjét "(0" -t. Mellékesen jegyzi meg: hogy "mit jelent (0 , majd a § 6. ad felvilágositást". 


Elözetes bizonyitékok nélkül, ex katedra közli ugyanitt: 


"Tény az, hogy 2(0 a lineáris kontinuum számossága, (vagyis az összes valós számok száma null és egy között) nem egyébb mint az összes valós számok  megjelenitésének számossága a bináris számrendszerben". (Forditás tölem. K.E.)


Engedjük meg neki, hogy ezt a közlést öszinte meggyözödésböl tette. Ez nem változtat semmit azon, hogy már itt, a megalapozásnál is indokolatlanul, tévesen és hibásan összemossa a véges (és az általa még csak késöbb bevezetendö) "transzfinit" kardinálisok aritmetikáját. Végtelen halmazok manipulácója, exotikus véges jelek segitségével, mintha azok "normális" véges halmazok lennének  - ez enyhén szólva  - "kegyes csalás".  


Igy egyszerüen figyelmen kivül maradnak mind a véges mind a transzfinit halmazelmélet  alapszabályai ( {a} = {aa} és {ab} = {ba} és "(0 (1 = (0") ,  abból a célból, hogy kinyilatkoztassuk : a "végtelennél" vannak "még végtelenebbek", bármilyen "tulajdonsága" van is a "végtelennek".


Jóllehet igaz, hogy ha létezik egy "k = (0" számosági ekvivalencia osztály és létezik egy kéttagú alapelemhalmaz A2 = {0,1} akkor létezik a {0,1} elemek összes ismétléses variációja a 0,1,2,3,...,(0 osztályokon is. Ezen variációk (a 0,1,2,3,...,(0-jegyü bináris egész-számok) száma ebben az esetben pontosan 2(0 - bármilyen számosságot jelöljön is "(0". 


Ez azonban  nem igaz akkor, ha az ismétlés nélküli kombinációk ( {a} = {aa} és {ab} = {ba} ) és a transzfinit halmazelmélet axiómái  ("(0 (1 = (0") érvényesek.

 
Hanem csak akkor ha (a ( aa) és (ab ( ba) és "(0 (1 (  (0" igaz.Vagyis csak akkor, ha a halmazelmélet és speciálisan a transzfinit halmazelmélet axiómái nem érvényesek.


Vagyis, csak akkor, ha  "(0" (akármit is jelöl) nem transzfinit, hanem finit szám.


Miért van ez igy?


Elöszöris azért, mert a halmazelméletben két elemböl csak pontosan 2² ismétlés nélküli (kombináció) valódi részhalmaz konstruálható  -  vagyis a halmaz A2 = {0,1} a halmazelméleti "valóságban" nem képezhetö le az N10 = {0,1,2,3,...,(0} halmazra.


Másodszoris azért, mert  ha mégis elkészitjük  két elem(0,1) összes 0,1,2,3,..., (0 osztályú nem halmazelméleti ismétléses   variációit, akkor ugyan egy  2(0  számosságú   bináris számhalmazt nyerünk, de (ha létezik ilyen halmaz) akkor ez "normális"  0,1,2,3,...,(0-jegyü  számjelekböl áll, amelyek között (0-1; (0-2; (0-3; etc., etc. ; (0-n jegyü egymástól különbözö elemszámú és jelentésü számjegyek is szerepelnek. 


Vagyis "(0 (1 = (0" nem érvényes. 


Megengedethetetlen ignorálni ezt a tényt, csupán azért mert nem kivánatos és esetleg megdönti az elméletet.


 Nem a tényeket kell az elmélethez, hanem az elméletet a tényekhez igazitani.


Vagy léteznek olyan  hosszúságú  bináris számjelek, amelyek pontosan egy (kettö, három, stb.,stb.) jellel kevesebb jegyet tartalmaznak (0 jegynél és amelyek éppen ezért különböznek egymástól és azoktól a számoktól amelyek pontosan (0 egytagú jelet tartalmaznak, vagy nem léteznek. 


Vagy vannak olyan ((0 osztályú) számok, amelyek pontosan egy (kettö, három, stb.,stb.) jel elrendezésében különböznek egymástól, vagy nem.


Ha nincsenek, akkor nincs 2(0 számosságú R2[0,1]  bináris számhalmaz sem. Ha vannak (már pedig vannak),akkor érvénytelen az axióma "(0 (1 = (0".


Vagyis egyáltalán nincsenek "transzfinit" halmazok.


Az elözöekben már megmutattuk, hogyan "bizonyitotta" Cantor, indirekt módon, a legkisebb transzfinit halmaz hatványhalmazának "létezését". Ugy, hogy logikai úton kimutatta, ha az alaphalmaz és a hatványhalmaz számossága egyenlö, akkor az elmélet ellentmondást tartalmaz.


Mi pedig bebizonyitottuk, hogy ez valóban igy van: az "(0 (1 = (0" állitás kövezkeztében a transzfinit halmazelméletben, számosságára nézve  a "végtelen hatvány-halmaz PA((0)" egyenlö a 

végtelen alaphalmaz A((0) -al . A hatványhalmaz axióma és a végtelenségi axióma együttes alkalmazása ellentmondásra vezet. 


Ezzel G. Cantor (logikailag korrekt) érvelését a feje tetejéröl a talpára állitottuk. Az igazság nem az,hogy  az alaphalmaz A((0 )-nak "van nálánál nagyobb hatványhalmaza PA((0 )   mert kell, hogy legyen hatványhalmaza"  (különben nics transzfinit halmazelmélet). 


Hanem az igazság az, hogy az alaphalmaz A((0 ) -nak "van nálánál nagyobb hatvány-halmaza PA((0 ) [A((0 ) < PA((0 )] " de csak akkor, ha  "(0 (1 (  (0" igaz, tehát ha aleph-null nem transzfinit szám, ha nincs transzfinit halmazelmélet, illetöleg ha a transzfinit halmazelmélet univerzuma üres.


Létezik azonban a Cantor féle hatványhalmaz teorémának egy késöbbi, sokkal egyszerübb, áttekinthetöbb, és mind a mai napig megdönthetetlennek tünö bizonyitéka is.


A transzfinit halmazelmélet eredményes cáfolata tehát megkivánja: mutassuk meg mit tar​talmaz és mit rejteget a valóságban  a  transzfinit Patyomkin falu .


Az eljárást, amelyet a hivek a transzfinit halmazelmélet legnagyobb diadalaként emlegetnek és idéznek, a "Cantor féle második diagonális metódus" néven tartja számon az irodalom.


A "második diagonális metodus(mdm)
" arra hivatott, hogy kimutassa, vannak olyan szám-halmazok, amelyek nem állithatóak egy-az-egy viszonyba "az összes" természetes számok végtelen halmazával  -  vagyis vannak "megszámlálhatatlan" halmazok, amelyek számossága nagyobb a természetes számok számosságánál.


A módszer a következö módon müködik.


A második diagonális módszer. 5.2.


Tegyük fel, hogy minden valós szám(jegy) (null és egy között) egy "nullal" és egy "tizedes-ponttal" kezdödik és elemeinek számára nézve az aleph-null számossági ekvivalencia osztályhoz tartozik, vagyis (0 egyjegyü számjelet tartalmaz.


 Ezek az egytagú jelek tartozhatnak bármilyen, az egytagúnál nagyobb abc-hez. Ilyen pl. a  közhasznú bináris, vagy a dekadikus abc is. A következökben tehát, ha "valós számjegyekröl" beszélünk, mindég  2,3,...,n alapú (abc-jü), aleph-null hosszúságú számjegyek sorozatairól lesz szó.


Tételezzük fel, hogy az összes  elöállitható, n = 10 alapú, aleph-null hosszúságú számjegyet el tudjuk helyezni egymás alatt, egymást követöen, egy-egy egy aleph-null hosszúságú sorban. 


Ha ez sikerül, akkor pontosan egy (0 hosszú és (0 széles legkisebb végtelen négyzetet kapunk, amelynek minden eleme az arab szám-abc "0,1,2,...,8,9" valamelyik jeléböl tevödik össze, s ahol minden egyes sorban egy-egy minden másiktól különbözö (valós) számjegy áll.


Ez a felépités azonosan megfelelel egy (0 sorból és (0 oszlopból álló négyzetes jelmatrixnak M( (0, (0 ), ahol minden egyes pozicióban  az arab szám-abc "0,1,2,...,8,9" valamelyik (de kizárólagosan csak egy) eleme fordul elö és soronként az összetartozó jelek számossága ekvivalens, de egymás közötti elrendezésük sorról sorra különbözö.


Valahogy igy:





x1 = 0, a11a12a13...





x2 = 0, a21a22a23...





x3 = 0, a31a32a33...





.       .   .    .   .  .





xn = 0, an1an2an3...





.       .  .  .  .  .  .



ahol "a" az abc (0,1,2,...,9) valamelyik betüje (0 és 9 kivételével).


Ha igaz, hogy nincsen olyan valós szám(x) amelyet ne számoztunk volna meg, akkor a pozitiv egész számok (0 számosságú halmaza ( az x sorozat az 1,2,3,...,n index-jei) egyenlö számosságú lenne a valós számok [0,1] halmazával.


Ezekután azonban mégis könnyedén szerkeszthetünk  egy valós számot(y1)  amely külön-bözik  minden xn -töl. Ezt ugy valósitjuk meg, hogy  diagonálisan végigfutva a fenti (végtelen)  négyzetes jelmatrixon,  a11 helyett választunk egy számjegyet b1-et amely különbözik a11-töl, a21 helyett egy b2-öt és igy tovább. 


Az igy elöállitott végtelenül hosszú ((0 jegyü) szám (tizedes tört) " y1 = 0, b1b2b3..." a szerkezet értelmében biztosan nem szerepel a listán.


A természetes számokból "már nincs több", a számozásnál (a feltételek értelmében) minden egyes darabot felhasználtunk.  De az átlós  módszerrel mégis  "végtelen sok", az eddigiektöl eltérö valós számot(yn) állithatnánk elö. 


Cantor következtetése: a valós számok R[0,1] halmaza megszámlálhatatlan és nagyobb (számosabb) a természetes számok {0,1,2,3,....n} halmazánál.

 
És mivel R[0,1] elemei kölcsönös és egyértelmü kapcsolatba hozhatóak egy folytonos vonal (a számegyenes) pontjaival, R[0,1] kontinuum(c)  számosságú.


Ès mivel a legkisebb végtelen, az abc A((0) számossága (0 , és mivel A((0)  hatvány-halmazának számossága 2(0 , a lineáris kontinuum(c) számossága is 2(0 , illetve (1. 


Söt, mivel (2(0)2 = (2(0)n = 2(0 , az n-dimenziós kontinuum(c) is 2(0 számosságú.


Ez lenne tehát a transzfinit halmazelmélet diadala.


Vagy inkább a transzfinit bohózat utolsó felvonása?


Mit bizonyit a második diagonális módszer(mdm) ? 5.2.1.


Közelebbröl megvizsgálva, a második diagonális módszer(mdm) egy triviális, elemi iskolás felismerést bizonyit.


Azt  a felismerést, hogy egy négyzetes matrix M(n,n) -ba nem lehet beirni kettö (vagy több mint kettö) alapelem (A2) összes k osztályú, ismétléses variációjának jeleit (ha egy pozicióba csak egy jelet lehet beirni).


Miért nem lehet?


Mert n elem k osztályú ismétléses variációinak száma nk és a (kétdimenziós euklideszi elrendezés mellet) k az oszlopok és nk a sorok számát határozza meg.


Ès ha n,k nagyobb kettönél, akkor nk mindig nagyobb k -nál.


Tehát a sorok számossága mindig nagyobb az oszlopok számosságánál.


Tehát, ha vannak k osztályú n-alapú (n(2) számjegyek, akkor ezekböl mindig nk és nem csupán  k mennyiségü ilyen számjegy van  -  de akkor principiell léteznek nk osztályú, n-alapú számjegyek is, minden felsö határ nélkül. (n lehet egyenlö k-val.)


Ès a k.k = k2 négyzetben M(k,k) semmiképpen "nem fér el"  nk . k  M(nk,k) számjegy.


Vagyis ha készitünk egy M(k,k) jelnégyzetet, akkor  mi sem természetesebb annál, hogy a M(k,k) diagonálisa megváltoztatásával, létrehozhatunk egy (vagy több) olyan számot, amely nem szerepel a k mennyiségü változatok sorában.


Ès mi sem természetesebb annál, hogy  k számjegy segitségével nem számlálhatunk meg "több mint k számot" . Az már "megszámlálhatatlan" . Pontosan: egy  nk számosságú számhalmaz megszámlálhatatlan egy k számosságú halmaz segitségével. Egy triviális igazság.


Ès igy boldogok a lelki szegények, mert övéké a "transzfinit paradicsom" .


Ennyi az egész.


Ez vonatkozik minden négyzetes jelmatrixra. 


Még egy  különleges és valójában elképzelhetetlen "négyzet"-re is, amelynek minden oldala egyenlöen "végtelen"   -  ha ez valaki számára elvileg megszerkeszthetö.


Mondhatjuk igy is:


ha van egy aleph-null számossági osztály, ha van egy tiztagú abc, ha meg van engedve az abc tagjainak valamennyi aleph-null osztályú ismétléses variációja, akkor természetesen hogy több mint aleph-null ilyen ismétléses variáció van. Söt, ezek száma magától értetödöen nagyobb aleph-nullnál és egyértelmüen, hogy könnyü ilyeneket szerkeszteni.


Még más módszerrel is, nemcsak a "zseniális" diagonális módszerrel.


Nem igazán meglepö felismerés az hogy bármely hatvány ab értéke nagyobb a saját kitevöje "b" értékénél (ha a>2 és b>2).


A második diagonális módszer triviálisan azt bizonyitja, hogy ha "létezik" egy (0 jegyü (osztályú) számjegyünk (ha egyáltalán "létezik" egy ilyen számossági ekvivalencia osztály), a "valós szám x1" , akkor ebböl a fajtából holtbiztosan "több van" mint (0 számú. Több van eggyel, kettövel, hárommal, n-el, nk-val.


Ami viszont azt bizonyitja, hogy "létezik"  (0+ 1 ( (0 számosság. 


A módszer egyáltalában nem bizonyitja, hogy pl. az (0 jegyü (osztályú) dekadikus valós-számjegyek száma (null és egy között) 2(0  (ez nem is igaz) és azt sem bizonyitja, hogy ez a számjegyhalmaz R10[0,1] nem rendezhetö szigorú utánkövetési rendszerbe, vagyis abszolut meg-számolhatatlan halmaz. (Ez sem igyaz).

Tehát gondolhatjuk hogy (0 "végtelen". Nevezhetjük (0 - t "végtelennek" . De ha "van" egy   "(0+ 1 ( (0"  illetöleg "  (0 ( (1 számosság, akkor   (0 csupán névlegesen végtelen, és minden "aleph(()" és minden valamire használható kardinális szám véges.


A többi csak transzfinit kimera...

Mit nem bizonyit a második diagonális módszer? 5.2.2.


1.)  A mdm semmiképpen nem bizonyitja, hogy "létezik" egy "kontinuum(c)" respektive egy "kontinuum számosság(C)"  C > N. Igy azt sem, hogy  a lineáris kontinuum(c) számossága  2(0 , illetve (1 és  mivel (2(0)2 = (2(0)n = 2(0 , az n-dimenziós kontinuum(c) is 2(0 számosságú.


(Ez nem is igaz.)


2.) Azt sem bizonyitja, hogy a valós számok (0 jegyü (osztályú) n alapú Rn[0,1] halmaza nagyobb számosságú mint a természetes számok (0,1,2,3,...,(0 jegyü/osztályú) n alapú Nn halmaza.


(Ez nem is igaz.)


3.) Azt sem bizonyitja, hogy a valós számok (0 jegyü (osztályú), n abc-jü  Rn[0,1] halmaza éppen 2(0 számosságú.     


(Nem is az.)


4.) Azt pedig végleg nem bizonyitja, hogy a valós számok (0 jegyü (osztályú), n abc-jü  Rn[0,1] halmaza "természeténél fogva" és abszolúte nem rendezhetö sorba (a természetes számok valamilyen halmazával)  -  vagyis "szükségszerüen" megszámolhatatlan.


(Ez nem is igaz.)


A második diagonális módszer tehát semmi mást nem bizonyit, mint, hogy nk számú, k hosszúságú számjegyet nem lehet k sorban elrendezni, mert nk nagyobb mint k.


Minden egyébb csak "szövegmagyarázat", a képzelöerö szárnyalása.


 René Descartes (1596-1650) óta sokat fejlödött az analitikus geometria. Azonban mind a mai napig nincs kielégitö magyarázat a "dimenzió nélküli" "végtelenül kicsi" "pontok" természetére vonatkozóan, amelyek olyan szorosan helyezkednek el egy egyenes bármely szakaszán, hogy nem lehet köztük már "átbujni", tehát "kontinuumot" alkotnak.


Feltehetö, hogy  Hilbert azért vált a transzfinit halmazelmélet odaadó hivévé, mert ugy tünt, G.Cantor megszabaditotta öt a "végtelenség"  problémáitól. (David Hilbert axiomatikus geome-triájában teoremaként szerepel a "végtelen" "pontmennyiség"
. Ma már bebizonyitott tény, hogy ilyen mennyiséget csak egy axioma segitségével lehet bevezetni.)


Ez is azt mutatja, hogy nem létezik egy klasszikus értelemben determinált, objektiv (plátoi természetü) "abszolut" kontinuum számosság. 


(Még Cauchy, Dedekind és Weierstrass, etc., etc. munkái alapján sem.)


Az mdm nem bizonyitja, feltételezi, hogy létezik egy (0 számosságú alaphalmaz, amely az "összes természetes számok halmaza" (tévedés).  Bebizonyitja, hogy létezik egy olyan számhalmaz, a valós számok (0 jegyü (osztályú), n abc-jü  Rn[0,1] halmaza amely nagyobb egy (0 számosságú alaphalmaznál.  (Ez igaz). Cantor feltételezi,  de nem bizonyitja hogy létezik A((0)  hatvány-halmazának számossága 2(0 és ez éppenséggel pontosan    a lineáris kontinuum(c) számossága is:  2(0 , illetve (1. 
 A második diagonális módszer ezt semmiképpen nem bizonyitja.


Még csak távolról sem utal rá.


A természetes számok (0,1,2,3,...,(0 jegyü/osztályú) tizes alapu N10 halmaza a kombinatorika szabályai szerint, nem (0, hanem 10(0 számosságú. Természetesen ez a halmaz nagyobb számosságú, mint mint a négyzetes matrix M((0,(0) -ban található (0 számú számjegy. A második átlós módszer triviálisan ezt bizonyitja.


Nem azt, hogy a valós számok tizes alapú (0 jegyü (osztályú) R10[0,1] halmaza nagyobb számosságú mint a természetes számok (0,1,2,3,...,(0 jegyü/osztályú) tizes alapu N10 halmaza.


Mert valójában R10[0,1]  számossága pontosan 10(0 .


Ès N10 számossága is pontosan 10(0 .


Minden teljes, n-alapú, (0 osztályú  számrendszer összes ismétléses variációja egyenlö n(0 -al. Ez a tény nincs alávetve a halmazelmélet szabályainak. A bináris számhalmaz R2[0,1] (n = 2)  számossága éppen ezért,  egyenlö 2(0 -al.  


Sajátos módon  az (0 alapú halmaz A((0) PA((0) hatványhalmazának 2(0 számossága, (az (0 számú abc összes ismétlés nélküli kombinációinak számossága)  egybeesik a kettö alapú összes (0 osztályú ismétléses variációk 2(0 -as számosságával.


Az mdm csupán csak azt bizonyitja, hogy a valós számok (0 jegyü (osztályú), n abc-jü  Rn[0,1] halmaza nem egyenlö és nem rendezhetö sorba a természetes számok Nn valamilyen (0 számosságú valódi részhalmazával  -  vagyis ilyen módon megszámolhatatlan.


Ezzel szemben a valós számok (0 jegyü (osztályú), 10-es abc-jü  R10[0,1] halmaza egy-az-egyben megszámlálható a természetes számok 10-es abc-jü  N10 teljes halmaza segitségével, mert mindkét halmaz számossága pontosan 10(0 .

A következökben bemutatjuk, hogyan lehet ezt a feladatot (nemcsak elvileg, hanem a gyakorlatban) is végrehajtani.


Minden halmaz megszámlálható. Tézis 5.3.


Pontok filozófiája. 5.3.1.


A természetben nincsenek "párhuzamos egyenesek", sem "szakaszok", sem "dimenzió nélküli pontok" amelyek között már nem lehet "átbujni", tehát "folytonosságot alkotnak".


A  szakaszok, pontok nem tárgyak, hanem relációk (esetenként relációk egy reláción) és csupán a megfigyelök vonatkoztatási rendszerében "léteznek".


Egy egyenes természeténél fogva nem áll egy meghatározott mennyiségü szakaszból, hanem annyi szakaszból áll, ahány szakaszra magunk bontjuk.


Egy szakasz nem áll természeténél fogva pontokból. Egy szakasz a valóságban egyetlen egy pontot sem tartalmaz, illetve pontosan annyi pontot "tartalmaz", amennyit kivetitünk reá.


Könnyüszerrel kimutatható, hogy az "intervallumskatulyázás" és a "Dedekind szeletelés" eljárásai (ez csupán interpretáció kérdése) határértékként nem egy bizonyos pontot, hanem egy lyukat közelitenek meg, amely ugyan elvileg egyre kisebb lyuk lesz, de két szeletelés között mindig (és mindörökre befejezethetetlenül) mindég rés, üresség marad.


Tehát az igy megközelitett "folytonosság" nem összefüggö "pontokból", hanem összefüggö résekböl áll  és ez a fajta  "kontinuum" üres, vagyis a rajta található "pontok" száma nulla.


Semmilyen bizonyiték nincs arra (és nem is igaz), hogy a háromdimenziós kontinuum "létezik" a természetben és hogy "összefüggö pontokból" áll. 


Euklides, Descartes, Leibnitz (és mások) ragyogó ötletei lehetövé tették, hogy (az ö plattformukon álló) megfigyelök  egyre könnyebben és pontosabban tájékozódjanak a világban.


De a "matematika harmadik válsága" (amely immár több mint egy évszázada tart, s amelyet a "transzfinit halmazelmélet" téveszméi hoztak létre) már akadályozza a fizika uj felismeréseinek (Riemann, Einstein, stb.,) helyes leirását és racionális rendezését.


Semmiféle objektiv törvény nem határozza meg "hány pont van egy szakaszon a kezdöpont (nulla) és a bezárópont (egy) között". (Nincs egy sem).


Objektiv és megdönthetetlen szabályok határozzák meg, hogy hány n alapú k osztályú valós számjegy(v) (ismétléses variáció) szerkeszthetö nulla és egy között. 


(Pontosan nk . Illetöleg, ha n = 1 akkor k). 


A valós számjegyek (és általában a számjegyek) lehetséges számát egyértelmüen meghatározza a felhasznált abc(An) n számossága és a megengedett leghosszabb számjegyek jeleinek száma (illetöleg egyenlöségi osztálya) k.


A valós számjegyek nk Rn[0,1[ halmazában van pontosan egy (k osztályú) elsö, és pontosan egy (k osztályú) utolsó számjegy és ezeken kivül minden számjegynek van pontosan egy megelözöje és pontosan egy utánkövetöje (tehát két szomszédos számjegy között nincs mégegy számjegy), és lehetetlen egy olyan (k osztályú) számjegyet szerkeszteni amely nem szerepel a halmazban.


Igy tehát a halmaz Rn[0,1[ alkalmas arra, hogy minden elemét összeegyeztessük egy-egy egymást szigoruan követö oszthatatlan geometriai egység nyelvi képének viziójával, amelyek irásbeli megjelenitését egy-egy grafikus folttal, "pont"-tal végezzük el.


Az elképzelt, szóban, vagy irásban megjelenitett "pontok" együttesen egy euklideszi "egyenest" képeznek  -  az absztrakció további absztrakciója. (A pontok helyett gondolhatunk  -bármilyen tárgyat.Hilbert szavaival élve  -  akár "oszthatatlan söröspohár alátétet" is).


Az igy keletkezö "folytonosság" számossága nem attól függ, hogy "mekkora a folytonosság számossága?" (semekkora), hanem attól függ, hogy milyen és föleg milyen számosságú abc-t használunk és mekkora a megengedett leghosszabb számjegyek jeleinek száma (illetöleg egyenlöségi osztálya) k.


A "kontinuum számossága(c)" tehát relativ, és ha a megengedett leghosszabb számjegyek jeleinek száma (illetöleg egyenlöségi osztálya) k egy konstans, legkisebb felsö határérték(k), akkor a "lineáris kontinuum számossága(c)"  lehet k, 2k, 3k, nk .


Ha k = "(0+ 1 ( (0" akkor a "lineáris kontinuum számossága(c)"  lehet (0, 2(0, 3(0, n(0 .   Igy a "sik" számossága (nk)2 > nk és a háromdimenziós "kontinuum" számossága (nk)3 > > (nk)2 . (Ha "(0+ 1 ( (0" akkor az aleph-okat törölhetjük is a szótárból.)


Mégegyszer: a természetben nincsenek számok (számjegyek), csak "számosságok", amelyeket számjelekkel jelölünk, a számjelek pedig a nyelven belül önálló nyelvet alkotnak.


Minden számosság az egy (legalább) háromoldalú reláció. "A számosság" nem létezik, csupán "A számossága B-hez viszonyitva C (a megfigyelö) szempontjából.


A valós számok [0,1[ számának relativitása. 5.3.2.


1.) Az olyan társadalomban, amely csak az egy abc-s L1 nyelvet ismeri, nem léteznek valós számok. Miért? Mert ha (a megfigyelök megegyezése alapján) létezik egy legkisebb felsö számossági egyenlöség határ k ( k = (0, ha "(0(1 ( (0" ), akkor csak legfeljebb egy k osztályú protoszám létezik és a nullával és tizedes ponttal kezdödö valós számjegyek halmaza [0,1[ csak egyetlen egy elemet tartalmaz.


2.) A megfigyelöknek az a csoportja, amely ismeri a 2 jelü abc nyelvét, az ismétléses variációk szabályait és metódikus okoból elfogadta egy legkisebb felsö számossági egyenlöség határ k ( k = (0, ha "(0(1 ( (0" ) bevezetését, és ugy definiálta a [0,1[ "valós szám" fogalmát mint a nullával és tizedes ponttal kezdödö k osztályú számjegyek halmazát   -  téved, ha azt hiszi, "az összes lehetö valós számok számossága null és egy között 2k ".


(Még nagyobbat téved ha elfogadja "k = (0," és "(0(1 = (0" ).


3.) A megfigyelöknek az a csoportja, amely ismeri a 2,3,...,n jelü abc-k nyelveit, az ismétléses variációk szabályait,   metódikus okoból elfogadta egy legkisebb felsö számossági egyenlöség határ k ( k = (0, ha "(0(1 ( (0" ) bevezetését,  ugy definiálta a [0,1[ "valós szám" fogalmát mint a nullával és tizedes ponttal kezdödö k osztályú számjegyek halmazát   - és felismerte, hogy "az összes valós számok számossága null és egy között a felhasznált alap n számosságától függöen nk "  -  nem téved a számitásaiban.


Megjegyzés:


Mielött tovább megyünk, meg kell emlitenünk , mit értünk "definitiv" és "indefinitiv" számjegy, illetöleg halmaz alatt.

 
A szükséges precizitástól eltekintve megjegyezzük: minden olyan halmazt és számjelet, amely (sokaságának nagyságától függetlenül) meghatározott elemekböl áll és számossága megváltozik, ha egy elemet hozzáteszünk, vagy elveszünk belöle "normális", vagy "definitiv" halmaznak illetöleg számjegynek nevezzük.


Abnormálisnak, vagy indefinitivnek nevezzük azt a számjegyet, amelynek egésze ugyanannyi jelet tartalmaz mint a fele, vagy a negyedrésze, de a negyedrész, fél és egész hosszúságú számjegy mind egy és ugyanazon számosságot jelöli.


Ezek a Cantor féle transzfinit számosságú jelet tartalmazó számjegyek.


Mivel ilyen természetü számjegyet száz év alatt soha, senki nem tudott felmutatni, kézenfekvö, hogy ezek a számjegyek (halmazok) nem léteznek és a "transzfinit univerzum" az aleph-null számosságú, számjegyü ("(0(1 = (0" ) valós számjegyek tekintetében is üres.  

A "jóldefiniált"-ság definiciója . (def IV.)


Egy "precizen meghatározott számrendszer (M EQ \A(k;n) )"  az az össszes n elemü k osztályú (illetöleg 1+2+3+...+k osztályú) ismétléses variációk(vi), k elem hosszúságú számjegyek, halmaza(V) egy n osztályú abc An felett.


Egy számjegyhalmaz (M EQ \A(k;n) ) "jóldefiniált"-nak tekinthetö, ha az abc-je An ismert és ha az elemeinek (a számjegyeknek) maximális és pontos számossága (hossza) konstans és ismert.


Egy egyéni számjegy(v) "jóldefiniált"-nak tekinthetö, ha az abc-je An ismert és ha az elemeinek számossága (hossza) és elrendezése konstans és ismert.


 (Vagyis, ha van pontosan egy elsö és egy utolsó egytagú számjele és két szomszédos eleme között nem lehet harmadik elem.)


A "teljesség" definiciója. (def.V.)


Egy jóldefiniált számjegyhalmaz ( M EQ \A(k;n) ) amelynek  abc-je An az egytagú alapelemek számával(n) és a benne foglalt szigorú utánkövetési(abc) sorrenddel együtt ismert; elemeinek (a számjegyeknek) maximális és pontos számossága(k) ( legkisebb felsö határának hossza) konstans és ismert, befejezett, teljes halmaznak tekinthetö k-ra és n-re nézve, ha tartalmazza az abc An n - elemének valamennyi k - osztályú ismétléses variációját, számszerint nk variációt.


Másszóval: Egy  számjegyhalmaz ( M EQ \A(k;n) ) "befejezett" , vagy "teljes" (k-ra és n-re nézve), ha  jóldefiniált és ha nem lehetséges  egyetlen olyan ismétléses variációt sem szerkeszteni, amely ne lenne jelen az nK számosságú, aktuálisan kifejtett halmazban.


A következö két segédtételre van még szükségünk, idevonatkozó érveléseink korrekt alátámasztásához:


Lemma a teljes halmazokról.(1) 5.3.2.1.


Nincsenek "véglegesen befejezett", "abszolut teljes" halmazok.

Bizonyiték:


Tarski A. és Gödel K. sokat emlegetett és ünnepelt "nem-teljességi" tételei tulajdonképpen triviálisan arra utalnak, hogy nincsenek végtelen halmazok, mert minden  aktuálisan adott A  halmazhoz lehet olyan a halmazt "találni", amely (még) nem részhalmaza, vagy eleme A-nak, ugy hogy: "A (a  ( A" .


 Vagyis nem létezik "véglegesen befejezett" "legnagyobb" " abszolút teljes" halmaz.


Ennek a ténynek nem ellentéte, hanem logikai következménye a "relativ teljesség", vagy "konkrét teljesség", illetöleg a "relativ befejezettség (lezártság)", vagy "konkrét lezártság" relációja, s amely kizárólag egy adott abc An összes k osztályú variációit foglalja magában. 


Ha n és k jóldefiniált, integer  kardinális számok, akkor Mn  lehet befejezett, teljes halmaz n-re és k-ra nézve.

(

Lemma a megszámlálhatóságról. (2).5.3.2.2.


Minden An -re és k-ra nézve befejezett, zárt halmaz megszámlálható.


Bizonyiték: 


Minden konkrétan megadható, zárt abc szigorú utánkövetési rendje lexikografikus rendet indukál a belöle gerjesztett  teljes, befejezett M EQ \A(k;n) számhalmazban, függetlenül n,k  és nk aktuális értékétöl.


A lexikografikus elrendezés pedig teljes szigorú utánkövetési rendet eredményez az egész, befejezett Mn számhalmazban.

(

A harmadik, idekivánkozó segédtétel a cántori és non-cántori hatványhalmazok alapvetö összefüggését mutatja be:


Lemma a hatványhalmaz PAn alárendeltségéröl. (3). 5.3.2.3.


Azonos abc használata esetén minden cantori hatványhalmaz PAn egy teljes, non-cantori hatványhalmaz M EQ \A(k;n) (k=n) kicsiny,  valódi  részhalmaza .


Bizonyiték:


Egy adott alapelem-halmaz (abc) n elemének k (illetve 1+2+3+...+ k) osztályú összes ismétléses, nk számosságú variációi(vi) között ott szerepelnek az összes (1+2+3+...+ k osztályú),    2k számosságú ismétlés nélküli kombinációk(ci) is. Ezek a kombinációk (ha n = k) megjelenésükre és számosságukra nézve is azonosak egy n számosságú, cántori alaphalmaz An összes valódi részhalmazaival, vagyis An 2n számosságú hatványhalmazával PAn -el. 


Márpedig ( ha n,k > 2), akkor 2k << nk , vagyis ci valódi részhalmaza vi -nek ( ci ( vi).


Megjegyzés: 


Ironikusan, a véges számok kombinatorikája sokkal több tárgyat tartalmaz, mint az u.n. "végtelen számok" (aleph-ek) kombinatorikája. Mert PAn(2n) (n = k) csak kicsiny, valódi részhalmaza M EQ \A(k;n) (nk = nn) -nek. Ha tehát van egy (0 számosságú alaphalmazunk (abc-nk) akkor a halmazelméleti hatványhalmaz számossága 2(0 = 2k , mig ugyanezen az abc felett a "szabad" ("non-cantori, vagy Cohen féle") ismétléses variációk száma (0(0 és 2(0 csupán egy jelentéktelenül apró tartománya (0(0 -nak.


Gödel reményei beigazolódnak (ha nem is egészen ugy ahogy elvárta). A "non-cantori" halmazelmélet  "sokkal gazdagabb"    objektumokban,   mint a cantori.      


Különösen akkor, ha "(0 (1=(0" . Mert akkor a transzfinit univerzum üres, vagy legfeljebb egy tárgyat tartalmaz.

(
A halmaz Rn [0,1[ számossága. 5.3.3.


Tézis 5.3.3. : a valós számok n alapú k osztályú Rn[0,1[ halmazának(Vn) számossága (az n ábc-s valós számjegyek száma null és egy között, az egyest már nem beleértve), pontosan Vn = nk és ha n = 1 akkor V1 = 1 ( k = 1, 2, 3,...,(0 ) .


Bizonyiték a teljes indukció szerint:


1.) Az egy abc-s rendszerben A1 = {/} felett minden osztályban csak pontosan egy számjegy szerkeszthetö, tehát az egyes alapú(n =1)  k osztályú valós számjegyek száma pontosan egy (akkor is, ha  k = (0 ).


2.) A bináris számrendszerben A2 = {0,1} felett


az elsö osztályban ......................................21

a második osztályban .................................22

a harmadik osztályban ................................23

az 1+2+3+...+ k-adik osztályban .................2k ... ha k = (0 akkor 2(0  

számosságú bináris számjegy szerkeszthetö.
 A halmaz R2[0,1[ A2 -re és k -ra nézve minden osztályban jóldefiniált, lezárt, teljes halmaz. 


3.) A hármas alapú számrendszerben A3 = {a,b,c} felett


az elsö osztályban ......................................31

a második osztályban .................................32

a harmadik osztályban ................................33

az 1+2+3+...+k-adik osztályban...................3k ... ha k = (0 akkor 3(0


számosságú háromelemü számjegy szerkeszthetö. 
A halmaz R3[0,1[ A3 -re és k -ra nézve minden osztályban jóldefiniált, lezárt, teljes halmaz. 

4.) A dekadikus számrendszerben A10 = {0,1,2,3,...,9} felett


az elsö osztályban ......................................101

a második osztályban .................................102

a harmadik osztályban ................................103

az 1+2+3+...+k-adik osztályban ..................10k ... ha k = (0 akkor 10(0


számosságú dekadikus számjegy szerkeszthetö.
 A halmaz R10[0,1[ A10 -re és k -ra nézve minden osztályban jóldefiniált, lezárt, teljes halmaz. 


5.) Az n-áris számrendszerben An = {0,1,2,3,...,n} felett


az elsö osztályban ......................................n1

a második osztályban .................................n2

a harmadik osztályban ................................n3

az 1+2+3+...+k-adik osztályban....................nk ... ha k = (0 akkor n(0


számosságú n-áris számjegy szerkeszthetö. 
A halmaz Rn[0,1[ An -re és k -ra nézve minden osztályban jóldefiniált, lezárt, teljes halmaz. 


Ez bizonyitja, hogy a jóldefiniált halmaz, a tizes alapú, az 1+2+3+...+k-adik osztályú összes valós számok R10[0,1[ halmazának számossága kiszámitható és pontosan 10k . (Akkor is, ha  k = (0, amennyiben aleph-nullnak egy definitiv értéket adhatunk meg.) 


Vagyis (null és egy között),  az "arab számokkal leirt" összes valós számok amelyek hossza a legkisebb felsö határon van, halmaza 10k számosságú.


Ès aki tudja, mi a "végtelen" és szeretné "k"-t végtelennek nevezni, ám tegye. 


Ez egyáltalán nem változtat semmit azon a tényen, hogy a valós számok Rn[0,1[ halmazának számossága nem 2k  ahogy azt a transzfinit halmazelmélet tanitja, hanem nk és általánosságban: 2k < 3k < 10k < nk  .


 Akkor is, ha  k = (0 .













(

Rn [0,1[ teljességének bizonyitása. 5.3.3.1.


Tézis 5.3.1.1. Egy n -re és k-ra vonatkozóan befejezett halmaz Mn -hez nem lehetséges még egy olyan An alapú, 1,2,3,...,k - osztályú variációt(v), számjegyet(v) szerkeszteni, amely ne lenne máris tagja az aktuálisan is kfejlesztett halmaz(Mn) -nak.


Bizonyiték ( n = 2, vagy 10 és k = 1,2,3,...,k) :


1.) Primitiv tautologia annak a megállapitása, hogy mivel "n elem k osztályú ismétléses variációinak(vi) száma nk ", tehát, ha elkészitjük két elem (0,1) összes 1,2,3,...,k -osztályú variációját(vi), számszerint 2k számjegyet) - akkor már nem lehet egyetlen egy számjegyet(v*) sem szerkeszteni, amely ne lenne tagja a jóldefiniált bináris M2 számhalmaznak.


Megfelelöen, ha elkészitjük tiz elem (0,1,2,3,...,9) összes k -osztályú variációját(vi), számszerint 10k számjegyet) - akkor már nem lehet egyetlen egy számjegyet(v*) sem szerkeszteni, amely ne lenne tagja a jóldefiniált dekadikus M10 számhalmaznak.


2.) 


a.) Ha  A1 = {/} felett létezik az összes természetes számok N1 halmazának legkisebb felsö határértéke "k" ( jelölhetjük: k = (0 ), tehát létezik egy számossági egyenlöség-osztály k, akkor létezhetnek számjelek(vi) amelyek k számosságú egytagú alapjelet tartalmaznak (valamilyen An n osztályú abc-böl).


Aktuális megjelenités szempontjából (legalábbis elvileg) a jóldefiniált természetes számhalmaz N1  ábrázolható egy négyzetes alap-jel matrix M(k,k) -ban, amely pontosan k sort és k oszlopot tartalmaz. Ez az egyetlen befejezett, k osztályú számhalmaz(N1). N1 pontosan három k osztályú (egymással egyenlö számosságú/értékü) egyedi számjegyet tartalmaz. Egyet az elsö oszlopban, egyet az utolsó sorban és egyet a matrix átlójában.


Igy tehát lehetetlen egy olyan, egy abc-s számjegy megszerkesztése, amely ne szerepelne a matrixban megjelenö pontosan k számjegy között.


b.) Mivel ugy definiáltuk a [0,1[ intervallumban "található" "valós számjegyeket" mint a "nullal és tizedesponttal kezdödö, k osztályú ( k = (0)  ismétléses variációkat(vi)  An felett"  -   készithetünk a bináris  A2  abc alapján egy bináris valós-szám számhalmazt, amelynek pontosan k tagja van.. 


Egymás alá helyezve ezek a valós számok  k oszlopban és k sorban helyezkednek el és igy  egy k osztályú négyzetes alap-jel(0,1) matrix M(k,k) -t jelenitenek meg.


A  második diagonális módszer értelmében azonban azonnal kiderül, hogy könnyen szerkeszthetö egy olyan valós bináris számjegy, amely nem szerepel ebben a matrixban.Tehát a négyzetes matrix (a k számosságú, k osztályú számhalmaz) nem lehet azonos a valós bináris számjegyek teljes halmazával.


c.) Ezen nem is csodálkozhatunk, hiszen tudjuk a kombinatorikából, hogy  kettö elem k  osztályú  ismétléses variációinak száma nem k hanem 2k , tehát készitünk egy matrixot M(2k, k) amely 2k sorból és k oszlopból áll.


Ennek a matrixnak van számos diagonálisa. 


Kiválasztunk találomra egyet. A cantori módszer szerint megváltoztatjuk minden jelét. Akkor az adott négyzetben biztosan nem található az uj számjegy(vx).


De mivel a 2k hosszúságú és k szélességü számjegy "téglalapban" , M(2k, k) -ben minden egyes 1,2,3,...,k osztályú ismétléses variáció(vi) elöfordul pontosan egyszer, az "ujonan" szerkesztett valós számjegyet(vx) meg lehet találni (mint már meglevöt) az egymástól különbözö,  2k  darab egyéni  számjel (lexikografikusan rendezettt) x -edik sorában.


(Például: ha vx  "1"-el kezdödik, akkor a "lexikon" második felében található. Ha "10"- el akkor a lexikon második felének elsö negyedében. Ha "101"-el, akkor a lexikon második felének második nyolcadában. És igy tovább. Ha vx összes elemeinek poziciója ismert, akkor a listán elfoglalt helye is ismert. 
Az elrendezés módszerét a következökben ismertetjük.)


I.e. nem lehet (null és egy között) olyan valós bináris számot szerkeszteni, amely nem szerepel a 2k számosságú R2[0,1[ számhalmazban.


Ergo: nem lehet (null és egy között) olyan valós dekadikus számot szerkeszteni, amely nem szerepel a 10k számosságú R10[0,1[ számhalmazban.


A halmazok R2[0,1[, R10[0,1[ n -re és k -ra nézve befejezett, teljes, nk számosságú halmazok.

(

Rn [0,1[ megszámlálásának módszere. 5.4.


Elözetes megjegyzések:5.4.1.


1.) Ernst Zermelo
 már 1904.-ben bebizonyitotta, hogy "minden halmaz jólrendezhetö", de sem neki, sem másnak nem sikerült, az elmult kilencvennyolc év alatt,  egy olyan módszert elöadni, amely  ezt a bizonyitékot a gyakorlatban keresztülvihetövé teszi.


Pedig az alapelv tulajdonképpen nagyon egyszerü.


Mivel minden (aktuális) halmaz egyedi, integer elemekböl áll, bármely halmaz(M) bármely eleméhez(mx) hozzá lehet rendelni a természetes számjegyek valamely  Nn halmazának pontosan egy elemét(x) és igy az M halmaz (bármekkora legyen is a számossága) egy az egyben megszámlálható.


Az már más kérdés, hogy a megszámolandó halmaznak van-e egyáltalán valamilyen öröklött, saját, belsö rendje(R) amely megadja (vagy indukálja) az egyes elemek utánkövetési, söt szigoru utánkövetési szerkezetét, vagy sem.


Igy minden (aktuális, szabályos) halmaznak(M) van öröklött számossága, tehát megszámlálható(M) . Ha nincs "természetadta, belsö rendje" akkor ( a megfigyelö csoport számára, egyezményes alapon) minden  M halmaz valamennyi eleme (ill. részhalmaza) ellátható (neve, hossza, szine, vagy egyébb felismerhetö tulajdonsága alapján) egy egyértelmü nyelvi jellel.


Ezekután, akárhány tagja van is egy M halmaznak, tagjai abc sorrendbe, illetöleg lexikografikus sorrendbe szervezhetöek. Ez pedig egy szigorú utánkövetési rendszer, ahol minden számossági egyenlöség-osztályban van az M halmaznak pontosan egy elsö és pontosan egy utolsó tagja (akkoris ha a kettö egybeesik) és az igy kibontakozó jóldefiniált, befejezett halmaz(Mn) önmagában is megszámlálható(Mn), vagyis egyenértékü valamilyen másrendszerü, jóldefiniált, befejezett, önmagában is megszámlálható halmaz(Nn)  integer elemeinek halmazával.

2.) Ne felejtsük: az "arab számok alapábcjének A10 = { 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } " 10! vagyis  3,628.800 különbözö sorrendben összeállitható változata van. Vagyis a számjel "1" önmagában még nem  "jelent" semmit és attól függöen, hol foglal helyet az abc-ben, jelölhet jelölhet "zero", "egy", "kettö", etc., etc. "öt", "kilences" számosságot.


Ahhoz, hogy mondjuk meg tudjuk itélni milyen számosságot jelöl pl. a "1.232" -as számjegy (amely mindenképpen valamelyik tiztagú "arab" abc egyik negyedik osztályú ismétlése variációja), ismernünk kell a (kommunikációban használatos egyetlen) abc betüinek szigorú rendjét.


A protoszámok A1 = {I} rendszere N1, az egyetlen ikonikus számrendszer, amelyben  az (egymástól különbözö) számjelek(I ( III) pontosan akkora számosságot jelölnek, mint ami önmaguk számossága, vagyis egy-az-egyben megegyeznek az általuk jelölt tárgyak halmazának számosságával. S ha létezik a számosságok egy legkisebb felsö határértéke(k), akkor ez az egyetlen számrendszer(N1) amely egyre közeledik e határérték felé, amelyet a számjelek fokozatos kifejlesztésével elvileg sem elérni, sem túlhaladni nem lehetséges.


A felhasznált abc egyetlen elemének gyakorlati megjelölésében azonban itt is meg kell egyeznünk, hogy egy kavicsot, kagylót, vagy egy bizonyos irott jelet használunk. Hiszen a természetben nincsenek sem számok, sem számjelek, csak számossági egyenlöség viszonyok és ezek nyelvi jelölésére bármely absztrakt, vagy kézzelfogható tárgy-halmaz felhasználható a közös nyelvet gyakorló megfigyelök társaságában.


3.) G. Cantor nem felelös azért a sejtelmes nézetért, miszerint "a természetes számok száma végtelen, de a valós számok száma még nagyobb". Ezt valószinüleg még berlini egyetemi évei folyamán fogadta magába.


De az már az ö hibája, hogy feltalálta az aktuálisan befejezett, "végtelen", "transzfinit" halmazokat, amelyek közül a "legkisebb" megszámlálható, a "nagyobbak" (a legkisebb transzfinit halmaz hatványhalmazai)  pedig  megszámlálhatatlanok.


Igy egy ügyes szemantikai fogással számossági fogalommá változtatta a "megszám-lálhatóság" és a "megszámlálhatatlanság" viszonylatokat. 


(Logikailag is elhibázott a "megszámlálhatatlansági" reláció abszolutizálása. Mivel egy adott tárgyhalmaz(A)  -   elemeinek számosságát tekintve - csak egy adott megszámozó tárgyhalmaz B-hez képest  lehet megszámlálhatatlan - a megfigyelö(C) szempontjából . Vagyis ha C nem képes megszámlálni A -t B segitségével, attól még A nem megszámolhatatlan. C megállapitása helyes, ha azt állapitja meg, hogy A megszámlálhatatlan B felhasználásával. De következtetése téves, ha azt állitja "A abszolút megszámolhatatlan" mert ha B -vel nem lehet megszámozni A -t, akkor nem lehet olyan természetes számrendszert(X)  találni, amellyel ez a feladat megoldható. Lehet. )


A transzfinit halmazelméletben minden "megszámlálhatóan végtelen" halmaz (és azok uniója is) közismerten egyenlö számosságú és egybeesik a "természetes számok" 0,1,2,...,n sorozatával.


Szellemes gondolatmenet, de kikerülhetetlen zsákutcába vezet.


A „megszámolhatóság“ (amely nem egyébb egy-egy halmaz szigorú utánkövetési belső rendjénél,  vagyis egy számhalmazrendszer elrendezési atributuma) hirtelen egy konkrét számossági egyenlőségi osztályt képvisel és igy azonosan egyértelmüvé válik egy meghatározott kardinális számmal, amely éppúgy manipulálható, mint egy véges szám. Jelölése: "(0".


Namármost, ha
ha létezik egy olyan y számosságú halmaz(R), amelynek bizonyithatóan több mint (0 eleme van, akkor ez a halmaz(R) nyilvánvalóan "megszámlálhatatlanul végtelen(R)"  - okoskodik Cantor. Az elöállitható legkisebb ilyen  halmaz (R > N) a halmazelmélet belsö törvényei következtében y = 2(0 számosságú. Összekapcsolva a "második diagonális módszer" bizonyitó erejével, ez a számosság szinonim a "transzfinit megszámlálhatatlanság" koncepciójával.


Igy válik Cantor és követöi számára minden halmaz, amelynek számossága "nagyobb" aleph-nullnál, megszámolhatatlanná. Ès a megszámlálhatatlan számossága  y = 2(0 .


Csakhogy, „megszámlálhatatlan“ halmazok nincsenek.


És, abból a helyes felismerésből, hogy „minden (végtelen) természetes számhalmaz megszámlálható“ fatális tévedés levonni azt a hibás következtetést, hogy „minden megszámlálható (végtelen) számhalmaz aleph-null számosságú“ .

Magyarul: a megfigyelö csoport(C) csak (0 számú természetes szám felett (B halmaz) rendelkezik (azt hiszi, hogy csak ennyi van) és ezzel nem tudja megszámlálni, tehát abszolút megszámlálhatatlannak tartja az R halmazt, amelynek (minimális) számossága (a hatvány-halmaz axióma kevetkeztében) feltehetöen  2(0 . 


A kiindulópont helyes. A következtetés téves. 


Igaz ugyan, hogy R10 [0,1[ > N1[0,(0]  de az is igaz, hogy R10[0,1[  = N10 [0,10(0[ .

Az alábbiakban megmutatjuk, hogy a "második diagonális módszer" általánositásával, a "matrix módszer" segitségével hogyan lehet szigorú utánkövetési sorrendbe szervezni a bináris, majd a dekadikus (és végülis az n-alapú) valós számjegyek halmazát null és egy között.


Az általános matrix módszer. 5.4.2.


Könnyen elkészithetünk egy k = (0 = N1 számosságú bináris törtszámokból álló matrixot (halmazt) M((0, (0) :




           1   2   3   4   5   ... ..................................................k





1    0,  1  0  0  0  0  0 .......................................0




2    0,  1  1  0  0  0  0 .......................................0




3    0,  1  1  1  0  0  0 .......................................0




4    0,  1  1  1  1  0  0 .......................................0




.
.............................................................




.
.............................................................




.
.............................................................




.                                                                        .





.............................................................




k    0,  1  1  1  1  1  1 .......................................1

és igy játszva bebizonyithatjuk, hogy ez a matrix (halmaz) nem tartalmaz minden k osztályú bináris törtszámot, mert pl. nem tartalmazza a 0,01; 0,101; 0,1001, stb., stb. sorozatot sem. Az is világos, hogy 0,11 nem szigorú utánkövetöje 0,1-nek, sem 0,111 -  0,11-nek stb., stb.


Ez a Cantor féle "második diagonális bizonyitási módszer" lényege.


Kérdés: ha az összes  k osztályú bináris törtszámok(vi) számossága 2(0 (k = (0 = N1 számosságú ) lehetséges egyáltalán egy ilyen R2[0,1[ halmaz befejezett, szigorú utánkövetési rendjének megszerkesztése?


Válasz: igen. Lehetséges. Bizonyiték:


Az  "oszlopszámjegyek" rendszere 5.4.3.


Az 5.3.3. pontban részletesen bebizonyitottuk, hogy a k osztályú bináris valós számjegyek száma (k = (0 = N1 legkisebb felsö határa) , a halmaz, ill. intervallum  R2[0,1[ számossága 2(0 .


Ha meg van engedve egy egytagú, egyedi számjelekböl álló ((0) ((0) négyzet, másszóval egy négyzetes jel-matrix M((0, (0) létezése:





x1 = 0, a11a12a13...





x2 = 0, a21a22a23...





x3 = 0, a31a32a33...





.       .   .    .   .  .





xn = 0, an1an2an3...





.       .  .  .  .  .  .



(ahol "a" az abc {0,1} valamelyik betüje ) és be van bizonyitva, hogy (mig minden x számjegynek k = (0 tagja van) a sorozat(xi) pontosan 2(0 különbözö egyént tartalmaz, akkor létezik egy jelmatrix M(2(0, (0 ) is, amely 2(0 sorból és  (0 oszlopból (illetöleg a tipográfiai egyszerüség kedvéért 2k sorból és k oszlopból)  tevödik össze. 


Hogyan lehet egy olyan matrixot szerkeszteni, amelynek minden jele egy "0", vagy egy "1"; amelynek minden sora "0,"-al, vagy "1"-el kezdödik és ezzel együtt pontosan k jelet tartalmaz, összesen pontosan 2k számú, k hosszuságú jelsort, de ugy hogy minden egyes jelsor legalábbis egy pozicióban különbözzön minden másiktól, ám ezek valamilyen szigorú utánkövetési sorban kövessék egymást; és végülis ne lehessen  semmilyen módszerrel még egy olyan k osztályú számjelet szerkeszteni, amely ne fordulna elö a 2k sorban? A következöképpen lehet:


R2[0,1[ rendezése. 5.4.3.1.


1.) Szerkesztünk egy 2k x k nagyságú, üres helyiértékekböl álló matrixot.


2.) Megjelöljük az oszlopokat. Jobbról az elsö oszlop lesz a c1.-es. A töle balra következö oszlop a c2; a következö c3; c4 és igy tovább. Az utolsó, illetöleg balról az elsö a ck oszlop.


3.) Veszünk egy-egy oszlopot és minden egyes üres helyiértékbe, felülröl lefelé egy-egy betüt (az abc számjelét) irjuk.


4.) Mivel egy oszlop 2k egységnégyzetböl áll, ezeket kitöltve és felülröl lefelé olvasva egy  2k  hosszúságú  bináris "oszlopsor(ci)" számhoz jutunk.


(Tehát azt is azonnal beláthatjuk,hogy ha "léteznek" (0 hosszúságú "valós" bináris számjegyek, akkor automatikusan léteznek 2(0 hosszúságú bináris számjegyek is.)


5.) A lehetséges oszlopszámjegyek(ci) száma i = k .


6.) Az oszlopszámjegyeket elvileg egyenként individuálisan meg lehet szerkeszteni, mivel ciklikusan ismétlödö meghatározott jelcsoportokból állnak.


7.) Ezek az abc "A2 = { 0 ( 1}" alfabétikus elrendezése értelmében a következök:


a k-adik oszlopszámjegy(ck) : mivel az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) száma 2k, és az abc-nek két betüje(0,1) van, a bal elsö (k-adik) oszlopban a számjegyek(vi) elsö fele (számszerint  2k-1) az abc elsö jeléböl(0), a második fele az abc második jeléböl(1) áll. Igy biztositva van, hogy minden számjegy, (akár 0-al, akár 1-el kezdödik) jelen van a sorozatban.

 Ezen a módon egy egyedi 2k jegyü (számosságú), 2k betüböl álló oszlopszámot(ck) nyerünk, amelyben 2k-1 0-jelet 2k-1 1-es jel követ. A periódus 2k-1 + 2k-1 jel 20 szer, összesen 2k jel.


a k-1. oszlopszámjegy(ck-1) : a balról második (k-1.) oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) második jegye foglal helyet. Az oszlopszámjegy elsö negyede az abc elsö jeléböl(0), a második negyede az abc második jeléböl(1) áll. Tehát 2k-2 0-jelet 2k-2 1-es jel követ, majd ez megismétlödik még kétszer.Igy biztositva van, hogy minden számjegy második tagja, (akár 0-al, akár 1-el folytatódik a szám) jelen van a sorozatban.


 Ezen a módon egy egyedi 2k jegyü (számosságú), 2k betüböl álló oszlopszámot(ck-1) nyerünk, amelyben 2k-2 0-jelet 2k-2 1-es jel követ kétszer. A periódus 2k-2 + 2k-2 jel 21 szer, összesen 2k jel.


a k-2. oszlopszámjegy(ck-2) : a balról harmadik (k-2.) oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) harmadik jegye foglal helyet. Az oszlopszámjegy elsö nyolcada az abc elsö jeléböl(0), a második nyolcada az abc második jeléböl(1) áll. Tehát 2k-3 0-jelet 2k-3 1-es jel követ, majd ez megismétlödik 22 -szor.Igy biztositva van, hogy minden számjegy harmadik tagja, (akár 0-al, akár 1-el folytatódik a szám) jelen van a sorozatban.


 Ezen a módon egy egyedi 2k jegyü (számosságú), 2k betüböl álló oszlopszámot(ck-2) nyerünk, amelyben 2k-3 0-jelet 2k-3 1-es jel követ 22 -szor. A periódus 2k-3 + 2k-3 jel 22 -szor, összesen 2k jel.


Ezek után a ck-3, ck-4, stb.,stb. oszlopszámjegyek következnek. Majd


a c5. oszlopszámjegy : jobbról az ötödik oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) utolsóelötti ötödik jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c5) alapperiódusa az abc 24 elsö jeléböl(0),  és az abc 24 második jeléböl(1) áll, amely (25 tagú együttes) 2k-5 ször ismétlödik és igy pontosan 2k jelböl áll.


a c4. oszlopszámjegy : jobbról a negyedik oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) utolsóelötti negyedik jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c4) alapperiódusa az abc 23 elsö jeléböl(0),  és az abc 23 második jeléböl(1) áll, amely (24 tagú együttes) 2k-4 szer ismétlödik és igy pontosan 2k jelböl áll.


a c3. oszlopszámjegy : jobbról az harmadik oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) utolsóelötti harmadik jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c3) alapperiódusa az abc 22 elsö jeléböl(0),  és az abc 22 második jeléböl(1) áll, amely (23 tagú együttes) 2k-3 szor ismétlödik és igy pontosan 2k jelböl áll.


a c2. oszlopszámjegy : jobbról a második oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) utolsóelötti második jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c2) alapperiódusa az abc 21 elsö jeléböl(0),  és az abc 21 második jeléböl(1) áll, amely (22 tagú együttes) 2k-2 ször ismétlödik és igy pontosan 2k jelböl áll.


a c1. oszlopszámjegy : jobbról az elsö oszlopban az összes k osztályú valós bináris számjegyek(vi) utolsó (k-adik) jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c1) alapperiódusa az abc 20 elsö jeléböl(0),  és az abc 20 második jeléböl(1) áll, amely (21 tagú együttes) 2k-1 szer ismétlödik és igy pontosan 2k jelböl áll.


Ez biztositja, hogy minden egyes k osztályú bináris valós számjegy(vi) (i = 2k ) (mivel az utolsó értékelhetö helyen minden "0"-ra "1" következik) szigorú utánkövetési rendbe van szervezve és lehetetlen egy olyan k osztályú valós bináris számjegyet(vx) szerkeszteni, amely nem fordul elö a (fenti módon megszervezett) R2[0,1[ halmaz M(2k,k) jelmatrixában.


Igy a teljes, befejezett, 2k számosságú bináris valós-szám halmaz R2[0,1[ jólrendezett, megszámlálható  halmaz, amelynek számossága tagról-tagra egyezik a természetes bináris számjegyek N2 befejezett, lexikográfikusan rendezett halmazával (k = (0 = N1 számosságú ).


Sziveskedjenek utánaszámolni.                                                                          ■                  


A matrix M(2k,k) grafikus ábrázolása:


Ha egy számrendszer Nn egyéni számainak(xi) megengedett legnagyobb hossza(k) egy közönséges, "nagyobbfajta" (de semmiképpen nem "végtelen") szám, mondjuk 1010 , vagyis tizmilliárd, akkor az összes tizmilliárd jegyü bináris számjegyek száma 210.000.000.000, mig pl. az összes tizmilliárd jegyü dekadikus ("arab")  számjegyek száma  pontosan 1010.000.000.000 .


 Egy egy ilyen szerény számrendszer matrixa 1010 oszlopból és 210.000.000.000 respektive 1010.000.000.000 sorból áll.


Ha alapszámjelenként(a,b,c) egy négyzetmillimétert számitunk, az ismert világegyetem felülete messze nem elegendö egy M(1010.000.000.000, 1010) -es matrix kiirására.


Vagyis egy 210.000.000.000 , vagy 1010.000.000.000 számjegyböl álló oszlopszám aktuális elöállitása meghaladja jelenlegi képességeinket  -  söt elképzelhetö lehetöségeinket is. Ha másodpercenkét leirunk egy tizmilliárd jegyü számot, akkor összesen 210.000.000.000 illetve 1010.000.000.000 másodpercre van szükségünk a munka befejezéséhez. Józan becslések szerint világegyetemünk jelenleg cca. 1010 esztendös és csillagok élettartalma maximum 10100 év. 


Egy esztendö kb. 3.107 másodperc, tehát 10100 év az nagylelküen 10108 másodperc. Az általunk ismert világegyetem már régen elporladt, mire a legjobb számitógépeink elkészithetnék a táblázat M(1010.000.000.000, 1010) töredékét.


Ettöl függetlenül, a fenti elrendezés helyességének igazolásához tulajdonképpen egy egyetlen és végrehajthatóan keresztülvihetö példa is elegendö, mert minden idevonatkozó matrix M(nk,k) szerkezete egybevág, tehát ami igaz n -re és k -ra (n,k természetes egész számok) az igaz bármely M(nk,k) -ra is. (Ha n = 1,  akkor "nk " = k).

Igy szemléltetés céljából a konkrét, hatjegyü (k=6)  bináris ( A2= {0<1} ) törthalmaz  M(26,10) matrixának rendezését mutatjuk be példaképpen.  


Az oszlopszámok(ci) (i = 6) a következöképpen alakulnak:    


      1 2 3 4 5 6 ..........................................................................................................................................64 =2k                                


c1 : 0101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101


c2 : 0011001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011

c3 : 0000111100001111000011110000111100001111000011110001111000011111


c4 : 0000000011111111000000001111111100000000111111110000000011111111


c5 : 0000000000000000111111111111111100000000000000001111111111111111


c6   0000000000000000000000000000000011111111111111111111111111111111


vagy derékszögben elforditva:


(de erre a lapra csak k = 5, nk = 25 = 32 sor fér ki)




                             0,   c5  c4  c3  c2  c1

x1 =
0,..0...0...0...0...0

x2 =
0,..0...0...0...0...1

x3 =
0,..0...0...0...1...0

x4 =
0,..0...0...0...1...1

       x5 =        0,..0...0...1...0...0   = k
x6 =
0,..0...0...1...0...1

x7 =
0,..0...0...1...1...0

x8 =
0,..0...1...1...1...1

x9 =
0,..0...1...0...0...0

x10=
0,..0...1...0...0...1

x11=
0,..0...1...0...1...0

x12=
0,..0...1...0...1...1

x13=
0,..0...1...1...0...0

x14=
0,..0...1...1...0...1

x15=
0,..0...1...1...1...0

x16=
0,..0...1...1...1...1

x17=
0,..1...0...0...0...0

x18=
0,..1...0...0...0...1

x19=
0,..1...0...0...1...0

x20=
0,..1...0...0...1...1

x21=
0,..1...0...1...0...0

x22=
0,..1...0...1...0...1

x23=
0,..1...0...1...1...0

x24=
0,..1...0...1...1...1

x25=
0,..1...1...0...0...0

x26=
0,..1...1...0...0...1

x27=
0,..1...1...0...1...0

x28=
0,..1...1...0...1...1

x29=
0,..1...1...1...0...0

x30=
0,..1...1...1...0...1

x31=
0,..1...1...1...1...0

        x32=      0,..1...1...1...1...1  = 2k
 
vagyis az oszlopszámok periódusai c1 :"01" ( 21  2k-2 szer = 2k, c2 :"0011" ( 22  2k-2 szer = =2k, c3: "00001111" ( 23  2k-3 szer = 2k, etc., etc. Ez a sorozat érvényes minden bináris rendszerre, bármekkora legyen is k értéke.


Megfigyelhetjük,hogy az elsö négyzetes matrix M(k,k) aktuálisan  ilyen:

                      1.. ..2....3.. ..4  ...k

x1 =
0,..0...0...0...0...0

x2 =
0,..0...0...0...0...1

x3 =
0,..0...0...0...1...0

x4 =
0,..0...0...0...1...1

         x5 =         0,..0...0...1...0...0   = k.


Àtlósa y1 = 0,00010 szerepel a 3. helyen is. Ha azonban minden jelét átváltoztatjuk, akkor az y2 = 0,11101 számjegyet kapjuk, amely már nem fordul elö a négyzetes matrixban. De y2 szerepel a teljes matrixban a 30.-ik helyen. Facit: M(25,5) és analóg M(2(0, (0) befejezett, teljes (relative) megszámszálható halmazok.


R10[0,1[ rendezése. 5.4.3.2.


1.) Szerkesztünk egy 10k(k) üres helyiérték-négyzetböl álló matrixot.


2.) Megjelöljük az oszlopokat. Jobbról az elsö oszlop lesz a c1.-es. A töle balra következö oszlop a c2; a következö c3; c4 és igy tovább. Az utolsó, illetöleg balról az elsö a ck vagyis a k.-ik oszlop.


3.) Veszünk egy-egy oszlopot és minden egyes üres helyiérték-négyzetbe, felülröl lefelé egy-egy betüt (az abc számjelét) irjuk.


4.) Mivel egy oszlop 10k egységnégyzetböl áll, ezeket kitöltve és felülröl lefelé olvasva egy 10k  hosszúságú  dekadikus "oszlopsor(ci)" számhoz jutunk.


(Tehát azt is azonnal beláthatjuk,hogy ha "léteznek" (0 hosszúságú "valós" "arab" számjegyek, akkor automatikusan léteznek 10(0 hosszúságú "arab" számjegyek is.)


5.) A lehetséges oszlopszámjegyek(ci) száma i = k .


6.) Az oszlopszámjegyeket elvileg egyenként individuálisan meg lehet szerkeszteni, mivel ciklikusan ismétlödö meghatározott jelcsoportokból állnak.


7.) Ezek az abc "A10 = {0 ( 1 ( 2 ( 3 ( ...9}" alfabétikus elrendezése értelmében a következök:


a k-adik oszlopszámjegy(ck) : mivel az összes k osztályú valós arab számjegyek(vi) száma 10k, és az abc-nek tiz betüje(0,1,2,...,9) van, a bal elsö (k.-adik) oszlopban a számjegyek(vi) elsö tized része (számszerint  10k-1) az abc elsö jeléböl(0), második tizede az abc második jeléböl(1) áll. Ès igy tovább. Ilyen módon biztositva van, hogy minden számjegy, (akár 0-al, akár 1-el, 2-vel, 3-al, etc., etc. kezdödik) jelen van a sorozatban.


 Ezen a módon egy egyedi 10k jegyü (számosságú), 10k betüböl álló oszlopszámot(ck) nyerünk, amelyben 10k-1 0-jelet 10k-1 1-es jel követ.


 A periódus 10k-1  jel 101 szer, összesen 10k jel.


a k-1. oszlopszámjegy(ck-1) : a balról második (k-1) oszlopban az összes k osztályú valós dekadikus számjegyek(vi) második jegye foglal helyet. Az oszlopszámjegy elsö 1/102 -ed része az abc elsö jeléböl(0), a második 1/102 -ed része az abc második jeléböl(1) áll. Igy tehát 10k-2 0-jelet 10k-2 1-es jel etc., etc. követ, majd ez megismétlödik 102 -szor.Igy biztositva van, hogy minden számjegy második tagja, (akár 0,1,2,3,...,9-el folytatódik a szám) jelen van a sorozatban.


 Ezen a módon egy egyedi 10k jegyü (számosságú), 10k betüböl álló oszlopszámot(ck-1) nyerünk, amelyben 10k-2 0-jelet 10k-2 1-es jel etc., etc. követ százszor. A periódus 102 szer 10k-2 jel  összesen 10k jel.


a k-2. oszlopszámjegy(ck-2) : a balról harmadik (k-2.) oszlopban az összes k osztályú valós dekadikus számjegyek(vi) harmadik jegye foglal helyet. Az oszlopszámjegy elsö 1/103 része az abc elsö jeléböl(0), a második 1/103 része az abc második jeléböl(1) áll. Etc., etc. Tehát 10k-3 0-jelet 10k-3 1-es jel követ. Ez ismétlödik 103 -szor.Igy biztositva van, hogy minden számjegy harmadik tagja, (akár 0,1,2,3,...,9-el folytatódik a szám) jelen van a sorozatban.


 Ezen a módon egy egyedi 10k jegyü (számosságú), 10k betüböl álló oszlopszámot(ck-2) nyerünk, amelyben 10k-3 0-jelet 10k-3 1-es jel etc., etc. követ 103 -szor. A periódus 10k-3 jel 103 -szor, összesen 10k jel.


Ezek után a ck-3, ck-4, stb.,stb. oszlopszámjegyek következnek. Majd


a c5. oszlopszámjegy : jobbról az ötödik oszlopban az összes k osztályú valós  dekadikus számjegyek(vi) utolsóelötti ötödik jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c5) alapperiódusa az abc 104 elsö jeléböl(0),az abc 104 második jeléböl(1) etc., etc. áll, amely (105 tagú együttes) 10k-5 ször ismétlödik és igy pontosan 10k jelböl tevödik össze.


a c4. oszlopszámjegy : jobbról a negyedik oszlopban az összes k osztályú valós dekadikus számjegyek(vi) utolsóelötti negyedik jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c4) alapperiódusa az abc 103 elsö jeléböl(0), az abc 103 második jeléböl(1) etc., etc. áll, amely (104 tagú együttes) 10k-4 szer ismétlödik és igy pontosan 2k jelböl tevödik össze.


a c3. oszlopszámjegy : jobbról az harmadik oszlopban az összes k osztályú valós dekadikus számjegyek(vi) utolsóelötti harmadik jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c3) alapperiódusa az abc 102 elsö jeléböl(0), az abc 22 második jeléböl(1) etc., etc. áll, amely (103 tagú együttes) 10k-3 szor ismétlödik és igy pontosan 10k jelböl tevödik össze.


a c2. oszlopszámjegy : jobbról a második oszlopban az összes k osztályú valós dekadikus számjegyek(vi) utolsóelötti második jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c2) alapperiódusa az abc 101 elsö jeléböl(0), az abc 101 második jeléböl(1) etc.,etc. áll, amely (102 tagú együttes) 10k-2 ször ismétlödik és igy pontosan 10k jelböl tevödik össze.


a c1. oszlopszámjegy : jobbról az elsö oszlopban az összes k osztályú valós dekadikus számjegyek(vi) utolsó (k-adik) jegye foglal helyet.


Az oszlopszámjegy(c1) alapperiódusa az abc 100 elsö jeléböl(0), az abc 100 második jeléböl(1) etc., etc. áll, amely (101 tagú együttes) 10k-1 szer ismétlödik és igy pontosan 10k jelböl tevödik össze.


Ez biztositja, hogy minden egyes k osztályú dekadikus valós számjegy(vi) (i = 10k ) (mivel az utolsó értékelhetö helyen minden "0"-ra "1,2,3,...,9" következik) szigorú utánkövetési rendbe van szervezve és lehetetlen egy olyan k osztályú valós dekadikus számjegyet(vx) szerkeszteni, amely nem fordul elö a (fenti módon megszervezett) R10[0,1[ halmaz M(10k,k) jelmatrixában.


Igy a teljes, befejezett, 10k számosságú dekadikus valós-szám halmaz R10[0,1[ jólrendezett, megszámlálható  halmaz, amely számosságára nézve tagról-tagra egyezik a természetes, egész dekadikus számjegyek N10 befejezett, lexikográfikusan rendezett halmazával (k = (0 = N1 számosságú ).


Sziveskedjenek utánaszámolni.  (       


A fenti módszerrel elvileg minden jóldefiniált, n-re és k-ra nézve befejezett teljes halmaz  -  tehát a halmaz/intervallum Rn[0,1[ is jólrendezhetö és megszámlálható, tekintet nélkül arra, mekkora abc-t használunk és mekkora a rendszer egyes számjegyeinek megengedett legkisebb felsö határa.


Ha egy számjegy hossza a legkisebb felsö határon van, akkor szokás a számjegyet kipontozással (pl. 3333....) vagy egy feléje húzott vonással (pl. EQ \x\to(3) ) jelölni.


A bináris számhalmaz R2[0,1[ valamint N2 megadható


R2[0,1[ =  { 0, EQ \x\to(0) ; 0, EQ \x\to(0) 1; 0, EQ \x\to(0) 10; 0, EQ \x\to(0) 11;  ... ;  0,0 EQ \x\to(1) ;  0,1 EQ \x\to(0)  ;  ...  ;   0,  EQ \x\to(1)  }    

                                      (             (             (             (                 (          (                        (

N2[0,2k[ = {      0   ;       0 1;           10;          11;  ... ;     0 EQ \x\to(1)  ;   1 EQ \x\to(0)    ; .... ;         EQ \x\to(1)   }  


formában .  Ugyancsak:

R10[0,1[    = { 0, EQ \x\to(0) ; 0, EQ \x\to(0) 1; { 0, EQ \x\to(0) 2; 0, EQ \x\to(0) 3;  ... ; 0,0k ; ... ; 0, EQ \x\to(1) ; 0, EQ \x\to(2) ; 0, EQ \x\to(3) ;  ...  ;  0, EQ \x\to(9) }   

                           (             (             (             (              (             (         (         (                  (
N10[0,10k[ = {      0;            1;              2;          3;  ... ;       k;  ... ;    EQ \x\to(1) ;     EQ \x\to(2) ;     EQ \x\to(3) ;  ...  ;      EQ \x\to(9) } 


Látható, hogy az azonos abc-jü k -osztályú valós számok halmaza null és egy között megegyezik a természetes számok 1+2+3+...+k osztályú halmazával.


Ha k minden rendszer számára  egyenlö és konstans szám(k),  akkor  számosságra nézve R2[0,1[ =  N2[0,2k[ , valamint R10[0,1[ =  N10[0,10k[ és általánosságban Rn[0,1[ =  Nn[0,nk[  .

(

Ha az abc (0 számosságú és a legkisebb felsö határ(k) (0 számosságú , akkor az összes valós számok száma [0,1[ ebben a rendszerben (0(0 és a jobbról elsö oszlopsorban(c1) (0 számjegy ismétlödik meg (0(0-1 -szer . Az elsö kéttagú számjegy az (0+1-dik jelöli az "(0" számot. Tehát a halmazelméleti gyakorlatban sem  lehetséges, hogy  létezik egy olyan kardinális szám "(0" amelyre érvényesül a feltétel : "(0((((0" . 


Korollárium(8).


A következtetés elkerülhetetlen: bármekkora is a kardinális szám, amit (0-al jelölünk, ha létezik egy ( > (0 (pl. 2(0 ) akkor (0 -nak van pontosan egy megelözöje ((0 -1) és pontosan egy utánkövetöje ((0 +1) (úgy hogy (0((((0) mert különben nincsen (0 -nál nagyobb (.


Vagyis, ha "(0((((0" akkor legfeljebb egy aleph van, aleph-null.


A korlátlan, ellentmondás mentes "nem-cantori halmazelmélet" nem egyébb mint a határtalan de (logikailag véges és minden n-re és k-ra nézve befejezett ) cantori halmazok elmélete.

VI. Az összes számok száma  K .


A "számok" filozófiája. 6.1.


A természetben nincsenek sem "számok", sem számjegyek. 


A természetben csak "számosságok" vannak. Csak egyedi tárgyak együtteseinek (halmazainak) számossága létezik, s ez a számosság is attól függ, mit képesek észlelni a megfigyelök "egyedi tárgy" és egyedi tárgyak összetartozó "együtteseként". 


 A dohányvirús méretü megfigyelök szempontjából például nem létezik (nem megfigyelhetö) egy dohánypalánta mint egy egész egyén, és igy a dohányvirág szálainak megszámlálható (vagy relative megszámlálhatatlan) együttese, halmaza sem.


A homo sapiens csapatba tartozó egyének egymástól függetlenül megfigyelik, hogy az öket körülvevö természetben vannak (relative) "jól körülhatárolt" egyedi tárgyak. Ilyen tárgy a saját hüvelykuj is. Megfigyelhetö, hogy az egyedi tárgyak(alma, körte, oroszlán) is meg a hüvelykuj is "egy az egy" viszonylatban állnak egymással sokaságukra nézve. A "sokaság" tehát egy attributum.


A megfigyelök azon csoportja, amely kifejleszetette a kommunikácó eszközét a nyelvet, a rendszeresen elöforduló tárgyakat megjelöli, valamilyen absztrakt jel/tárgy segitségével. 


Egy "tárgynév" (egy megfigyelt tárgy nyelvi jele) lehet például egy hangutánzó hangcsoport "grrr" ami mai értelemben az "oroszlán" szót adja meg. 


A nyelv segitségével "távirati stilusban" közölni lehet azt is, hogy annyiszor (egy) oroszlán, (közeleg) ahányszor egy ujamat ( (ötször) ((((( felmutatom, vagy még egyszerübben, ha egyszer (mind az)  öt ujamat( felmutatom. 


"Egy uj-nak" , "két uj-nak" etc., etc. megfelelö oroszlán; ezek számjelek, számnevek. Egy adott nyelv elemei. Megadják és megmutatják egy konkrét sokaság számosságát.


Ehhez nem kell tudni  irni, de tudni kell a jelet "venni" (olvasni) és értelmezni.


Ha két,   vagy    több      tárgyhalmaz számosságára nézve egy-az-egyben megegyezik 

egymással, vagyis számosságra nézve azonos, például "A" számossága egyenlö "B" számosságával és mondjuk "(" számosságával  - akkor   ezek  az  együttesek objektive egy 

és  azonos  "számossági  gyenlöség  osztályhoz"  tartoznak  a  rokon  természetü   megfigyelök 

számára.


Minden számossági egyenlöség osztályból pontosan csak egy van.


Minden számossági egyenlöség osztálynak elöfordulhat egy egyezményes számnyelvi jele (a megfigyelök egy csoportján belül): egy "számjegy ",  egy "számjel ". Ezt a jelet " ||||| " , " V ", " 5 " nevezzük (pongyolán és pontatlanul) "szám"-nak. (Ebben az esetben "az ötös számjel".) A számosságok megadhatók "számnevek" segitségével is. Ezek a természetes nyelv részei.


 De valamilyen nyelv és nyelvi közösségen kivül nem léteznek  "számok" .

Nyugodtan igazat adhatunk Thalésnak (i.e. 624-548) és phütagoreusoknak: tulajdonképpen csak egy szám (számosság) van, az egyes szám.


Minden egyébb szám ennek a számosságnak az iterációja. (Ismételgetése).


Az "egyes" számjegy(/) az alapegység nyelvi képe, amelynek jele(/) korlátlanul ismételhetö, de amely jelentésére nézve "egy és oszthatatlan".


Nem nehéz bebizonyitani, hogy a gyakorlatban minden minden "osztás" szorzásra és minden "szorzás" összeadásra, tehát az "1"-es számjegy használatára vezethetö vissza.


Azok a népek, amelyek a kulturtörténelem hajnalán feltalálták az irást, felfedezték a számirás müvészetét is. Térben és idöben egymástól függetlenül a  mezopotáni, egyiptomi, kinai és inka birodalmak népei egy-egy pont, vonás, vagy mutatóuj megjelenitésével ábrázolták az egyes(I), kettes(II), hármas(III) és négyes(IIII) etc.,etc. számosságokat.


Ez  nem irható a véletlenség számlájára. Ezek számossági leképzések.


De mivel már a tizes számossági osztály jelölése is túl hosszadalmas az ilyen (ikonikus) "egy-az-egyhez" módszerrel, mindenhol felfedezték, hogy be lehet vezetni egyetlen új jelet, amely tiz (vonást, pontot,mutatóujat, oroszlánt, etc., etc.) jelöl és jelent egyszerre. Ez a jel már nem ikonikus számjel, hanem absztrakt gyüjtö jel, amely kulturálól-kulturára különbözik, tehát nem más néptöl örökölt, illetöleg másolt idióma.


Igy az eredeti, objektiv megfigyeléssel és ennek "kézenfekvö", "természetes" jelzésével kapcsolatos, hogy amig minden nép megérti azt hogy mennyi tehén "III" tehén  -  azt már csak az óegyiptomiak tudták, hogy mennyi tehén " ( "  tehén ? (Tiz). 


Ezért eredetileg valamennyi (emberi) számrendszer az egy abc-s "A1={/} " számjelek ismétléses (1,2,3,...,k osztályú, hosszúságú) variációiból (/, //, ///, ...,) formálódik és  minden fellépö "összám-jegy" (/, //, ///, ...,)  ill. "protoszámjegy" (/, //, ///, ...,) maga is ikonikusan pontosan egy-egy összetéveszthetetlen számossági egyenlöség osztály képviselöje.


Leibnitz 1696.-ban felfedezte, hogy a két ábc-s "A2 = {0,1}" bináris jelek (lexikográfikus) rendszere alkalmas a természetes (proto)számjegyek szigorú utánkövetési rendjének és érték-állományának egy az egyben való leképzésére.


Igy megalkotta és bevezette azt a számjel rendszert, amely két (egytagú) alapelem összes ismétléses variációját tartalmazza az 1,2,3,...,k-adik osztályokon.


A matematikában kialakult meggyözödés értelmében, amely szerint "nincsen legnagyobb természetes szám" (vagyis a természetes számok sorozata  nem egy befejezett, hanem befejez-hetetlen halmaz), Leibnitz joggal gondolta, hogy  minden egyes "arab számhoz"  lehet szerkeszteni pontosan egy  bináris számot.


Az elmult száz esztendöben azonban teljesen eluralkodott a matematikában egy olyan elmélet, a "transzfinit halmazok elmélete" amely alapján Leibnitz nézete téves.


A transzfinit halmazelmélet szerint ugyanis létezik az arab számjegyek (0,1,2,...,) teljes, befejezett halmaza, "a legkisebb végtelen halmaz(N)"  amelynek meghatározott számossága van. Ezt a számosságot "(0" -al jelöljük, amely egyúttal az a kardinális szám(jegy), amely azoknak a halmazoknak a számosságát jelöli, amelyek egy-az-egyben megegyeznek "N" számosságával. Vagyis létezik egy (egyetlen) (0 számosságú egyenlöségi osztály.


De ha létezik egy (0 számosságú egyenlöségi osztály, akkor léteznek olyan számok (számjegyek) amelyek pontosan (0 számosságú egytagú számjelet tartalmaznak. (Vagyis léteznek pontosan (0 hosszúságú számjegyek). (A konvenció értelmében, a közismert számjegyek közül ilyenek pl. a "valós számok" null és egy között).


Amennyiben azonban "létezik" egy határ, amely megszabja a természetes (proto)számjegyek (1+1+1+...+) felsö korlátját, és a protoszámjegyek között csak pontosan egy (0 számosságú egyed létezik is,  a kombinatorika értelmében a bináris számjegyek körében elvileg 2(0 darab  (0 hosszúságú, egyenként különbözö számjel szerkeszthetö.


Ès mivel (Leibnitznek elvitathatatlanul igaza volt) minden (egész) bináris számjegy egy természetes számnak felel meg, az összes 1,2,3,.., (0 jegyü (természetes) bináris számok száma (N2) elvileg nem lehet sokkal nagyobb, mint az összes 1,2,3,..., (0 jegyü (természetes) unáris számok száma(N1). Vagyis (attól függetlenül, hogy a transzfinit halmazelméletben N1 a legkisebb, (0 számú halmaz)  létezhet a protoszámjegyeknek is 2(0 számosságú halmaza is.


Arról nem is beszélve, hogy az összes (1,2,3,..., (0 jegyü)  "természetes" "arab" számjegyek (N10) számossága még ennél is sokkal nagyobb: 10(0. Ettöl még létezhet ilyen (és bármilyen számosságú unáris számjegy).


Tehát, ha a számjelek lehetséges legnagyobb hossza(k) egy meghatározott, minden rendszerben azonos szám((0) , akkor a természetes számok különbözö (1,2,3,...,n) alapú zárt halmazai(Ni ) egymástól eltérö számosságúak.


Azonban, ha nincs egy ilyen elöre megadott "legkisebb felsö határ((0)", akkor a természetes számjegyek rendszerei nyitott, korlátlan és befejezhetetlen rendszerek, amelyek mindig tartamaznak egyenlö számosságú valódi részhalmazokat és csakis a mindenkor megadott alapra(n) és számjegy-számosság korlátra(k) nézve alkotnak relative zárt rendszereket. 


A valóságos helyzet megértését talán leginkább az neheziti meg, hogy az egyes, egymástól megkülönböztethetö számok (számjelek) maguk is egyedi és egyszermind összetett "tárgyak".


Mig a természettudósok megpróbálják megfigyelés utján kifürkészni hány atommag és hány galaxis található a megismert világegyetemben? Mennyi idö van még hátra a teljes höhalálig (10100 év?) Vagy hány sejtböl tevödik össze egy átlagos ember teste (cca 30 trillió = 3.1019)?  -  addig a matematikában még nem ért véget a romantika, az aranycsinálás és a féktelen spekulációk kora.


Mekkora lehet a számok száma? (A számjegyek számossága) . 


Ez a probléma (is) érdekli az alapkutatással foglalkozó matematikusokat. 


Richard Dedekind, Georg Cantor és David Hilbert tézisei szerint a "természetes számok(0,1,2,3,...) száma aktuálisan végtelen", a halmaz fele és kétszerese is azonos számosságú és a valós számok számossága (null és egy között) "a végtelen alaphalmaz hatványhalmaza, aktuálisan és megszámolhatatlanul végtelen".


Cantor is Dedekind
 is szószerint azzal "bizonyitják" a "végtelen" halmaz "létezését", hogy "gondolatvilágukban" létezik "minden dolgok összessége" . A mai napig is ez a szinte valllásos miszticizmus rejtözik a transzfinit halmazelmélet bebizonyithatatlan és irracionális alapjaiban.


A számok azonban csupán megjelenési formájukban "az emberi szellem szabad alkotásai". Elöállitási lehetöségeik szempontjából a szóképzés szigorú szabályainak vannak alávetve.


Olyan "szám(jel)" amely nem valamilyen nyelv szava, nem létezik.


Az ember megteremtette a "naplemente" szót, de nem teremtette meg a természeti jelenséget amit ez a szó (a közösség számára) megjelöl. Az ember megteremtette a számjegyeket, de nem teremtette meg a számossági egyenlöség osztályokat, amelyeket és az ezekbe tartozó halmazok számosságát egy-egy számjegy megjelöli.


Hogy mekkora a legnagyobb számosságú halmaz számossága a természetben, az megfigyelés és logikai extrapoláció kérdése.


 "Végtelenek" egyelöre csak a teologiában és az elméleti fizikában lépnek fel és ott sem a megfigyelés, hanem a felhasznált matematikai és dogmatikus nyelv következtében.



Werner Heisenberg életének utolsó tizenöt évében az "általános mezöelmélet" megoldásával foglalkozott. De hiába. A tenzorok és vektorok világában tulságosan hamar és tulságosan sok végtelen tényezö bukkant fel, ami lehetetlenné tette az egyenletek megoldását.


Legkésöbb a "Bécsi Kör" és Wittgenstein müködése óta tisztában vagyunk azzal, hogy minden tudomány kölcsönhatásban áll a tudományos és a természetes nyelvek használatával.


 Azért mert "tudjuk", hogy a tenger istenét "Pozeidon"-nak hivják és ilyen, meg olyan racionális és irracionális tulajdonságok felett rendelkezik , még nem biztos, hogy a tengernek van istene és (minden nyelven) "Pozeidon"-nak hivják. Ez csak egy bizonyos axioma rendszerben, és akkor is csak korlátozottan "igaz". 


Azért mert azt tanitják az egyetemen, hogy van egy legkisebb befejezett végtelen, amelynek fele ugyanakkora, mint a kétszerese és ezt "aleph-null"-nak hivják (és a hatványhalmaza még sokkal végtelenebb), még egyáltalán nem biztos, hogy ilyen sokaság tényleg létezik. Söt a józan ész határozottan ez ellen szól. (Érdekes, hogy szintén az egyetemen tanitják, hogy a józan ész és a normális logika nem érvényes a végtelenben. Pontosan ez jellemzi a végtelent. Köszönjük. Ez nagyon emlékeztet a kredóra "hiszem, mert lehetetlen"  -  logikus, hogy az elmélet nem logikus.)


G. Cantor azt hitte, neki sikerült elképzelni az "összes" protoszámok befejezett együttesét. De ez csupán öncsalás és illuzió. Egy együttest el tudunk képzelni. 


De egy olyan együttest ami nem létezik, mert "soha, sehol nem ér véget, a >végtelen-ségben< mégis véget ér" (vagyis „sehol ér véget“) nem lehet elképzelni.


Az ilyesmi a legjobb esetben is csak egy költöi metafora.


Emlékezzünk Wittgenstein figyelmeztetésére: "amiröl nem lehet beszélni, arról nem szabad beszélni". Feinberg, a nobel dijas fizikus ezt a maga szakmai szempontjából igy fejezte ki: "ha valamilyen tárggyal, vagy jelenséggel nem tudunk sem érzékszerveink, sem müszereink segitségével kölcsönhatásba lépni, akkor azok a tárgyak, vagy jelenségek nem léteznek".


Senki nem tudja, milyen lehet egy aktuálisan végtelen (tárgy)halmaz. Minden tapasztalatunk, minden felhozható példa és modell véges. Az aktuális végtelenröl nem lehet, és nem is szabad (egy matematikai értekezésben) beszélni.


Cantor nem állitotta soha, hogy létezik egy "legnagyobb" természetes szám. "Csak" azt mondja: "nincs egy legnagyobb természetes szám, de van egy szám amely nagyobb minden természetes számnál. Ez a legkisebb transzfinit szám. Ehhez akár hozzáteszünk egyet, akár elveszünk belöle egyet, számossága (és igy jelentése) nem változik ".


Mélyértelmünek tünö, üres nyelvcsavar.


G. Orwell a szándékos megtévesztésre utal, mikor megteremti a sertések propoganda jelszavát: "minden állat egyenlö, de egyes állatok még egyenlöbbek" .


Ha elképzelünk bármilyen protoszámot (az egyes jelek bármilyen halmazát), akkor ehhez elvileg mindig hozzá lehet füzni még egy protoszám elemet(/) és a két halmaz (számjegy) számossága mindig különbözik egymástól.


Ez a folyamat minden lépésnél lezárul, de teljesen, véglegesen soha, semmilyen körülmények között nem befejezhetö.


Egy legnagyobb természetes szám, nem létezik.


 Ha nem létezik egy legnagyobb szám, akkor nem létezik egy olyan szám sem, amelyik "nagyobb" mint a (nemlétezö) "legnagyobb" szám. 


Továbbá, ha létezik egy (lezárt, de nem végleg befejezett) legkisebb felsö határ, egy számossági egyenlöség osztály k = (0 , és ennek következtében létezik egy "magasabb végtelen" osztály(2(0) is, attól még a 2(0 osztályú halmazok számossága is lehet természetes szám. 


Ugyanis bármely halmaz minden egyes tagjához hozzápárositható egy-egy egytagú protoszámjegy(/) . Egy bináris 2(0  tagú szám-halmaz tagjaihoz is.


 Az igy kapott unáris jelek(/) összessége (az euklideszi egyenesen) egy pontosan 2(0 hosszúságú (számosságú) egyedi protoszámot eredményez. 


Igy tehát a valóságban az aleph-null számosságú "legkisebb transzfinit számhalmaz"-ra sem érvényések a Cantor féle kritériumok "(0 (1=(0"  és " (0 << 2(0 ". 


Ennek következtében, ha egyáltalán van egy "végtelen halmaz" akkor csak egy végtelen halmaz van és nincsen egy "még végtelenebb végtelen halmaz"  -  nem beszélve az "ennél még végtelenebb halmazokról" . 


Hiszen minden halmaz egy-az-egy arányban áll valamilyen protohalmazzal.


Egy protoszám pedig (természeténél fogva) bármilyen hosszú legyen, akkor is egy természetes szám, egy megszámlálható és véges számosságú számjegy. (Mivel ha egy tagot elveszünk belöle, vagy egyet hozzáteszünk, számossága, értéke megváltozik. Hiszen két protoszám akkor, csak akkor különbözik, ha hosszuk különbözik). ( És "legnagyobb" protoszám sincsen, és olyan protoszám sem, amely nagyobb lenne minden protoszámnál  -  mert ez kétszer ugyanaz a nonszensz).


Ezzel ismét bebizonyitottuk, hogy akármit is képzelünk el  -  akár a "hatványozott végtelen" is megszámozható (egy protoszám segitségével), tehát végsö konzekvenciájában véges .


A számjelekre a számirás következö szabályai vonatkoznak.


1., Egy számjelet csak valamilyen abc alapján kell megszerkeszteni. Az abc lehet 1,2,3,...,n számosságú, tehát létezhet 1, 2,..,10 és n betüs abc.


2., Nincsen olyan számjel abc amelyben nincsenek betük.


3., Minden számjel pontosan 1,2,3,...,k egyjegyü jelet tartalmaz (az abc-böl), tehát alkotó elemei szempontjából pontosan egy számossági egyenlöségi osztályhoz tartozik.


4., A számjegyek körében nincsen üres osztály.


5., Minden számjelnek van pontosan egy elsö és egy utolsó jegye (jele).


6., Minden elemnek (egytagú számjelnek) van pontosan egy közvetlen megelözöje és pontosan egy közvetlen utánkövetöje. Kivétel: az elsö elemnek nincs megelözöje és az utolsó elemnek nincs utánkövetöje.


7., Egy nyelvi jel attól lesz "számjegy", hogy pontosan egy számossági egyenlöség osztályt, pontosan egy számosságot jelöl egy adott kulturközösség számára.


8., Egy olyan szerkezet (konstrukció), amely nem felel meg a fentieknek, nem tartozik a számok (számjegyek, számjelek) körébe.


 A kérdés "mekkora az összes számok száma?" értelmetlen kérdés.


A kérdés ugyanis nem tartalmazza azokat a  szükséges feltételeket, amelyek alapján lehetséges lenne egy racionális válasz.


A "számok" általánosságban, in abstracto csak egy tulajdonsági osztályban léteznek. Az "összes egyedi számok" (egyszerre, együttesen, aktuálisan)  egyáltalában nem léteznek.


A megválaszolható kérdés igy hangzik: mekkora az összes, megszerkeszthetö, n alapú (n abc-s) 1,2,3,...,k osztályú (k digitusból álló) számok (számjelek) száma? (Ahol n és k absztrakt algebrai kifejezések, amelyek akkor lépnek érvénybe, ha egy-egy konkrét kardinális számmal helyettesitjük be öket. Vagyis annyit jelentenek, hogy bármilyen számosságú alap, respektive bármilyen számosságú osztály). (Ezért ha azt irjuk "k = (0 " akkor azt értjük, hogy (0  nem egy változó, hanem egy egyedülálló, konkrét, aktuális kardinális szám, amely pontosan egy számossági egyenlöség osztály képviselöje).


A válasz:


1.) az egyes alapú A1={/},  1,2,3,...,k osztályú, összes lehetséges ("unáris" vagy "proto") számjegyek számossága pontosan k.


2.) A 2, 3,...,10,...,n alapú, 1,2,3,...,k osztályú, összes lehetséges számjegyek számossága pontosan nk. Vagyis n egytagú alapelem összes 1,2,3,...,k osztályú ismétléses variációja. Ahol elvileg sem az alapnak(n), sem az osztálynak(k) nincs "végleges", túlléphetetlen korlátja  - de a teljes, befejezett halmaznak mindig van egy legkisebb felsö számossági határértéke, az adott nk érték.


3.) Az összes elöállitható, n-re és k-ra nézve befejezett, lezárt számjegyek halmazának számossága, ismétléses variációja, egy kétváltozós hatványfügvény Y = f(x) = nk . 


Az n számosságú alaphalmaz(An) elemeinek összes ismétlés nélküli variációja ("hatványhalmaza") pontosan 2n valódi részhalmazt, vagyis számjelet tartalmaz. Ez maga is valódi részhalmaza nk -nak.


A "kontinuum" meghatározása. 6.1.1.



A "geometriai kontinuum" (folytonosság) nem létezik a természetben. 


Másszóval, az a reláció, amit "megszakitatlan folyamatosságnak" nevezünk, nem egyéb az illuziók egy bizonyos fajtájánál, amelyet érzékszerveink közvetitenek velünk. Respektive a tárgyak, jelenségek és események folytonossága nem egyébb annál a reflexiónál ("képnél") amit "adatfel--dolgozó szerkezeteink" közölnek (az aprólékos részletek szükségszerü kiszürése után) tájékoztatás céljából, a központi tervezö és irányitó "szerkezeteinkkel". 


A homo sapiens sapientis mint megfigyelö, nincsen felszerelve olyan "természetes"  eszközökkel, amelyek lehetövé tennék a szubatomikus tárgyak és viszonylatok érzékelését, igy a környezö világot csak elnagyolt körvonalaiban veszi tudomásul. 


Az alakzatok relativ stabilitása ("térben" és "idöben") váltja ki a körvonalak (kontúrok) "megszakitás nélküli"  egységének illuzióját. Egy nagy folyó, amely szakadatlanul mozog, de (alakjában) mégsem változik  -  a dinamikus folytonosság szinonimája.


A történelem folyamán alakult ki a "világ" röviditett, idealizált, "képzömüvészeti" leirása (idetartozik a "képirás" valamennyi vállfaja is)  - többek között a földméréssel kapcsolatos idomok ábrázolása egy-egy "egyenes", "kör" és ezek keresztezésének segitségével. 


Az ideális (vagyis a természetben sehol nem található) egyenesek egymást  átszelö, "metszési pontjából" (ez is csak egy elnagyolt projekció) keletkeztek a kultúra talán legszívósabb és legbefolyásosabb absztrakt tárgyai, a "dimenzió nélküli pontok".


Mindezek a csodálatos (nyelvi) találmányok lehetövé tették az emberi nem számára, hogy rákényszeritve saját tájékozódási hálózatát, rendet teremtsen (az összes többi ittélö lények számára még most is) kaótikus világban.


Ennek viszont ára van. Az ember foglya is önön vonatkoztatási rendszerének.


A "lineáris kontinuum" koncepciója. 6.1.2.


A kritika teljessége és a félreértések és logikai zürzavarok tisztázása érdekében végig kellene tekinteni a matematika feljlödését az ókortól napjainkig. Sajnos, ez messze túllépi a jelen eszmefuttatás kereteit és igy kénytelenek vagyunk eltekinteni ettöl.


Ezért csupán alátámasztás nélkül megismételjük a kijelentést: egy egyenesen egyáltalán nincsenek pontok. A lineáris kontinuumon nincsen ugyanannyi pont, mint amennyi a valós számok száma (nul és egy között). A lineáris kontinuum egy projekció, annyi pontot tartalmaz, amennyit (valamilyen elmélet következtében) kivetitünk reá. (Egy ilyen módon keletkezö egyenesre).


Egy olyan kultúrnép szempontjából, amely az egy abc-s nyelvet használja, nincsenek valós számok (i.e. számok,amelyek aleph-null számú jelet tartalmaznak), vagy ha (per axiom) létezik ilyen számossági egyenlöség osztály, akkor legfeljebb egy ilyen számjegy létezik. (Mivel minden osztályban pontosan és kizárólag csak egy számjegy létezik).


A protoszámok halmaza és a nekik megfeleltetett pont-sorozat folytonosságot alkotnak, mivel két protoszám között nem lehet "átbújni". Nincsen olyan számjegy, amely nagyobb lenne "/" -nél de kisebb "//"- nél. Igy a lineáris kontinuum számossága k = aleph-null.


Annak pedig nincsen értelme, hogy "minden pont aleph-null pontból áll" . Egyrészt egy ilyen kijelentés megfogalmazhatatlan az A1={/} nyelven. Másrészt, ha minden pont "/"- val kezdödik és aleph-null "/"- val befejezödik, majd ismét "/"- val kezdödik és aleph-null "/"- val befejezödik, akkor aleph-null nem végtelen, hanem véges és felesleges ismételgetni, mert korlátlanul tovább folytatható az aleph-nulladik számjegy után.


Ha viszont a megszokott tizjegyü ("arab") abc-t használjuk és (valamilyen megegyezés értelmében) "vannak" aleph-null számosságú számjegyek, amelyek "0"-al és egy tizedes ponttal kezdödnek, s amelyeket "valós számoknak" nevezünk, akkor ezeknek 10(0 pontot lehet megfeleltetni és a lineáris kontinuum számosságát ez adja meg (null s egy között).

Összefoglalás. 6.1.3.


1., Ha létezik egy "legkisebb felsö határ k" (k-t jelölhetjük "(0 "-al és nevezhetjük "legkisebb végtelennek") akkor csakis a természetes számok egyetlen fajtája, az egy abc-s számjegyek N1 halmaza tartozik az (0 számossági egyenlöség osztályba.


2., Az összes (1,2,3,...,k osztályú) természetes bináris számjegyek száma 2k.


3., Ha létezik egy k osztályú abc(Ak), és ha k ( k(1, akkor létezik Ak hatványhalmaza PAk is. PAk számossága 2k egybeesik a bináris természetes számjegyek N2 számosságával és vannak olyan halmazok, amelyek számossága nagyobb (0 -nál, de kisebb 2(0 -nál.


4., A második pont alapján egy 2(0 számosságú halmaz is megszámlálható.


5., Ha létezik egy k osztályú abc(Ak), k = (0 és ha "(0(1 = (0" , akkor Ak-nak nem létezik olyan hatványhalmaza PAk amely számosságára nézve nagyobb Ak-nál, és nem léteznek olyan halmazok, amelyek számossága nagyobb (0 -nál, de kisebb 2(0 -nál, mert egyáltalán nem létezik olyan halmaz amelynek számossága nagyobb (0 -nál.


Igy, ha nem léteznek olyan halmazok, amelyekre "(0(1 = (0" érvényes, akkor nincsenek transzfinit halmazok, és ha léteznek olyan halmazok, amelyekre "(0(1 = (0" érvényes, akkor legfeljebb egy ilyen halmaz van és szintén nincsenek transzfinit halmazok.


6., Az összes (1,2,3,...,k osztályú) természetes "arab" számjegyek száma 10k.


7., Ha léteznek k = (0 jegyü "dekadikus törtek" ("valós számok"), akkor ezek összessége  null és egy között természetesen nagyobb számú k = (0 -nál (pontosan 10k számosságú) és igy "megszámlálhatatlan" a természetes számok k = (0 számosságú N1 halmazával.


De Cantor sejtése és tanitása téves. A tizes alapú valós számok száma (null és egy között) (és különösen a valós számok száma általában) nem 2(0 és nem megszámlálhatatlan.

9., Ezért az sem igaz, hogy 2(0  "a kontinuum számossága" .


Mindezt már alaposan és részletesen bebizonyitottuk az elözöek folyamán.


A transzfinit halmazelmélet nem a matematika ujabb tartománya, csupán fata morgána.


A számfilozófia három fötörvénye. 6.1.4.


I.) Csak természetes egész számok (számosságok) vannak.


II.) Nincsen legnagyobb természetes szám (számosság). (Vagyis nincsen olyan számrendszer, amelyben minden számosság minden relációja elöfordulhat.)


III.) Számok (számjegyek) csak egy nyelven belül léteznek.


A számjegyek általánositása. 6.2.


Ha körvonalazni akarjuk az általunk tárgyalt elemek (számjegyek) univerzumát, akkor megállapodhatunk abban is, hogy a "természetes" proto-számoknak(I, II, III,...,) létezik valamilyen "legkisebb felsö" határa : k(I).


A transzfinit halmazelmélet hiveinek kedvéért jelölhetjük ezt a határértéket(k) a héber abc zéróval indexelt elsö betüjével "(0 "-al .


Igy, bármilyen abc-t (és nyelvet) használunk is, a megállapodás értelmében a diszkusszióban kiindulásként csak olyan számjegyek szerepelhetnek, amelyek "hossza" (egytagú számjeleinek számossága) nem haladja túl a határértéket  -  vagyis 1,2,3,..., és legfeljebb k helyiértékü, k számosságú lehet.


Ebböl következöen az egytagú abc A1 = { I } alapján pontosan egy k-tagú számhalmaz(N1); a kéttagú abc A2 = { 0,1} alapján pontosan egy 2k számhalmaz(N2); a tiztagú abc A10 = {0,1,2,...,9} alapján pontosan egy 10k tagu számhalmaz(N10); és egy n -tagú abc alapján pontosan egy nk tagú számhalmaz fejleszthetö ki.


Az általánositás elsö lépése 6.2.1.


Az általánositás érdekében minden egyes természetes számjegyet k-osztályúnak tekinthetünk, úgy hogy a hiányzó helyiértékeket az adott számjelek elött kiirjuk és ezt a "0" jel segitségével ábrázoljuk.


Igy pl. a számsorozat elsö számjegye(0) egy k-szor  "0" elemböl álló  k osztályú zeró.


A második számjegy(1) egy k osztályú szám, amelyben jobbról az elsö helyen az "egyes számosság" jele(1) áll, mig elötte az összes többi helyiértéken egy-egy zero.


Ès igy tovább.


Egészen addig, amig el nem érjük, az elsö k osztályú természetes számot, amely az egyes számosság jelével(1) kezdödik és (k -1) zéróval folytatódik.


Ettöl kezdve már minden számjel k (illetöleg "(0 ") hosszúságú.


Könnyü meggyözödni arról, hogy az ilyen módon összeállitott (An alapú) természetes egész számjegyek sorozata pontosan nk különbözö egyedet tartalmaz.


Példának okáért, ha n = 10 és  k = 1010, akkor a leghosszabb természetes "arab" számjegy (vagy akár minden egyes arab számjegy) tizmilliárd egységböl (betüböl) áll és az összes számjegyek száma 1010.000.000.000 . Egy igen nagy szám
 .


De természetesen véges szám, mivel kisebb a tizszeresénél 1010.000.000.001 -nél.


Csak kimondani nehéz.


Az általánositás második lépése 6.2.2.


A  tradició megörzésének kedvéért fogadjuk el kiindulásként azt a nézetet, hogy (mivel "létezik" egy legkisebb felsö számosság k = (0 ) léteznek k = (0 osztályú dekadikus törtszámok. 


Vagyis "léteznek" olyan "arab" számjegyek, amelyek "végtelenül hosszúak" és "soha, sehol nem érnek véget", csupán a "végtelenben érnek véget" . (Ami egy értelmetlen nonszensz).


Tételezzük fel, hogy vannak ilyen "valós" számjegyek, amelyek mindegyike pontosan ugyanannyi (k = (0 számosságú) jelet tartalmaz az {0,1,2,...,9} abc-böl, vagyis helyiértékére nézve pontosan egy és ugyanazon számossági egyenlöség-osztályhoz tartozik.


Ebben az esetben, minden kétséget kizáróan az n alapú, k osztályú öszes valós számjegyek száma minden két egész szám között pontosan nk .


Ès mivel az egész számok száma szintén nk , igy az összes n alapú, k osztályú valós számjegyek száma pontosan (nk)2 = n2k .


Ezt a halmazt (elvileg) aktuálisan úgy állithatjuk elö, hogy szerkesztünk egy jelmatrixot M(n2k, 2k), amely n2k sorból és k+k=2k oszlopból áll. Az egyik k oszlopot a másiktól pontosan középen sorról-sorra egy "tizedespont" választja el. Az elsö k oszlopban az egész számok, a második k oszlopban a törtek foglalnak helyet.


Igy megkapjuk az összes valós számok n2k számosságú halmazát, amelynek valódi (nk számosságú) részhalmaza az  (összes n alapú, k osztályú) természetes számjegyek halmaza. (Minden számjegy, amely a tizedes pont után k nullával folytatódik, természetes, egész szám).


Ezek után azonban elhagyhatjuk a tizedes pontokat is és, teljesen általánositva, azt mondhatjuk: "nincsenek egész számok, csak olyan valós számok, amelyek utolsó k helyiértékét zéró számjelek töltik ki ". Vagy ugyanezzel a joggal: "nincsenek valós számok, csak olyan egész számok vannak, amelyek pontosan 2k helyiértékkel rendelkeznek". 


Példának okáért, ha n = 10 és  k = 1010, akkor a leghosszabb természetes "arab" számjegy (pontosabban minden egyes arab számjegy) húszmilliárd egységböl(2k) (betüböl) áll és az összes idevágó számjegyek száma 1020.000.000.000 . Egy igen nagy szám.


De természetes véges szám, mivel 1010.000.000.000 -nek pontosan négyzete.


Konklúzió. 6.2.2.1.


Legkésöbb ezen a ponton talán a legmegátalkodotabb nyájas olvasó is is belátja: ha léteznek k = (0 osztályú dekadikus törtszámok, akkor léteznek 2k = 2(0 osztályú dekadikus törtszámok is és az égvilágon semmi értelme nincs azt állitani, hogy "2(0 = (0" .


Ha valaki egy csoda következtében meg tudná mondani hány egységböl áll egy aleph-null számosságú halmaz, és ha egy ujabb csoda következtében ki tudnánk számitani Pi értékét aleph-null pontossággal, mi biztositék, vagy mi bizonyiték van arra nézve, hogy a Ludolf féle számnak nincsen egy (0+1, egy 2(0  és egy 2(0  pontosságú értéke (és számjegye) ?


Semmi, mert ez ellentmondásokra vezetne.


Nincsenek olyan konkrét számjegyek, amelyek nem változnak, ha egy elemet hozzáteszünk, vagy egy elemet elveszünk belölük.


Ilyen számjegyeket eddig még senki nem tudott bemutatni.


A valós számok "végleges" hossza. 6.2.2.2.


Semmiféle bizonyiték nincs (és nem is lehet) annak a légböl kapott állitásnak az alátámasztására, hogy a valós számoknak valamilyen "fix hosszúságuk van" és ez éppen (0 .


Ez arra az esetre is vonatkozik ha a valós számokat "Dedekind szeletek", vagy racionális számokból képezett "Cauchy-sorozatok" határértékeként állitjuk elö.


A kérdés mindenképpen az, hány tagja van egy "végtelen" sorozatnak, illetve hány helyiértéke van egy "végtelenül hosszú" tizedes törtnek?


A rendelkezésünkre álló eszközökböl világosan kiderül: egy valós számjegyet (legyen az véges, vagy "végtelen" hosszúságú) elvileg is csak megközelitö pontossággal tudunk elöállitani. 


Ahelyett tehát, hogy a transzfinit halmazelmélet csaló "bizonyosságaihoz" fordulnánk, sokkal egyszerübb elfogadni a tényt, hogy nincsenek "végleges", "befejezett"  valós számok. 

Egy adott valós számjegy(() nem "egy bizonyos pont" a számegyenesen, hanem egy bizonyos (k osztályú) számjegy egy n alapú k=x osztályú számjegysorozatban, amelynek helye egyedülállóan meg van határozva (a lexikográfikus rend alapján) és igy (egyedülálló) "pont"-ként kivetithetö egy "egyenes vonalra" amelynek mértéke n x   egység.


Az n alapú k=x+1 osztályú számjegysorozatban változatlanul elöfordul a valós számjegy(() de az összes számjegyek száma sokkal nagyobb (nx+1) mint eddig. 


Olyan (n alapú) számjegysorozatot, viszont, amelyik a legnagyobb hosszúságú számjegyeket is magába foglalja, lehetetlen elképzelni (és elöállitani), mert minden számjegynél van hosszabb számjegy és leghosszabb számjegy egyszerüen nincsen.


Ha az (0 helyiértékü (bináris) valós számjegyek száma (null és egy között) 2(0  -  akkor (még a transzfinit halmazelmélet hivei szerint is) logikailag megengedhetö az olyan valós számjegyek "létezése", amelyek helyiértéke (alapszámjeleinek száma) nagyobb (0 -nál és esetleg pontosan 2(0 .


Ebben az esetben azonban szükségszerüen "létezenek" Cohen féle, (0+1, 2(0 , etc., etc. hosszúságú valós számjegyek is, amelyek hossza nagyobb (0 -nál, de kisebb 2(0 -nál, mert ezek jelentik (jelölik) a "lineáris kontinuum" (mindenütt egyformán sürü) egyes konkrét pontjait.


Vagy ha aleph-null és 2(0 között nincsenek "pontok" akkor a "kontinuum" üres.


A Cohen féle, (0+1, 2(0 , etc., etc. hosszúságú valós számjegyek teljes halmazainak számossága viszont nem  2(0 , hanem  2(0+1, respektive  22(0 , etc., etc.


Tehát, ha (0 valóban egy létezö kardinális szám, és igy létezik például egy (0 helyiértékü (pontosságú) (, attól még létezhet egy  (0+1, illetöleg 2(0 etc., etc. helyiértékü ( is. Söt, magas valószinüség szerint, de facto léteznek is ilyen számjegyek "ad infinitum" (tehát soha be nem fejezhetö pontossággal).


Igy tehát a transzfinit halmazelmélet zavaros, téves, értelmetlen és gyakorlatilag hasznavehetetlen elmélet. Ez az irányzat azért idézte elö a "matematika harmadik válságát", mert megpróbálta magába foglalni a "mindenség mindenségét" . Ami egy romantikus, monomániákus vállalkozás és véghezvitele nem lehetséges.


Ha az "összes számok számát(y)" tetszölegesen nagy, (de nem véglegesen befejezett) formában "y = nk " ("az összes n alapú k osztályú számok számossága egyenlö y") adjuk meg és elfogadjuk (Gödel és Tarsky tételei alapján) hogy nincs minden problémának végleges megoldása (csak esetleg megközelitö megoldása) , akkor (igaz, hogy nem tarthatjuk magunkat mindenhatónak és mindentudónak) de önmüködöen megszünik a matematika mindhárom "válsága".


Akkor elfeledhetjük a transzfinit halmazelmélet földöntúli elmeszüleményeit és visszatérhetünk a valóság korlátolt és szerény, de végejárhatatlanul szabad világába, ahol a természet logikája, vagyis a "józan ész" uralkodik, ahol két tárgy plusz két tárgy számossága mindig nagyobb két tárgy számosságánál és "az összes számosságok összes számossága" csupán egy lázas agyrém.


Ha "(0+1=(0" igaz, akkor "(0" nem egy számosságot, nem egy számossági  egyenlöség-osztályt jelöl,  hanem inkább egy fantáziadús szörnyet a görög mondavilágból.


A valós számegyenes 6.3.


Ha minden egyes számjegynek egy "pontot" feleltetünk meg, úgy hogy (egy számjegy helyiérték osztályon belül) két számjel között már nincs egy harmadik (számjegy), vagyis a "pontok" között nem lehet "átbújni" és igy ezek egy "folytonosságot" képeznek, akkor (a fentiek alapján) a "lineáris folytonosság számossága n2k (n,k > 0) . Ezt jelöljük  "nK1 "-val .


A proto számegyenes 6.3.1.


Az egytagú abc A1={I} felett, a protoszámjegyek(N1) körében a "kontinuum" számossága  egyszerüen k  - vagyis megfelel a rendszerben megengedett legnagyobb helyiérték számosságú számjegy számosságának.


Másszóval a proto számegyenesen a pontok száma k.


A rendszerben "null-pont" nem létezik.


Egy proto számegyenes magában foglalja az elsö és a k-adik pontot is.


Tételezzük fel, hogy létezik valamilyen "legkisebb felsö számossági határérték(k)" . Valamilyen felsö számossági érték, például egy naturkonstans, mint a fény sebesssége, amelyröl tudjuk, hogy tömeggel rendelkezö tárgyak számára elérhetetlen, de amely a mi közönséges mértékrendszerünkben nem végtelen, hanem nagyonis véges. 


Ha k = (0 (de "(0(1((0")  -  akkor sem tudja senki megmondani (sem pontosan, sem körülbelül), mekkora értéket képvisel ez a Cantor féle "számjegy". (Mivel azt sem tudja megmondani senki milyen és mekkora az "összes természetes számok" számossága.) (Semekkora).


A megközelités kedvéért mondjuk azt: k = (0  és  (0 = 1010 .


Ebben az esetben a protoszámok körében a legkisebb számjegy egy darab "I" és a legnagyobb számjegy tizmilliárd   (1010)  darab "I"-es és ennek megfelelöen minden "egyenes protoszám szakasz(1K1)" tizmilliárd pontból áll. (Ez annyi mint 10.000.000.000 pont.)


A proto-számpároknak(1K2) < I, I >; < I,II >; < I,III >; etc., etc., ezek szerint a kétdimenziós (euklidesi) sikon (1010) (1010) = 1020  = 100.000.000.000.000.000.000 pont felel meg.


A protoszám hármasok(1K3) rendszerének a háromdimenzós (euklidesi) térben (1010)(1010)(1010)  = 1030  =1.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000 pont felel meg.


Bagatell.


A bináris számegyenes 6.3.2.


A bináris abc A2={0,1} felett,  a "természetes számjegyek(N2)" számossága 2k és az összes  "valós" számjegyek(R2)  "kontinuum" számossága (2k)(2k)=22k  - ahol "k+k"  a rendszerben megengedett legnagyobb helyiérték-számosságú számjegyek számossága


Másszóval a bináris számegyenesen az összes pontok száma 22k.


A rendszerben az elsö pont a "null-pont"-t jelöli.


Igy a 22k .-ik számú pont kivül esik a halmaz számossági határán.


Tételezzük fel, hogy létezik valamilyen "legkisebb felsö számossági határérték(k)"    (k = (0     de "(0(1((0").  


A megközelités kedvéért mondjuk azt: k = (0  és  (0 = 1010 .

Ebben az esetben a természetes bináris(N2) számjegyek körében a legkisebb (nullánál nagyobb) számjegy a bináris "01" és a legnagyobb számjegy tizmilliárd   (1010)  darab "1"-es és az összes természetes számjegyek száma 210.000.000.000. De mivel minden két természetes számjegy között 210.000.000.000 valós szám "található", az összes (2 alapú, 1010+1010 osztályú) valós számok száma (210.000.000.000)2 . Ebben az értelemben minden "bináris egyenes szakasz(2K1)" 220.000.000.000 pontot "tartalmaz".


Az elsö pontnak a "00" számjegy, az utolsó pontnak húszmilliárd "1"-es felel meg.


A bináris számpárokat(2K2) a kétdimenziós (euklidesi) sikon (220.000.000.000 )2  vagyis: 240.000.000.000 pont reprezentálja adekvát módon.


Az "összes" bináris számhármasok(2K3) rendszerét a háromdimenzós (euklidesi) térben (240.000.000.000)2
= 280.000.000.000  pont  tükrözi vissza.


Az n-dimenzós bináris folytonos tér  pontosan 2n80.000.000.000 elemböl állitható össze.


A dekadikus számegyenes 6.3.3.


A dekadikus abc A10={0,1,2,...,9} felett,  a "természetes számjegyek(N10)" számossága 10k és az összes  "valós" számjegyek(R10)  "kontinuum" számossága (10k)(10k)=102k  - ahol "k+k"  a rendszerben megengedett legnagyobb helyiérték-számosságú számjegyek számossága


Másszóval a dekadikus számegyenesen a pontok száma 102k.


A rendszerben az elsö pont a "null-pont"-t jelöli.


Igy a 102k .-ik számú pont kivül esik a halmaz számossági határán.


Tételezzük fel, hogy létezik valamilyen "legkisebb felsö számossági határérték(k)"      (k = (0 de "(0(1((0").  A megközelités kedvéért mondjuk azt: k = (0  és  (0 = 1010 .

Ebben az esetben a természetes arab(N10) számjegyek körében a legkisebb (nullánál nagyobb) számjegy egy "1"-es és a legnagyobb számjegy tizmilliárd (1010)  darab "9"-es és az összes természetes számjegyek száma 1010.000.000.000. De mivel minden két természetes számjegy között 1010.000.000.000 valós szám "található", az összes (10 alapú, 1010+1010 osztályú) valós számok száma (1010.000.000.000)2 . Ebben az értelemben minden "dekadikus egyenes szakasz(10K1)" 1020.000.000.000 pontot "tartalmaz".


Az elsö pontnak a "0" számjegy, az utolsó pontnak húszmilliárd "9"-es felel meg.


Az arab számpárokat(10K2) a kétdimenziós (euklidesi) sikon (1020.000.000.000 )2 vagyis: 1040.000.000.000 pont reprezentálja adekvát módon. (Egy egyes számjel és negyvenmilliárd nulla számú pont).


Az "összes" dekadikus számhármasok(10K3) rendszerét a háromdimenzós (euklidesi) térben (1040.000.000.000)2
= 1080.000.000.000 =  egy egyes és nyolcvanmilliárd nulla számú pont  tükrözi vissza.


Az n-dimenzós folytonos dekadikus tér  pontosan 10n80.000.000.000 elemböl állitható össze.


Ezek már ugyancsak nagy számok.


Pedig még csak ott tartunk, hogy n = 10 és k = (0 és (0 = 1010.


Ha számitógépeink kezelni tudnak 1010 elem hosszúságú jeleket, akkor 220.000.000.000 ilyen (egymástól különbözö 1010 digitböl álló) szó áll rendelkezésünkre. Ès ha valaha lesznek olyan alapcsipjeink, amelyek nem kettö, hanem tiz diszkrét állapotot tudnak felvenni, akkor a szótárunk 1020.000.000.000  darab, húszmillárd betüböl álló szót/számjegyet/kifejezést tartalmaz.


Mivel itt már igen nagy számosságokról van szó, az arányok durván megközelitö értékének érzékeléséhez tegyük fel, hogy "k = (0 és (0 = 10 ".


Ebben az esetben az egy alapú kontinuum számossága 10.


A kettö alapú kontinuum számossága ennek százezerszerese: 220 =  1,048.576 és a tizes alapú kontinuum számossága(1020)  tizmilliárdnak a tizmilliárdszorosa, vagyis pontosan : 100.000.000.000.000.000.000.


Eben az esetben az elsö (0 számosságú számjegyek(N1) száma egy ezred része a 2(0 számosságú N2 és egy milliomod része a 22(0 számosságú R2 számsorozatnak.


Az arab számjegyekböl elöálló kontinuum számosság (102(0 = 1020) nagyjából a Cantor féle kontinuum számosság (2(0 = 210 = 1.024) 100.000.000.000.000.000 (1017) -szerese és a "legkisebb transzfinit számosság((0 = 10) 1019 -szerese.


Ezek az arányok (aránytalanságok) már nagy mértékben széthúzódnak, ha pl. k = (0 és (0= = 1010  és igy nk = 1010.000.000.000 , mert k értéke logaritmikusan csökken nk - hoz képest. Pedig tudjuk, hogy k bármilyen értéket felvehet (kivéve k(((k) és k = 1010 (és n = 10) nem túlságosan nagy szám, és 10100, söt 1020.000.000.000 és hatványai sem "végtelen" számok.


Mindenesetre, ha ugy választjuk, hogy a "lineáris egyenesen" null és egy között 1010.000.000.000  pont található (az "arab" számjegyeknek megfelelöen), akkor tizmilliárd jegyü pontossággal egy olyan jólrendezett számjegy halmaz (sorozat) áll rendelkezésünkre, amely kivétel nélkül minden (tizes alapú és 1010 osztályú) tizedes törtet (és igy "valós" számjegyet is) tartalmaz.


Próbáljon meg valaki egy egy,-tiz,-száz,-etc.,etc. 1010 centiméteres "szakaszt" felosztani 1020.000.000.000  egyenlö, felismerhetö részre. Ez gyakorlatilag keresztülvihetetlen. (Pedig még nagyon is a végesség világában járunk, ami a  lehetséges számosságokat illeti.)


De azért, mert valami nagyon nagy számú, attól még nem biztos, hogy "megszámolhatatlan" és ha valamilyen sokaságot reménytelenül nem tudunk (jelenleg) megszámlálni, azt nevezhetjük "végtelennek"  -  ami csupán annyit jelent "megszámolhatatlan számosság".


Ezek után könnyebben megérhetö


A transzfinit halmazelmélet cáfolata a számegyenesen. 6.4.


Tézis: Ha a lineális kontinuum nagyobb (0 -nál, akkor aleph-null véges és nincsenek sem transzfinit halmazok, sem transzfinit számosságok.


Bizonyiték: 


Tegyük fel (a transzfinit halmazelmélet szabályai szerint), hogy létezik egy "legkisebb végtelen" számosság (0 ((0 végtelen, ha (0 (1 =(0 különben véges), az "összes természetes számjegyek(N1) 1+1+1+...+1, stb.,stb." számossága.


Tegyük fel, hogy az összes valós számok(R) számossága (null és egy között) N hatványhalmazának P(N) -nek a számossága  2(0  (és 2(0 = (1  valamint  22(0 = (2  ) .


Ezek szerint a valós számegyenesen (1  számú valós számjegynek megfelelöen (1  pont "található"  -  másszóval a kontinuum számossága (1  és a számegyenes kontinuum számosságú.


A szabályok értelmében (1  -nak lehetnek (0 számosságú valódi részhalmazai. Ezek szerint a  számegyenes kezdöszakaszán is létezik egy (0 számosságú számjegy,- illetöleg pontsorozat. Tehát létezik egy, egyetlen, egy bizonyos (0  .-ik pont (ill. valós számjegy). (Ezt a második diagonális módszer is kimutatja).


De, mivel per definició a valós számegyenesen semmilyen két szomszédos pont között nincsenek "hézagok", az (0.-ik pontnak is van pontosan egy megelözöje és pontosan egy utánkövetöje, amely különbözik az (0  .-ik ponttól: (0 -1< (0 < (0 +1 .


A valós számegyenesen tehát szükségszerüen elöfordulnak Cohen féle ponthalmazok, amelyek számossága nagyobb (0 -nál ((0 +1; (0 +2; (0 +3; etc., etc. ) de kisebb (1 -nél.


(Ha ezek nem léteznek,akkor a számegyenes a "végtelenben" (0 -nál "véget is ér" és utána már csak legfeljebb egyetlen leirható pontot, a (1 .-ik pontot tartalmazza. Vagyis (0 +1 = (0  pontot tartalmaz, de akkor, csak akkor, ha (1  pontot tartalmaz. Vagyis (0 = (1 ).


Konkluzió:


látható, hogy ha a valós számegyenesen léteznek Cohen féle ("ál-végtelen") ponthalmazok (vagyis (0 (1 ( (0 ), akkor ezek nem transzfinit((0 (1 = (0 ), hanem valamilyen aktuális legkisebb felsö határt képviselö (érintö) véges ponthalmazok  - tehát  (0  véges és (1  is véges.


Vagyis a cantori értelemben vett "transzfinit" halmazok nem léteznek.









Amit bizonyitani kellett. ■ 


Megjegyzés: a transzfinit halmazelméletben nem csak azt lehet bebizonyitani, hogy "(0 egyenlö (1 ", hanem azt is, hogy egy (0 számosságú halmaznak lehet (1 számosságú valódi részhalmaza.


Ugyanis: (a cantori terminológiában kifejezve) kontinuum számosságú((1) halmazoknak van kontinuum számosságú valódi részhalmazuk és (0 számosságú valódi részhalmazuk is.


A kontinuum bármely (0 számosságú (összefüggö) szakaszán kimutatható, hogy ennek a szakasznak vannak (nem összefüggö) (0 számosságú valódi részhalmazai. De pontosan ezek a "lyukak"  bizonyitják, hogy magán az összefüggö ((0 számosságú ) szakaszon megszámlálhatatlanul sok ((1 számosságú ) pont található.


Ez a paradoxon annak tudható be, hogy a Bolzano-Cantor féle bizonyitó eljárásban minden egyenes bármelyik szakasza kontinuum számosságú. 


A büvészmutatvány titka (trükkje) abban rejlik, hogy  "1+1+1+..." az maximum (0 számosságú, egy(1) viszont (minden egyes egyes, vagyis a halmaz minden szakasza)  elosztható  2(0 = (1  szorosan összefüggö részre.


A logikai tisztaság azonban azt követeli, ha egy(1)  elosztható  2(0 = (1   részre, akkor az összeadási sorozat "1+1+1+..." is folytatható  (0 után ((0 +1; (0 +2; (0 +3; etc., etc. ) 2(0 -ig (söt még ezután is tovább).


De akkor azonnal összedöl a transzfinit kártyavár. A természetes számok minden megadható halmaza és határértéke véges. Csak a lehetöségeknek nincs határuk.


A végtelenség filozofiája 6.5.


Igazságtalanság lenne Georg Cantor és/vagy Dávid Hilbert személyére háritani a felelösséget a "matematika harmadik válságának" elöidézése miatt.


(David  Hilbert korának kiemelkedö matematikusa volt. Nagyrészt az ö befolyásának köszönhetö, hogy a transzfinit halmazelmélet, amely  a szakemberekböl eleinte csak gúnyt és ellenkezést váltott ki, elfogadott, sikeres söt, mindent elnyomó, uralkodó nézetté változott.


Hilbert lelkes kiállása Cantor elmélete mellett nem volt egészen önzetlen. A Hilbert féle Axiomatikus Geometria számára Cantor aktuálisan végtelen halmazai adták meg (vélhetöleg)  az ellentmondásmentesség és a teljesség bizonyitásához szükséges segédalapot. 


A valóság azonban megcáfolja a reményt.


Hilbert geometriájában teorémaként jelenik meg a végtelenség axiomája. Azóta már közismert, hogy egy "végtelen halmaz létezése"  nem bizonyitható és nem levezethetö.)


A "végtelenség" matematikai kezelésével Cantor és Hilbert is egy többévezrezedes nyelvi-filozófiai hagyomány egyéni követöi.


Nem lehet tudni, melyik kultúrnép találta fel az "örökkévalóság", a "mindenhatóság", a "mindentudás", a "végtelenség" és a "végtelenül sok"   -  filozófiai és szemantikai szempontból közelien rokon koncepcióit és nyelvi megjelölését. Ezek valószinüen egyidösek a kanonizált vallások és a korai teologia kialakulásával.


A logikai extrapoláció segitségével a "véges"-böl "végtelen" lesz.


A kultúrtönénelem folyamán természetesen idöröl-idöre megváltoztak azok a sokaságok, amelyeket a kor filozófusai "megszámlálhatatlanul sok", illetöleg "végtelenül sok"-nak tartottak. Igy például úgy tudjuk, a nádlevelek és a nádbuzogány jele  " )|( " Egyiptomban, a régi birodalomban "végtelent", mig késöbb már "mindössze" tizezret jelentett.


A szemita népek, majd a görögök és a rómaiak  átvették ezeket a fogalmakat.


A mai napig is évente több monográfia jelenik meg, amely a "végtelen" (számosság) fogalmával (és a fogalom értelmezésével) foglalkozik.


Egyesek szerint  a "matematika egyenesen a végtelenek tudománya".


Nonszensz.


A józan megfigyelönek feltünik, hogy a matematika mindhárom "válsága", az ókorban a felvilágosodás korában és végül a XIX.-ik században a végtelenül kicsiny, illetve a végtelenül nagy (egységek, ill. sorozatok) fogalmának kezelhetetlensége, megfoghatatlansága és ellentmon-dásossága miatt "tört ki"  -  és velünk van a harmadik i.u.-i évezred kezdetén is.


Ennek tulajdonképpen egyszerü oka van. A "végtelenül kicsi" és "végtelenül nagy" kiterjedések olyan spekulativ nyelvi-filozófiai  kategóriák, amelyek nem alkalmasak megfigyelhetö fizikai és számossági viszonylatok leirására. Elnagyolt, kényszerü segédfogalmak ezek, amelyek azt a célt szolgálják, hogy beszélhessünk olyan tárgyakról és viszonyokról, amelyek ismereteinken és tapasztalatainkon kivül esnek. (Igy a gyakorlatban elhanyagolhatóak).


A "végtelenek" a matematikában nem megnyitják,hanem elzárják a megismerés utját.


Ha egy számsorozat "soha, sehol nem ér véget" , akkor a "végtelenségben" sem ér véget ("bárhol" és "bármikor"  legyen is a "soha" a "sehol" és a "végtelenség").


A jelen eszmefuttatás egyik "mellékterméke" az "Elvira Fischer Lemma" (1) (92.oldal) félreérthetetlenül bizonyitja, hogy "minden halmaz véges és megszámlálható" .


Pontatlanul kifejezve: egyáltalán nincsenek "végtelen" halmazok.


Sem "aktuális", sem "potencinális végtelen" nincsen.


A "végtelen", mint számossági reláció egy misnomer, egy rosszul választott elnevezés, amely kikerülhetetlenül félreértéseket és ellentmondásokat von maga után.


A "végtelenség" szót, amely legalább ötezer éves tradicióra tekinthet vissza, nem lehet (és nem is kell) kiüzni a természetes nyelvekböl. Senkinek nem lehet megtiltani (és nem is szabad), hogy a "végtelenröl", az "örökkévalóságról", a "pillanatról" (vagyis a "megállitott idöröl"), a "mindenható-ságról" stb., stb. elmélkedjen, irjon, vagy beszéljen.


De a matematikában meg lehet tiltani a nullával való osztást és ugyanúgy (ugyanabból az okból) meglehet tiltani (és meg is kell tiltani), hogy egyes véges mennyiségeket és  véges müveleteket az altalánosság homályába burkolva végtelennek titulálljanak.


Ha nem akarjuk továbbra is félrevezetni az ifjúságot (és a hatóságokat).


A transzfinit halmazelmélet iskolája Euklidesz tekintélyét is felhasználja az öncsalásra és a közhit megtévesztésére. A mai szakirodalom sok helyen azt álitja, hogy "Euklidesz Èrvelésének" konkluziója szerint "a primszámok halmaza (aktuálisan) végtelen". 


Indokolás: minden primszámhoz lehet még egy további primszámot kreálni. Tehát az összes primszámok száma végtelen.


Ez azonban egyszerüen téves interpretáció.


Euklides (eredetiben) éppen a fenti kijelentés ellenkezöjét állitja és bizonyitja. Azt ugyanis, hogy "a primszámok bármely összeállitható halmaza véges".


Indokolás: minden primszámhoz lehet még legalább egy ujabb primszámot kreálni. Tehát minden elkézelhetö primszám táblázat (halmaz) befejezetlen és igy nem tartalmazhat minden lehetséges primszámot. 


(Ez vonatkozik a természetes egész számok bármely táblázatára is).


Cauchy és Weierstrass, valamint Dedekind és Cantor helyesen ismerték fel, hogy az ö egyéni, sajátos megközelitö módszerük értelmében a valós számoknak (mint pl. 21/2 és ( ) minden számossági osztályon(k) pontosan egy és kizárólag egy hosszuságuk és egy értékük van.  Igy tehát (elvileg)  "létezik" "határértékük" és maguk is aktuálisan "léteznek"  -  egy adott határértékü számrendszeren belül.

Èrtelmetlenség és zürzavar akkor keletkezik, ha az évszázados, söt évezredes filozófiai-matematikai dogmatizmus következtében az elméletileg ujra, meg ujra tovább folytatható sorozatok számosságát (legalábbis verbálisan) végtelennek számosságúnak tartjuk és határértéküket(k) kihelyezzük a minden természetes számosságot meghaladó "végtelen számosságok" körébe.


Mivel azonban senki nem tudja megmondani milyen és mekkora akár a "legkisebb végtelen" is és hogy egyáltalában van-e ilyen kimondhatatlan, természetfeletti tulajdonságokkal rendelkezö és elképzelhetetlenül nagy "sokaság"  -  hiába adunk "neki" egy exotikus, rövid nevet  - ennek az álszámosságnak  gyakorlati használata kérlelhetetlenül ellentmondásokra vezet.


Ha lézetik egy számjelrendszer R10 amelynek van aktuális, tiztagú abc-je A10 (n =10) és amelynek van egy aktuális (legkisebb felsö) számjel-számossági határértéke(k+k) (megengedett leghosszab számjel alapjel számossága)  -  akkor ezen a határértérken(k+k) belül létezik pontosan egy k+1 jegyü (osztályú) ( , illetöleg pontosan egy k+1 jegyü (osztályú) számjegy(x) ugy hogy x2  k+1 jegyü (osztályú) pontossággal megközeliti a 2-töt.


Az igazság az, hogy minden 1,2,3,...,k osztályon létezik aktuálisan egy 1,2,3,...,k tizedes pontosságú (   -  de "végtelen" pontosságú  (hosszúságú)  ( ( " ((1= ( " nem létezik.

Cantor szerint, ha végtelenszer ismételgetjük a végeset (mondjuk az egyes számjegyet), akkor (és ö ezt el tudja képzelni)  a végtelen számosságoz jutunk.


Ez az érvelés megengedhetetlen (és logikailag érvénytelen) mert a "petito principii" módszerét veszi igénybe. Már a kiindulópont ("végtelenszer") magába foglalja a következtetést ("végtelen"). Ráadásul lehetetlen megmondani "hányszor van?" a "végtelenszer" és "mennyi?" a végeredmény "végtelen" . 


Azt hiszem, bizhatunk abban, hogy (nagy valószinüséggel) a természet logikája nem különbözik a gondolkozás (és a matematika) logikájától  -  hiszen a gondolkodó megfigyelö maga is a természet része.


Ha egy elmélet ellentmondásokra vezet, akkor nem a természetben (a természet érzelmileg közömbös logikájában), hanem a gondolkodó egyén (nyelvi-gondolati) modell-konstrukciójában van a hiba. Tökéletes modell (a "modell" kifejezés a természetes nyelven értelmezve) azonban nem létezik, mert minden modell csak megközelitö (vázlatos) ábrázolása (leirása) a természet jelenségeinek.


Az érvényes (bevált, jól müködö) modell is csupán absztrakt approximáció és igy mindig bizonyos megoldatlan problémákat tartalmaz  -  hiszen nem lehet mindenröl mindent tudni.


Ez egy alapvetö ismeretelméleti korlát  -  amelyet a matematikában Kurt Gödel, a nyelvben és a logikában Alfred Tarsky ("a befejezhetetlenség" tézisei) és a fizikában Werner Heisenberg ("életlenségi reláció") fogalmazott meg és öntött általános formába.


A transzfinit halmazelmélet cáfolatának is ez a legföbb tanulsága.


Egy befejezett számrendszer csak egy adott(n) alapra és egy adott maximális számjegy-hosszúságra(k) nézve lehet "befejezett" és minden ilyen számrendszernek van egy "legkisebb felsö határa(k)" , egy elsö és egy utolsó eleme. De nincsen olyan számjegy-rendszer, amely "véglegesen befejezett", illetöleg "tovább folytathatatlan", vagyis "minden" számrendszert magába foglal.


Ugy tünik, ez egybeesik a természet rendjével.


Nem lehet "null expoziciós idö alatt" "pillanatfelvételt" késziteni. (Bármennyire elfogadhatónak tünik is ez a mondat az elsö látszatra.)  "Nulla idö alatt" még egy elméleti fényképezögép zárának sincs ideje arra, hogy kinyiljon és becsukódjon.


Vagy állitsuk inkább azt, hogy van ideje, null másoperc ideje van ?


Nonszensz.


Egy "karakterisztikus háromszöget" sem lehet annyira lekicsinyiteni, hogy végülis egy "dimenzió nélküli pontot" kapjunk."Végtelenül kicsiny háromszög" (amelyik annyira kicsiny háromszög, hogy már nem is háromszög, de azért mégis háromszög) nem létezik (csak egy szójátékban).


Csak egy adott rendszerben fellépö elsö, vagy legkisebb háromszög létezik.


Egy háromszög befogóinak értéke nem lehet nulla.

 
Legfeljebb egy elhanyagolhatóan kicsi érték.


A differenciálszámitás elvi alapjai  homályba vesznek (és érthetetlenek) mert tradicionális okokból verbálisan a "végtelen"-be kapaszodnak.


A Newton-Leibnitz kalkulus azonban éppen azért müködik (alkalmazható a modern kvantumfizikában is) mert nem "tökéletes", "teljes", "végtelen" pontossággal, hanem tetszés szerinti, véges pontossággal, csupán megközeliteni igyekszik (egy végeredményt) és bizonyos hibahatáron túl elhanyagolja azt, ami elhanyagolható.


Ha (a példa kedvéért) olyan számrendszert használunk, ahol n = 10 és   k = 1010 akkor null és egy között 1010.000.000.000 darab 1010 jegyü valós szám áll rendelkezésünkre.


Létezik itt egy legkisebb (értékü) számjegy : 10-10.000.000.000 és minden két szomszédos számjegy között a külömbség szintén 10-10.000.000.000 .


Ennek következtében az elsö tizmilliárd számjegy olyan kis értéket képvisel (az értékskálán null és egy között), annyira közel áll a nulla, illetöleg az elsö értékhez, hogy a legtöbb gyakorlati számitásban elhanyagolható.


Maga a tizmilliárdadik számjegy egy nullával és egy tizedesponttal kezdödik. Ezután pontosan  9.999.999.990 nulla, majd egy "1-s" és még kilenc nulla következik.


A "végtelen nagy" (vagy ami ugyanazt jelenti) a "végtelenül kicsi" különbségek a matematikában  mindig egy adott, (a megfigyelö által szerkesztett) koordináta-rendszer véges alapegységei, amit a technikai lehetöségek határain belül tetszés szerint finomitani lehet.


A "végtelen" fogalmától megszabadulhatunk, ha a "végtelenül kicsi" egységeket egyszerüen "kvantum egység"-eknek tekintjük (és nevezzük) és a kvantum-matematikában oszthatatlan hosszúság, idö, sebesség, gyorsulás, tömeg, energia, stb., kvantumokkal számolunk.


Ebben az esetben a "natur mértékszámosságok" felsö határán sem "végtelenségeket", hanem rendszerfüggö, az  alapértékkel  kifejezhetö (nem szükségszerüen lineárisan összekap-csolható) véges, ( esetleg szinguláris mennyiségeket, mint például a fény sebessége) kapunk.


A "végtelenek" kiküszöbölése után, az irredukálhatatlan alapegységek (a "természet abc"-je) kombinatorikájával (és tömeges elöfordulásuk statisztikai vizsgálatával) olyan nyelvi-matematikai modelleket alkothatunk, amelyek jó (és szükség szerint finomitható) megközelitéssel helyesen adják vissza (tükrözik, képviselik) az objektiv (vagyis a rajtunk kivülálló) valóságban lejátszódó (fellépö) jelenségeket és viszonyokat.


Ez a matematika rejtélyes és szinte "túlvilági" effektivitásának "titka". Ebben rejlik a logika diadala  -  amely egyúttal a transzfinit halmazelmélet cáfolatának diadala is.


Figyelmeztetés:


A matematika univerzuma (számosságára nézve) nagyobb, tágasabb, (több tárgyat és relációt tartalmaz) mint a "valóságos" univerzum, mert a "természet" természeténél fogva nem valósit meg elemeiböl minden (matematikailag) lehetséges "összeállitást" i.e. variációt és kombinációt.


Vagyis a lehetöségek világa nem azonos a "valóságos" (fizikai) világgal (amelyröl amugyis meglehetösen keveset tudunk).


A nyelvi/matematikai univerzum (is) minden megadható esetben véges, jóllehet nem köti,  semmilyen felsö határ. A nyelv és a matematika univerzuma sajátossága, hogy tartalmazhat olyan konzisztens "tárgyakat" és összefüggéseket, amelyeknek a természetben nincsen megfelelöje. De  tartalmazhat olyan elméleteket is , amelyekben ha valami igaz, az ellenkezöje is igaz.


Mint például a Transzfinit Halmazok Elmélete.
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� Georg Cantor, Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre. In Mathematische Annalen 46 (1895), Seite 481-512. (Adalékok a transzfinit halmazelélet megalapozához).
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� Hilbert, David " Die Grundlagen der Geometrie". (1899.)


� Ernst Zermelo: "Beweis, dass jede Menge wohlgeordert werden kann". Math.Annalen 59, 514-516. 1904.


� Richard Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1881. § 5. 66 Satz. Beweis.	


� Ernst Zermelo a XX. század elején nyilvánosságra hozott egy elvi bizonyitékot arról, hogy "minden halmaz jólrendezhetö", vagyis megszámlálható. A fentiek, az elmult száz év óta elöször, megadják Zermelo érvelésének konkrét kikvitelezését.


� Van Dantzing: Is 1010.000.000.000 a finite number? (Dialectica, vol.9. No.3/4. 1955.)
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