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BEVEZETES

A merev testek statikija olyan testekkel foglalkozik, amelyek a r&juk
hat6 erdk hatisfira méret-, illetve alakviltoz4st nem szenvednek, Merev
test valéjdban nem létezlk, abszirskels eredménye, arra azonban alkalmas,
hogy a testre hat6 erdk egyensulyit meghatdrozzuk,

A valésigban csak szilird testek 1&teznek, melyeknek alakja &8 mére-
tel a kiilénbtz8 erbk hatfsira megviltoznak, A szildrdsfgtan teh4t a merev
test fogalma helyett az annil redlisabb szilfrd test fogalmit hasznilja, és
a 8zilird anyagu tartészerkezetek méreteit hatirozza meg., A teherhords
szerkezetek méretezése sordn - fltalfban ellendrz8 statfkal szdmitss for-
méjsban - igazolni kell, hogy a megtervezett szerkezet &épltése és rendel-
tetésszertl hasznflata sorin a vele szemben tdmasziott miiszak! kivetelmé-
nyeknek eleget tesz.

A miiszakl kivetelmények 4ltaldnossdgban magukba foglaljdk, hogy

- a tartd a terhek &s a flzlkal hatfsok kbvetkeztében ne kirosodjék,
illotve ne menjen tonkre,

- a tart6 viselkedése legyen 8sszhangban az egész épitmény fieemé-
nek feltételével,

A szu&rdsigtan feladata tehit elsgsorban az. hogy a tarté belsejében

tervezze, hogy ezeket az lgénybevételeket blztons&ggal elblrja. Ezeknek a
méretezésl eljirdsoknak ismertetésével foglalkozik jegyzetiink méAsodlk feje-
zete,

A tart6 tinkremenetelét jelentl az i3, ha a tart6 nem tirik ugyan el,
de sziémottevd alakviltozist szenved, A szildrdsdgtannak teh4t arra a kér-~
désre Is vilaszolnla kell, hogy adott teher esetén milyen a tartészerkezet
alakviltozdsa, A jegyzet harmadik fejezetSben az alakviltozfisok meghatd-
rozfisira Ismeriink meg médszereket,

Végtl azt I8 védrjuk a szilérdsigtant6l, hogy nemcsak a statikailag
hatérozott, hanem a statikallag hatdrozatlan tart6k méretezémére I8 adjon
médszert. A hatirozatlan tart6kkal foglalkozik jegyzetiink negyedik fejezete.

A szllirdsigtan a vizsgilt test alakjit6l fligg8en Is ttbb részre oszt-
hat6.

- Az eleml szilirdsigtan az egyenestengelyli, prizmattkus rudak vizs-
ghlatdval foglalkozik. A f8iskolai mechanika tantSrgy a szil4rdsigtannak f&-
log ezt a fejezetét ismertetl,
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- A miésik nagy rész a felliletszerkezetek szilirdsfigtana. Itl a felil-
letszerli, egyik irdnyban a mésik két mérethez képest kicsiny kiterjedésii
testeket vizsgiljuk. Ennek fajt4i a tdrcsa (sikjdban terhelt sik t4bla), a
lemez (sikjdra mer8legesen terhelt sik tdbla) és a héjak (gbrbe feltiletii
szerkezetek). A mechanikai tantdrgy keretén beliil ezekkel nem foglalkozunk,

- Az altaldnos szildrdségtan nem tesz kikOtéseket a test alakjira,
Ezzel a fejezettel csak szemelvényszeriien foglalkozunk,

A jegyzet utols6 fejezete a dinamika, mely az erdk hatisira keletke-
zett mozgisok vizsgélatival foglalkozik.

A szilirdsigtan médszerében eltér a statikdt6l, A statikdban négy
tapasztalati uton nyert axiéméra épitettitk fel az anyagot, elméleti médsze-
rekkel, A szilirdsigtan lényegesen nagyobb mértékben hasznilja a kisérleti
tapasztalatokat €s ezek eredményeit dolgozza fel elméleti uton.

A természetben vizsgilt jelenségek bonyolulsiga igen nehézkessé te-
szi az elméleti feldolgozdst, ezért a szildrdsdgtan is alkalmazza a model-
leket, és olyan mértékben egyszeriisit, hogy azok lényegesen ne viltozzanak,

A szildrd testek - tapasztalat szerint - az alakviltozds sordn hosszabb-
rovidebb ideig rezgésszeriien mozognak, majd a deformilt dllapotban nyuga-
lomban maradnak, ha eredetileg is nyugalomban voltak. Ha az erdket nem
mindjart végsd &rtékiikkel, 1okésszeriien alkalmazzuk, hanem zérustsl kez-
d6dden fokozatosan ndveljlik dket, akkor a rezgések olyan kicsinyek, és oly
rovid idotartamuak, hogy egészen figyelmen kiviil hagyhatdk. Igy tehdt felté-
telezzilk, hogy a terheink statikusak, és a test a kiilsd erdrendszer hatisira
azonnal a végs8 megviltozott alakjit és méreteit veszi fel.

Feltételezéseket kell tenniink a szildrd test anyaginak tulajdonsfgaira

is,

A milszaki mechanikinak az egyik alapvet§ feltételezése az, hogy a
vizsgilt szerkezet valamennyi részét az anyag folyamatosan, hézagmentesen
tolti ki. A test szilirdsigi tulajdonsigai minden pontjsban azonosak, a test
homogén. Ha ez a feltételezés nem igaz, akkor az anyagot Inhomogénnek
nevezzik,

Legtsbbszor azt is feltételezzilk, hogy az anyag jellemzd tulajdonsigai
az ir4innyal nem viltoznak, példdul a teherbirds minden irdnyban azonos.
Az ilyen anyagokat izotropnak nevezzilk, Ha a tulajdonsigok kiilonbozd ird-
nyokban eltérnek, akkor az anyag anizotrop. Ilyen jellegzetesen anizotrop
anyag a fa.

Vannak anyagok, amelyek elméletileg nem tesznek ugyan eleget az
el8bbi értelmezéseknek, de megfelel6 nagysigu véges méretek esetén a
viselkedésiik azoknak megfelelS, Pl. az acél apr6 kristilyok tomegébdl 411,
de egymé#stél megfeleld nagységu, ugyanakkora végestivolsigban kijelot két
pont kdzdtt mindig ugyanannyi a kdriilbelil egyezd 4llasu kristilyok szdma,
birmilyen irinyban helyezkedik is el a két pont. Az izotrop anyagokra érvé-
nyes megillapitdsok az ilyen anyagokra is alkalmazhatbk, ezért az ilyen
anyagokat kviziizotrop anyagoknak nevezziik.




A gyakorlatban dolgozunk clyan anyagokkal is, amelyek nem homogé-
nek (pl. a beton) vagy nem izotropok (pl. a fa). A homogén és izotrop
anyagok szilirdsdgtaniban megismert Gsszefliggések azonban ezeknek az
anyagoknak az esetében is j6l felhasznilhat6k, a szitkséges korrekcidval,
vagy érvényességli hatdrok kijelolésével.






A SZILARDSAGTANNAL KAPCSOLATOS
ALAPFOGALMAK

1.1 A feszlltség fogalma

A nyugalomban lev3 egyensulyl erdrendszerrel terhelt szilird testet

végjuk két kiilonsll6 részre az 1.1, &bra szerint, (F,, F,, F_, F,, F,

. 1 2 3 4 5

FS' F7) =0.
Az elvigott feliileten erdket kell mikddtetnl a két killénvélasztott részt

egyensulyinak fenntartdsa érdekében. Ezek a bels§ erdk, fogalmukkal mfr

a statfifban talflkoztunk. A belsd erd az Atvégott fellleten jelentkezd meg-
08z16 erérendszerek eredGje, A két test egyensulya tehst az (L F2,

F, TAQ) =0 és (Fy Foo Foo Fop T AQ) = 0 egyenértékiiségekkel

felirhat6. A képletben 2 AQ a AF felllleten hats belsd erd. A teljes
Atvigott felllleten keletkez8 terhel8 erérendszer ereddje a X AQ erS.

A AQ erkbsl 4116 erSrendszer jellemzésére vezessilk be az Atlagos
fajlagos belsd eré fogalmit a statfkfban mér tanult médon. Ez egy vektor-

- _ A
menm/lség;q=-A—%.

Az igy képzett § vektor pArhuzamos a AQ Iirdnysval, dimenzibja
N/mm2 (MPa),

A G fentt értelmezésébll kivetkezik, hogy AQ = q AF, vagyis
a felilletelemre hat6 bels§ erdk ereddje nem mis, mint az 4tlagos belsd
erd és a sikidomnak tekinthetd felifletelem terilletének szorzata.

Ha az fdtmetszésl fellileten az elemek szimét minden hatiron tul
szaporitjuk ugy, hogy az elemek tertilete zérushoz tartson, akkor hatfrat-
menettel kaphat6

m §= lim %%=§=§n
AF+0 AF-=0

Az ujabb vektort az G normilisu feliletelemhez tartozé fajlagos
belsS erdnek, masképpen foszlltségnek nevezzilk.

A szilird test valamely pootjfn azonban nem csak egy metszésfelll~
let vezethetd 4t. Természetesen ugyanebben a pontban més £lldsu, méda el-
helyezésti felillettel tirtén§ &tvaghs esetén eltérd feszli tségvektor keletke-
zik, A fesziiltségvektor tehdt fliggvénye a feliiletelem # normélisfinak is.

Helytelen tehfit, ha valaki a szilird test egy pontjtban keletkezd fo-
azliltaégrdl beszél, Ehelyett mindig a test egy pontjsban és a pontban adott
normfilisu felliletelemhez tartoz6 fesziiltségrdl lehet sz6.



1.1, 4bra




Ismerkedjlink meg vészletesen a fesziiltség dimenziGjbval is. A di-
menzié egy erSdimenzi6 &s egy feliiletdimenzi6 binyadosa. (N/mm2
KN/m2 stb. ) Természetesen az SI rendszerben minden uj alapfogalom kap
alapdimenzi6t, Igy a feszliltség dimenziéja az 1 Pa (1 Pascal) 1 N oszt-
va 1 négyzetméter tertilettel.

1N

lm2

1 Pa =

Ez az érték igen kicsi, ennek a ttbbsziridsét célszertl hasznilni,
1 MPa = 1 Pa. 108, Ez az érték egyenld 1 N osztva 1 mm?2 feliilettel. Mi
ezt az értéket haszniljuk leggyakrabban. 2

A technikal mértékrendszerben a fesziiltség alapegysége a kp/cm
érték volt. A meglév8 szakirodalomban ez az alapérték szercpel, ennek &t~
szdmitdséra igen gyakran szlkségiink van, 1 kp/cm? = 0,1 N/mm2.

1.2 A fesziiltség Osszetevdi

Valamely n normilisu feliilet-
elemhez tartozé fesziiltségvekiort az
1.2 gbra szerint komponensekre lehet
felosztani,

A feliiletre merdleges fesziiltség-
vektort normilis fesziiltségnek hivjuk,
jelSlése:6n, A metszet sikjsba esd
Ssszetevlt nyiréfesziiltségnek nevezzilk,
jel Tn. A nyiréfesziiltséget még a
metszet sikjdban tovibbi két n é&s
v frfinyu derékszbgli BsszetevGre bont-

hatjuk fel, jelsléstk T iu és Tnv’

A nyirfesziiltség két indexe k3ziil az
elsd a fesziiltségl sik normilisit, a 1.2 &bra
mésodik az Ysszetevl Irénydt jelzi.

A feszllliségvektor az BsszetevOk vektorbsszege

G =8 +T +T
n n nu nv

Azt is mondhatjuk, hogy a fesziitségvektor ar YsszetevSk ereddje.

Py £ (Gn' fnu' tnv)



A fesziiltségvoktor a derékszigil OsszetevOkb6l a trigonometrial sz~
szefiiggéssel szdmithaté ki

= V62+t'2 + 2
n nu nv

Az 8sszetevdk a P, fesziiltségvektor vetlileteiként szimithatdk
Gn=Pn°°5°C: fcnu=pnc°sﬁ’ 'C'nv=pncos Thahol o, B,7 a
P, fesziiltségvektornak az n, u, v tengelyekkel bezirt szdgét jelenti.

1.3 A fajlagos megnytilas fogalma. A Hooke térvény

Az olyan anyagot, amely a teher hatdsdra alakviltozist szenved és
tehermentesités utéin visszanyeri eredeti alakjit, rugalmasnak nevezzik,
Abban az esetben, ha tehermentesités utin nem nyeri vissza eredeti alak-
jit a test, akkor anyaga képlékeny tulajdonsigokkal rendelkezik,

Ezek a tulajdonsdgok fiiggheinek a terhelés mértékétdl is, Az anyagok
nagy része bizonyos teherintenzitis alatt rugalmasan, azt meghaladva vi-
szont képlékenyen viselkedik.

Az anyag rugalmas és képlékeny tulajdonséigal a legegyszeriibben hu-
z6- és nyomdékisérletek alapjsn elemezhet8k, Az els§ ilyen kisérletet a
terhels erf és az alakviltozds kozotti Osszefliggés felderitésére Robert
Hooke angol tudés végezte el, huzderSvel terhelt vékony vashuzalon,

A kisérlet sorin mérte az eredetileg £ hosszusigu huzal kiilénbtz8
N norméilerSkhdz tartozé EA megnyuldsst, Azt talilta, hogy az er8 ars-
nyos a megnyulissal N =CAZL, ahol a C aranyossigi tényezd azonos
test esetében 4lland6 szim,

A fentl megillapitis az un. Hooke torvény ttbb tekintetben kiegészi-
tésre szorul, de mégis alapvetd jelent8ségll. Ma is ez a t8rvény képezi a
rugalmassigtan alapjét.,

Eredeti alakjsban ez a tdrvény'nem az anyagra, hanem az adott mé-
retll testre jellemz8. Fiiggetlenitstik tehdt a mérésiinket a test méreteitdl,
A huzal hossz4t6l ftiggetlenithetjilk’ az erédményt, ha nem a megnyuldst,
hanem annak az eredetl hosszra vonatkoz6 fajlagos értékét, £ =AL /¢
értéket hatérozzuk meg. Ezt az '€ (epszilon) értéket fajlagos megnyuldsnak
nevezzilk, A fajlagos megnyulds még fiigg .az erdtdl és a keresztmetszet
teriiletétGl is, mert nagyobb kereszimetszetil vasrud ugyanakkora er8 hat4-
sira kevesebbet nyulik, mint egy kisebb keresztmetszetﬁ Tehit nem a ter-

hel8 erét, hanem a fesziiltséget hatirozzuk meg © = A , &8 ennek fliggvé-

nyébsn mérjilk a fajlagos megnyulist., A Hooke-torvény alakja igy
& = E £ . A fesziiltség egyenesen ardinyos a fajlagos megnyuldssal. Ez
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természetesen csak egy bizonyos fesziiliségértékig é1rvényes. A résczletes
targyalisra késObbiekben visszaiériink.

A Hooke tdrvényben szerepld E &érték az anyagra jellemz8, = gal-
masségl tényez8nek nevezziik,

A rugalmassigi tényez§, vagy méis néven modulus dimenzi6ja : képlet
alapjén azonos a feszUltség dimenzi6jdval [N/mm?2] [MPa]. mert ¢ =

= __A_Q_E_ nevezetlen sz&m.

Itt k8z8ljillk még néhiny anyag rugalmassigi tényezdjét.

vas 6s acél 2,1 . 10% N/mm?
1. o. kemény fa rostok irdnysban 1,5 . 104 N/mm?2
1. o. puhafa rostok irinysban 1,3 . 104 N/mm?2

Az olyan anyagokndl, melyek mér kis huzberd hatisira eltérnek, a
kisérletet z8mdk test nyomésdval hajtjdk végre. Ezekbdl a nyom&kisérle-
tekbdl 4llapltjsk meg az alibbi rugalmassigl tényezdket:

beton 1,0-3,6.1()LN/mm2
téglafal kb. 2,0  10°N/mm>
I.0. keményfa rostokra 2 9
mer8legesen 8,0 . 10"N/mm
I.0. puhafa rostokra 2
merdlegesen 4,0 . 102N/ ‘'mm

1.4 Az anyag szilardségi viselkedését befolyasolé
egyéb tényezbk

A tapasztalat és a kisérletek azt bizonyitjdk, hogy az alakviltoz4s
nagysigit és lefolysdsft nemcsak a teher nagysdga, hanem a terhelés médja
és kbrillményel is jelentdsen befoly4dsoljdk. Ezért az anyag szildrdsigi tu-
lajdonsdgat bizonyos esetekben megvéltoznak annak ellenére, hogy szildrd-
ségtani sz&mitfsokban dllandénak feltételezzilk Oket,

1.4.1 A terhelési folyamat idSbeni vaitozésa

Az anyag viselkedése a terhelés sebességének fliggvénye. A legtbb
anyagnil az alakviltozds és ttnkremenetel kirtilményel mésképp alakulngk,
ha a terhelés folyamata lassu (statikus) vagy hirtelen zajlik le (dinamikus).

M1 4ltaliban, mint emlitettilk, statikus terhekkel szimolunk, de sz§-
mitésaink eredményét korrigéini kell, ha a valésigos terhelés dinamikus.
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A terhelés idStartama sem koz3mbbs a szildrdsigi viselkedés szem-
pontjib6l. Egyes anyagok hosszu ideig tarté védltozatlan nagysdgu teher mii-
kidése kozben alakviltozdst szenvednek. Ezt a jelonséget lassu alakvilto-
zisnak nevezzilk,

M4s anyagoknil viszont az figyelhet§ meg, hogy az alakviltoz4s 4llan-
d6 értéke mellett hosszabb id8 eltelte utin a fesziiliség nagysiga csdkken,
Ez a jelenség az ernyedés. .

A fenti jelenségekkel majd szaktirgyl tanulményaink sordn talilkozunk.

1.4.2 A hémérsékletek hatdsa a szildrdsagi viselkedésre

A hémérséklet viltoz4s, mint azt mar fizikdban tanultuk, alakvilto-
zdsokat eredményez. Ha ezek nem alaknlhatnak ki szabadon, vagyis az alak-
v4ltozds gitolt, az anyagban feszliltség keletkezik.

A hémérséklet-viltozis befolyisolhatja az anyag szildrds4gi tulajdon-
ségalt. P&ldsul az acél szilirdssga a h8mérséklet ndvelésével csokken. Na-
gyon alacsony h@mérsékleten az acél rideggé vilik.

1.4.3 A fizikai-kémiai 4talakuldsok hatésa a szilardsagra

Egyes épitGanyagokban bizonyos id8 alatt fizikai, kémial talakulisok
mennek végbe. A bauxit beton példiul egy bizonyos idS eltelte wtdn tonkre-
megy, alkalmatlan lesz a teherviselésre.

1.4.4 A teher ismétlGdésének hatdsa az anyagra

A teher nagyszimu ismétlése kivetkeztében az anyag szerkezete At-
alakul és rideg torés kivetkezik be. Ezt a jelenséget nevezziik firadisnak,

Ezeknek a jelenségeknek vizlatos bemutatisa is jelzi, hogy az anyag
szildirdsdgi viselkedése igen bonyolult. A fenti jelenségeket a szilirdsigtani
tanulményainkban nem tdrgyaljuk, de a szakidrgyakban még részletesen visz-
szatériink rajuk.
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1. AZ ELEMI SZILARDSAGTAN

E fejezetben homogén és izotr6p anyagbél késziilt egyenes tengelyl
prizmatikus rudakkal foglalkozunk,

Valamely testrdl akkor mondjuk, hogy egyenes tengelyil prizmatikus
rud, ha azt geometriailag egy tetszlleges sikidomnak a sulypontjdn 4tme-
nd, a sikidom sikjira merdleges egyenes mentén torténd elmozditdsival
irjuk le, a sikidom elfordit4sa nélkiil. A széban levd egyenest a rud geo-
metrial tengelyének, a sikdiomot pedig a rud keresztmetszetének nevezzitk.

A vizsgilt rud mindig egy tart6, vagy a tartbnak egy kiragadott,
kitlén vizsgdlhat6 része, amelyben a kifls§ terhek vagy hat4sok igénybevéte-
leket (normélerdt, nyirderdt és hajlitdst) ébresztenek. Feladatunk a kiildn-
b5z8 igénybevételek hatisiéra a keresztmetszetekben keletkezd fesztiltségek
meghatirozdsa és a tart6k alakviltozdsdnak vizsgilata lesz.

Az igénybevételek szimitisdval mir a Mechanika I. ¢. jegyzetben
megismerkedtiink. Az igénybevételek szempontjdb6l a rud keresztmetszeté-
nek alakja és nagysiga k8zOmbds, csak a keresztmetszet sulypontjinak he-
lyét kell ismerniink, (A sulypont szémitdsival a 2.1.1 pontban foglalko-
zunk. ). A killénbtz8 Igénybevételekbdl keletkezd fesziiltségek szdmitdsghoz
szikségiink lesz bizonyos keresztmetszeti jellemz8k ismeretére. A kivet-
kez8kben ezek szimit4si moédjival ismerkediink meg.

2.1 A keresztmetszeti sikidomok geometriai jellemz8i

Az adott geometrifju sikidomok egyik jellemz8je a teriilet. A mecha-
nikdban a sikidomok teriiletét A-val jeldljitkk, hasznilatos mértékegységei:
2 2 2
mm (cm )é m.
A sikidomok tovsbbi jellemzdi, a sulypont és a mfsodrendil nyomaté-
kok szintén a geometrial adatokb6l szimithaték,
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2.1.1 A silypont

A sulypont a sulyerSvel kapesolatos fogalom. Régi megfigyelés sze-
rint a testeknek van egy kisérletileg is meghatirozhaté pontja, amelyben
felftiggesztve vagy aldtdmasztva a test birmely helyzetben nyugalomban ma-
rad,

A sulypont a pirhuzamos térbeli erbrendszerrel kapesolatosan is de-
finl4lhat6, A sulyer8 ugyanis térbeli p&rhuzamos megoszl6 er8rendszer,
amely a test minden pontjsban hat, a sulypont pedig ezen errendszer ere-
dljének tdmadispontja. A sulypont, mint a sulyerfk eredSjének t4dmad4spont-
ja, a térbeli pirhuzamos er8rendszernél tanult médszerek alkalmazisival
hatdrozhaté meg.

A suiypont fogalma 4dltaldnos értelmezést is kaphat; nemcsak testek,
hanem sikidomok, gtirbe felliletek, vonaldarabok, és nemecsak folytonos
alakzatok, hanem pontrendszerek sulypontja is értelmezhetd.

A sulypont ilyen 4ltalsinos értelmezését egy (m) pontrendszerre mu~
tatjuk meg (2.1 4bra), Az m, = az i-edik pont ugynevezett jellemz8 meny-

nyisége, amely lehet kiiltnféle fogalom: az eredeti értelmezésben tomeg,
de lehet térfogat, teriilet, hosszusig, darabszim vagy birmilyen skalir-
mennyiség,

2,1 fbra

Mot ‘gondoljunk arra,” hogy az* m, az, i-edik pont témegét jelenti,
igy ebben+a pontban egy G Sl - fiiggbleges sulyerd -intiktdik, &5 ha-
tdrozzuk meg az sszes (i = 1 ... n) pontban mifkdd8 erd ereddjét. Az
eredS erd hatdsvonala 4tmegy a pontrendszer sulypontjdn. Azokat az egye-

14




neseket, amelyek a sulyponton 4tmennek, sulyvonalaknak nevezziik, tehst
most a flugglleges erSk eredfjének hatdsvonala is sulyvonal.
A sulypont Xg és Yg koordinitdit az y illetve az x tengelyre

felirt nyomatéki egyenletek segitségével hatirozhatjuk meg. A sulypont zg
koordinit4j4t ugy szdmithatjuk ki, hogy a G erSket vizszintesnek (pl.

x Irdnyunak) képzeljilk, és nyomatéki egyenletet irunk fel a képzelt ir&ny-
ra meréleges vizszintes (y) tengelyre.

ZGi’xi ) Zmi.g.xl_ Im.x

xs= ZG[ N zml'g—_—z—nll 3

szCyi
¥g T Zml

- Zmi.zi
S JOm,
i
Hasonl6képpen defini4lhaté a sulypont akkor is, ha nem killén4ll6 pon-~

tokrél, hanem folytonos alakzatr6l van szé (2.2 sbra). Ilyenkor természete-
sen szummiz4is helyett integrildst kell alkalmaznunk,

fx.dm fy.dm /z.dm
v)

N \'4 -
= s ¥ zZ, =
s~ S ,
dm dm

fdm

44 ) )

v 2,2 gbra
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2,1.1.1 A sikidomok sulypontia

Az fltalinos elveket a tovibbiakban a sikidomok sulypontjinak meg-
hatdrozésira alkalmazzuk. A sikidomok sulypontjinak szfmit4sakor az x,y
koordinitiju pont jellemz8 mennyisége a dA teriilet (2.3 #bra),

el

X

35 A
dA

2.3 fbra

A sulypont koordinitiit az

[ x.aa [ 3.0
/ /
A) (A)

képletekkel szimithatjuk ki,
A Xképletek sz&ml4l6jdban szerepld hatirozott, integrilt a sikidom 1y,
illetve x tengelyre vonatkozé statikai nyomatékoknak nevezziik,

Sy= jx,dA, SX=/y.dA
(A) (A)

A sulypont koordindtii tehst

5 %

Xg = A Ys=a
Fejezzikk ki e képletekbdl a statikal nyomatékot:
Sx=ys.A, Sy=xs.A.
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Latjuk teb4t, hogy a sulypont ismereiében a statikai nyomatékot kdny-
nyen ki tudjuk szdmitani,

Osszetett sikidomok esetén a statikai nyomaték sz&mit4sst nagyon
megkdnnyiti két novezetes tétel: a részekre osztis tétele és a kiegészités
tétele,

A részekre osztis tétele azt fejezi ki, hozy a sikidomot tetszSleges
részekre oszthatjuk, és a részek statikus nyomatékinak Bsszege megadja
az egész sikidom statikai, nyomatékit (2.4 &bra).

SX=SIX+S

x"

Ez 2bb6l k¥vetkezik, hogy ugyanazt az integrilt kell mindkét tarto-
minyra kiszdmitani, é&s ezek Usszege az egész tartoményra vonatkozd in-
tegrilt adja. :

Y Y

2.4 4bra 2.5 4bra

Hasonl6 gondolatmenettel l4thaté be a kiegészités tételénck helyessége
fs. A 2.5 &brén lithat6 idomot érdemes a II, jelli résszel az I. jelii tégla-
lappd kiegésziteni, &s.akkor a statikai nyomaték az

sx = Slx - sIIx

képlet szerint szfmithat6. Tehdt a kiegészitett rész statikai nyomatéksbsl
le kell vonnl a klegészitd rész statikal nyomatfkst.

A tételekst a sulypontsz&mitisngl igen elénySsen hasznosithatjuk,

Szimmetrikus sikidomok eseiében a sulypontszimitss lényegesen egy-
szeribbé valik, A 2,6 gbrén lithat6 sikidom tengelyszimmetrikus, szim-
metriatengelye az y tengely. A szimmetristengely mentén végjuk ketts a
sikdiomot, és a részekre oszids tételének alkalmazisdval irjuk fel a sta-
tikai nyomatékot az y tengelyre. A szimmetria miatt

Aj=Ap 6 Xg= - Xy tebat
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Sy=SIy+SHy=AI.x[S—AI. xIS=0.

A szimmetriatengelyre tehdt a stati-
kai nyomaték zérus, ami egyben azt is je-
lenti, hogy a sulypont az y tengelyen
van, azaz a Szimmetriatengely sulyvonal.

Az el8bbiekb8l kdvetkezik, hogy ha a
sikidomnak kett§ vagy tobb szimmetriaten-
gelye van, akkor a szimmetriatengelyek
metszéspontia a sulypont. Ilyen esetekben

a sulypontszdmitast mell§zhetjik (2.7 sbra).

2 7 dbra

Pontszimmetrikus sikdiomot litunk a
2.8 4dbridn. A sikidom akkor pontszimmet-
rikus, ha minden pontjdnak van szimmet-
rikus pdrja, mégpedig ugy, hogy a pontpi-
rok a szimmetriaponttél egyenld tdvolsigra
vannak, és a pontpirokat OsszekdtS egye-
nes 4itmegy az szimmetraponton. Az elGbbi
megéllapitdsok érvényesek a két merdleges
szimmetriatengellyel rendelkez8 sikdiomra
is, ezeknél a szimmetriatengelyek metszés-
oontja a szimmetriapont. Azokat a sikido-
mokat, amelyeknek van szimmetriapontjuk,
de nincs szimmetriatengelyilk, antimetrikus
sikidomoknak nevezzilk.

A 2.8 4brdn lthaté sikdiom tehidt

Pl

////

2.8 dbra

antimetrikus, Vegylink fel egy derékszigili koordindta-rendszert a szimmet-
riapontban. Konnyen belithatjuk, hogy a statikai nyomaték mindkét koordi~
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nitatengelyre zérus, mert a pontpirok koordinitii azonos nagysiguak, de
ellentétes elSjeliiek. Tehit antimetrikus sikidomok esetén is a szimmetria-

pont a sulypont,

2,1.1,.2 Példdk a sikidomok sulypontiinak meghatirozisira

Hat4irozzuk meg az r sugaru [&lkor sulypontjinak helyét (2, 9 dbra).
Az y tengely szimmetriatengely, a sulypontnak ezen rajta kell lennie,
igy csak az Xg koordinstat kell kiszimitani.

A sraffozéssal jelslt elemi kbreikk
teriilete:

r.ds -¥/2

dA = 2

Az ivelem hossza ds = r . d ¢, ezt be-
helyettesitve:

1 2
d’A=5r dg.

Az elemi sikidom sulypontja a sugir
kétharmadiban van (mivel ds végtelen ki-
csi), Ezt ismerve az y tengelyre vonat-
kozd statikal nyomaték szamlitisghoz az

elemi sikidom teriiletét szorozzuk sulypont- g
jnak az y tengelytsl mért k = 2/5 x y
tavolsigrol: 2.9 4bra

2
dSy dA.ax.

Mivel x = r.cos ¢, behelyettesitve dA Kkifejezést és integréilva

+T/2 3 +;/2
1.3 =L =23
Sy—2r / cosqdq—s[sincf] —31'.

-/2 -K/2

A félkbr- teriilete:
+K/2 rz +%/2 rz +5X/2 rz
A= dA = "2"' ] d(P = ? [Cf] = -—2-—
-X/2 -R/2 -X/2
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A sulypont koordinitija

s
x =L =3r
S A 3%

Tovébbi példaként szdmitsuk ki a 2.1Q dbrin lithaté sikidom sulypont-
jinak koordinAtiit. A sikidom tertilete:.

A =0,6,0,2+0,2,0,4+0,4.0,2 = 0,28 m2,
Az x és y tengelyre vonatkozd

T 4 ~p X statikai nyomatékokat a részekre osztis té-
»| S telének alkalmaz4sédval irhatjuk fel:
1T s &
° < s_=0,6,0,2.0,1+0,2,0,4,0,4+0,4.0,2,0,7 =
Xg L S X 3 i
1 1 = 0,100 m
T ~
S 8, = 0,6.0,2.0,3+0,2,0,4.0,340,4.0,2.0,4 =
_lo2 j02)02 - 0,082 w3,
v A sulypont koordinitil:
2.10 4bra
8
- X _ 0,002
xs A 0,28 0,328 m,

1
0,100 0,375 m.

A 2,11 sbrin néhiny jellegzetes sikidom sulypontjit levezetés nélkiil
ktzoljik. Az itt megadott eredmények igen j6l haszndlhatSk Osszetett sik-
idom sulypontjinak szdmitdsinil, Az 4brin a hiromszdg és a trapéz suly-
pontjinak egylk ismert szerkesztési modjit is megmutatjuk., A hiromszog-
nél az oldalfelez8 pontokat a szemben lev8 csucsokkal bsszekdtl egyenesek
sulyvonalak, a sulypont pedig a sulyvonalak metszéspontja. A trapéz eseté-
ben az egylk nem pérhuzamos oldalt harmadoljuk, és e pontokat Osszekdt-
jillk a szemben lovd sarokpontokkal. Az UsszekitS egyenesek metgzéspontjdn
itmend &s a pirhuzamos oldalakkal pArhuzamos egyenes sulyvonal. Egy m4-
sik sulyvonal a két pirhuzamos oldal felezdpontjit Usszekits egyenes. A két
sulyvonal metszéspontjiban van a sulypont.
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——
A
X 3
3 —
o || /| ass
.
Q/by"Zbg} Z/Zbyfbxj
3(b,+ b3) 3(b,+ ;)
s _
o mdsodfokd porabolo
t\lg
-y
3 5 LAY —r
7 Jr‘ e z° _!; $e
a a

2,11 4bra

2.1,1.3 A vonaldarabok sulypontia

Az 5ltal&nos médszernek megfelelfen tdrténik a vonaldarabok suly-
pontjdnak meghatirozdsa is. A jellemzd mennyiség most az s ivhossz
lesz, igy egy térbeli vonaldarab (2.12 4bra) sulypontjinak a koordinétdi az

/x.dx /y.dx /z.ds
=8 P ) I -8
- v Y¥g T 8 %t 8

képletek szerint gzdmithat6k.

iz
1.2m L
ds j
! 3 o -/ x

1 ~

4 £ 3

/’7— /\7> 6 - X, ‘0'4 S;

-..__..._..._Jv’y

2.12 ébra 2.13 &bra
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Példaként egy sikbeli vonaldarab sulypontjit keressik meg (2.13 sb-
ra). A vonaldarab hossza:
s=0,6+1,2=1,8m.

A statikal nyomaték:

Sx =0,6.0,3+1,2.0 = 0,18 m2
Sy = 0,6.0+1,2.0,6 =10,72 m2
A sulypont koordinstai;
fy_ 0,72
= R
Xg s 1.8 0,40 m,
S
--%_0,18
Yy s 1.8 0,10 m.

2.1.2 A sikidomok masodrend@ nyomatékai

A sikidomok mésodrendii nyomatékai a tehetetlenségi és a centrifugs-
lis nyomatékok. A késdbbiekben tirgyalandé fesziiltségszdmitis: és mérete-
zési feladatok csak a méisodrendii nyomatékok szimitisi m6djinak ismere-
tében oldhatdk meg.

2.1.2.1 A tehetetlenségi nyomatékok

A dikidom x illetve y tengelyre vonatkoz$ tehetetlenségi nyoma-
tékin az
J = ] y2 dA és J = / x2 dA
X y
(A) (A)

hat&rozott integrilokat értjlik (2.14 sbra). A tehetetlenségi nyomatékot ide-

gen szbéval jnercianyomatéknak is nevezik,
A sikidom 0 pontra vonatkozé tehetetlenségli nyomatéka - idegen kife-
jezéssel poliris inercianyomatéka - szintén hatfrozot! integrilként szimit-

hat6: 2
Jo = f r dA.

(A)
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2.14 4bra

Az inercianyomaték csak pozitiv mennyiség lehet, mert a dA terii-
let pozitiv, és a koordinitdk négyzete is csak pozitiv lehet. Az inercia-
nyomaték mértékegységei a hosszusigegységek hatvinyai. E mértékegységek
k6z6ttl Ssszefliggések a kivetkezOk:

1 m4 = 1()8cm4 H 1 cm4 = 104mm4.

Az ipercianyomatékok szdmit4is4t tételek kOnnyitik meg.

Tétel: két egymdsra merSleges tengelyre vonatkoz6 tehetetlenségi nyo-
maték Ssszege egyenld a tengelyek metszéspontjira vonatkoz6 poldris iner-
cianyomatékkal.

A tétel bizonyitdsa a 2.14 dbra alapjdn tbrténik. Pythagoras tétele

2 2 2 2
szerint: x +y = r , Helyettesitstk r  kifejezését a poldris inercianyo-
maték képletébe:

Jo = frsz = j (r2+y2)dA = szdA + /ysz.
(a) (A) (A) (A)
A végsS integrilok a tengelyekre vonatkoz6 inercianyomatékot adjsk,

igy valSban: .
J =Jd +J .
o X y

Ha a koordinita-rendszert az 0 pont korill elforgatnink, r értéke
nem viltozna meg. A poliris inercianyomaték tehdt a tengelyek irdnydtél
fliggetlen.

A részekre osztis tétele X
szerint valamely sikidom tehetet-
lenségi nyomatéka részekre osz-
t4issal ugy nyerhetd, hogy az
egyes részek tehetetlenségi nyo-
matékit Gsszeadjuk (2.15. sbra)

- 2.15 4b
I = Jaa * demm. T8



A tétel helyességének belitdsshoz elegendd arra hivatkozni, hogy
az integrilist az 1. és II. jeli tartomdnyra kiilon-kiilsn végrehajtjuk,
akkor a két integril dsszege a teljes tartoményra vonatkozé integrilt adja.

0”1

A kiegészités tétele az elozd

tételb8l kivetkezik (2.16 Sbra). Ha

ugyanis valamely A tertiletli sikdiomot egy AII tertiletii sikidom hozz4-

X
A )
.'I \
/ \\ I
/ \
! \ \ I
y )
2,16 4bra

Tehit az eredetl sikidom te-
hetetlenségi nyomatéka egyenls a
kiogészitett és a kiegészit§ sikidom
tehetetlenségi nyomatékinak kiilénb-
ségével.

Steiner tétele az egyméssal
parhuzamos tengelyekre vonatkozd
inercianyomatékok kdzbtt teremt
Usszefilggést, Tegylik fel, hogy a
2,17 5brén feltiintefett sikidomnak
mér Ismerijllk a sulypontjin 4tmend
x tengelyre vonatkozé inercianyo-
matékit, Hatdrozzuk meg az x

tételével egy AI teriileti sikidom-

mi egészitlink ki, akkor az eredeti
sikidom tehetetlenségi nyom atéka:

Jx B JxI - JxII.

Tehit az eredeti sikdiom tehe-
tetlenségi nyomatéka egyenld a ki-
egészitett és a kiegészitd sikidom
tehetetlenségi nyomatékinak kiilonb-
ségével,

xl

M )

2.17 4bra

1y

tengelytfl adott c t4volsigban levd parhuzamos x’ tengelyre vonatkozé

Jx' inercianyormatékot.

Az x', ¥’ koordinita-rendszerben a dA teriiletli elemi rész or-
dinstsja: y° = y+e, Igy az x" tengelyre vonatkoz$ Inerclianyomaték a ké-

vetkez8d moédon irhaté fel:

5. = fy'sz - j +e)%aA = fysz+2c /ydA+é2 fdA =

A) (A)

=3 +2c 5 +2A,
X X

(A) A) (a)

Mivel abb6l indultunk ki, hogy az x fengely sulyponti tengely,
Sx = 0, ezért a kbzépsl tdg zérus. Tehit:
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2
Jx' —Jx+cA. oo (1)

A fentl képletben a czA tagot Steiner-tagnak szokis nevezni. A kép-
letet elemezve megéllapithatjuk, hogy az egyméssal pirhuzamos tengelyre
felirt inercianyomatékok koziil mindig a sulyponti tengelyre vonatkozé a leg-
kisebb, mert sulyponti tengely esetében a Steilner-tag zérus.

A Steiner-tétel alkalmas arra is, hogy a sikidom nem sulypont x’
tengelyére vonatkozé Jx inercianyomaték4nak ismeretében kiszdmitsuk a

sulyponti x tengelyre vonatkozé Jx inercianyomatékot. Fejezztlk ki az
1) képletb&l Jx-et:

A sulyponti tengelyre val6 4ttérésnél - mint 14ttuk - a Steiner-tag
eldjele negativ.

Az elmozditdsi tétel szerint valamely sikidomnak egy kijelSlt tengely-
re vonatkozé tehetellenségi nyomatéka nem viltozik, ha a sikidom egyes
részeit a tengellyel parlwzamosan tetsz8leges médra eltoljuk,

A tétel helyessége a tengelyres vonatkozé Inercianyomaték definiciés
képletébdl kbvetkezik. Az

(a)

képletben az x vAltozé nem szerepel, ami azt jelenti, hogy az x ten-
gelyre vonatkozé inercianyomaték szempontjsbél a dA felilletelem x
koordinitija kdz8mbds.

A fenti tételt szemléltetik a 2.18 4brfin bemutatott sikidomok. Mind-
hirom sikidomnak az x tengelyre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka
azonos,

————— X
2b —_b:L_.,_ _‘Ff_—b-—_—.“.— 2b
a
l a I-—-l a I——_l Q
2,18 fbra
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2.1,2,1,1 A tehetetlenségi nyomaték meghatirozdsa
széimitdssal

Az alibbiakban a leggyakoribb sikido-
mok inercianyomatékainak kiszimitdsira al-
e kalmas képleteket fogjuk levezetni.

A Vegylik elSszdr a derékszogli négyszo-
get, és szdmitsuk ki az oldallal paArhuza-

| mos sulyponti x tengelyre a tehetetlen-
dA ;i ségi nyomatékot (2.19 dbra), Az elemi

R

, sikidomrészt célszerli az x tengellyel
X pirhuzamos, dA = a.dy teriiletdl sdvként

a felvenni., Az elemien keskeny sdv minden
“I';——J‘- pontja y tAvolsdgban van az x ten-

J g gelytSl. Helyettesitsik dA kifejezést az

Jx definici6s képletébe:

2,19 4bra
+b/2 +b/2
2 2 2
I = fydA= faydy=a /ydy
A) -b/2 ~b/2

Ez y fiiggvénye, ahol y -b/2-t8l +b/2-ig vdltozik, Végezziik el az in-
tegrdlast:
+b/2

3 3 .3 3
- L] _asb b y_ab
Ix a[3 3(8+8) 12 °
“b/2

Ugyanilyen médszerrel vezethetS le az y tengelyre vonatkoz6é iner-
cianyomaték is.

y

_2b
J 12 *

A sulyponti x tengelyre vonatkozé inercianyomaték ismeretében - a
Steiner-tétel alaklamzgsival - kisz&mithatjuk a téglalap egyik oldalin &tme-
n6 x’ tengelyre vonatkozé inerclanyomatékot:

’

R ROLITC R
3
s
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X Vezessiik most le a hiromszdgre vonatkoz6 inerciakSpleteket, A 2.20
dbrin a hiromszdg csucsin vettlik f61l 2z a alappal pirhuzamos x’
koordinitatengelyt, elSszbr erre
szémitjuk ki az inerclanyomatékot, I x
A dA elemi sikidomrészt itt is
a tengellyel pirhuzamos sévként

x|
vessziik fel. Az elemi sfv szé- -c.lh
lessége dy, hosszusiga pedig a — “‘n
héromszdg csucsitél mért y ti- 9 dA L
volsiggal argnyos: - X
S Q|m
k= 2 % n
b S|
| a |
Az elemi sév tertilete: % —
a Y
dA =k, dy=i;'y. dy.
2,20 &bra

Ezt helyettesltsitk be a defi-
niciés képlethe, és szémitsuk ki az integrdlt az y =06 ... b hatéirok
kozdtts

b P .
- 210 = |83, 2L ] _8b_
Iy’ fydA ]b’d” b[4] 4b
(A) o o
5 om
x' 4

A Stsiner-tétel alkalmazdsdval kisz&mithatjuk a sulyponton &tmend
alappal pirhuzamos x tengelyre vonatkoz$ inercianyomsatékot.

S 2 3 3
2, _ab 2 gb _ab_ _ 2ab_
Je =dp "0A =7 (sb)'z 4 9
innen ,
; o8
x 36.°

Most szémitsuk ki a hfromszdg alapjdn &tmend x" tengelyre a te-
hetetlenségi nyomat€kot. Felhivjuk a figyelmet arra a kirillményre, hogy
az x’ tengelyrS]l nem térhetlink &t az x" tengelyre, mert a Stelner-té-
tel csak akkor érvényes, ha a két tengely kizlll az egylk sulyvonal, Teh4t
csak I képletébfl indulhatunk ki.

27



3 2 3 3
- 2 ,_3 _rby"ab _ab _ ab_
Tm =t a=+(3) Tt

X X i8
ahonnan
-
x" 12 °

Ezek utdn vezessilk le a kor tehetetlenségl nyomatékainak képletét
(2.21 4bra). Célszeril elSszbr a kizéppontra vonatkozé poliris inerclanyo-
matékot kiszdmitani, mert ehhez az elemi sikidomrészt dr vastagsigu
korgylirlinek vehetjilk, amelynek minden pontja a kozépponttél r tdvolsig-~
ra van, Mivel dr végtelen kicsi, az elemi sikidom teriilete dA = 2rT(dyr
forméban irhatd fel, Helyettesitsik be dr kifejezését a poliris inercia-
nyomaték definiciés képletébe,

R R
2 3 r4
J = jrdA=jzitrdr=2ﬁ‘[—] .
[} 4
(A) o o
ahonnan
4
7 _ ZR
o 2 ¢

2.21 4bra

Az egymésra merdleges tengelyekre vonatkoz6 inercianyomaték az

J, = Jx + Jy Osszefliggésbdl nyerhet§. A kirszimmetria miatt Jx = Jy,
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ezért Jx = J /2, Behelyettesités utdn kapjuk a kSrnek birmely stmérdjé-
re érvényes % nerc f{aképletet:

A részekre osztis tételére és a szimmetridira hivatkozva kénnyen be-
lithatjuk, hogy a 2.22 4bra mindkét félkdrére érvényes az

képlet.
Példaként szdmitsuk ki a 2.23 dbrdn lithaté sikidom sulyponti x és

y tengelyére vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatékot. Elsd lépésként hatdroz-
zuk meg a sikidom sulypontjinak helyét az x’, y° koordinita-rendszerben.

2,22 4bra

A statikai nyomatékok:

Sx, = 4,25,13+4,64 + —g . 16 = 399,20 cm3,
4.4 4 3
= - — -
Sy, (4 -"—3.57' ) 25,13+8.64 + (12 + 3 ) 16 = 783,19 cm .,

A sulypont koordinitsi:

s,
v - ¥ _ 783,18 _
X5 = "A = 105,13 = 145 em,
Se 399,20
? = = =Siion =
Y3 A " 10413 >0 cm
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2.23 fbra

Ezek utdn a sulyponti tengelyekre vonatkozé inercianyomatékot ugy
irhatjuk fel, hogy el8szbr kiszimitjuk a sikidomrész saj4t sulypontjira vo-
natkozé inercianyomatékot, majd a Steiner-tag hozziadisival &ttériink az
x f{lletve az y tengelyre.

4 3 3
4. K 2 8.8 2 4.8
= emefe— —en,
Jx 8 + 0,20 .25,13 + 12 + 0,20 .64 + 38 +
+ 1,132 . 16 = 522,75 cm4.
4 .~ 3
_4. K 2 2 8.8 2
Jy == * (-1,70 + 5,157) , 25,13 + T 0,55 .64 +
84"

2
+ + 5,88°16 = 1622,51 cm4.
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Figyeljilk meg, hogy a félkdér y tengelyre vonatkozé inercianyoma-
tékanak felirdssval a Steiner-taggal elszor a félkér sajit sulypontl tenge-
lyére tértlink 4t, majd egy tov4bbi 1épéssel jutottunk az y tengelyre.

2,1.2.2 A centrifugilis nyomaték
A dikidomok centrifugilis nyomatékit mindig két egymésra merSleges

tengelyre vonatkoztatjuk. Valamely sikidomnak az x és y tengelyekre
vQnatkoz6 centrifugdlis nyomatéksin a
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‘v © fxydA
(A)

mennyiséget érjitk (2.24 sbra). A centrifugilis nyomaték dimenzidja meg-
egyezik a tehetetlenségi nyomatékaval (mm4, cm%, m#%), azonban jellegze~
tes kiilonbség is mutatkozik mig az Jx’ Jy’ Jo tehetetlenségi nyomaté-

kok mindig pozitiv mennyiségek, addig a centrifugilis nyomaték lehet pozi-
tiv és negativ Is:

2,24 sbra

A tehetetlenségi nyomatékngl tanultakkal megegyezden a centrifugilis

--nyomatékokra is érvényes a részekre osztis &s_a kiegészités tétele. E té-
teleket az alibbiak szerint szimboliz4ljuk:

C_=C__+C__,
xy xyl xyld

¢ =C _~-¢C
xy xyI xyIl.

E tételek helyességét a tehetetlenségi nyomatékndl megismert gondo-
latmenettel ldthatjuk be., (Ldsd: 2,15 &s 2.16 4bridkat,)

A centrifugilis nyomatékokra is levezethetd a Steiner-tétel. A cent-
rifugilis nyomatékokra vonatkoz6 Stelner-tétel a sikdiom S sulypontjsn
gtmené x, y koordinita-rendszerre és az elbbbivel pirhuzamos helyzetil
x', ¥° koordinita-rendszerre vonatkozé centrifugilis nyomaték kdzott te-
remt kapcsolatot (2.25 4bra).

A tétel levezetéséhez sziikséglink lesz a koordinita-transzformécié
gsazelliggéselre:

xX*=x+u, y =y +v.
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2.25 dbra

Irjuk fel a definiciés képletet, és helyettesitsilk be a transzformaiciés
Osszefiiggéseket:
Cx’y’ = fx'y’dA = f (x+u)(y+v) dA,
(A) (A)

Végezziik el a beszorzislt és az 4llanddk kiemelésével jeldljik ki ta-
gonként az Integrilist:

‘Cx’y’ = ]xydA + V. jdi+u. /YdA+u.v. fdA.
A (A) (4) (A)
Ebben az egyenletben az
! xdA = § és J ydA = 8
y X
(A) (A)
statikai nyomatékot jelentenek, amelyek most zérussal egyenldk, mivel az
x és y tengelyek Atmennek a sulyponton, Az egyenletben mi4sik két in-

tegrdl az X,y tengelypdrra vonatkozd centrifugilis nyomatékot, illetve a
sikidom tertileté jelenti:

fxydA=ny; /dA=A.
(A) (A)
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Igy az x* és y’ tengelyekre vonatkoz6 centrifugilis nyomaték a
kivetkezd alakban frhaté:

x,v,=Cn+u.v.A.

A szimmetria-tétel szerint szimmetrikus sikidomok centrifugslis
nyomatéka olyan tengelykeresztre, amelynek egyik tengelye éppen a szim-
metriatengely, zérussal egyenld:

A tétel helyessége a 2.26 4b-
ra alapjin l4ithaté be. Minden dA
sikidomrésznek van egy dA’' szim-
metrikus pirja, ezeknek egyik koor-
dinitija megegyezik, a méstk pedig
csak elGjelben eltérd, 1gy a kételemi
felitlet centrifugilis nyomaték4nak
8sszege zérus: xydA -xydA’ = 0,
Mivel az egész sikidom dA, dA’
szimmetrikus felilletelemekbdl 411,
az egész sikidom centrifugilis nyo-
matéka zérus,

A dikidomok centrifugilis nyo-
matéka 4ltaliban a definici6s képlet
felhaszndlisdval integrilissal 4lla-
pithaté meg. Sok esetben azonban

az el6zd tételek segitségével egy- Yy
szeriibben oldhatunk meg feladato-

kat. Erre mutatunk példit az alsh- 2.26 dbra
biakban,

Hatdrozzuk meg a 2.27 4brdn ldthaté derékszdgii hdromszdg centrifu~
gilis nyomatékit a sulypontjin 4tmen8 a és b oldalakkal pirhuzamos
X,y tengelyekre. A részekre osztis tételét alkalmazva bontsuk fel a hirom-
sziget az 4tfogd felez8pontjiba futé CD egyenessel két részre. Igy két
egyenlfszéru hiromszdget nyeriink, amelyek szimmetrikus sikidomok. Ezek
tertilete:

A=

ab
14

. AH=

ab
L

A két egyenl8szdru hiromsz8gnek a sajit sulypontjdn 4tmend a é&s
b oldalakkal pirhuzamos tengelyekre a centrifugdlis nyomatéka zérus, mi-
vel a tengelyek egylke mindkét hiromszdg esetében szimmetriatengely.
A részsulypontok koordinftiinak ismeretében az x,y tengelyekre vonatko-
z6 centrifugdlis nyomatékot a Stelner-tétel alkalmazisgval szdmithatjuk.
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2,27 dbra
c -.2 b s_a b s__ g
Xy 6°6° 4 6°6"° 4 72 °

Ez a centrifugdlis nyomaték negativ, viszont knnyen beldthat6, hogy-
ha a hiromszdget a sulypontja kirill 900-kal elforditanink, akkor az elébb
kisz4mitott centrifugilis nyomsatéknak csak az elfjele vAltozna meg.

2,1.2,3 A kizds metszéspontu_egyenesekre vonatkoz6
mésodrendli nyomatékok Osszeftigzésel

Ebben a fejezetben azt fogjuk megvizsgdilni, hogy hogyan viltoznak a
misodrendii nyomatékok, ha a tengelyt valamely pontja kirill elforgatjuk.
Kordbban a Steiner-tétellel kapcsolatban a tengelyt Snmagédval parbuzamosan
toltuk el, most pedig olyan koordinita-transzformici6t alkalmazunk, amely-
nek sorin az X,y koordinita-rendszert kezd8pontja kdriil szbggel el-
forgatjuk (2.28 4bra).

Fejezzitk ki a dA felilletelem § és 9 koordinitiit az eredeti x,y
koordingtskkal:

f=x.cosox+y. sinoc,
02=-x. sihoc +y . coscx,

A definiciés képlet alapjdn irjuk fel az inercianyomatékot a ¥ ten-
gelyre, és helyettesitsiik be az 7 koordinita transzforméci6s képletét:

= 2 = - 2
Jg ]'7 dA /(xsl.noc-'-ycoeoc)dA.
A) (a)




2,28 &bra

Végezziik el a négyzetreemelést és jeldljlk ki tagonként az integrsl-
list, A trigonometrikus tényezSk adott oc szbgnél konstansok, ezért az in-
tegriljelek elé kiemelhetSk.

Jf = slnzoc szdA - 2 sinoc cos o J[ x.y.dA+cos2°o/ ysz.

(A) (A) A)

A visszamaradt integrdlok rendre J , C és Jx kifejozésel, igy
az eredmény: yox

dJ =Jcos20c+J slnzoc—zc sinoc cos o
$ x y xy

Ehhez hasonlé médon vezethetd le az

= 2 -
J,,l—fgdA és cm-fgqcm
(A) (A)

definici6s képletek valé behelyettesitéasel az algbbi ké&t képlet is:

2 2
J =Jd 8lnoc+J cos oc+2C _ sincCcoscx
KA x y xy ’

ng

e 2 _ .2
= (Jx Jy) sinoc cos o< + Cv (cos o - gin o< ),
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Ezzel megkaptuk a keresett sszefliggéseket, amelyeken még trigo-
nometriai ftalakitisokat végziink. Felhasznfljuk az alibbi Usszefiiggéseket:

sin 2o¢ = 2 8in o cos o¢, cos2cx = coszot - sln2c>< ,

2 1+cos 2o¢ 2 l-cos 2c¢
cos o ==——-2——— , 8sinoc= 2 .

Ezek segitségével a fentiekben bevezetett képletek az alibbi alakra
hozhat6k:
J +J Jd -4d
X Y

= X Y -
Jg == + 2 cos 2 o nysin 2c¢... (1),
Jx+Jy Jx-Jv
J_’Z = 3 - ) cos 2o+ nySmZOL e (2),
Jx -J
C§,2 = —-——'—12 sin2 o + ny cos 2 ees {3).

E képletek szerint J t + J"l = Jx + Jy, ami természetes is, mert

mind a két 8sszeg a koordinita-rendszer kezddpontjira vonatkozé I pola-
ris tehetetlenségi nyomatékot adja meg.

2.1,2.4 A tehetetlenségl fényomatékok

Legyen adott egy sikidom, amelynek valamely 0 pontjiban felvettiink
egy derékszdgi x,y koordinita-rendszert (2.29 dbra)., Tekintsiik adottnak
az e tengelyekre vonatkozé Jx’ Jy és ny mé4isodrendtt nyomatékokat. Ve-

1 _ 17

gyik fel az x tengelyhez o szbggel hajlé ¥ tengelyt. Az elGzGekben le~
vezetett képlet szerint az J§. inercianyomaték nemcsak a Jx, Jy és

ny mésodrendi nyomatéki6l fiigg, hanem az o szbgnek a fiiggvénye is:
Je = f(cx).
t (

Az o szbget viltozitatva tehdt az J is viltozik, és ez a viltozis
periodikus, mivel a § tengely tobbszOr is kdrbeforgathaté. Az J g Vé-
ges nagysfigu, pozitiv mennyiség, ezért a periodikus véltozds bizonyos al-
56 és felsS hatdrok kbz8it megy végbe. A fiiggvénynek tehit széls8 értékei
kell, hogy legyenek.

Az J fiiggvényének szélsd értéke oft lesz, ahol az o viltozd sze-
rinti derivé.ﬁ;ja zérus. A derivilt:
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Y
2,29 fbra
ng Jx -Jd
= -2 Y 2 sinoc - 2 C__ cos 2e¢ .
do 2 xy

Felismerhetjiik ebben a CS? centrifugilis nyomaték kifejszését:

dJ,
doc =~ %gn -
Igy tehdt a szélsS érték felvétele:
C =0,
£7
flletve
Jx -Jd
Z Y 5in 2 + C__ cos 2 = 0,
2 Xy
Ebb8l az egyenletb8l rendezés utén a
=2C
tg2 °C°=._.§’_J " ees @)
X y

képletre jutunk, amely megadja azt az oc, szbget, amelyhez tartoz6 ¥
tengelyre az inercianyomaték szélsS értéket vesz fel. Ennek az egyenletnek
a 3600-os tartoményon beltil két megolddsa van, amelyek egymisra merdle-
gesen, Azt a két irinyt, amelyben a tehetetlenségi nyomaték szélsd &rté-
ket vesz fel, tehetetlensépi f8irdnynak nevezzilk, Ezek az oc_ &s az

o + T /2 irényok. Ezt a két tengelyt pedig, amelyre a szélsd értékek

ad6dnak, tehetetlenségi fOtengelynek nevezzitk. A tehetetlenségi fStengelyek
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] 2.30 Sbra

jele 1, &és 2,, oly médon, hogy a maximumot adé tengely jele 1., a mini-
mumot ad6é pedig 2, (2.30 dbra).

A tehetetlenségl £6irdnyoknak, mint l4ttuk, két jellegzetességiik van:
egyrészt a tehetetlenségi nyomatéknak szé&ls8 értéke van, mésrészt ezekhez
az Irényokhoz tartozé tengelyekre a centrifugilis nyomaték zérus.

Ezutén vezessilk le azokat a képleteket, amelyekkel a tehetetlenségi
nyomsaték 826188 értékel, az ugynevezett 9 és 3, tehetetlenségi f8nyo-

matékok szémithat6k ki. Tulajdonképpen csak az Jg képletébe (1) kell
behelyettesiteni a tehetetlenségl f6irfnyok képletébdl (4) meghatirozhaté
o, sz8g megfelel§ trigonometrikus figgvényértékeit. Ehhez a kivetkezd
trigonometrikus azonossigokat haszniljuk fel:

= B 80C
———1———'—, és sin2o¢ = tg 2o .
v 1+ tgzzoc v 1+ tgzzoc

A fenti Bsszefliggésekbe helyettesitsiik be tg2 o képletét:

cos2 o =

cos2 ¢ = = .
o

jelolést, igy
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Hasonl6képpen eljirva:

- = - 1
sin2 oco = tg2 ococosz oco C R°

Most helyettesitsiink be az

_Jx+Jy Jx-J

Y
Jg- ) + ) cos 2¢< nyslnzoc
képletbe, akkor
3 =JX+JY+JX-JY Jx-Jyl+C c -1-=
14 2 2 ° 2 R x¥ xyR
J +J
1 .2
= 2 +RR .

Ezutin helyettesitstk vissza R képletét és vegyllk figyelembe a
gytk kétféle eldjelét:

I+, V(Jx-Jy>2 )
h="=z2 * 2 *Chp

33 /(Jx-%)z .
% z 2 *Cpp -

Az alibblakban néhény specidlis esetet fogunk megvizsgiIni. Szimmet-
rikus sikidomok esetében (2.31 4bra), ha a szimmetrlatengely az egylk
koordinitatengely, akkor a ceptrifugilis nyomaték zérus. Ha pedig a cent-
rifugblis nyomaték zérus, akkor a sz6ban forgé irfnyok fSirinyok. Ezek
szerint kimondhatjuk, hogy a szimmetriatengely tehetetlenségl fStengely.

A 2,32 gbrén olyan sikdiomokat 14tunk, amelyeknek a kiizéppontba
&tmend valamennyi tengelyllkre ugyanakkora a tehetetlenségi nyomaték.

A centrifugilis nyomaték birmely két egymdsra merSleges sulyponti ten-
gelyre zérus, mivel minden ilyan tengely szimmetriatengely, A fentlekb&l
azt llapithatjuk meg, hogy kirszimmetrius sfkidomoknsl minden irény f8-
irdny, és csak egyféle tehetetlenségi fOnyomaték van,




3

]

o) _.AJ_%__A__._ — T
|
!
10

r_}_‘]

®

2,31 4bra

0,

e

Q)
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Q

2,32 4bra

*

.
___ST..__-._.,,(.@@
a_j

|
ly= @@

2.33 4bra

mert az x tengellyel tetszlleges
cianyomatéknak az
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Most vizsgiljuk meg a négyzet
tehetetlenségl fGirdnyalt és fényoma-
tékait a sulypontra Stmend tengelye-
ket illetSen (2.33 4bra). A kijelslt
két tengely szimmetriatengely, ezek
teh4t fotengelyek, de fenn4ll az

4
. o_a
$=9%=12

egyenldség is. A fényomatékok egyen-
18sége (az inerclaviltozds alsé és
fels8 hatirdnak egybeesése) arra en-
ged kivetkeztetni, hogy minden suly~
pont! tengelyre ugyanakkora az iner-
cianyomaték, Ez val6ban igy is van,
szget bez&ré ¥ tengelyre az Iner-




képlete az

egyenlSségek miatt

alakra egyszertiisddik,

Ezek szerint olyan sikidomoknil, amelyeknél a két fSnyomaték egyen-
16 minden sulyponti tengelyre ugyanakkora az inercianyomaték, és minden
irény fSirny.

A 2,34 4brin néhdny szokdsos sikidomot (tartGkeresztmetszetet) 14t~
hatunk, amelyeknél megrajzolhatjuk a sulyponthoz ftmend tehetetlenségi
fétengelyeket Is, A T idom tehetetlenségt fSirdnyait kereshetjik meg a
legktnnyebben, mivel a szimmetriatengely f6tengely is, a mésik fSlrdny
pedig erre merdleges. Sok esetben szémitds nélkill is meg4llapithatjuk,
hogy e két tengely kdziil melylkre nagyobb az inercianyomaték; arra,
amelyikt6l viszonylag tdvol helyezkednek ‘el a sikirom részei. Ebben az
esetben is szemléletbGl megillapithaté, hogy a T keresztmetszet szim-
metriatengelye lesz a 2., a ri merSleges pedig az 1. tengely.

x

—

2,34 fbra

A Z és L alaku sikidomoknsl a fStengelyek fordén helyezkednek
el, mint shogyan berajzoltuk. A fStengelyek elhelyezkedése kizelitSleg
szemlélethGl Is meghatirozhat6, pontosan pedig a kbzolt képlettel sllapit-
hat6 meg.
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Példaként szimitsuk ki a 2.35

o 11 1 sbrdn l4thaté sikidom tehetetlenségi
, | fOnyomatékait és hatdrozzuk meg a
:— T f3irsnyokat.
- A sikidom antimetrikus, teh4t
5 x a sulypont helyét nem kell kiszimi-
] = E 4_ tanunk, mert tudjuk, hogy az a
I %, ‘@" szimmetriapontban van, Az x és
9‘ / e ! y tengelyre vonatkoz6 inercianyo-
g 1! H matékokat a részekre osztis tételé-
I' nek 8s az elmozditisi tétel alkalma-
z4sival kOnnyen szimithatjuk. Az
@1 y J, szimitdsdhoz az 1. jelii részt
' toljuk el vizszintesen a {I, jelli
2.35 dbra rész als, az .)‘y meghatdrozdsihoz
pedig a III. jeld részt toljuk el flig-
gblegesen az I. jelli rész mellé.
3 3
30 . 40 20 . 20 .5 4
Jx = 012 - T 19 = 1,467.10 mm ,
3 3
10 . 50 30 . 10" _ 5 4
3, =13 + =53 =1,067.10°mm .

Az x,y tengelyekre centrifugilis nyomatéka csak az I, és II. jeli

részeknek vans

Cop -15.15.20.10-15.15-20.10 = 0, 900.10°mm".

Az X,y tengelyekre vonatkozd méisodrendii nyomatékok ismeretében
kiszdmithatjuk a tehetetlenségi [6nyomatékokat:

Jx " Jz (Jx - Jy )2 2
J1= 5 + 2 +ny=

5 2
,467-1 2 5 4
- G,é67+1L2067)L10 . 10% . ‘/(1 4672 987Y', o, 900% = 2.189.10%mm?.
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5 2
= (1,467+1,2067).10 _ 105 . V( 1,46721,067 ) +0,9002 - 0'345.105 mm4

A tehetetlenségi fOirsnyokat tg 2 =<, képletéb&l hatdrozhatjuk meg:

-2C 5
tgzoco:Jjw: 0,900 . 10 5=0,225_’
X v (1,467-1,067).10

[}
2 x = 12,689, x, = 6,34,

o az 1. jell fStengely irdny4t hatdrozza meg, a 2. jeli fOtengely
természétesen erre merdleges.

2.2 A fesziiltségek meghatadrozasa egyszer(i igénybevételek
esetén

2.2.1 A hizés és a nyomas

2,2,1.1 A normélfesziitsépek szdmitdsa huzds vagy nyomés esetén

Legyen az egyenes tengelyil prizmatikus rud (2,36 4bra) tengelyében
(a keresztmetszetek sulypontjit Ssszekdtd egyenesben) miikddt (F,F¥’) =-0
egvensulyban lev8 erdkkel terhelve, Ha a rudvégekre hat6 erék a rudat .
huzz4k, akkor azt mondjuk, hogy a rud huzé igénybevételt kap. Amennyi-
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ben az erdk nylla az 4brédn ldthatéhoz képest forditott, akkor nyomssroél
van sz,

Végjuk el a rudet képzeletben egy rudtengelyre merdleges sikkal, és
tévolitsuk el egymist6l a két ruddarabot. A megsziintetett anyagi 8sszeflig-
gést most fesziiltségekkel kell pétolni, A tapasztalat szerint - a rudvégtSl
blzonyos t4volsigban - csak a keresztmetszetre merfleges, normilis fe-
sziiltség ébred, és az egyenletes megoszlisu. Hatirozzuk meg e fesziiltsé-
gek nagysédgit.

Vizsgiljuk kiilén a bal oldali ruddarabot, erre az F er8 és a (&)
egyenletesen megoszl6é erdrendszer mitkédik, ezeknek egyensulyban kell
lennidk:

[F, (&) =o.

A 2z irdnyu vetiileti egyenletb§l meghatdrozhatjuk a bels erdk in-
tenzit4sit, a & fesziiltség nagysigit:

JF =F-6.A=0,
iz

innen

6 = cee (1)

L L

Ha a © fesziiltségek eredGjét keressilk, akkor egy - a keresztmet-
szet sulypontjiban miik6d6 - F nagysigu erSt kapnink, Ez az er8 nyilvan-
valéan egyensulyban van a ruddarab misik végén miik6d6 F nagysdgu erd-
vel, mert hatisvonaluk kézds és nyiluk ellentétes.

A © fesziiltség el8jeles mennyiség. Amennyiben a rudat huzderdk ti-
madjik, akkor keresztmetszetében huzdfesziiltség keletkezik, amelyet pozi-
tivnak tekinttink, Ha megforditjuk a rudat terhel8 erdk nyilit, akkor a fe-
sziiltségek nyila is megfordul, nyomoéfeszilltség keletkezik, amely megdilla-
poddsunk szerint negativ, A huzé és nyomoéfesziiltség kozds elnevezése:
normilfesziiltség.

A fenti eldjelszabily ¥sszefliggésben van az igénybevételi dbrgknsl
megismert norméilers (N) és a ricsos tartokndl tanult ruderdk (S) elSjel-
szabilygdval, Ha ezek az erdk pozitivak, akkor a bel§lik sz&mithat6 nor-
milfesziitség 1s pozitiv. Az (1) képletet gyakran az alibbi formfAkban hasz-
néljuk:

=5
= é 6= A
Példaként szimitsuk ki a 2.37 4brén 14that6 kéttdmaszu tart6 hely-

zetét biztositsé rudban és pillérben keletkezd fesziiltségeket, El8szdr a
reakciberSket kell meghatiroznunk,




(B)
PR

A

- 6A + 2,126 = 0,

42 kN (+).
SF =42+ B+ 126 =0,
iy
B=-168 KN (¢).
Az A reakel6 a rudban huzdst, a B pedig a pillérben nyomist

okoz. A keresett normslfeszilltségek elSjelét ennek megfelelSen Sllapitjuk
meg,

L 600 L 200

F=126 kN

4 4 777 TIITTIII

g
P
2,37 4bra

A rudban keletkezd fesziiltség:

42 . 103

102. %

6 = = 133,69 N/mm> (MPa).

A pillérben keletkez8 fesziiltség:

__dles _ _ 2 _ 2
G = 0.25.0,25 ~ 2688 kN/m~ = 2,69N/mm™ (MPa).

2,2,1,2 A huzott vagy nyomott rud alakviltozdisa

A kisérletek szerint a huzé- vagy nyomberdvel terhelt rud hosszusd-
ga a terheletlen 4llapothoz viszonyltva megviltozik. Huzds esetén a rud
eredetl 2 hosszusiga AP értékkes]l megndvekszik, nyomds esetén pedig a
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rud dsszenyomddik, tlyenkor a Al megrdvidiilést jelent. A Al alakvilto-
z4st akkor tekintjiik pozitivnak, ha megnyulisré] vapn sz6, az Gsszenyomé-
dast negativ nyulisként értelmezzilk. A nyulds hosszusig dimenzi6ju meny-
nyiség, mértékegységei: m, em, mm.

A nyuldsb6l képezhet8 az alakvéltozis mértékéreinkibb jellemz6 meny-
nyiség, az

E = *%’g— fajlagos nyulés.

A fajlagos nyulis dimenzi6 nélkiili mennyiség, elSjele a Al elSjelé-
vel azonos, tehit a fajlagos megnyuldst pozitivnak, a fajlagos Osszenyomé-
dist pedig negativnak tekintjik. Szokis a fajlagos nyuldst az eredeti rud-
hossz sz4izalékiban, illetve ezrelékében is kifejezi, Nyilvan

Al
€%=1oo%e—=1ooe , illstve € %o = 1000 <5 = 1000 £ .

A huzott rud a hosszirinyu megnyulison kiviil még mis alakvillozédst
is szepved, nevezetesen a tengelyre meréleges méretei megrévidiiinek.
A kereszimetszet eredeti k szélessége Ak értékkel rovidi! meg (2.38
gbra). Most tehd: Ak < 0, igy negativ elfjeli lesz az ebbf] szémitott
keresztirdnyu {ajlages megnyulés is:

- Lk
€ k- -
-~ === T=——— === =T __-.:§—{z ak
F % o . i F
! B
&— s s oo o =i L Ak
| { 14z |
i K i
2,38 dbra

Nyomids esetén a jelenség forditva jatszédik le: e hosszirdnyu rdvi-
dulésnez keresztirdnyu megnyulds tartozik.

A kisérletek azt mutatjik, hogy a hossz- &s keresztiranyu fajlagos
megnyulds viszonya ugyanazon anyagnil £llandé:

£

= - m,
Ex




A negativ elfjel € és € ellenkezd elSjelének kovetkezménye. it

m az ugynevezett Poisson-féle szdim. Ennek értéke az anyagt6l fligg: acél-
nil m = 3,3, betonndl m = 4...6 a beton mindségétdl filggben.
Sokszor a Poisson-féle szdm helyett annak reciprokival dolgozunk:

1 _
a R

A u szdmot Poisson-féle tényezfnek vagy hardntnyuldsi (harintkont-
rakcibs) tényezonek nevezziik. Ezt bevezetve:

£, =" M-E .

2,2,1.3 A fesziiltség és failagos nyulds Osszefiigzése

A feszliltség és az alakvdltozds k¥zottli Osszefliggés csak kisérleti
uton 4llapithaté meg, és ez az Osszefiiggés anyagonként killonb6zd., A vizs-
gdlat céljdra prébatesteket készitenek, amelyeket szakit6 illetve térdgépek-
be helyeznek. Ezekkel a gépekkel - az erd és az elmozdulds folyamatos
mérése mellett - a prébatestet elszakitjsk, illetve Usszettrik. Az acélanya-
gok vizsgilatindl haszndlatos prébapdlcdt lathatunk a 2,39 sbrdn. A meg-
nyulisokat a huzékisérletnél a probatest kbzéprészén bejelslt £ bdzis-
hosszon mérik. Nyomodkisérleteket kocka, hasdb és henger alaku prébates-
teket lehet végezni. Ezek z6mdk testek, amelyek nem tudnak a nyomébero
o161 kihajlissal kitérni,

2.39 4dbra

A kisérletek mérési eredményeit a 2,40 sbra szerinti diagramba szok-
tdk felrajzolni. Az &brdn a folytacél egyesitett huzé-nyomé diagramijit 14t-
hatjuk. Megjegyezziik, hogy kiildnbdzd minGségek esetén ugyanazon anyag-
nil is eltérdek ezek a diagramok. A fliggGleges tengelyen az erdbdl sz4-
mithaté6 G = F/A ({esziiltség szerepel. vizszintes tengelyen pedig a mért
Al megnyulishél sz&mithaté € = A2/ ! fajlagos nyulds. A 2,40 sbrén
bejelditik a diagram jellegzetes pontjait.
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2.40 dbra

Ezek elemzése a kivetkezd:
(=3 Al arinyoss4igi hatir,
5’F : foly4si hatér,

6‘B : szakit6 szildrdség,

Az arényosségi hatirig a fajlagos nyuldssal ardnyos a fesziiliség,
vagyis a dlagram egyenes. A foly4si hatir olyan fesziiltséget jelent, amely~
nél az anyagban nagymértékli nyulds kovetkezik be anélklil, hogy a fesziilt-
ség tovdbb nbvekedne. A folydsi szakasz utin a felkeméuyedés szakasza
kivetkezik, amikor a fesziiltség tovdbb novekszik, kdzben jelentds alakvil-
tozfisok kivetkeznek be, mig a prébapdlca el nem szakad,

Mint 14tjuk, a val6di anyagok & - €& dlagramja - mé&s néven munka-
diagramja - egyszerli matematikal eszkdztkkel nem irhat6é le, A késdbb
tirgyaland6 szilfrdssgtani szfmitdsokban viszont elengedhetetlen a fesziilt-
ség & a fajlagos nyulds k8zittl Gsszefiiggés leirdsa valamilyen kdnnyen ke-
zelhet§ matematikai FHiggvénnyel, igy bizonyos engedményeket kell tenntink,
Szdmitdsainkban mindig valamilyen szempontbél ide4lis anysagot tételezziink
fel, Igy példdul az acél anyagot idedlisan rugalmas-képlékeny anyagnak te-
kintjlik, amely a folydsi hatdrig tdkéletesen rugalmas, azt kdvetden pedig
teljesen képlékeny, szakadisa a 6’F folyssi feszliltségnél az EB sza-

kadényulds elérésekor kivetkezik be (2.41 sbra), Ha a szerkezetben a fo-
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képlékeny

ruga/mas

£

e

€p

wledlsan rugalmos- képlékeny
onyog

2.41 4bra

lyasi fesziilts &g kialakulisit nem
engedjiik meg, akkor idedlisan
rugalmas any ag feltételezésével
végezhetjliik sz4imitisainkat, Ided-
lisan rugalmas anyag esetén a
feszliltség és a fajlagos megnyu-
1is kézottl Osszefilggést a Hooke-
tbrvény fejezl ki:

S=E .t .

Itt E a rugalmassdgi mo-
dulus, anyagjellemzd, A 2.42 £b-
rin az idedlisan rugalmas anyag
G - & dlagramijit rajzoltuk meg.
A ferde egyenes Irdnytangense az
E, egyenletét a Hooke-térvény ir-
ja le.

loox=E
x

dedlisan
rugalmas  anyag

2.42 gbra

Osszehasonlitva a 2,40 & a 2,42 sbrékat ldthatjuk, hogy az acélanyag
az arinyossigi hatirig kveti a Hooke-tbrvényt, tehdt olyan terhelésnél,
amely kodvetkeztében nem tud az ardnyossigl hatirnil nagyobb feszilltség ki-
alakulni az ideilisan rugalmas anyag feltételezése nem jelent elhanyagolist.
Az arfinyosséigl hatirig terhelt szerkezetek rugalmasan viselkednek, ami
azt jelentl, hogy a terhet megsziintetve a szerkezet visszanyeri eredeti
alakjét. A szilirdsdigtannak az az 4ga, amely a fesziiltség és a fajlagos
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megnyulds kozotti Gsszefiiggésként csak a Hooke-tdrvényt haszndlia a lines-
ris rugalmassigian,

Nagyobb igénybevételek esetén, amikor a fesziiltségek tullépik az
ardnyossdgi hatirt, az anyag megfolyik, viszonylag nagyobb alakvdltozdsok
kovetkeznek be. Az anyag ilyenkor mér nem viselkedik rugalmasan, a ter-
helés megsziintetése utdn nem nyeri vissza eredeti alakjit, hanem maradé
alakviltozdisok mutatkoznak., Ezekkel a jelenségekkel a szilirdsigtan ma-
sik 4ga, a képlékenységtan foglalkozik.

A Hooke-torvény alkalmazidsdval kiszdmithatjuk a huzott rud rugalmas
megnyuldsit, Az £ = AQ /¢ & &= E.E Osszefliggések felhaszndlissi-
val

Al B
E:—e-'——:-g‘

G helyébe helyettesitsilk az F/A-t &s fejezzilk ki A2 -et:

2,2.1.4 A huzott rudak méretezése

A mérnok egyik legfontosabb feladata a méretezés, vagyis a tarté-
szerkezet méreteinek megdllapitdsa, A szerkezet méreteit ugy kell megil-
lapitani, hogy a tarté a red hatd, elore meghatdrozott terheket biztonsa-
gosan viselni tydja, de a méretek ne legyenek tulsigosan nagyok, azaz a
szerkezet biztonsdgos is legyen,

A mérstezés sorin elfszdr azt kell eldénteni, hogy a széban forgé
szerkezetet milyen anyagbél fogjdk késziteni. Ismerniink kell azt, hogy az
illetd anyagra milyen fesziiltség ~ngedhet8 meg. A fesziiliségnek ezt a ha-
tArértékét a szabvinyok, illetve a szabdlyzatok elfirjdk. A kiiltnboz8 elb-
irdsokban ezt a fesziilltséget megengedett foszilltségnek (e'eng) vagy hatdr-

fesziiltségnek (6‘H) nevezik, (A két fogalom nem egészen azonos, részle-

tesebb tdrgyaldsukkal a szaktirgyak foglalkoznak). Ezeket a méretezési fe-
sziiltségeket ugy 4llapitottdk meg, hogy az anyag teherbirisin tulmenden
blzonytalansdgokat is (pl, szdrds az anyagminGségben, pontatlansig a mé-
retekben) figyelembe vettek. Acélanyag esetén példiul ugy 4llapithatunk meg
egy méretezési fesziiltséget, hogy az anyag folydsi fesziiltségét elosztjuk a
bizonytalansigokat figyelembe vevd n >1 biztonsdgi tényezvel:
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I

A tovibbiakban a megengedett fesziillség és hatirfesziiltség fogalmak
helyett csak a Geng fosziiltséget fogjuk hasznilni, és a méreiezés célja

az lesz, hogy a szerkezetben a terhekbdl szdmitbaté fesziiliség intenzitdsa
ne haladja meg 6eng értékét:

R - e (2)
eng

A méreterés feladata kétiéleképpen meriil fel: tervezéskor a szerke-
zet (4ftaldban keresztmetszeti) méreteit 4lapitjuk meg, ellenSrzéskor pe-
dig az adott méretii szerkezet teherbirisit vizsgiljuk.

A huzé~- {lletve a nyomoéigénybevételbd! szérmazé feszilltségek kisz4-
mitisira megismert képlet (1) kis 4talakitissal tervezésre is alkalmas.
Ha a2z (1.) képlethen & helyére GGng-et helyettesitiink, kifejezhetjik a

szilkséges keresztmetszeii teriilelet:

A fenti képlet 4ltaldban csak huzdsra igénybe vett szerkezeli elemek
méretezésére alkalmas. Nyomésra igénybe vett szerkezeli elemeket csak
akkor méretezhetiink e képlet alapjidn, ha a nyomott elem nem tud a nyo-
méer8 el8] kthajlissal kitérni. (A nyomott rudak leggyakoribb ttnkremene-
tell formé4ja a kihajlds., A kihajlissal és a nyomott rudak méretezésével
e jegyzet 5, fejezetében foglalkozunk. )

Példaként méretezzllk a 2.43 4brin l4thatd tart6 vonérudjst négy-
szbgkeresztmeiszettel. Az alkalmazandé kereszimetszet kivilasztasa utdn
szémitsuk ki a vorfrud megnyulisit is.

F =120 kN

!
S
id

2.43 4bra



A tart6é reakci6er8i a szimmetria miatt kbnnyen szdmithaiék:
A=B=F/2=60KkN (1)

A vonérudban keletkezd erd a bal oldali (vagy jobb oldali) rész egyen-
sulyib6l a C csukléra felirt nyomatéki egyenlettel hatdrozhaté meg.

5.60 -4 . S =0,
S = 75 kN,

A tervezéshez, illetve a megnyulds kiszdmitisihoz szilkséges a mé-
retezési fesziiltség és a rugalmassigi modulus ismerete. Ezek értéke most:

6eng = 200 N/mmz, E = 210 000 N/mmz.

A szijkséges keresztmetszeti teriilet:

3
__ S8 7.10° 2
Aszxiks <3 200 875 mm 3
eng
asztiks = Yy 375 = 19,36 mm,
Az alkalmazott négyzetszelvény meérete:
a = 20 mm,

alk

A vonérud megnyulisa:

5 - 8.103. 75, 103

A 210.103 . 20

_ 2L -
Al = E = 7,14 mm,

2.2.2 A tiszta nyiras

Ha a rudelem egy adott keresztmetszetében a keresztmetszet sikjiban
fekvS és sulypontjin stmenS erdk miikddnek, akkor azt mondjuk, hogy a rud-
elem tiszta nyirdsra van igénybe véve.

A tiszta nyirds igénybevétele igen egyszeriien megvaldsithaté. Péld4ul
a 2.44,a 8'win lithaté rudat két merev testbe befogjuk, és a két merev
testet ellentétes irinyban egyméison elcsusztatjuk. Ilyenkor a rud a bejeldlt
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keresztmetszet mentén elnyirddik, az I, és II. jelil ruddarab egymishoz
képest eltolddik.

2,2,2.1 A nyirétfesziiltségek szimitisa tiszta nyiris esetén

Vizsgiljuk tovdbb a 2.44 &bridn l4that6 rudat. Ahhoz, hogy a rudelem
elnyirédjék a két merev testnek valamilyen nagysdgu nyirderdt kell kifej-
teni. Az egyik rudfélre a T, a mésikra ennek ellentettje, a T’ erd hat,
mindkettd ugyanabban a sikban (a nyirisra igénybe vett keresztmetszetben)
hat (2.44.h. &bra).

Képzeletben vigjuk ketté a rudat, a két merev test érintkezési sikj4-
val. A megszlintetett anyagi folytonossdgot a T nyiréerd sikjidban mitkédd
nyiréfesziiltségekkel kell pétolnunk. Az I. jelil ruddarabra a bal oldali me-
rev test &ltal kifejtett erdk eredSje, a T erS a vizsgilt keresztmetszet
sikjdban hat, ezért ebben a sikban kell miikddnitik a nyiréfesziiltségeknek
is. A nyiréfesziiltség nagysiga a bal oldali rudelem egyensulyib6l, fiiggs-
leges vetlileti egyenlet segitségével kbnnyen kiszdmithaté, ha a nyirt felli-
leten egyenletes fesziiltségeloszlist tételeztink fel.

T-A.T =0,

A képletben T a nyir6fesziiltséget, A pedig a nyirt keresztmetszet

tertiletét jelenti.
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2.2,.2,2 A nyirisi alakviltozis

A kisérletek szerint a nyiréfesziiltségek hatdsdra torzulds jon létre.
Ez azt jelentl, hogyha a nyirt keresztmetszet kizelében egy derékszogii
hasibot kiragadunk, akkor annak lapszbdgei a nyiréfesziiltségek hatisira
megviltoznak. a hasib eltorzul (2.45 4bra). A torzulds mértéke az erede-
tileg 900-0s lapszbg megviltozisival, a 4 szdggel fejezhetS ki, Kiilon-
bbz8 kisérletek eredményeibdl az a kovetkeztetés vonhaté le, hogy azoknil
az anyagoknil, amelyekre a Hooke-tOrvény érvényes a ¢ szigviltozds ars-
nyos a nyirdfesziiltséggel:

-
T—G'

2.45 4bra

A képletben G 2z anyagt6l Fiiggd 4£1lands, amelyet nyiris! rugalmas-
sigi tényez@nek, vagy modulusnak nevezink. Mértékegysége a fesziiltség
mértékegységével azonos. A g szdgvhltozds természetesen radiinban ér-
tend®t.

Bizonyithat6, hogy 2 G nyirisi rugalmasséigi modulus, az E ru-
galmasedgl modulus és a p Poisson-tényez8 anyagjellemzdk kbzbtt az alib-
bi dsszefliggés Ervényes:

E
T 2(+p)

G

2.2.2,3 A nyvirffeszilltségek dualitisinak tétele

A téte! kimonddsa és bizonyitisa eltt, el8szdr értelmezzikk a nyirs-
feszisbgek elGjelét, Az n normilisu sikon mitkdds és a sikban t
iripyban haté < ot nyiréfesziitséget akkor iekintjific pozitivnak, ha ériel-
me (nyila) megegyezik a+ & o ? franyu pozitiv (buz6) normélfesziiliség
900-kal pozitiv irinyba elforgatott értelmével (nyilaval). Az elSjelszabalyt

54




a 2.46, dbrim szemléltetjilkk. A nyirdfesziiltségnek
teh4r iltalinoes esetben két indexe van, amelybdl az
els8 azon sil= normiAlisinak irdnya, amelyben a nyi-
réfesziiltség keletkezik, a misodik pedig az az irdny,
amelybe a nyirdfesziiliség mutat.

A nyir&fesziiltség dualitisdnak tétele azt mond-
ja ki, hogy ma a szilird test valamely metszetében
van nyiréfes=iiltség, akkor a ri merSleges metszet-
ben is van, csak ellentett elSjeli. A tétel bizonyi-
tisa cé€ljab6l vizsgiljunk egy elemien kicsiny dx, dy,
dz élhosszussdgu derékszdgli hasdbot. Ez a hasib hN
1ithaté a 2.47 ibr4an egyik nézetében. (A dz &1- 2,16 4bra
hossz a kiraJjzolt oldallapra merdleges.) Az ibrin

bejeldltikk a dx.dz felliletre haté
& és ’C‘yx, valamint a dy.dz

y
- 6y feliiletre hat6 & és T fo-
T X xy
S sziiltségeket. A két-két pirhuzamos
’[;ym' lapon miikodd ’ny és ty*{ nyi-
z ' %% réfesziiltségek egy-egy erdpirt al-
P I ‘ () A kotnak. Irjuk fel a z tengelyre vo-
Txy natkoz6é nyomatéki egyenletet:
_~T -)
% M, = T_  dxdydz +
5, 2Mp = Ty dx ey
+ T dx dy dz = 0,
yx
Y
2. 47 dbra A & fesziiliségekbOl szdrmaz6

eredd erbknek nincs nyomatékuk a
z tengelyre, mert a hasiblapok kdzepén miikddnek, igy metszik a z :er-
gelyt. Ugyanilyen oknil fogva nincs nyomatékuk azoknak az ercknek sem,
amelyek a =2 normailisu metszeten miikédnek, ezeket az 4brira ol sem
rajzoltuk. M egemlitjilk, hogy amennyiben a térfogati erdket is figyelembe
vennénk (pl. az Onsulyt), akkor azoknak sem lenne nyomatékuk a z ten
gelyre, mert az elemi hasdb kdzéppontjiban milkédvén metszenék a ten~
gelyt.

A nyomatéki egyenletbdl egyszeriisités ut4n

T _=-T
¥y

Xy X

ad6dik, ami a dioalitis tételének képletben valé kifejezése. Ezzel a tétalt
bizonyitottuk.

A fentiek szerint a nyiréfesziiltségek mindig pdrosdval lépnek fel, a
tetszSleges helyrél kiragadott hasdb egyensulya csak igy biztosithats, Az
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el6jel ellentettségébdl kifolyéan a szomszédos lapokon miikdd8 nyirdfesziilt-
ségek vagy a lapok kbzds éle felé, vagy éppen ellenkez8leg, a metszésvo-
naltél elfelé mutatnak, mint ahogy a 2.46 4brén is lithatjuk. Ezon a pél-

déin T Xy pozitiv, Tyx pedig negativ.

A nyiréfesziiltségek dualitisinak tétele nemcsak a tiszta nyirds ese-
tében érvényes, hanem 4ltalinos érvényl. Ugyanilyen eleml hasibot vigha-
tunk ki barmely, tetszdleges alaku szil4rd testb8l, &s ha a testre egyen-
sulyban levd er8k hatnak, akkor 2z elemi hasdbra ugyanolyan jellegli fe-
sziiltségek hatnak, mint amelyeket felvettiink, Ezek egyensulya alapjin
ugyanolyan nyomatéki egyenletek irhatSk fel, mint amit ldttunk, még az
sem okoz viltozdst, ha a nagyobb 4ltaldnossig kedvéért a sulyerdt is fi-
gyelembe vessziik.

Az eldbb vizsgilt kis hasgibnil a nyomatékot a 2z tengelyre irtuk fel.
Az x és y tengelyre felirt egyenletb6l a ’t’yz =-T 2y és
Tyg =~ T, eredményt kapjuk. Altaldnosségban -1 é k egymisra
merdleges irinyok esetén -:

Ez a nyirdfesziiltségek dualitisinak vagy reciprocitisinak tétele,

2.2.2.4 Méretezési feladatok

A tiszta nyirdsra igénybe vett keresztmetszetek ellendrzése &s ter-
vezése a huzds és a nyomis esetéhez teljesen hasonlé, Most abbél indulunk
ki, hogy ismeretes az anyagra megengedett Geng fesziiltség.

Ellendrzés esetén a szimitott nyiréfesziiltséget Bssze kell hasonlitani
a megengedett nyiréfesziiliségekkel. Az adott igénybevételre (T) megfelel
a keresztmetszet (A), ha a szdmitott nyirdfesziiltség a megengedettnél nem
nagyobb:

ITl < ~
L
A eng

UA

’t:

Ugy is eljirhatunk, hogy kiszimitjuk az adott keresztmetszetre meg-
engedhetd nyirberd értékét, é&s ezt hasonlitjuk Ossze az adott lgénybevétel-
lel, Ekkor:

T =7 .AZITI
eng eng

esetén felel meg a keresztmetszet,
Tervezésnél a szilkséges keresztmetszeti teriiletet az
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Aszuks T

képlettel szimmmithatjuk.

Els6 p&=ldaként ellendrizziik a 2,48, dbran lithaté két fagerenda kap-
csolatdt. A ==0 kN nyomoéerdvel terhelt ferde fagerendit csapoldssal erdsit-
jik a mereve=n megtimasztott vizszintes gerendihoz. A vizszintes geren-
dit feliilnéze@®ben is lerajzoltuk ugy, mintha 2 ferde gerendit a esaplyukbél
kiemeltikk és eltavolitottuk volna., Ez a kapcsolat ugy mehet tonkre, hogy
a vizszintes gerenddb6l az 4brdn besraffozott 20.9.5 cm méretii hasibot a
ferde er8 vim=szintes komponense kitolja. A gerendsban a fa rostjaival pair-
huzamos irir—yu megengedett nyiréfesziiliség most T eng = 0,5 N/mm2,

Wmm sem[” 3

2.48 4bra
A tiszta nylr—4st okozé eré:

T

F.cos 30° = 20.0,866 = 17,32 kN,

A nyirt felilE eot:

3 2

A = 2.20.9+5.20 = 460 em> = 46.10° mm>.

A nyirGieszilliltség:
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3
. 2 2
T = T _ 17,32 ]:‘30 =0,376 N/mm™ < Teuc =0,5 N/mm",
46,10 =

>

teh4t a kapcsolat megfelel.

M4sik feladatunk legyen a 2.49 4bra szerinti csap fejének megterve-

zése. Ugy kell a fejvastagsigot meg-

D=30mm . szabnunk, hogy a fej tdnkremenetele
l csak a szir elszakaddsa utdn kSvetkez-
T hessen be. A fej vgy mehet tdnkre,
! i hogy a szaggatott vonallal jelSlt hen-
gerpalist mentén elnyirddik:

Adottak a megengedett fesziiltségek:
- 2
huzdsra 6eng 200 N/mm

‘7

N

SN
N

nyirdsra reng = 9 N/mm?,

A szirban miikddS legnagyobb hu-
z26er6t, amely a megengedett huzéfe-

F sziiltség teljes kihasznilisdval 1ép fel,
megengedett huzberdnek nevezziik. En-
2.49 dbra nek értéke:

F = Ah . G = 113,10.200 = 22,62.]03N = 22,62 KN
eng eng
Itt Ah a szdr keresztmetszeti teriilete:

2
2
A = dF _12 . 3,14, 113,10 mmz.

A =d.fK.x=12 ., K, x.
oy .
A nyirdfesziiltség
-Ls ¢
’C—A_,Leng

képletében T helyére a hyz4sra’mégengedett erdt (Feng)’ A helyére pe-
dlg a nyirt metszet teriiletét (Any) helyettesitve &s az egyenlfséget véve
3

22,62.10° _ o
12 . x
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ad6dik, ahonmmmmmnan
22,62 . J.O3

= &8,08 . SV

12. T . 9% = 6,67 mm,

amit felfelé X1k = 7 mm-re kerekitiink,

Az elvE====giett feladat egyuttal példa volt az egyenlS teherbirssra
(egyenteherbE==r4sra) val6 méretezésre. Az az erd, amire a csapszeg fejét
méreteztik Temmmmern a csapszeget ténylegesen terheld erd volt, hanem az,
amit a csaps=====reg megengedett huzbfeszliltség teljes kihasznildsdval még &p-
pen elblr. Temmmehit a fej (nylrési) teherbirdsa ogyenl8 a sz&r (huzisi) teher-
birdsival.

2,2.2.5 Szbgecsszamitsis

Jellegz -etes 8s gyakori nyirdsi feladat a szegecsek méretezése, ezért
ezzel killon E=oglalkozunk,

Az acé Thél, illetve sz egyéb fémekb8] készillt szerkezetek egyik le-
hetséges kap——csolisi médja a szbgecselés, Megkiilénbdztetiink egyszer és
kétszer nyirf——— szbgecskapcsolatokat (2,50.a. és b. &bra), Az elnevezés on-
nan ered, hce—egy a két kiilinbiz3 esetben a szBgecsszirnsk egy (2.50.a. 4b-
ra) vagy két metszetében (2.50.b. &bra) keletkezik a tiszta nyirdsi igény-
bevétel.

Fr2

DT W W, @ £
SISV RS (6)
AR 2 % ;
e’

2.50 fbra

F/2

A szig———acs - legyen az egyszer nyirt vagy kétszer nyirt - két m6don
mehet ténkre=—=. Az egyik lehetfség az, hogy a nylrdson igénybe vett metszet,
vagy metsze~ ek elnylrédnsk, a miésik pedig az, hogy a szBgecsorsé és a
furat érintkemss=zg feoliileteln olyan nagy nyombfesziiltség keletkezik, hogy vagy
a szbgecsors=====0 vagy a lemez nyomési teherbirésa kimeriil, a szdgecs és a
lemez egymZ===isba nyomé&dik, A szbgecsors6 és a fural érintkezd felilletein
keletkez§ fes==sziiltséget palistnyom#snsk nevezzik. A palistnyomdés vizsgi-
laténil a nyemm=—mfesziiltségek megoszlisit leegyszeriisitett forméban vesszitk
figyelembe. A valGsigban az egymésba nyomé&ds felliletek alekja félkdr
alapu {éthengmmgeser &5 a fesziltségek a f&lkdr mentén véltozbak (2.51, fbra).
A szimitdsa_ Inkban e‘p egyenletesen megoszlS fesziiltséget tételeziink fel,
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2 - 0/2

V2

N
M= Y = D/2
~—_

6 nax = 6p

2,51 4bra

amely a d ., v nagysigu felilleten keletkeulk, (Az egyszeriisités jogossi-
ga kisérletileg igazolhatd,)

Ezek utin vizsgiljuk meg, hogy egy szdgecsre mekkora erd enged-
het8 meg. A fentiek szerint két tonkremeneteli lehetdséggel kell szdmol-
nunk, Egy adott anyagnil a nyirisra megengedett fesziiltség, fceng és a

palistnyomésra megengedett fesziiltség 6’p eng értéke ismert.

N’ \
o .
6P1-d-—v, SPZ d-v
6ps 5p2 N
= © B4 .
= =
.0
4 ar
%
2,52 4bra

Ellsz8r az egyszer nyirt szdgecset vizggaljuk (2,52 sbra). A szegecs-
re nyiris szempontjibél a

a2 T

D’ = et
e

ng 4 ° 'teng
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er6 engedhetd meg. A paldstnyomdsra megengedhetS er8

=d v . ’
p eng min Gp eng

ahol Voin V1 és vy kisebbike, Az egyszer nyirt szdgecsre maximilis

igénybevételként a most kiszdmitott két erd kozill a kisebbik engedhets meg.

Tehit
D’
D’ ={ T"“g} kisebbike,
eng ) o

p eng

A kétszer nyirt szdgecs esetében is az eldbbi gondolatmenettel jirha-
tunk el (2,53 4bra). A nyirisra megengedett erd:

J

-
I

! =2, =2D
Teng 4 eng D't eng

/
D;—}'/Z =:§' Y

7 o'
D;/z-éj / ) E :5—}.
5/0' '5 2
P1d v, P2"2d v,

-4

6pe Spy K

= ?Lj

.:'\
3=

2,53 4bra
A palisinyomésra megengedeit erd:

D" =d. v . &

“p eng min p eng '

ahol Ymin 2 2 Y és Vo tehdt az egyirdnyban elmozdulni kiv4n6 leme-

zek egylittes vastagsfginak kisebbike.
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A kétszer nyirt szogecsre megengedett erd:

il
Teng

Dt = kisebbike.
eng D"

p eng

Most mir ismerjilk az egy szdgecsre megengedhetS erSket, Kozpon-
tos nyomésra illetve huzisra igénybe veit szerkezeti elemek szbgecselt
kapcsolataivil d4ltaldban azzal a fellételezéssel éliuk, hogy az n darab
szdgecsb8l 4116 kapesolat egyes szigecseire azonos nagysigu er8k hatnak.
Ha F a kapcsolatra kbzpontosan hai6 erd nagysiga, akkor az egy sz8-
gecsre juté erd (2.54 4bra):

p=E,
n
’,,',771
- A,
e ——
7 N
/0.. [ 2 O-h\l
1t
F ! I F
‘-IT- [|°-— O O‘“I:
]
‘\ (]
o R T
\£
n
2,64 dbra

A szdgecselt kapcsolat ellendrzésénél az egy szogecsre juté erdt kell
tsszehasonlitani az egy szdgecsre megengedett erbvel. Megfelel a kapcso-
lat, ha

DD
eng.

A szbgecselt kapcsolatok tervezésénél altaldban azt kell megéliapita-
ni, hogy egy adott F erd esetén mennyi a szlikséges szigecsszdm, Hyen-

kor egy adott vagy felvett szogecsdtmér6hoz kiszdmitjuk D;ng vagy D’e’ng

értélkst (attbl fliggden, hogy egysZer vagy kétszer nyirt szlgecseket alkal-
mazunk), majd a szikkséges szdgecsszémot a kdvetkezd képlettel sllapithat~
juk meg:
__F
Usatiks D °
eng

[=4)
]

R L AR SR Y ...«»r«»—

S T




A kapott eredmény csak felfelé kerekithet8, és ez a kerekitett &rték
lesz az alkalmazott szbgecsszdm.

Méretezzikk a 2,55 sbr4an lithaté kdzpontosan huzott rud sziégecselt
illesztését. A kapcsolatot kétszer nyirt szdgecsekkel oldjuk meg. Az il-
lesztésnél az F erd a vy vastagsigu lemezbil 4tad6dik a két v, vas-

tagsdgu hevederlemezbe n darab szbgecs segitségével, majd ismét n
szbgecs sziikséges ahhoz, hogy tovibbad6djék a vy vastagsigu lemezbe,
A szdmitdishoz szilkséges méretek, illetve [eszliltségek:

F =140 kN, v. = 8 mm, v_ =12 mm, d = 19 mm,

1 2
2 2
T =110 N/mm", s = 270 N/mm".
eng p eng
n n
n — ————Vy =3 mm
F=140kN, I ' T R F=140 kN
) A d n -
T T h
d. ,9 mm v,:émm st ’2 mm
2,55 4dbra

Ellszér az egy szdgecsre megengedett erSt szdmitsuk ki.
Nyiridsra:

2 2
D" =2.u.’t =2.'1-9—'3-‘-1—4-.110=62,37.103N=
eng 4 eng 4
= 62,37 kN,
Paldstnyomdsra:
D" =d.v. © =19,12,270 = 61,56.103N = 61,56 kN,
p eng p eng

Az egy szdgecsre megengedett erd a most kiszdmitott két erd koziil

a kisebb:

D' = 61,56 kN,
eng

A sziikséges szoigecsszdm:

-t o 140
Bsztks ~ D" 81,56 - 2027 —= 3 db.
eng
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2.2.3 A tiszta egyenes hajlitas

Tiszta egyenes hajlitdsr6l akkor beszélink, ha csak hajlitényomaték
a rudelem igénybevétele, és ez a hajlitényomaték a rud geometriai tenge-
lye és a keresztmetszet valamelyik tehetetlenségi f6tengelye 4ltal meghats-
rozott sikban miikddik. Ez utébbi feltételt ugy is fogalmazhatnink, hogy az
M nyomatékvektor pirhuzamos a keresztmetszet valamelyik tehetetlenségi
fGtengelyével. Igy a 2,56 sbrédn l4thaté befogott rud (konzol) igénybevétele
is tiszta egyenes hajlit4s, Itt a nyomatékvektor a szimmetriasikra merd-
leges. A keresztmetszet szimmetriatengelye fdtengely, és fitengely az
erre merdleges sulyponti tengely is.

X

M{ / . _F K M X
’ geometriai tengely l% y
2.56 Sbra

2,2.3.1 A fesziiltsépek &s az alakviltozds meghatirozisa

A tiszta egyenes hajlitdsra igénybe vett rud keresztmetszeteiben ke-
letkez8 feszliltségek 6s az alakviltozds meghatdrozisa céljdbél a 2,57 sb-
rin l4thatd, szimmetrikus keresztmetszetli konzolt fogjuk vizsgdlni., A rud
anyaga homogén, izotrép és rugalmas, a Hooke-tdrvényt kdveti.

A hajlitss hatdséra a rud deform4lédik, a hajlitis elStti egyenes ten-
gelye - egyeldre Ismeretlen - gbrbe alakot vesz fel. A deformicié vizsgs-
latakor induljunk ki két egyszertisits, geometrial jellegii foltevésbSl. Eze-
ket Bernoulli-Navier féle foltevéselmek nevezik.

Bernoulli 6s Navier els§ féltevése szerint a rud geometriai tenge-
léyre merSleges sik keresztmetszetek az alakviltozds utdn is sikok és on-
magukkal egybevdgéak maradnak. A kisérletek szerint ez a feitételezés,a
mérndki gyakorlatban el8fordulé esetekben elfogadhat6.

A misodik feltételezés szerint a rudnak a geometriai tengellyel par-
huzamos birmely egyenese (szfla) a meggdrbiilés w4n i meré&leges marad
a keresztmetszet sikjira. A tapasztalat ezt a fGltevést is igazolja.

A rud deformicibjit a 2.57 sbrdn szemléltetjiik. It bejelSltiik egy,

a befog4st6l tetszSleges =z tdvolsigban levd keresztmetszetet, &s egy m4-
sikat fs, amely az eldbbitdl elemien kicsiny, dz tAvolsfgban helyezkedik
el. Az alakviltoz4s sorin ezek a keresztmetszetek elfordulnak, mégpedig
¢ , illetve @+ dg szbggel.
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’40,2

AN \\\\‘} VRS TN
Q

2,57 fbra

Jelljik ki a keresztmetszetben egy x, y koordinitiju, elemien ki-
csiny dA feliletelemet, és ugyanilyen x,y koordinatdkkal a két bejeldlt
keresztmetszet kzott egy 4A keresztmetszetli é&s dz hosszusigu kis
hassbot. Ennek a hassbnak a hosszusiga az alakviltozds sorin megviltozik,
mégpedig a hasib helyzetétl fiiggben. A keresztmetszet alsé részén kijeldl-
het§ hasibok (elemi szilak) megnyulnak, felill viszont hosszcstkkenés lesz.
lesz azonban olyan s:£1 is, arelyiknek nem v&ltozik meg 2 hossza. Azt
a szimmetriasikban lev8 szilat, amelynek a hossza a hajlitis sorin nem
viltozik meg, a rud szildrdsigi tengelyének nevezzilk, A 2.57 &brin ez
az egyel6re meg nem hatirozott helyzetli 0 ponton &tmenS =z tengely.

A szilSrdsigi tengely meggSrbiilt alakjit rugalmas vonalnak pevezziik.

Térjink vissza a kis hassb vizsgilatihoz. Az eredetileg dz hosszu-
sfgu hassb megviltozott hossza dz + Adz lesz. A szilirdsigi tengelyben
lev8 sz4l hossza véltozatlanul dz az alakvAltozds utin is.

A kijelSlt két keresztmetszet az alakviltozds utfén d¢p szdggel haj-
lik egymé#shoz. A 2,57 fbrin latjuk azt a k¥rcikket, amelynek kdzépponti
szbge d¢p , lvhossza pedig dz. Ehhez a kbrcikkhez tartozd sugarat ¢ -
val jeldljilk, €és girbifleti sugfrnak nevezziik. A sugir iehit a rugalmas vo-
nal gbrbitletl sugara. Mivel d¢ Igeu kicsiny, a k¥rciklre felirhat6, hogy:
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dz=dq>.9.

Ugyanez a d¢ sz0g a ©+ y sugaru kdrcikkben is jelentkezik, itt
az ivhossz dz + Adz, Erre a kbrcikkre is igaz, hogy:

dz + Ddz=a QP (@ + V).
Mindkét egyenletbdl d ¢ -t kifejezve a

dz + Adz
O+y

dz _
1%
egyenletre jutunk, Atrendezve:

p+y=dz+Adz
Q dz :

Osztis és egyszertiisités utin

ADdz _ y

dz [2n

Az egyenlet bal oldalin a hosszviltozds és az eredeii hossz viszonya,
a fajlagos nyulds szerepel:

Adz
£ = dz  °

Igy az aldbbi egyenlethez jutunk:

=X . .
€= oo ()

A fajlagos nyulss tehdt az y koordinita linedris fiiggvénye, ami
Osszhangban van azzal a feltételezéssel, hogy a keresztmetszetek a rud
meggdrbiilése utdn is sikok maradnak.

Mivel a hasdb hosszusfiga, dz elemien kicsiny, a hasib egyenes ha-
s4bnak tekinthetd, legalabbis a torzulds megité-
1ése szempontjdb6l. A hasdbnak olyan jellegii

= . alakviltozdsa nem lesz, mint amilyent a 2,58
— == sbran lithatunk, mert az ellentétben &llna
ql™=~~_ Bernoulli és Navier misodik feltételezésével,

nem lennének a szilak a keresztmetszetre merd-
legesek. Ezt egyenlet forméjiban is felirhatjuk:

4t

2.58 fbra 1=0 cee @)
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Az (1.) és {2.) jelii egyen-

letekben csak geomeirial jellegi /
mennyiségek szerepelnek, ezek ¢ /9
geometrial egyenletek. \Vl

Elemezzilk tovibb az alak-
viltoz4st a 2.59 &br4dn, ahol a

€z
rudnak csak a tengelyét és annak \\ ,/
meggdrblilt alakjit, a rugalmas ? f\ ™ /
ey k

vonalat rajzoltuk ki, Az alakvil-
tozdsra jellemz8 mennyiségek _

kdziill eddig a keresztmetszet ¢f

elfordulsisdval és a ¢ gbrbiiletl g
suglrral ismerkedtiink meg. 2,59 sdbra

A keresztmetszet elforduldsa a

rugalmas vonal évintSjének elforduldsival azonos, az sbrén az utSbbi szb-
get 1s bejelsltiik. A teljesség kedvéért emlitstik meg, hogy a keresztmet-
szetek nemesak elfordalnak, hanem el is tolddnak. A keresztmetszet 0
pontjinak oltolédisa egy e eltolédisvektorral adhaté meg, melynek két ve-
tillete ey és 3, (A kés&bbiekhen az alakviltozdsokrs! még bvebben

lesz sz6.)

A hajlitdis tovabbi elemzéséhez fel kell hasznflnunk azokat az 8ssze-
figgéseket, amelyek a fesziiltség és a fajlagos alakvaltozds kizott fenndll-
nak. Ezeket az Ssszefiggéseket csrk fizikai kisérletekke! lehet felderiteni,
ezért ezeket az Usszefiiggéscket leir6 egyeulsteket fizikai egyenleteknek ne-
vezzilk,

Az egyik fizikai egyenlettink a méir ismert

o

=E.¢,

Hooke-térvény, amelyet a huzds 8s vyomds vizsgllatinil 14ttunk el8szér.
A misik fizikal egyenletiink a
T=G.¢

dsszefilggés, amelyet a nyirds tdrgyalisindl ismertlink meg, (Rzt az Ssz-
szefliggést is Hooke-tdrvénynek nevezzik, ) Mindkét egyerlet linedris kup-
csolatot Ir le a fesziiltség &s a fajlagos alakviltozds kozdtt.

Ha e két fizikal egyenletet behelyattesitjilt az (1) és (2) geometriai
egyenletekbe, akkor a feszilltségekre a

E
] =——’9—’ e 3

és T=0
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képleteket kapjuk. LAthatjuk, hogy a tartd keresztmetszeteiben nyiréfesziilt-
ség nincs, a norméilfesziiltség pedig y linedris fiiggvénye. A (3) jeli kép~
let azonban a fesziiltség kiszdmitisdira még nem alkalmas, mert a gérbii-
leti sugarat nem ismerjik.

A hajlitdsbol keletkezd normé4lfesziiltségek meghatdrozdsihoz egyen—
sulyi egyenletek felirdsa is sziikséges. Vigjuk el a vizsgilt rudat valame-
lyik keresztmetszete mentén, és vilasszuk kiilon a2 rud bal oldali részét
{2.60 gbra). E ruddarab bal oldali véglapjdra az M erGpdr, a jobb olda-
1i véglapjara pedig az anyagi Osszefiiggést helyettesitd fesziitségek mitkdd-
nek. Az eddigi vizsgdlataink szerint ift csak normélfesziiltségek hatnak,
amelyet az X,y koordindtiju pontban be is rajzoltunk (&°).

"r.

2,60 dbra

£
TN

A ruddarabra miikéd8 dindmoknak egyensulyban kell lennicdk:

[M, (8)]=o.

Az egyensulyi kijelentés alapjan irjunk f6l vetiileti egyénletet a z
tengelyre. A dA nagysdgu felilletre haté er6 & .dA, az egész kereszt-
metszetre (A) ennek az integrdlja hat.

= - [~ dA = 0,
ZFiz 0 f
(A}
Itt figyelembe vettlik azt, hogy az erdpAr erdvetiilete birmelyik ten-
gelyre zérus.

Helyettesitsilk be a fesziiltség (3) jelil képletét, és emeljikk ki az 4l-
landékat:

-;f— / vdA = q.
(A)
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A képletben a hatdrozott integrdl a keresztmetszet x tengelyre vo-
natkoz6 statikai nyomat&kst jelenti, eunek kell zérusnak lenni, mivel E
zérustél kiilonbdzd, Q pedig véges:

fydA=Sx=0.
(A)

Az Sx statikal nyomaték akkor zérus, ha az x tengely dtmegy a

keresztmetszet sulypontjin. Ez az eredmény azt jelenti, hogy a szilirdsdui
tengely (amelyiknek nincs megnyuldsa) dtmegy a keresztmetszet sulypontjan,
tehdt a szildrdssgi te és a sulyponton dtmend gzeometriai tenge
azonos,

A ruddarab egyensulya alapjin most irjunk fel nyomatékegyenletet az
x tengelyre. Az oldalnézeti dbrdban ez azt jelenti, hogy az 0 pontra
kell nyomatéki egyenletet felirni. Az 4brdn bejel6lt S dA erd nyomatéka
-y 6 dA, ezt kell integrilni, az egész A tartomdnyra. Az erOpir nyo-
matéka M. Ezek szerint

ZMix=M- /deA=o.
(A)

Helyettesitsiik be a (3) jelii képletét és emeljiik ki az 4llanddkat:
S
A 9 .
(A)

Az integril a keresztmetszet x tengelyre vonatkozd tehetetlenségi
nyomatéksit jelenti:

[ shon -
y = Jxv
(a)
igy
E =
M - 0 J’x =0,

Ezzel nevezetes eredményt kapunk a gorbfiiletre:

1 M
iRy oot
¢ EI
Tehat a girbiilet (a gorbtiletl sugir reciproka) ardnyos a nyomaték-
kal és forditva ardnyos a rugalmassédgi modulussal és az inercianyomatéx-
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kal, Jelen esetben - milvel egylk mennyiség sem fligg z-t8l - a gdrbiilett
sugir minden keresztmetszetben ugyanakkora, vagyis a rugalmas vonal kor.
Az elbzekben a kdrcikkre felirt dz = @ .d¢g Osszefiiggésbdl

1

=4
© dz°

Az el8z8 két egyenlet BsszevetésébSl:

de _ _M_
&z " EJ_ e 8

differencislegyenletre jutunk, amelyet kécObbi tanulméinyainkban még hasz-
nilni fogunk.

Ha pedig a gorbiilet kifejezését (4) behelyettesitjitk a fesziiltség kép-
letébe (3), akkor a

=M
e=7y ore (5)
x

képletre jutunk, amely alkalmas a feszilltségek szdmit4sira.

2,2.3,2 A fesziiltségi diagram és a feszilltségi test

Az el8z8ekben levezetett (5) jelll képlet alapjin elemezhetjitk a hajli~
tott rud keresztmetszetében ébredd fesziiltségeket.

A képletb8! 14thats, hogy az y=0 koordinitiju pontokban, vagyis a
sulyponton 4tmend x tengely mentén mindenitt zérus a fesziiltség (2. 61
Sbra). Azt a tengelyt, ahol a fesziiltség zérus, semleges tengelynek ne-
vezzilk, A semleges tengelyr6l y tdvolsdgu pontokban (az x tengellyel
parhuzamosan bejeldlt vonal mentén) mindentitt azonos nagysdgu a fesziilt-
ség. A fesziiltség az y koordindta fliggvényében linedrisan viltezik, Po-
zitlv hajlitényomaték hatdsira a semleges tengely alatt huzéfesziiltségek,
felette pedig nyomoéfesziiltségek keletkeznek., (Negativ nyomaték esetdn ter-
mészetesen a fesziiltségek elfjele is megfordul.) A legnagyobb huzéfesziili-
ség a semleges tengely alatt a logtdvolabbl pontban keletkezik, a legnagyobh
nyomoéfesziiltség pedig a semleges tengely feletti legidvolabbi pontban, Mi-
vel a legnagyobb huzé- és nyomfeszilltségek a hajlitott rud 5zéls8 szilai-
ban keletkeznek, sz8ls8szil-fesziiltségeknek nevezzitk ezeket,

Az (5) jelit képlet elfjelbelyesen adia meg a fesziiltséget, ha a nyo-
matékot a fentieknek megfelsl@en, elSjelhelyesan helyetiesitjilk be és az y
koordinita elSjelét a 2,61 fhrdn 14thaté koordindta-rendszer szerint a suly-
ponttsl lefelé pozitivnak, felfelé negativnak vesszik fel. Ha a képletbe y

helyére az o, &s e, 8261585241 tivolsigokat frjuk be, akkor kiszgmit-
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2,61 4bra

hatjuk a szélsdszdl-fesziiltségeket, és megrajzolhatjuk a fesziiltségek Abr4-
j4t, vagy mis széval a fesziiltségi diagramot, A feszliltségl diagramrél le-
olvashatjuk a tetszéleges y ' koordindtiju P pontban &bredd fesziiltséget.

A 2,61 Sbrin a hajlitényomaték vektorst is megrajzoltuk. Az erSpir
a rud szimmetriasikjiban mfikodik, azaz az y,z sikban. Az er8pir vek-
torit pedig a sikjira merdleges, jelen esethben az x Irdnyu M vektor-
ral dbrizolhatjuk. Ha a nyomaték pozitiv, akkor az x tengely pozitiv 4ga
felé (jobbra) irdnyitjuk. (Az dbrdn - az igénybevételi dbrik értelmezésének
megfelelden - a jobb oldali tartérész hatirkeresztmetszetére haté nyoma-
tékvektort rajzoltuk meg. )

A fesziiltségi diagram csak vetlileti dbrdzolisa a feszliliségeknek,
ugyanis a fesziiltségek pirhuzamos térbeli erdrendszert alkotnak. Azaz a
fesziiltségek, siklappal hatdrolt, ugynevezett fesziiltségi testet alkotnak,
amelynek egyik vetlilete a fesziiltségi diagram. A fesziiltségi test a huzott
z6na f6lott s a nyomott zéna folott is egy-egy €k alaku test.

Bizonyos esetekben célszerii a huzé6fesziiltségeknek €és a nyomoéfesziilt-
ségeknek eredSjét is killdn-kiilon meghatfrozni. Erre alkalmazhat6 médszert
a térbell pirhuzamos erSrendszereknél tanultunk. JelSljilk ezeket az eredG-
ket R'-val flletve R™-val. Az erSpirral most ezeknek az erfknek kell
egyensulyt tartaniuk: . -

M, R,R)=0.

Ebb8l kdvetkezik, hogy az Rt és R~ erfpirt képez, vagyls egyen-
15 nagyok R* = R™ = R, pirhuzamosak, de ellenteit értelmtick, tovibbs
nyomatékuk M-mel egyenld:
R.q=M,

ahol q a két (belsG) erd karja, ahogy az &brén is bejellttik.



2,2.3.3 Méretezés_hailitisra

A hajlitdsra valé méretezés alapelve az, hogy a tartén a legnagyobb
normélfesziiltség abszolut értéke ne legyen nagyobb a hajlitisra megenge-

dett fesziiltségnél: <
lgmax]-—- 6eng ’

Az épitdipari gyakorlatban elSfordulnak olyan anyagok is, amelyek
huz4sra és nyomisra mésképpen viselkednek, ezeknél eltérd értékii lehet
a hajlitdsb6l szArmaz6 huzdsra megengedett 6;ng és a hajlitisb6l szar-

maz6é nyomésra megengedett Ge-ng fesziiltség. Ilyen anyagok esetén ki

kell szdmitani a tart6ban fellépS legnagyobb huzé- és a legnagyobb nyomé-
fesziiltséget is, és egyiknek sem szabad nagyobbnak lenni a megfeleld meg-
engedett fesziiltségnél: < _+

st fe&v ,

[Se .

l6
eng

max

Mint mir tudjuk, a legnagyobb feszliltségek a keresztmetszetnek a
hajlitds sikjira merS8leges sulyvonal4it6l (tehetetlenségi fotengelyéifl) e,
és & tivolsigban lev8 szé€ls€ szilaiban keletkeznek. A szé&ls8gz4l-

fesziiltségek értéke:

6a T3 %
x
c =¥,
f Jf £
Vezessiik most be a
Jx
K =-—=% és
Xa e
a
e
Kt ~ el
f
jeloléseket., A Kxa és X o mm3 vagy cm3 dimenzi6ju - mennyiségeket

hajlitssi keresztmetszeti tényezOnek, vagy csak rbviden keresztmetszeti ts-
nyez8nek nevezziik, A keresztmetszeti tényez8 alkalmazfssival a sz6ls8sz4l-
fesziiltségek a kbvetkezd képletekkel szamithaték:

72




N
I
= Ig

6' =

xa
M
f K.,°

xf

Gf képletében a negativ el8jel abb6l ad6dik, hogy pozitiv nyomaték

esetén a keresztmetszet fels8 részén nyoméfeszilltség keletkezik. (A ke-
resztmetszeti tényezdt csak pozitiv eldjellel szokds szdmitisba venni.)

Szdmitsuk ki két jellegzetes keresztmetszet, a téglalap és a kér ke-
resztmetszeti tényezGjét (2.62 £bra). A téglalapnil e = b/2, igy az x
tengelyre csak egy keresztmetszeti tényezl szdmithat6:

K - x _ab/1z_ap®
x b/2 b/2 6
oy
“"L—' ——Jr
: (A3
o| X .

1, 1
@ T®

ly y

2,62 gbra

A ktrnél is egyenlSek a széls8szdl-tdvolsbgok: e, =¢ =R

© - BT/ BT
x R R 4 -

A hajlitott tarté ellendrzésénél a szélsdszdl-fesziiltségeket kell dsz-

szehasonlifanunk a hajlitdsra megengedett fesziiltségekkel. Megfelel a tar-
t6, ha

- |-M_| s
|6al K 6eng és
Mo
I6f|=lxxf|.- Cong *
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Példaként ellenfrizztkk a 2.63 4brdn lathaté félkdr alaku tartdkereszt-
metszetet, amelyre M=5,0 kN m pozitiv hajlitényomaték hat. A hajlitds-
b6l szdrmazé huzdsra és nyomisra megengedett fesziiltség:

S ong = 28+ N/mm?2,

. 26,0 N/mm*
o e
’aéos | I‘1¢ @
Q \ ¢ £
191 N/mm*
1
2.63 4bra

Ismerve a félkor sulypont-képletét, a szélsdszfl-tvolsdgok:

e =ea—R=42,4—100=-57,6mm.

A sulyponti x tengelyre vonatkoz6 inercianyomaték:

4 2
3 =3, -Aer =200 T 100 5.2 _ 1035107 mm?.
X x a 8 2
A keresztmetszeti tényezlk:
J 7
_Sx_1,103. 10" _ 5 3
Kxa ea 42.4 =2,600 , 10 mm
J 7
X 1,103.10 5 3
K,= = =2 =1,915 ., 10 mm .
xf Ief | 57,6

A szélsdszil-fesziiltségek:

6
6 = ——L{—- = -—s.l.g.’ig—- = 19’3 N/mmz,

a Ko, 2,600.10
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6

5’{ = -l-;—- =010 26,1 N/mmz.
xf  1,915,10

A tarté megfelel, mert
2 2
|6'a| = 19,83 N/mm < 6’eng = 28,0 N/mm és

2

= 2 =
|6, | = 26,1 N/mm" < S ong 28,0 N/mm",

1

A 2,63 dbrén feltlintettikk 2 normilfesziiltségek eloszldsit, az ugyne-
vezett & #brét Is.

A hajlitott tarté tervezésekor olyan kereszimetszetet kell kialakita-
nunk, amelyben a keresztmetszetre haté nyomaték hatfsdra keletkezd fe-
sziiltség értéke nem haladja meg a megengedett fesziiltésget. Ez a feltétel
akkor teljestil, ha a vilasztott keresztmetszet alsé &s felsd szélsS szdlira
vonatkoz6 keresztmetszeti tényezSi nem kisebbek a nyomatékb6l és a meg-

engedett fesziiltséghdl meghatirozhaté szilkséges keresztmetszeti tényez&nél.
A szUkséges keresztmetszeti tényez&t ugy szémithatjuk ki, hogy a

ey = M

X

Usszefliggésbe & helyére Geng ~et helyettesitiink és Kx-et kifejezziik:

= AME
szitks 6'eng

Teh4t a keresztmetszet megfelel, ha

Ml
K K = .
X sziks & g

ny

Méretezzikk a 2, 62.a gbran feltiintetett téglalap keresztmetszetil fa~
gerendit, ha 6eng = 7,0N/mm2, A keresztmetszet alakja a b =1,3 a

Usszefliggéssel legyen adott. A mértékad6 nyomaték: M = 13,5 kNm.,
A gziikséges keresztmetszeti tényezd:

6
K _ Ml _13,8.10° _ 1,928,10% mm®,
szitks Geng 7,0
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A b=1,3 a Osszefiiggéssel alkalmazzuk a téglalap keresztmetszeti
tényezljének képletét:

2 2 2
g =B 232 L3 22, 458 105mm
x_ 6 6 6

3

Innen a =190 mm, b = 1,3a = 247 mm add&dik, Az igy kiszdmitott
és elméletileg szilkséges legkisebb méretek sokszor gyakorlati szempontok
miatt nem célszeriiek vagy egy4dltalin nem alkalmazhat6k, Igy ha példink
esetében paros cm méreteket kivdnunk, akkor olyan gerendit alkalmazunk,
amelynél a =20 cm és b = 26 cm.

A méretek megvélasztisa utdn ellen8rizniink is kell a keresztmetszet,

2 2
. 2 2
K = ab_ = _(.)_26.. = 2255 cm3 = 2,255.106mm3
X 6 6
=L__l=.l._3_5_-_127_ = 5,99 N/mm>< & = 7,0 N/mm>
IG'maxl K ! eng ’

x 2,255.10

tehiat a tart6 megfelel.

Itt emlitjilk meg, hogy a kiilonbdz8 keresztmetszetll acélgerendik,
idomacélok keresztmetszeti méreteit szabvanyok 4llapitjdk meg. Ezek a
szabvinyok a széban levS keresztmetszet méretein kiviil kozlik azok egyéb

geometriai adatait, igy tobbek kozdtt a keresztmetszeti terilletet, J, é&s

Kx értékét, Ha példiul a fentebb méretezett fagerenda helyett egy I-szel-
vényll acélgerenddt (MSZ 325) akarunk alkalmazni Geng = 140 N/mm2

megengedett fesziiltséggel, akkor a szilkséges keresztmetszeti tényezs:
M| _ 13,5,10°

_ _ 4 3 _ 3
sziks © G 140 = 9,64,10 mm 96,4 cm .,
eng

Az I-gerenddkra vonatkoz6 t4blizatban éppen ekkora keresztmetszeti
tényez8jil gerendit nem taldlunk, de védlaszthatjuk a 160 mm magas I-szel-
vényt, amelynél Kx =117 cm3, Ezt a keresztmetszetet még ellendrizniink
kell:

Iml _ 13,5.10°
K 1710

2 2
= = < =
|6max‘ 115,5 N/nm e'eng 140 N/mm’,

tehdt a szelvény megfelel.
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2.2.4 A tiszta csavaras

Tiszta csavarisrdl akkor beszéliink, ha a vizsgilt rud egyetlen igény-
bevétele az Mcs csavar6nyomaték, &s a csavardnyomaték vektora pdrhu-

zamos a rud geometrial tengelyével. (A keresztmetszetre és a megtimasz-
t4si viszonyokra is van kikdtés, ezekre a késd&bbiekben utalunk.) Igy a
2,64 Sbrin szemléltetett kdrkeresztmetszetii rud Is tiswta csavarist szen-
ved, A csavards tirgyalds4inil - késdbb ismertetendd okok miatt - kil l6nb-
séget kell tenniink a rudak keresztmetszetének alakja szerint. Részletesen
csak a kor és korgyiirlli keresztmetszetli rudak csavardsdval fogunk foglal-
kozni.

!
Mes 0 Mcs
- _-— —_— s s /
Zz 4
/
Z
7
z A
? 2
2,64 dbra

2,2.4,1 A keresztmetszetekben keletkezd fesz{ﬂtsé- k
és az alakviltozis meghatirozdsa kdrszimmetrikus
keresztmetszetii rudak csavarisinil

Legyen adott egy homogén, izotrop, rugalmas és a Hooke-tdrvényt
kbvetd anyagu, egyenes tengelyli, kSr keresztmetszetli rud, amelynek egylk
végét befogdssal rogzitettiik, a mdsik végére pedig az M,g csavardnyo-
maték hat (2.65 4bra). Az alakviltozds utdin a rud nyugalomban marad.
EbbSl nyllvin az kovetkezik, hogy a befogdsnil az Mcs-val azonos nagy-

ségu, de ellentétes elfjelli reakeid erdpar keletkezik.

A csavarényomaték hatisira a rudnak a befogdstél z tdvolsigban
lev8 keresztmetszete valamilyen ¢p, szbggel elfordul. A keresztmet-
szetek alakviltozdsaira a tapasztalattal j61 megegyezd feltételezést tesziink,
mint ahogy a tiszta egyenes hajlitds vizsgdlatindl is tettiik, Feltételezziik,
hogy a rud tengelyére merdleges sik keresztmetszetek alakviltoz4s utdn
is sikok és Ynmagukkal egybevdgéak maradnak. Ezek szerint ugyanannak
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2,65 4bra

a keresztmetszetnek birmely két
pontja kozdtt a tdvolsig az alak-
vialtozds sorin nem véiltozik,

A deformiécié kbzelebbi vizs-
gAlatdhoz vigjunk ki a rudb6l egy
dz, elemien kicsi hosszusigu da-
rabot (2.66 abra). A kis hengeren
beltil jeldljlink ki a rud tengelyé-
vel pirhuzamosan egy dA alap-
teriileti hasdbot. Az alakviliozds
sorin ez el fog csavarodni. A kdr-
szimmetria miatt az elcsavarodis
csak a rud geometrial tengelye
(z) kdril jbhet létre. A kiragadott
hasdb deformiciéja az alkoték

elferdilésével, a ¢ szdggel jellemezhetd,
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A tovibblakban ¢ jelentse valamely keresztmetszetnek a rudtengely
koriil bekdvetkezS (abszolut) elfordulfsit, ¥ pedig egy mésik keresztmet-
szethez viszonyitott (relativ) elforduldsat. A 2,66 dbrin bejelSltiik a dz
tdvolsigban lev8 keresztmetszetek d+% relatlv elforduldisit. A kis hasib
alapja egy kdriven modzul el, melynek hossza: ds = r.d4 . Ugyanez a
kiriv egy r sugaru henger palistjin a ¢ szdgtorzuldsb6l is szdmithatd:
ds = ¢ .dz. (A 7 szdg igen kicsiny, ezért tg 4 = 7). A két kifejezést
egyenldvé téve:

$dz=r.d¥,

amibdl a

'5‘=rd—d1z— oo (1)

geometrial egyenletre jutunk.
A fizfkal egyenleteink a rud anyagira vonatkozé kikttéseinkbdl kévet-
keznek:
6 =E.¢E oo (2),

T:G'T -.-(3)0

Ezut4n megvizsgiThatjuk a csavart rudban ébredd fesziiliségeket.
A (2) jeli egyenlet (a Hooke-tdrvény) szerint a keresztmetszetben norm4l-
fesziiliség csak akkor keletkezhet, ha a rud szflainak zérust6l killonbbzd
(fajlagos) megnyuldisa van, A tapasztalat szerint azonban a tiszta csavaris-
ra igénybe vett rud nem nyulik meg, teh4t normilfesziiitség sem keletke-
zik (6 = 0). E kiildnben kisérletek nélkiil is beldthat6, ha a rudat egy
tetsz8leges helyen kettévdgjuk, és a levdgott bal oldali részre felirjuk a
z irfnyu vetiileti egyenletet, A zFlz = 0 vetllletl egyenlet csak akkor

teljestilhet, ha:
G =0,

Helyettesitstkk be a (3) jelil fizikai egyenletbe az (1) jeli geometriai
egyenletet, akkor a
d-

T=G.ra‘ e {4)

kifejezésre jutunk, Ez még nem alkalmas a nyiréfesziiltség kiszdmitdsira,
de azt mir megmutatja, hogy az az r sugirral arinyos. A nyiréfeszilit-
8ég Irdnydnak megillapitisa céljabél vizsgfljuk killén a 2.66 4brdn bejellt
hasébot. A hasfbot két nézetben ujra lerajzoltuk a 2.67 4brén. A hasgb
deformicidjira jellemz8 7 szdg akkor litszik val6di nagysdgfiban, ha a
hasfbot a dA feliilethez tartoz6 sughr iriny4b6l szemléljitk. A kis hassb-
ra hat6 nylréfesziiltségek az 4brdn berajzolt médon mik8dnek, azaz a

dA feliileten éppen érintSirinyu nyiréfesziiltség keletkezik.
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2.67 4bra
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2, 68 fibra

A tovibbl vizsgilathoz vegyllk a krkeresztmetszetli rudnak valamely
keresztmetszett8l balra lev8 részét (2. 68 sbra), A ruddarab bal oldali vég-
lapjdra az Mcs csavarényomaték hat, az elvigott metszeten az anyagi

folytonosségot a belsd fesztiltségekkel pétoljuk. A fesziiltségekrsl tudjuk,
hogy csak nyir&feszliltségek keletkeznek, ezek az r sugirral ardnyos
nagysiguak, és arra merdlegesek. Az gbr4n berajzoltuk a dA, elemien
kicsiny felliletre haté6 T nyiréfesziiliségét.

E ruddarabra hat6 dinimoknak egyensulyban kell lennitik, Az
[Mcs’ (t )] = 0 egyensulyl kijelentés alapjén irjuk fel a 2z tengelyre

vonatkoz6 nyomatéki egyensulyl egyenletet:
*

M, =M - fr.’t .dAa=0,
(A)
Az integriljel m3gbtt a dA elemi feliiletre haté er8 nyomat&ka sze-

repel. Helyettesitstlk helyére a (4) jeli kifejezést, és emeljitk ki az 4llan-
d6kat az integrdljel elé:
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M -G(l:’— jrsz=0.
cs dz

Az &venletben a hatirozott integril a keresztmetszet sulypontjira
vonatkoz6 poliris inercianyomatékot jelenti:

- 2
Jo— /rdA.
(A)

2”0

Ezt helyettesitve az e€l0z0 statikal egyenletbe, a

M
dd __¢s
dz  GJ .-+ 5)

differenciilegyenletet kapjuk. Ez alkalmas az elcsavarodis szimitéséra,
most azonban helyettesitstik be a (4) jelii kifejezésbe. G-vel valé egysrerti-
sités utin megkapjuk a fesziiltségszdmitdsra alkalmas képletet:

T = S5

A legnagyobb fesziiltség a keriileti pontokban keletkezik:

M
7~ = Ls
U max Jo R. «s (6).

A nylro6fesziiltségek megoszlisa linefrisan vdltoz6 és kdrszimmetrikus,
ahogyan a 2, 69.a dbrdn lithat6.

A fentiekben levezetett képletek a korgylirii keresztmetszetii rudak
{csbvek) csavardsira is alkalmazhat6k, tudn!illik a kiinduldsi feltevések Is
érvényesek, Az Jo most a kdrgytirli poldris inercianyomatéka;

4
R VL S RN
] 2 2 2 1 2”

a feszliltségmegoszlds pedig a 2,69.b 4dbra szerinti.
Térjiink vissza az alakviltozds szdmitisdra, Az (5) jelli differencidl-
egyenletbdl:



2,69 &bra

o]

Szamitsuk ki a rud véglapja kozotti relativ elforduldst, Mivel a rud
hossza mentén a csavardényomaték nem viltozik:

M
Jcs dz .
o

L
Mcs [ Mcs'l.
Ye=gs ¥ o5 -
o] 0 2]

Megjegyezziik, hogy a befogisi keresztmetszet nem fordul el, ezért
a befogisi keresztmetszethez viszonyitott 4 relativ elecsavaroddsi sz6g egy-
ben ¢p abszolut elcsavaroddsi szognek is tekinthetS.

2.2,4.2 Korszimmetrikus kereszimetszetli rudak
méretezése csavarisra

Legyenck adottak a csavarisra igénybe vett rud keresztmetszetének
méretei, az Mcs csavarnyomaték és az anyagtél fligg8, nyirdsra megen-

gedett feszliltség, teng' Ellendrizziik a rudat.

A (6) jelil képlet alapjdn ki tudjuk szdmitani ’C'max—ot, és ezt kiz~
vetleniil 6sszehasonlitjuk T eng-tel.

Az adott igénybevételre megfelel a rud, ha

T <
max eng

A (8) jelil képletet egyszeriibb alakban is felirhatjuk, ha levezetjiik
a csavar4si keresztmetszetl tényez§ (Kcs) fogalmit,
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Cu

0
Kcs- R
3

Ez lényegesen pozitiv és em? vagy mm* dimenziéju mennyiség. Kir ke~
resztmetszet esetén:

Jgy a rud megfeleld, ha

.. (7).

FEllenbrzés végezhetd a megengedett igénybevétel kiszdmitisdval is,
Megengedett csavarényomatékon azt az M., csavarényomatékot értjlik,

amelynek hatisira keletkez8 legnagyobb nylro6fesziiltség éppen a megenge-
dett nyirtfeszilltség,

Mes eng Kes - teng

A rud megleleld, ha:

A

M EM .
cs enyg s

Csavart rud tervezése esetén a (7) jelll képletbSl a szilkséges keresazt-
metszetl tényezd kiszdmithaté,
M
K = Moy .
cs szitks reng

P&ldaképpen tervezziink krkeresztmetszettel egy 3 m hosszu,egyik
végén befogott rudat, amelyre 15,0 kNm csavartnyomaték hat, Ellenfrizziik
a vAlasztott keresztmetszetet, &s szdmitsuk ki a rud véglapjdnak elfordu-
Hest 1s. T = 85,0 N/mm2 G = 79500 N/mm2,

A gziikséges keresztmetszeti tényezd:

M 6
es _15.10° _ 5 3
K.y agiks = Ty 5 1,58 . 10° mm",




Korkeresztmetszetnél

innen

3 3
2.K 5
> || Z_¢cs szikg 2, 107
RZ V "ztsz = (21,5810 _ oo om

n

Kerekitéssel felvesziink egy D = 100 mm Atmérdjd rudat. Ellendrzés cél-
jdbol kiszdmitjuk az R = 50 mm sugaru kbrre a Kcs értékeét:

3
= 50.% =1,96 . 105 mm3
cs 2
=K . T =1,9.10%950 =1,86.10" Nmm = 18,6 kNm

M =
c8 eng cs eng

M__ = 15,0 kNm,
cs

A rud véglapjinak elcsavarodisa:

M_ .4 6 3
15,100, 3.1 -2
= &= 2t 220 - 5,76.107% rad(=3,30%).
* %o 7,95.10°.50". T/2

2,2.4.3 Vékony falu ¢s8 alakm rudak csavarisa

A kovetkezdkben olyan homogén, izotrdp &s a Hooke~t8rvényt kévetd
anyagu, egyenes tengelyli, prizmatikus cs8 alaku rud csavarisival fogunk
foglalkozni, amelynek keresztmetszetét kivillr8l tetsz8leges alaku zdrt vo-
nal hatdrolja, falvastagsiga lehet helyr&l-helyre vdltoz6, de a keresztmet-
szet egyéb méreteihez képest mindentitt kicsi (2. 70.a dbra). Célunk a csa-
vards hat4sdra keletkez8 fesziiltségek meghatirozisa.

A kOr- és korgyiirii-keresztmetszetek esetéhez hasonléan abbél indu-
lunk ki, hogy a keresztmetszetben normilfesziiltségek nem ébrednek, a nyi-
rifesziiltségekrsl viszont feltételezzikk, hogy mindeniitt pirhuzamosak a v
vastagsdgot felez8 k6zépvonallal, nagysdguk pedig a vastagssg mentén 41-
land6. A tovabbi vizsgilat céljabsl vagjunk ki a csbfalbél egy ds és dz
alapméretil és v -t31 vZ-—lg valtoz6 vastagsigu elemi részt (2.70.b 4bra),

Emek a z tengellyel pirhuzamos oldallapjaira ’C'zl, ilietve ’sz nagy-




2,70 4bra

sigu nyiréfeszilltségek mitkddnek, igy a 2z tengely irdnyu vetiileti egyenlet
az aldbbl lesz;
T, .v..dz - T .v2dz=0.

zl 1 z2
Innen:

vy = ’C'zz -V, = 'C'z . v = konst,,

azaz a nylréfesziiltségek és a hozzijuk tartozd vastagsdgok szorzata a ke-
resztmetszet kertilste mentén 411ands. A T,‘z.v szorzatot nyirdfolyamnak

szokis nevezni, A fentiek szerint a nyiréfolyam a keresztmetszetben §1lan-
ds..

A csavarényomatékkal a keresztmetszetben a nyirdéfeszilltségek tarta-
nak egyensulyt, Irjuk fel a z tengelyre vonatkoz6 nyomatéki egyenletet.
A nyiréfesziitségek nyomatéka az s kozépvonal mentén vett integral for-
mijéiban irhat6 fel:

.ZMtz = fk. Tpov-ds - M__ = 0.
(s)

Figyelembe véve, hogy T 2V = konst, és k.ds = 2dAk (lisd a
2. 70ua 4brit), a fenti egyenlet:

M =2 T .v. jdAk=2. T, - VAL
(s)
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alakban is [elirhatd, ahol Ak sz s kozépvonallal hatdrolt teriiletet je-
lenti, EbbSl a nyirdfesziiltséget a

M
r = —=L&
2 2Akv

bsszefliggés adja meg. Ez az un, Bredt-képlet. A képletbd! kitinik, hogy
a legnagyobb nyiréfesziiltség ott keletkezik, ahol a falvastagsig a legki-

sebb, azaz

M
~ —_ts

T =
Z max 2 Ak Ymin

2,2.4.4 Vékony falu nyitott keresztmetszetii rudsk csavarisa

A mérnoki gyakorlatban gyakoriak az olyan prizmatikus rudak, ame-
lyeknek keresztmetszete nyitott, és a keresztmetszetet alkoté egyes idom-
részek egyifk mérete (vastagsiga) a mésik mérethez képest kicsiny. Egy
flyen keresztmetszetet lithatunk a 2, 71.a 4brédn, ahol a feltevésiinknek
megfelelden v << bi‘ Az ilyen keresztmetszetekben az Mcs esavarényo-

maték hatbsira nyir6fesziiltségek ébrednek, Ezek legnagyobb értéke - a le-
vezetést mellfzve - kdzelitden a

+
vz W

a,

3

de
~

i

A ]
<&

_1F - >

2.71 fbra
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képletbSl sz&mithaté. E képletben Jcs az egyes derékszigil négyszigek

hosszabbik oldalira vett tehetetlenségi nyomatékainak Ssszegét jeldll, te-
hét:
- Jls, 3
Jos = ZJcsl T3 zblvl .

Megjegyezziik, hogy ilyen keresztmetszeteknél a csavardsbél keletke-
28 nyirdfesziiltségek a hosszabbik oldalakkal (bl - k el) pdrhuzamosak és
a v, vastagsig mentén linedrisan vdltozdé nagysidguak, a vastagsig felé-
nél eldjetlet viltanak (2,72.b 4bra).

2.2,4.5 Derékszdgii négyszdpgkeresztmetszet csavarisa

Behat6bb elmélett és kisérleti vizsg4lat alapjdn megédllapithatd, hogy
a derékszigti négyszigkeresztmetszet csavarisakor normilfesziiltségek nem
keletkeznek, a sik keresztmetszetekre vonatkozé feltevés azonban mir nem
tarthatS. Ezt érzékelteti a 2.72.b 4bra, amely a csavards hatdsdra defor-

N
W
z L a
S 5
N} b

N
fp
Pavas
VARV & Y4
o

L1

2.72 fbra
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milédott derékszdgll négyszig keresztmetszetii rud egy részét mutatja.
A keresztmetszet ilyen deformicidjst, amikor egyes pontjai kilépnek a ke-
resztmetszet sikjdb6l, Oblostdésnek nevezzilk. A rud oldalira rajzolt de-
rékszbgli négyzethilézat deformécifjibél még az is megillapithaté, hogy a
rud sarkénil lev6 (a jelll) elemi hasibok nem torzulnak el, mig az olda-
1ak kbzepén levé (b és ¢ jelil) hassbok torzulnak el a legnagyobb mér-
tékben. Ez arra utal, hogy a nyiréfesziiltségek a kereszimetszet sarok-
pontjaiban zérussal egyenldek, szélsd értékiiket pedig a keresztmetszetet
hatirolt vonalak felezdpontjaiban érik el. A nyiréfesziiltségek dualitisinak
tétele alapjdn az is koénnyen belithat6, hogy az oldalvonalak mentén ébredd
feszliltségek az oldalvaonallal fesziiltségek az oldalvonallal mindeniitt pArhu-
zamosak (2. 73 4bra), A legnagyobb nyiréfe-

D szliltség a hosszabbik oldal felezGpontjgban
[ keletkezlk &s nagységit a
7 M
” T =28 341,88
| z max a2 b b
L] ’ng_gxqum’_-n
k¥zelitd képletbSl hatdrozhatjuk meg. A révi-
debb oldsl kdzepén keletkezé T 2 fesziilt-
Tzt ség viszont a
a
T =
51 P Tz max
2.73 fbra

Ssszefliggésh8l szdmithat6 ki, ahol az oldal-
hosszak b/a eredményétdl fliggd tényezd:

b/a | 1 | 1,5 | 2 I 3

] I 1 I 0,85 l 0, 80 l 0,75

2.2.5 A gétolt csavarad

Csavaris esetén a sik keresztmetszetek feltétele szigoruan véve csak
a kOr- és kirgylirli-keresztmetszetli rudakkal teljesiil. Ez a feltételezés
mir a réviden vizolt vé&konyfalu keresztmetszetek és a kortdl eltérd alaku
tém8r keresztmetszetek esetében nem alkalmazhatsé, Ilyenkor a =ik kereszt-
metszet eltorzul, 6bl8stdik és a fesziiltségek meghatirozéisa meglehetSsen
bonyolult sz&mitsist igényel.

Tov4bbl szdmitdsi nehézséget jelent, ha a keresztmetszet Sbl8stdéce
nem jdhet szabadon létre. Példdul ha egy tomdr négyszigkeresztmetszetii
rudat mindkél végén msreven befogunk, és az egyik befogist a rud tenge~
lye kdriil kis mértékben elforgatjuk (a rudat cSavarjuk), akkor a 2.72.b
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sbrin szemlSltetett OblosOGdés nem jthet 1étre. Az ilyen igénybevételt gi-
tolt csavarisnak nevezziik, Gétolt csavaris esetén a kereszimetszetben a
rud tengelyével pirhuzamos irinyu normilesziiltség is keletkezik, Ezt
kbanyen belithatjuk, ha arra gondolunk, hogy = tiszta csavaréiskor létre-
jov8 8blisdést csak a rud tengelyével pirhuzamos normélfesziiltség sziin-
tethet! meg. E norw 4lfesziiltségek tengelyirdnyu vetlilete is zérus kell,
hogy legyen, hiszen a rudal noimiler§ nem terhell. A norméilesziiltségek
eredfje egy thajlitényormaték, amely viszoni l6trejohet a rudvégi befogisok-
nil,

2.3 A fesziiltségek meghatérozédsa 6sszetett igénybevételek
esetén

Ha egy rudelemre egyidejlileg tObbféle igénybevétel is mitkddik, ak-
kor 8sszetett ig&nybevéielrSl beszéliink. Az Usszetett igénybevételekb8l ke-
letkez8 fesziiltsézek meghatfrozdsinsl 4ltalsban felhasznithat6k az sgysze-
rii Igénybevételeknél bemutatott feszliltségszdmitési eljdrdsok, bizonyos
igénybevéte! -kormrbinici6k azonban ezekt&l eltérS, kiildn megfontolisokat
igényelpek, Az alfbbliakban s gyakorlatban el8forduls legfontosabb Igéaybe-
vétel-kombinScl6kbsl szdrmunzd fesziiltségek meghatéirozisd! {smertetjiik,

2.3.1 A ferde hajlitas

A tiszta egyenes hajlitis tdrgyalisinil kikotottilk, hogy a keresst-
metszetre haté hajlitényomaték vektora legyen pirhuzamos a keresztmet-
szetnek valamelyik tehetetlenségi f8irdny4val. A gyakorlatban azonban ez
a feltétel nem mindig teljesiil. Ha a hajlitis sikja (a terhek sikja) nem
eslk a keresztmcirzetl sikidom egyik tehetetlenségi f8irdnydba sem, akkor
ferde haijlitisr6l beszéliink. A [erde hajlitdsra ldtunk példdt 2 2,74 4br4n,
A terhek mindkét esetben fliggbleges slkban miktdnek. Az sbrén a ¥ ten-
gely a teher sikjfnak &s a keresztmstszet sikjinak metszésvonala, A haj-
1it6 er8pir vektorht erre a tengelyre merd8legesen mérhetjlik fel, Ha pozi-
tiv a bajlitényomaték, akkor az M vekiort jobbra mérjlk f61. Az 4bra
tehdt mindkét esetben ferde hajlitdst muta!, mert a nyoratékvektor egyik
keresztmetszetnél sem esik foirdnyba.

A ferde hajlit4shsl keletkez3 normilfesziiltségeket az egymdsra hal-
mozis mbdszerével fogjuk kiszdmitani. Legyen adott egy tetszdleges rud-
keresztmetszet, amelynek {smerjiik a sulypontjit, a tehetetlenségl fGten-
gelyelt és az ezekre vonatkoz6 Inercianyomatékokat (2,75 &bra). A terhe-
18s sikja s rudtengely és a ¥ tengely dltal meghatfrozott sik, az M
nyomatékvektort a ¥ tengelyre merSlegesen mérhetjilk fel. Az 1-es fG-
Irfny és a M nyomatékvektor 4ltal bezfrt szlget az 4brin ot -val je-
15ittk, Ha a nyomat&kvektort a tehetetlenségl f8irsnyokba es8 komponensek-
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2,74 4bra

re bontjuk, akkor a feladatot két egyenes hajlitds Osszegére vezethetjik
vissza. A két nyomaték-komponens:

M

1 M cos x,

M,

M sin oc.
Egy tetszoleges x,y koordinitdju (a 2.75 sbrdn A jelii) pontban
keletkez§ fesztiltséget tehit ugy szdmithatjuk ki, hogy killon-kiilon megha~

tirozzuk a M, és M2 hatisira ébred6 &', illetve &” feszliltségeket,

és ezeket elbjelhelyesen Gsszegezzilk.

M
' 1
6 =77,
1
M
6'"=-3£x.
2

G"  képletében a negativ elSjel abb6l adédik, hogy pozitiv x koordi-
nitiju pontokban 1\/[2 hat4sdra nyomdfesziiltség keletkezik. A két fesziilt-
ség Osszege:

M

2

6'=-3ly-"£x eee (D).
1 2




A ferde hajlitisbsl keletkez8 normélfesziiltség az x, y koordinstsk
linesris flicgvénye, tehit a fesziiliségi testet - az egyenes hajlitdshoz ha-
sonléan - sik lapok hat4roljsk. A fesczliltségek eloszlisit dbrdzolni Is tud-
juk, de esak ugy, hogy kiilon - kifldn rajzoljuk fel az Ml és Mz hatd-
sdra keletkez§ fesziiltségeket,

A keresztmetszetnek vannak olyan pontjai, amelyekben fesziiltstg
nem keletkezik, ezek a pontok egy egyenes, a semlsges tengely mentén
helyezkednek el, A semleges tengely két ré&szre, huzott &s nyomott 76nira
osztja a keresztmetszetet. A semleges tengely a ferde hajlitdsnil is ke-
resztiilhalad a sulyponton, mert ot sem az Ml' sem az M2 nyomaték-

komponens hatisira nem é&bred feszliltség. A semleges tongelynek egy mi-
sik pontjit ugy hatdrozhatjuk meg, hogy egy olyan helyet keresiink, ahol

Ml és M, hatfisira azonos nagységu, de ellentétes elGjelli feszliliség

keletkezik (2,76 &bra).

Az (1) jell képlet a normilfesziiltséget elfjelhelyesen adja meg, ha
az x =1, y 2 koordinita-rendszert alkalmazzuk, amelynél az y ten-
gely pozitiv irfnya s az x tengely 90%-os pozitiv ir&nyba torténd elfor-
gatésfval kaphaté. Célszerli azonban, ha szemlélet utjin is meg tudjuk 4)-
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2,76 4bra

2.77 4bra

lapitani a fesziiltségek el8jelét. Ennek médja a kdvetkezd8 (2. 77 dbra).
A nyomatékvektor pozitiv irdnyba (az 6ramutaté jirdsdval egyezBen) forgat,

ha nyildval szemben néziink, igy meg tudjuk 4llapitani - az M1 és M2

komponensekb8l kiflén-kiilon - hogy a nyomaték a keresztmetszetnek melyik
részét huzza és melylket nyomja. (Az 4brin a feszliltség vektorait és a
forgatist mutaté kdrivet axonometrikusan 4gbrizoljuk.)

Adott igénybevétel esetén a keresztmetszet ellenbrzését az (1) jeld
képlet fethasznildsdval végezhetjiik el. Akkor megfeleldek a keresztmetszeti
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miéretek, ha a szdmitott fesziiltség nem nagyobb a megengedett fesziiltség-~

nél:

gl £ 6 .
eng

Nem tudjuk azonban elére megmondani, hogy a legnagyobb fesziiltség
a keresztmetszetnek melyik pontjiban keletkezik, mert a semleges tengely
helyzetét nem ismerjiik. (A semleges tengelytdl legtivolabb lev8 pontban
legnagyobb a fesziiltség.) Meghatérozhatjuk viszont az M1 és M2 nyo-

maték-komponensek hatdsira ébredS &' illetve 6" fesziiltségek nagyssgit
és megoszl4isit, és ezek ismeretében ki tudjuk szdmitanl a legnagyobb fe-
sziiltséget.
Ellendrizzikk a 2.78.a 4brdan lithaté keresztmetszetet, amelyre az
M = 1,5 kNm nyomaték hat. A megengedett fesziiltség: Geng =180 N/mm2,

A keresztmetszeten bejelslt A,B,C, illetve A’, B’, C’ pontokban fog-
juk kiszdmitanl a normélfesziiltséget.

A tehetetlenségi fOnyomatékok nagysigit és a tehetetlenségl fStenge-
lyek irinyit mir egy koribbi példsban meghatdroztuk., Ezek a kivetkezdk:

Jl =2,189 . 105 mm4,
J2 = 0,345 . 105 mm4
o = 6,34°,

Az oc szdg a sulyponton itmend vizszintes u tengelyt§l pozitiv
irdnyba mérve értendS, és az l-es fGtengely Irdnyst adja meg.

Vegylik fel az x =1 és y = 2 koordinita rendszert, &s bontsuk
M-et x és y Ir&nyu komponensekre. Az x, y koordinita-rendszerben
a nyomatékvektor irinyszége negativ: o¢ = ~ 6, 340,

M1 =1,5, cos (~6,340) = 1,491 mkN,

M, =1,5. sin (-6,34% = - 0,166 mKn.

A fesziiltségek szimitisihoz szilkséglink lesz az A, B, C pontok
x, ¥ rendszerbeli koordindtdiira. Ezek az ’

X=u, co8 x+ v,sin o<,

y=v.cosx-usin o,

transzformdcios képletek alkalmazdsfval kaphatoSk:
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2,78 &bra

= 25 . cos 6,340 - 20.sin 6,34° = 22,6 mm,
= 25 , cos 6,349 - 10.sin 6,34° = 23,7 mm,

_5 . cos 6,549 - 20.sin 6,34° = -7,1 mm,

20 . cos 6,340 - 25, sin 6,340 = - 22,7 mm,

-10 . cos 6,320 - 25.sin 6,31% = - 12,7 mm,

= -20 . cos 6,340 + 5.sin 6,34° = - 18.3 mm




Az A, B, C pontokban keletkezd fesziiltségek:

6 6
1,491.10 0,166.10
G = ee——— e p A A AL XA N
A 2,189.105 ° 22,7+ 0,345.105 ° 22,6

-45, 88 N/mmz,

6 8
o - o Lasllo’ .. 0166100 .5,

B 2,189.10° 0,345.10°

+27,53 N/mmz,

it

8 8
o - 1,491.105 a7 - 0,156.105 Cna =
2,189.10 0,345.10

165,62 N/mmz.

Az A', B’, C’ pontokban ugyanilyen nagysigu, de ellentétes eld-
jelii feszilltségek keletkeznek, mert az A, B, C &8s az A’, B", C’
pontok koordinstdi kdzott csak eljel kiilonbség van.

A vizsgilt keresztmetszet az adott igénygevételre megfelel, mert

- 2 2
= < =
g 165,62 N/mm 6‘3 180 N/mm=.

A 2,78.b 4dbrin megrajzoltuk a fesziiltségek eloszldsit szemléltets
{usziiltzégl testet is.

2.3.2 A kulpontos hizis és nyomds
A 2,79, a 4brin lithat6 egyenes tengelyl prizmatikus rud igénybevé-
tele kiilpontos huzds, mert a rud két véglapjdra haté6 F illetve F’' erd
nem a rud geometrial (és egyben szilirdsigi) tengelyében mikddik. Ha az

F és F’ erfk nyilst megforditjuk, akkor az igénybevétel kiilpontos nyo-
mis lesz.

B S e i

La haylitas sikya

[ e i > C
s/

2.79 4bra




Redukéthativk az ¥ illetve F’' erét a rud szilfrdsdgi tengelyire
(2.79.b fbra). Ez azt jelenli, hogy az F erdt 4thelyezziil: 2 kereszt-
metszet S sulypontjdba, és ezzel egyidejilleg egy hajlitdnyomatékot is
milkddtettink, amely nyomat8k nagysiga megegyesik az F  eré sulypontra
vonatkozé nyomatékdval., Az 4thelyezett er8 normiligénybevétel, ezt N-nek
jelsljik, Az M nyomaték az erd tdmadispontjin és a kervesztmetszst
sulypontjin 4treen8 ¥ epyenes és a rod tengelye dltal meghatdrozott sik-
ban mikddik. Az F = (N,M) egyenértékiiség alapjén N és M nagy-
sdga:

N=F, M=F.,d,

ahol d a keresztmetszet sulypontjdnak &s az F er8 déiéspontjdnak ti-
volséga.

LAtjuk tehst, hogy a kiilpontos huzis Osszetett igénybevétel, vissza-
vezethet8 egy Klilpontos huzdsra és egy hajlitdsra. A hajlitds sikja keresz-
til megy a P &s az S pontokat Osszek$t8 ¥ egyenesen. Mivel ez 4i-
talsinos esetben nem esik a keresztmetszeti sikidom tehetetlenségi [Sirdnys-
ba, ezért ez a bajlitds 4ltaldban ferde hajlitds.

(Speciilis esetként természetesen eryenes haj~

litds is ad6dhat.) F
Az excentrikus huzds vagy nyomis igénybe - K
vétele Igen gyakori, &s nemcsak abban a for- 7

miban jelentkezik, amit az imént littunk, Ex-

centrikus hurzdsr6l vagy nyomdsrél beszélhetiink

minden olyan esetben, amikor a tarténak egy N«a—é li———t
vizsgilt keresztmetszetére normilerd és hajli- T
tényomatélk 1 hat. (Ezeken kiviil 4ltalsban m4s M
nyomoigérybevétel Is fellép, amit gzonban kiilén 2.80 &bra
kezeliink. ) Fentieket szemléltetl a 2, 80 4bra,

ghol a K keresztmetszetre haté igénybevételeket kiilon is kirajzoltuk.

2.3.2.1 A feszliltségek szimitfisa

A Kkitlpontos huzdsbé! és nyomssb6l keletkezd normilfeszitkiségeket
27 egymisra halmozds mbdszerével lehet kiszémitani. Az elSz8eider Jit-
tuk, hogy & killpontos huzds egy kdzpontos huzdsra és egy hajlitisra (amely
4Mtalsban ferde) vezethetd vissza. A ferde hajlitsst két egyenes hajlitdsra
bonthatjuk, lgy a kiilpontos huzé- vagy nyoméerdt egy kbzpontos erdvel és

két nyomatéklal helyettesithetjiik:

F = (N, Ml’ M2).

A fesziiltségek szdmitdsdhoz vegyik fel a keresztmetszet sulyponi-
jdban az x =1, y = 2 teheletlenségi fotengely irdnyu koordinita-rend-




szerl (2.8l sbra). Az x,y koordi-
n4t4iju pontjiban keletkez8 normil-
fesziiltség:

M M
N M 2
G=—+-""y-—x .,..()
A9 I

A képletben A a keresztmet-
szeti sikidom terlilete, Jl és J2 a

keresztmetszet tehetetlenségi fOnyo-
matékal.

A M1 és M_ nyomaték-kom-

2
ponenseket legegyszeriibben az F
erd A timadispontjinak x RN

koordinitsinsk felhasznilisival sz4-
mithatjuk ki:

M1=F.yA,

M2=-F.xA.

A nynmaték-komponensek kifeiezérét az (1) jeli képletbe helyettesit-
ve:

F.yAy“-F.xA
J1 Jy

[ =§+ X eeo(2).

Pé&ldaként szimitsuk ki a 2. 82, a gbrén lithaté rudkeresztmetszet
sarokpontjsthan 8bredd fes:ziiltséget., A rudat sz Abrdn bejelslt P pontban
F = -50 kKN nagysigu, rudtengellyel pirhuzamos nyoméerd terhell.

A szdmit4shoz szilkséges kereszimetszet! adatok:

A=60.120 = 7,2 . 10% mm>,

3

60,120 _ 6 4
Jl 12 = 8,64.10 mm’,
120 603 6 4
J2 =48 = 2,16,10 mm .
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60 rnm

50.10 50.103.45 50.103.15

6'1=— 3 - 8 60 - o 30=-32,7N/mm2
7,2.10°  8,64.10 2,16.10
3 3 3
o
oy - - 50,10 - 50,10 .:560 _ 50.10 .ts 2 = - 2.1 N/mm®
7,2.10°  8,64.10 2.16.10
3 3 3
5 2
& - 50,10 . 50,10 .‘éa s 5 50:10 .25 30 = +18.8 /mm
7,2.10°  8,64.10 2.16.10
3 3 3
0.1 50.10°. 50.10°.15
6w=-5 03-°°‘éseo+° 630=-11,8N/mm2
7,2.10°  8,64.10 2,16.10

i

o

2,82 4bra

A kapott fesziiltségeket a 2.82.b dbrdban fdlmértilk a sarokpontokban,
és az igy nyert pontokat egyenesekkel kototttk Ossze. Ezzel megkaptuk a fe-
sziiltségek Abrijit, az ugynevezett fesziiltségi testet, amelyet sik lap hat4-
rol, Osszhangban a Bernoulli-Navier-féle feltételezéssel és a Hooke-ttr-
vénnyel,

A fesziiltségek 4brdjsban kiad6dik a huzott és a nyomott zonit elvs-
1aszt6 semleges tengely. Tigyeljitk meg, hogy a semleges tengely nem megy
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keresztiil a salyponton (mint a hajlitdsndl), és ferde szbget zér be a hajli-
tss siljinak ¥ egyenesével, (mert itt ferde a hajlitds),

2.3.2.2 A belsé mag

Vizsgiljuk meg, hogy ini a feltétele aunak, hogy egy adott kereszt-
metszetben kiflpontos nyumsis esetén csak norrnilfesziilteég keletkezzen.
Ellszbr az a é&s b élhesszusigu derékszigii négyszdgkereszimelszetet
vizsgiljuk (2. 93.2 dbra). A normilfesziiltséget a (2) jelii képlet felhaszni~
lis4val szdmithatjuk ki, Ez most cszk nyomdfesziiltség lehet (& £ 0),

A képletbe helyetiesitsiik be s téglalap tertiletét, valamimt x és y ten-
gelyekre vonatkoz6 inercianyomatékit:

F.y F.x
6’=;%+ 3Ay+ 3Ax§0.
a.b ab
12 12

Osszuk el mindkét oldalt 12 F/ab~vel. (Mivel F negativ, az egyean-
16tlenség megfordul. )
y A X

1.4 A2
12+ 2y+ 2x-o.

2.83 8bra



Ha ebbe az egyenletbe az I. jell sarokpont koordinitiit helyettesitjiik,
akkor olyan Isszefilggést kapunk, x A és y A kozott, amely megadia az 1.

sarokpontban a nyomodfesziiltség keletkezésének feltételeit:

=k x=2.
y 2 ’ 2‘
1. % b, 5 az,
1272 27 2°2 O

b a

y X
1.7 *a_
st T2 "

Ez utébbi egyenlet egy egyenes egyenlete, amelyet a 2,83.a dbran
meg is rajzoltunk, Akkor keletkez ik az I. pontban nyomofesziiltség, ha az
F erd az egyenes alatt helyezkedik el (az 4brin besraffozott részen). Ha
az F er8 tdmad4spontja éppen az egyenesen van, akkor az I. pontban
keletkezd fesziiltség értéke zérus.

A I, 1, és IV. jeli sarokpontokhoz is meghatirozhaté egy-egy
egyenes, amelyeket a 2,83,b dbran rajzoltunk meg. Ezek az egyenesek a
koordindtatengelyeket az

X =+

EY™
oI

és y =4

helyeken metszik, Az egyenesek egy sikidoma} hatdrolnak, amelyet belsd
magnak, vagy magidomnak neveziink. Akkor keletkezilk az egész kereszt-
metszetben nyomoéfesziiltség, ha a terhel§ erd a magidomon belill 411, Ha
a normilis er8 éppen a magidom hatdrin mikddik, akkor a semleges ten-
gely érinti a keresztmetszeti sikidomot, az érintési pontban zérus a fe-
sziiltség. A magidom sarokpontjin 4116 erd esetén az erd tdmadispontjival
szemkdztl €1 a semleges tengely (2.84 sbra).

Vizsgiljuk meg a kiilpontosan nyomott kirkeresztmetszetli rudat is
(2. 85 4bra). Keresstlk az e excentricitisnak azt az értékét, amelyhez a
B pontban zérus fesziiltség tartozik. A B pontban &bredd fesziiltséget
a kdzpontos nyomishél és az y tengely korillf hajlitdsb6l hatirozhatjuk
meg. A hajlitisb6l keletkez8 feszliltséget most a keresztmetszeti tényezs
(Ky) felhasznildsival szdmitjuk ki:

__E _
Gg=-x* K, =0.
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b/a

b—l

semleges tengely
2,84 4bra

Az egyenletbdl:

K
o

Behelyettesitve A és Ky értékét:

A kidrszimmetria mistt nyil-
vinval6, hogy minden irdnyban
ugyanakkora excentricitist kapunk, Yy
ezért megﬁllaplthatjuk, hogy a kdr-
keresztmetszetnek kir alaku a bel- F
s6 magja, a magidom sugara pe- & B
dig e = r/4.

2,85 dbra

2,3,2,3 Csak nyomésnak ellenill6 anyagu rudak
Néhiny épitSanyag huzéfesziiltséget ~py4dltaldn nem, vagy csak elha-

nyagolhatéan kis mértékben képes felvenni. Az ilyen anyagu szerkezetl ele-
mek kiilpontos nyomfsgval kiilon kell foglalkoznunk,
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teglopiller

repedesek
hatarvonoia

Ve 7

2,86 dbra

A csak nyowédsnak ellenillé anyagu rudakra példaként megemlitjikk a
téglapillért (2.86 &bra), amely killpontos nyoméisra - a linefrisan v4liozé
feszliltségmegoszlas miatt ~ kissé meghajlik. Ha az F erd kiilpontossiga
elég nagy (« belst magon kiviil hat), akkor az erdvel ellentétes oldalon hu-
z6fesziiltségek &brednének, ha az anyag huzdst is fel tudpa venni. A téglik
kozottl habarcsréteg azonban huzds felvételére nem képes, mir egészen
kis huzéfesziiltsfgek hatdsira berepedezik, a keresztmetszet berepedi ré-
szén pedig semmiféle fesziiltsfg nem keletkezik. A téglapillérek killpontos
uyomésinil tehdt csak nyoméfesziiltséggel szdmolhatunk., Hasonlé médou vi-
selkednek a vasalatlan beton és a k&bdl falazott szerkezetek.

Misik jellegzetes példa a sikalapozis. Konnyen elképzelhetjikk, hogy
2 merev alaptest killpontos nyomoberd hatisira & 2,87 4brin bemutatott mé-
don fog viselkedni. Az alaptest kissé megbillen, =2 talajba benyomo6dix, és
a benyomédds mértéke szerinti nyomdéfesziiliségek ébrednek & talaj &s ar
alaptest érintkezési sikjin, Av alaptest és a talaj ktz0tt huzdfesziiltségek
nem keletkezhetnek, igy ha a kiilpontossig elég nagy, akkor az alaptest
egyes helyeken megemelkedve el is vilik a talajtol.

A kiilpontossig mértékének megitélése szempontjshol dontG fontossd-
ga van a bels8 magnak. Ha a nyoméer8 a keresztmetszet bels§ magjan be-
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2,87 4bra

1iil hat, akkor kdzdmbds az a koriilmény, hogy az anyag huzdst fel tud-e
venni, vagy sem.

A csak nyomisnak ellenillé anyagu rudakban a belsé magon kiviil 4116
erd esetén a keresztmetszetnek csak az egyik részén ébrednek (nyomoife-
sziiltségek. Ezt a részt dolgozd keresztmetszetnek nevezziik (a 2,86 dbrdn
vonalkdzva), A nyomdfesziiltségek megoszlisirél most is feltételezhetjiik,
hogy line4ris, vagyls a semleges tengelytdl mért tdvolsiggal ardnyosan
viltozik. A keresztmetszet dolgozd része {616ttt kialakuls fesziiltségi testet
siklap hat4rolja.

A tovdbbiakban csak a derékszdgll négyszdg keresztmetszeti rudakkal
foglalkozunk, &s azt is kik&tjilk, hogy a terheld erd valamelyik szimmet-
riasikban miikddik. (A gyakorlati esetek doént§ tobbsége ilyen.) Célunk az
T er8 hatisira keletkez6 maximilis nyomoéfesziiltség meghatirozisa.

A fesziiltségek meghatdrozdsit arra alapitjuk, hogy a fesziiltségek
egyenértékiiek a nyoméerdvel:

F =[&].

Az egyenértékliséghdl két kovetkeztetést vonhatunk le:

- az F erd egyenl§ a fesziiltségl test kobtartalmsval,
- az F erd 4tmegy a fesziiltségi test sulypontjin.

A misodik kidvetkeztetésbdl meghatirozhatjuk a semleges tengely hely-
zetét (a dolgozé keresztmetszet nagysdgit), az elsdbdl pedig a maximilis
fesziiltség értékét.

A szimitds részleteit egy szdmpélda kapcsdn mutarjuk be. A 2,38
4brin lithat6 keresztmetszetli rudat a b oldallal pidrhuzamos szimmet-
riasikban az a oldaltél ¢ = 10 cm tdvolsdgban F = 200 kN nagysigu
erd terheli.

A fesziiltségl test &k alaku lesz. Az F erdnek 4t kell mennie a
fesziiltségl test sulypontj4n, igy a semleges tengely helye (most a kereszt-
metszet jobb oldaldt6l nézve):

3¢ =30 cm.
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F=20 kN A dolgoz6 kereszimetszet:

\ ! A fesziiltségi test kdbtartal-
. ma az ¥ er8vel azonos:
¥
M) A . 6
c~ltoem' 0/ F = dol max
. 2 ’
3c X 5
e s  =2F _ 222010
maX  Agolg 750 . 107
2. 88 4bra 2
= - 5,33 N/mm

A képletbdl kittinik, hogy a maximilis fes:ziiltség az 4tlagfesziiltség
kétszerese.

2.3.3 A hajlitott és nyirt tartd

A hajlitdssal egyidejii nyirds vizsgilatinil a terhelés sikjinak és a
keresztmetszet alakjinak megklilonbdztetett szerepe van, Az aldbbiakban
csak olyan keresztmetszelekkel foglalkozunk, amelyeknek legalibb egy
szimmetriatengelye van, A megoldis kiilonboz8 attél fligglen, hogy tombr,
flletve tireges zArt, vagy pedig vékonyfalu nyitott szelvényrdl van-e szd,
A tovibbiakban el8sz8r azzal az esettel foglalkozunk, amikor a terhelés
sikia a kereszimetszet szimmetriatengelyén halad keresztfl, Ebben az eset-
ben a szimmetrisn kiviil a2 keresztmetszet alakjdra vonatkozdan tovibbi
megkdtést nem teszlink, lehet az tomdr, lireges, vékonyfalu nyitctl vagy
zért szelvény is, Ezt kdvetSen a szimmetriasikjdra merSlegesen terhelt
nyitott szelvényeket fogjuk tdrgyalni.

2.3.3.1 Szimmetriasikiiban terhelt hajlitott és nyirt rudelem

A 2,89, a 4brin szimmetriasikjiban terhelt tmdr keresztmetszetil
rudat 1sthatunk, A 2z koordinitsju helyen a rudtengelyre merdéleges si-
kokkal vigjunk ki a rudbbl egy dz hosszusigu rudelemet. A rudelemre
a keresztmetszet szimmetriatengelyében egy-egy nyirberd, a szimmetria-
sikban pedig egy-egy hajlitényomaték mifkddik (2.89.b &bra). A nyirberd
és a hajlitébnyomaték nagvsiga a rud tengelye mentén dlialdban viltozhat,
fgy a rudelemet hatdrolo két keresztmetszet mentén sem azonos, hanem
4T, illetS§leg dM mértékben killonbbzhet egymistsl. Feladatupk a nyiré-
er8 &5 a hajlitényomaték egyiittes hatdsira ébred8 fesziiltségek meghatsi-

rozésa.
lo4




A nyirés és a hajliffs kiildo-kiilon vald vizsgilataxor - a sik kereszt-
metszefek feltételdzésébll kiindulva ~ ardnyleg egyszerii eredményekre ju~
tottunk: a nyirdsbd] cszk nyiréfesziiltségek, s hajlitdsb6l pedig csak normil-
fesziiltségek keletkeznek, €s azokat a

T =
z

>3

illetileg 6 = -;ﬂ y
x

képletekbél lehet kiszémitani,

Kénnyen beldthat6, hogy a nyirber8 és a hajlitéryomaték egylittes mii-
kbdésekor z nyiréSfesziiliségek &s a normilfesziiltségek fentiek szerinti, egy-
m4std] (liggetlen meghatirozdsa ellentmondésra vezet. Tudjuk ugyanis, hogy
a nyirSerd és a hajlitényomaték kdzott a

am
dz

=-T

Osszefliggés 211 fenn, igy nyilvinvals, hogy a Lajlitényomaték és a nyiré6-
erS egyiittes haticdra ébredd nyiré &2 normillesziiltségek sem lehetrek
ogym4stél ftiggetlenck, A feszilliségek fentl k&t képlete kbziil tehat legaldbb
sz egyiket &! kell vetni, és hoiyette 2 hajlitényomaték és a nyirberd lenti
tsszeflpgéssnek figyelembevételévol uj képlewet kell lovezstni, Ez azi jelen-
ti, kogy a sik leresztmetszeick {oltitelezdse - legaldlbls az agyik igénybe-
vétebll szirmsz6 fesziiltségek meghatdrozisakor - nem hasznilhatd fel,

A fentieknek megfzlelfen a slk keresztmetszetek feltételezését csak a
hajlitdsh:0]1 stdronazé normilfeszUltségek szdmitdsshoz tartjuk meg, a nylirds
vizggilatakor viszont elvetjilk, &s a nyirdfesziiltségeket a nyirder8 és a haj-
liténycmatéls Lo.oiti Osszefliggés [igyelembevételével, egyensulyl egyenlelek
feltaszngl4stval halrozzux mey. Eszerint a hajlildsb6l keletkez8 mormal-
fesziiltség valtozatlanul a

M
€.=3 Y
X

képletb8l szdmithats, vagyis a normélesziiliség a keresztmetszet mentén
oszlik el (2.89.d fbra). .

A keresztmetszetnek egy tetszGleges P pontjsban ébred§ T, fe-
szilisép Irdnya ismeretlen, ezért cflszertt azt a szimmetriatengellyel par-
huzamos T &s arra merdleges sz komponensekre felbontani (2.89.c

4bra).
Foglalkozzuvk elészbr = T 2y fesziltaégkomponens meghatdrozissival.

Errdl {eltételezzitk, hogy nagysiga a keresztmetiszel ietszbleges P ponijén

keresztlil felvett s hosszusigu, a szlmmetriatengelyre merfleges hur men-
tén §lland6, azaz csak az y &8 z koordindta fliggvénye. E fliggvény meg-

106



T=T+dT T
z l‘\" 1797 peart
= X
HettraT | 154 gl AT, 5,
PE]P o]\ Tax Tzy

Ty I =

® y

2,89 dbra

hatdrozdsa céljabo6l képzeletben kiildnitsiik el a vizsgdlt dz hosszusigu
rudelemnek az s hur alatti részét (2. 89.f,g,h 4dbra). Ennek a jobb oldali
(z koordindtiju) kereszimetszettel hatdrolt felilletére a mér tirgyalt &
normélfesziiltség és a vizsgdlat targyit képezé T 2y és T zx nyiréfe—

sziiltségek mikk8dnek. A bal oldali, dz t4volsiggal tdvolabb levd kereszt-

metszetre miiksdd 6’;, 't’;y és '!','z'x feszilltségek ezeltsl d &,
d ’Czy és d sz mértékkel klilénbdznek, A fesziiltségek viltoz4sat a
dz hosszusigon linedrisnak feltételezve:

] aez
6 =6 + dz,

z Z az
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=T+
zX zX 2z

A yizsgilt rudelemnek az s vonalon Stmend vizszintes hatdrolélap-
jira a Tyz nylréfesziiliségek milkdnek, Fzek nagysiga a nyiréfesziiltsé-

gek dualitdisdnak tétele szerint megegyezik a keresett T . feszifitség-
komponens nagysigival, azaz |T y

yel = [Ty
A vizsgilt elem vizszintes hatdroldlapjin milk8d8 x Irényu nylréfe-
sziiliségeknek & y frdnyu normilesziiltségeknek zérusnak kell I.anlilk,
ezért a rajzon fel sem tiintettikk Sket., Az egyszerliség kedvéért a 2,89.g
és h 4brén a sz fesziiltségkomponenst sem tiintettitk fel, mert ezek

a fellrandé egyenleielnkhen nem fognak szerepelni.

A kis hasfbra haté fesziliségek elemzése utdn kimondhatjuk, hogy a
hassbrs miikddS erbk sgyensulyban vannak, (A hassh dG 8asulya ebben a
vizsgilatban clhanyagolhaté, irjuk fel egy z irduyu velilletli egyenletei:

26,
zFlz__:j(e.z_,_.azdz)dA-/6sz+Lyzsdz=0
&) * (A)

Az integrilist tagonként kijelblve l4thaté, hogy a 6z-t tertalmazd
tagokkal egyszerisithettink, A |T zyl = |t yzl Usszefliggés felhasz-
nilisival az egyenlet a kivetkez& alakban Irhaté fel:

96’2
dA+ T .s8s=0,
zy

&) 9z
Most differencifljuk a
M
= —={2)
6: d y
x
filggvenyt:
36’z 3 QMM
9z Jx 22
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M{z) parcidlis differenciilhdnyadosa helyett dM/dz differenciflhg-
nyadost is irhatjuk, mert M csak =z fliggvénye, tehit egyviltozés, A

aM _
dz T
Osszefliggés felhasznilisdval
0%, = -,
9z Jx

Ezt az Usszefliggést helyettesitsilk be a vetlileti egyenletbe, és emel-
jik ki a konstansokat:

T =
-Jx fydA+’Czys—0.
(&)

Az Osszefiiggésben szerepll hatdrozott Integrdl az A’ teriileti suly-
ponti x tengelyre vonatkozé statikai nyomatéka:

/ y dA = Sx .
(A"
Az S}’( jeldlés alkalmazisival a keresett nyiréfesziiltség:

TS’

X
sz:J s

e (1)

A képletben T a keresztmetszetben miktds nyirderd eldjeles nagy-
sdga; S; a keresztmetszeti sikidomnak a vizsgilt ponton 4t vett x ten-

gellyel padrhuzamos metszet alatti (vagy feletti) részének statikai nyomatéka
a sulyponti x tengelyre; Jx a keresztmetszeti sikidom x tengelyre vo-

natkozé6 tehetetlenségi nyomatéka; s pedig a keresztmetszet x tengellyel
parhuzamos szélessége a vizsgdlt pont magassigiban.

Meg kell jegyeznilink, hogy az s szélesség llreges keresztmetszetnél
csak az anyagi részeken 4thaladé metszet hosszit jelenti, mint ahogy a
példaként bemutatott kdrgylirli keresztmetszetnél az a 2,90 4brdn berajzol-
tuk.

Térjtink r4 a nyirtfesziiltség T 2x komponensének meghatdrozisira.

Errdl foltételezzlik, hogy 2 P ponton 4t huzott 8 hosszusigu vizszintes
mentén Unedrisan viltozik, és nagysiga a szimmetriasikban zérus. (Csak
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igy lehet a keresztmetszet fesziiltségel-
oszlisa szimmetrikus,) A vizsgilt viz-
szintes minden pontjidban ugyanakkora o
a T 2y nyirdfeszilltség, amely az (1)

jelit képlet alapjdn szdmithaté ki. Most /- \

nézzik a 2,91 4brit, ahol megrajzoltuk X
a vizszintes metszet B végpontjiban a
sikidom érintSjét. A keresztmetszet sik-

P
jiban mikédd T , Diréfesziiliségnek l
y

$/2 s/2
a B pontban nem lehet erre az érin-
tére merdleges irdnyu vetlilete, mert
akkor a dualitis értelmében a rud B 2.90 4bra
pontbeli érint8sikjsban is kellene lenni
nylréfesziiltségnek. A rud kiils§ felliletén pedig nincs nyiréfesziiltség, mert
nem érintkezik semmivel, ami azt kifejthetné r4. Ebbdl az kovetkezik,
hogy a B pontban a ’CzB nyiréfesziiltség érintd irdnyu.

AT ]:x fesziiltség-komponensnek teh4t akkordnak kell lennie, hogy
az ismert ’tzy-hoz vektordilisan hozzdadva, érintd irdnyu 'Ef nyir 6fe-

szllltséget kapjuk, A keresett vizszintes komponens a 2.91 4sbrdn bejelslt
mennyiségekkel ki is szdmithat6:

B

T =
sz

’[’-zy"cg CPB =t

B

zy

Térjiink 4t a tetsz8leges bels, P jelii pontra. A fligg8leges kompo-
mons itt 18 ugyanakkora, a vizszintes sszetevd pedig a linedris megoszlis
alapjdn ardnyos hiromszdgekbdl felirhaté:

=2x B
Twx ™ s sz

Helyettesitsiik be. az el6bbi kifejezést, akkor a

= X
Tox tzy t

képletre jutunk, amely alkalmas a vizszintes nylréfesziiltség-komponens
kiszdmitisdra,

A keresztmetszetnek az olyan vizszintes egyenesein, amelyek vég-
pontjain a konturérintd figgSleges, nem keletkeznek vizszintes nyiréfesziilt-
ségek, csak fliggllegesek. Gyakori az olyan keresztmetszet, amelynek kon-
turvonalal vizszintesek és fiigg8legesek, az llyen keresztmetszetekben a
nyir6feszilltség mindentitt figg8leges.
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2,91 8bra

A tovihbiakban vizsgiliuk meg a nyir6feszliliség viltoz4sst a kereszi-
metszet magassiga mentén, legyen a keresztmetszet a 2,92 fbra szerinti

derékszdril négyszdg. A keresztmetszetben csak fligg&leges nyirdlesziiltség
keletkezik, amelynek nagysiga:

x
T .= .
zy Jx s

' ‘ r
< K]
N ziyi o % ng
| W7 P
®

2,92 dbra

3

Fejezztik ki a keresztmetszet adataival az y koordinitiju P pont-
ra vonatkozdlag a képletben szerepld mennyiségeket. Az Inerclanyomaték
és az s szélesség fliggetlen az y koordingt4tél:
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A P pont alatti besraffozoit sikidomrész statikal nyomatéka viszont
y fliggvénye. A statikai nyomatékot a sulyponttivolsig &s a teriilet szor-
zataként irjuk fel. A kiegészités tételét alkalmazva:

2
b 2
==Y

ab _y =
PR

.=
Sx * Ty

w» o
o
-—

fenti kifejez&seket behelyettesitve a nyiréfesziiltség képletébe a

8T bX_ 2
zy ab3

dsszefliggésre jutunk, amely y filggvényében a keresztmetszet bdrmely
pontjiban megadja a nyirofesziiltséget. Ezek szerint a nyiréfesziiltség a
keresztmetszet magassiga mentén misodfoku parabola szerint viltozik.

Az als6 és fels pontokban, az y = + b/2 helyeken a nyiréfesziiltség z6&-
rus, maximilis értékét pedig k&zépen, y = 0-nil éri el: ’

~ =3 I
¢ 2

Zy max ab °

A nyirdfesziiltségek 4br4jét ennek megfelelden rajzoltuk meg.

A tiszta nyir&s T = T/A képlete szerint szdmolva T/ab 4tlagos
nyiréfesziiltséget kapndnk, ami a maximédlis nyiréfesziiltségnek (itt a tégla-
lap keresztmetszetnél) kétharmada.

Az ol8z3 vizsgilatok alapjdn ~ részletezés nélklil - meghatdrozhatjuk
a nyiréfeszilltségek dbrijat olyan keresztmetszeteknél, amelyeket vizszin-
tes és filggbleges egyenesek haldrolak (2. 93 4bra). A statikal nyomaték
ezekben az esetekben is y2 figgvénye, igy a fesziiltségi diagram misod-

¢y
"
~]
o
(%

2,93 fbra

111



foku parabola, Csakhogy az s szélességben ugrésszerii viltozdsok van-
nak, és ezek a fesziiltségi dbriban is jelentkeznek. Mivel! s 2 nevezd-
ben van, kisebb szélességhez nagyobb fesziiliség is tartozik, é&s forditva.

Felhivijuk a figyelmet arra, hogy amikor a sulypont kSrnyékén a szé-
lesség nem vilozik, akkor a maximilis nyiréfesziiltség a sulyvonalban ke-
letkezik, vagy legaldbbis helyi
maximum lép fel. Ez abb6l kovet-
p}é kezik, hogy a nyiréfesziiltség vAl-

tozésa csak a statikal nyomaték

viltozas4t6l fiigg (s = const), az
pedig a sulyvonal alatti (vagy fe-
letti) sikdiomrész esetében a
legnagyobb.

Amennyiben a keresztmet-
szetet nem fliggbleges és vizszin-
tes egvenesek hatdroljdk, hanem
ferde egyenesek, vagy gorbék (pl.
2,94 dbra), akkor a nyir&esziilt-

Yy ségek fiigg&leges komponensének
megoszlisa mir nem mésodfcku
2.94 fbra parabola, és a maximum sem
lesz 4ltalfban a sulypont magassigiban, A megoszlis jellege azonban ha-
sonlé a diagram gbrbe vonaly, az alsé é&s fels§ szé8lsd szilakbar az ordi-
pAta cérus, és a maximum helye valahol a sulypont krnyezetében van.

2.3,3.2 A hailitott és nyirt tart6ban keletkez8 csusztaté erfk

Az oddiglekhen a z nermélisu keresztmetszeten EbredS nylréfesziili-
sézek meghatirozdcbval feglalkoztunk, Képleteinl. levezetésében azonban
lattuk, hogy a nylrSfesziiltségek dualitdsa kbvetkeztében ugyanakkora nyir6-
fesziiltségek mikddnek a rudelem y nporméslisu feliiletelemein is (l4sd:
2,89 fbra)

- TS’
T =-7T = X

yz zy st

Ez a feszliltség természetesen a z tiengely irdnydban a T nyiré-
er8nek megfelelfen wiltozik. nnek a fesziiltségnex az ismerete lehetdvé
teszl annak a vizscintes csusztatéerSnek a meghatirozisat, amely egy ge-
renda egymis felett levd részei k8206tt egy véges hosszusdgu szskaszon
mifkodik, Ennek a csusztatderfnek a szerepét a 2.95 Sbra szemlélteti,

A 2.95,a fbra azt mutatja be, hogy ha két ttkéletesen sima gerendit egy-
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mésra helyeziink, akkor ezek a terhelés hat4isira egymidson elcsusznak, és
igy a teher egy-egy meghat4rozott hdnyadit a két gerenda killén-kiilén vi-
sell, Ha viszont a két gerenda egymésra vald elcsuszisit valamilyen mé-
don (pl. ragasztissal) megakadilyozzuk, akkor a tarté a 2.95.b 4bra sze-
rint fog viselkedni, a két gerenda illesztési felliletét az emlitett vizszintes
csusztatéerS nyirdsra veszi igénybe. Erre a két gerenda ko,dtti kapesola-
tot természetesen méretezni kell, Ha ez a kapesolat megfelels, akkor a
két gerenda teljesen egyiitt dolgozik, és egyetlen 2 h mag-ssigu geren-
dival azonos médon viseli a kiils§ terhelést.

Ha a tart6nak az egyméishoz képest "elcsuszni akard" két része
(esetiinkben a két gerenda) kozottl kapcsolat folytonos (pl. ragasztis), ak-
kor a kapesolat méretezéséhez elegendd kiszdmitani a legnagyobb csuszta-
té6 fesziiltséget (nyirdfesziiltséget). Ez a legnagyobb fesziiltsis a legnagyobb
nyiréerd helyén keletkezik. Nagysiga:

_Tmax's;c
’tyzmax-: Jx.s ’

ahol Tmax a legnagyobb nyiréerd (a nyiréerd Sbra abszolut értoleinben
vett legnagyobb ordinitija), Sx az elcsusznl akaré keresztmetszet statik.ai

nyomatéka a teljes keresztmetszet sulypontjira, s pedig a kapesolatn:uk
a tarté tengelyére merdleges, szélességi méret,

Gyakori eset, hogy az egymésra helyezett tarték egyiittdolgozisit
csak bizonyos helyeken elhelyezett kapcsolbelemekkel biztositjdk. Ilycnkor
ki kell szdmitani az egy kapcsoléelemre juté vizszintes csusztatéerdt, és
azt kell dsszehasonlitani az egy kapesol6elemre megengedett erdvel, Az
ilyen kapcsolat ugy miikddik, hogy a kapcsoléelem egy a hoss/susic s:0-
kaszrél a vizszintes csusztaté erdket "dsszegylijti". Hatdrozzuk mey az

113



X

Zy

——
-
o

Ar
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a hosszusigu szakaszra juté H, vizszintes csusztatéerSt (2,96 4bra).

A dz hosszusigu elemi rudszakaszra haté z irdnyu csusztatéerd:

- TS’ - TS;
dH=’Cyz.s.dz= Ts s dz = 3 dz.
X x
A fatlagos esusztatéerd:
S’
~dH__x
h = dz 3 T,
b3

Dimenziéja N/mm vagy kN/mm.
Az a hosszusigu szakaszra jut6 teljes csusztaté erd:

Zy

z,
- =_.§

H= dH = h dz J [

z,

Z 1

N
N

N

ahol A’l‘ az a szakasz alatti nyirderdibra eldjeles teriilete.
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A csusztatberOk szimitdsinak az imént megismert mdédjat alkalmaz-
hatjuk pl. a 2,97 4brdn feltiintetett keményfabetétes turtén.

a8 —a———8—8

B ©

2. 97 dbra

2.3.3.3 Szimmetriasikjira merdlegesen terhell vékonyfalu
hajlitott és nyirt rudelem

A 2,98 &brin vizolt bef-gott tarté keresztmetszete az x tengelyre
szimmeirfkus, a terhel§ erSk sfkja pedig az arra merdleges y,z sik.

A tartd végén a keresztmetszet sulypontjdban miikSdik az y Irdnyu F
erd, és ennek hatisfra az egyes kereszimnetszelek hajlitissal egyidejti nyi-
risra vannak igénybe véve. Mivel a szimmetridbol kifolydlag az x ten-
gely tehetetlenség! fGtengely, egyenes hajlitdsrdl van szd, Enuek megfele-
182n azt v4rnsnk, bogy 2 tart$ alakviltozdsa a2z y,z sikkal psrhuzamos
lesz, a keresztmetszetek csak az x tengely koriil {ordulnak el. A tapasz-
talat azonban a fertlekttl eltérfen azt mutatja, hogy annak ellenére, hogy
az F erfdt a sulyponton 4t miikdtettllk, a keresztmetezetek nemesak az
x, hanem a 2z tengely kdrill is elfordulnak, A rud tehit a lehajldson ki-
viil el is csavarodik (2.98.b 4bra). A kivetkezfkben megvizsgiljuk e jelen-
ség okit,

A keresztmetszeti méreteket a 2.99,a fbrin tuntettik fel, Az egy-
szerliség kedvéért tegyllk fel, hogy a - vastagslg a keresztmetszet men-
tén 4£llandS &€s a keresztmetlszet egyéb méreteihez képest kicsi.

Az M er8pir - amint tudjuk - a keresztmetszetben norméilfesziilt-
ségeket okoz, ezek a

e -2

z 3 Y
x
képlettel szémithatSk.
A T nylr6er§ hatfisira a kereszimetszeten keletkez8 nyir&fesztilt-
ségekrdl azt fllapitottuk meg a 2.3.3.1 pontban, hogy irdnyuk a kereszt-
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metszeti sikidom hatirvonalin levd b&rmely pontban csak a hatfrvonalat
érint§ egyenesbe eshet. Igy péld4ul a P pontban a nyiréfeszilltség csak
az x tengellyel pirhuzamos lehet, tehat 7T 2y =0, A P-vel szemkdzti

Q pontban szintén csak x irényu 'tzx fesziiltség keletkezhet, és a v

vastagsig kis értékére val6 tekintettel feltételezhetd, hogy a P 6s Q
pontok kdzott a nyiréfesziiltség nagysiga nem viltozik.

A rudbbl képzeletben kivdgott dz hosszusigu €s u szélességli rud-
elem (2.99.b 4bra) egyensuly4ra felirt 2z irdnyu vetliletl egyenletbdl az
aldbbi képlet vezethetS le:

A képlet hasonlé a sz képletéhez, a levezetés részletei is meg-
egyeznek, A képletben S;‘ az A’ = y,v terliletd sikidomrész statikail
nyomatéka az x tengelyre:

' h _v
Sy =u. vk
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Mivel v<<h, v/2 elhanyagolhat6, igy

v =1
Sx 2 u.v.h .

s"‘ behelyettesitésével:

Th

7 =
ex 2J
X

u.

Ez az Ysszefliggés u-ra nézve linedris, tehdt a vizszintes Hvek men-
tén a nyirdfesziiltség linesdrisan viltozik, &8 a 2.99.c £brdn feltiintetett di-
agrammal jellomezhet8. A legnagyobb x irényu nyiréfesziitség a sarok-
n4l keletkezik, nagysiga:
T I h‘ . b .

ZX max 2J
x
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A ftigg8leges gerlne mentén 2 nyirffeszliltségek az y {engellyel
pirhuzamosak, &s nagysiguk az el5zGekben megismert médon hatérozhaté
meg:

T S’
- b9

zy Jx. v

A fentickben meghatirozott nyirdfesziiltségeket a 2.99.c 4bra szem-
lélteti. Ezek nyilfolylonos nyiréfolyamol alkotnak.

Megjegyezzilk, hogy az eredmények a gerinc és az Ovek csatlakozi-
s6pnil csak a v vastagségot felez§ kSzépvonalon érvényesek, A sarokpon-
tok kozelében a nyirofesziiltségek fokozatosan zérusra cstkkennek, annak a
feltételnek megfelelSen, hogy a rud hatdrolblapjin az érint8sikra mer8leges
nyiréfesziiltség-komponens nem lehet (2,99.d 4bra). A sarckpontok kézelé-
ben a nylréfesziiltség irdnya fokozatosan viltozik, igy a nyirSfolyamban nem
jelentkezik frdnytdrés, A homoru sarokpontoknil még igy is "fesziiltség-
csucsok'" keletkeznek, ezért ennek cstkkentése érdekében a bels6 sarkokat
2 2.99.e 4br4n l4that6 moédon le szoktfk kerekiteni.

Hatirozzuk meg a tovibbiakban a fentiekben levezefett nyiréfesztiltsé-
gek ered8jét, és hasonlitsuk azt Ossze a keresztmetszetre haté igénybevé-
telekkel, A nyiréfesziiltségek eredbjeként a keresztmetszetre hat6é nyiré-
er6t kellene kapnunk, de amint 1itni fogjuk ez az egyenértékiiségi feltétel
most nem teljestil, Ez az ellentmondds magyarézatot ad arra, hogy bir a
rudra csavardnyomaték nem hat, az mégis elcsavarodik,

Konnyen igazolhaté, hogy a fligglleges ’tzy feszliltségek eredfje

egy olyan V fliggSleges er8, amely a gerinc tengelyében mikddik, s
nagysiga megegyezik a nyirSer8vel: V=T (2.100.a 4bra). Emellett azurhan
a ké Hvben is milkddnek nyiréfeszUltségek, és ezek eredSje egy-egy viz-

szintes, azonos nagysigu, de ellenkezd értelmii ers: H = - B*,
, 2
H = b.v ILhby
zx max 2 4 Jx ‘

A H & W er8 W=hH nagysigu erSpirt alkol, amely a filg-
gBleges crdvel Ssszetéve fliggBleges R=T nagysigu ereddt eredményez
(2.100,b &s ¢ 4brik). Ez az erd a gerinc kBz&pvonalstsl

e=!V_=l_L§___Thb2vh=bEL)2v
R T 4TJx 43

tdvolséigban helyezkedik el és a szimmetriatengelyt a C pontban metszi,
A C pontot nyir4dsi kdzéppontnak nevezziik. Léthai6é, hogy a nyirfsi k-
zéppont 2 gerincnek az S sulyponttal ellentétes oldalin helyezkedik «l,
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2.100 sbra

igy a nyirtfeszilltségek eredfje R nem esik egybe a keresztmetszetre
miikdds nyirberbvel. A fesziiltségek és az igénybevételek egyenértékiisége
csak akkor teljesill, ha a keresztmetszetben - az eddig meghatdrozottakon
kivill - még olyan fesziiltségek is 1étrejtnnek, amelyek eredSje a kereszt-
metszet sikjsdban milkéd6 M__ = T.t nagysdgu erdpir (2,100.d 4bra).
Ez azt jelenti, hogy a keresZtmetszet szimmetriatengelyére merdleges é&s
a sulyponton itmen8 sikban terhelt tartd csavarisra Is igénybe van véve.
A csavardsbél keletkezd nyiréfeszililiség a nyirds hatdsdra ébreds

T Xz és 'C’zy fesziiltségekhez hozz4addédik, teh4t elbnytelen. Ez a fe-

sziiltségigénybevétel kikilszobolhets, ha a kiilsS terhelést a keresztmetsze-
tek sulypontjdn &tmend sik helyett a nyirdsi kdzépponton sthaladé sikban
miikddtetjik (2.100.f sbra).

A fentiekben levezetett eredmények és megédllapitdsok az 4ltaldnos
alaku vékonyfalu nyitott és z4rt szelvényekre is 4ltaldnosithaték. Minden
keresztmetszetnél talilhat6 egy C nyirssi kézéppont, amelynek az a jel-
legzetessége, hogy amennyiben a nyiréerd ezen halad keresztill, akkor a
keresztmetszet a rud tengelye k3rill nem fordul el, azaz csavardsra nincs
igénybe véve. Ellenkez8 esetben viszont a keresztmetszet elcsavarodik.

A keresztmetszetek elcsavaroddsa a C pont kiril jon létre, de ezt itt
nem bizonyitjuk, A nylrssi ktzéppont mindenkor rajta van a keresztmetszet
szimmetriatengelyén, igy kétszeresen szimmetrikus keresztmetszetek ese-
tében egybeesik a sulyponttal. Ilyenkor tehdt a sulyponton 4thaladé teher
nem okoz csavarfst (2.101.a fbra), Egyszeresen szimmetrikus &s Altald-~
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nos alaku keresztmetszetekndl a C és az S pont nem esik egybe.
A 2,101.b és ¢ 4bra két ilyen példit szemléltet. .

2,3.3.4 A hajlitott és nyirt tarté alakviltozdsa

A kbvetkezdkben a hajlitott és nyirt rudbél kiragadott dz hosszusi-
gu rudelem alakvéltozdsit fogjuk megvizsgdlni (2,102 4bra). A hajlitds ha-
tisira az egymdst6l dz tdvolsigra levS keresztmetszetek egymishoz ké-
pest d¢ szoggel elfordulnak. Ezt az elforduldst - a tiszta hajlitds t4r-
gyalisdnil szerzett ismeretelnk alapjdn - ki tudjuk sz&mitani:
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2,102 4sbra

M
d *EJ az .
x

A nyiréfesziiltségek hatdsira azonban tovibbi alakviltozds is bekdvet-
kezik. Mint tudjuk, a nyiréfesziiliségek hatdsira azok kozdtt a sikok kdzott,
amelyekre ezek mitkddnek, szogtorzulis lép fel. Ennek nagysiga:

7=z

A fentieknek megfelelden, a 2.102 4brin oldalnéretben &brizolt (vo-
nalkéizott) elemi hassb véglapjal egyméshoz képest elfordulnak és el is to-
16dnak (mert az elfordulis egy kills§ pont kbril kdvetkezik be), ugyanakkor
a véglapoknil szbgtorzulss is bekbvetkezik, A szigtorzulds a tzy nyiré-

feszliltség fliggvénye, &s mlivel ez a keresztmetszet mentén vdlozik, vilto-
zlk a szBgtorzulis mértéke is, Ez azt jelenti, hogy az eredetiileg sik ke-
reszitmetszetek a hajlitott és nyirt tartéban nem maradhatnak sikok, Az
eleml sz&lak csak ott maradnsk a keresztmetszeire merSlegesek, ahol
T zérus,

ZY A tovébbiskban vizsgiljuk kiflén a nyirdsi alskvéltozést. A 2,103 &b-
rén bemutatott, a dz hosszusfgu rudelemb8l kiragadott dA keresztmet-
szetll kis hasfbanak az eredetileg z &s y normélisu feltletei kiztti
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lapszdgek '(sz értékkel megvilioznak. Ugyanakkor a kis hasib tengelye

is elferdiil y szbggel, de ugyamlyen mértékhen véltozik meg a szilirdsigi
tengely helyzete is. A szilirdsigi tengely elferdiilése miatt az egyma4st6l
dz t4volsigban lev8 keresztmetszetek kozétt 7 .dz fliggGleges eltolédds-
kiillsnbség lesz, ez tehdt a dz hosszusdgra jutd nyirdsi alakvidltozis. Mint
ltjuk, a nywisi alakvdltozdsra a § szOgviltozds jellemzS. Hatdrozzuk
meg g értékét,

N
R
|
|

2,103 dbra

A dz hosszusigu rudelem alakviltozdsa sordn a T nyirderd a
5 .dz eltoléddson munkit végez. (A munka az erd elmozdulisirdnyu vetii-
letépek és az elmozduldsnak a szorzata. Az elmozdulist az erd hozza 1ét-
re, mégpedig ugy, hogy a tarté terhelésekor a T nyirGerd és vele par-
huzamosan az eltolédds fokozatosan novekszik, A munka szdmitisakor te~
hdt csak az 4tlagos erSt vehetjiik figyelembe, ez most éppen T/2, mivel
a tartén terheletlen 4llapotban a nyirferd zérus, terhelt dllapotban pedig
T. Az erdk és a fesziiliségek munkijinak szamitdsdrol a késdbbiekben még
bSvebben lesz s26.) A nyirberd &ltal végzett munka: 4.dz.T/2. A nyiré-
er6 és a nyirdfesziiltségek egyenértékilségébdl kivetkezik, hogy a sajit
maguk 4ltal létrehozott elmozduldson végzett munkijuknak is egyezniiik kell,

A dA felilleten miikkod8 Tzy dA er6 a kis hasib véglapjai kizott
sz.dz eltoléddst hoz létre. A nyirderd és a nyirdfesziiltségek munkijsi-

nak egyenldsége az alibbi alakban irhaté fel:

1 1 o~
5 Tydz =5 d f Ty Toy 9
@A)
Figyelembe véve, hogy

»

Ty
sz G




zy
(a)
Behelyettesitve T 2y képletét:
.2
LT f 5 ua
] GT J2 s2
x (A)

Ha a s24ml4dl6t &s a nevezOt a keresztmetszeti sikidomm A teriileté-
vel s8zorozzuk:

SI
I A X
T=AJ2 f sz‘”‘
x (A)

E képletben szerepel a kovetkezd mennyiség:

8'2
=% | Faa
X (A) &

Ez dimenzié nélkiili szdm, a keresztmetszetnek csak az alakt6l fliggl
adata, a Kilonbtz8 aloku kereszimetszet! sikidomoknil az integrilis elvég-
zésével kiszdmithat6, Ennek bevezetésével:

T=¢95a-

Néhiny szokisos keresztmetszetre - a levezetést mellfzve - megadjuk
a O értékét:

- deréksziglt négyszdgkeresztmetszetnél ¢ = 1,204
~ kirkeresztmetszetnél ¢ = 10/9 = 1,11;
- magasgerincu I tart6knil kizelitGleg: © = A/Ag.

ahol A 2a keresztmetszet teljes teriilete, A pedig a gerinc teriiletét
jelenti. g
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2.3.4 A hajlitott, nyirt és csavart tartd

Az Usszetett igénybevételeknek jellegzetes esete a hajlitott, nyirt és
csavart tarté. Az ilyen tartdk keresztmetszeteiben a hajlit4sbsl norm4lfe-
sziiltségek, a bpyirdsbol és a csavardsb6l pedig nyiréfesziiltségek ébrednek.
A hajlitdsbol keletkez3 fesziiltségek tovébbra is a

M
6 ==
EER
X
képletbdl szdmithaték, A nyirdsbél szdrmazé nyirdfesziiltségeket a hajlitott
€s nyirt tarté tdrgyalisinil megismert médon tudjuk szdmitani:

T 8’
x

(C’ =
zy st

A csavaris hatisira keletkezd nyiré fesziiltségek - a kereszimetszet
alakjitdl figgBen - az eldz8ekben megismert médon kiilénb6zd képletekbdl
szdmithaték, Amennyiben a vizsgilt keresztmetszetnek egy adott pontjiban
a nyirisbél és a csavarisb6l keletkez$ nyirdfesziiltség irdnya megegyezik,
akkor a kétfajta fesziiltség skaldrisan is 8sszeadhaté, Az dsszegzésnél
azonban {igyelntink kell a fesziiltségek elSjelére.

A hajlitott, nyirt és csavart tarté fesziiltségszamitisinak részleteit
két példa mutatja be,

A 2,104.2a sbr4n lithaté kirkeresztmetszetli befogott tartét egyenlete-
sen megoszl6 teher &s a tarté végén miikddd csavardényomaték terheli. Fel-
adatunk a befogds melletti K keresztmetszet P és Q pontjiban
(2.104.b 4bra) a fesziiltségek meghatdrozdsa.

@ 1,5 kN/m @

Mg~ 2.0kNm K E
(=40m l

@ To csavordssdl

Tq myirosbdl
Z‘;’” csovardshol

2.104 fbra
A K keresztmetszet igénybevételei:

T=-1,5,4,0 =-6,0kN;

2

M =-1,5, 2% - 420 kNm;
X 2
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M = 2,0 kNm,
cs

A fesziiltségek szdmlitisshoz szilkséges geometrial jellemzdok:

4
60 . &t 7 4
Jx = L - 1,018 . 10 mm';
4
60", I
J = 0 = 2,036 . 107 mm4',
(5] 2
602 i 4,60 5 3
r _ . =0 o
Sx 2 ‘3R 1,44.10 mm

A P pontban a hajlitisb6l norméilfesziiltség, a csavar4isbél pedig
nyiréfesziiltség keletkezik. A nyirdsbél a P pontban nem keletkezik fe~
sziiltség, mert ehhez a ponthoz tartozé S; zérus.

M 6
-12. 0~
& = ﬁy = __g,_o_l% . (-60) = 70,73 N/mm>
Py 1,018.10
M 6
2,0.1
T = JCS = —M—7 60 = 5,89 N/mm>
P o 2,036.16

A keresztmetszet Q pontjiban nem keletkezik fesziiltség a hajlitdis-
b6l, mivel a Q pont a semleges tengelyen van, Nyiréfesziiltség viszont
a csavardsbdl és a nyirdsbél is keletkezik, és ezek a Q pont esetSben
érintSirdnyusk, tehdt eldjelhelyesen 8sszegezhetSk. A nyir4sbél keletkez§
nylréfeszilltség el8jele a nyiréerS elGjelével azonos (tehdt esettinkben ne-~
gativ). A csavards hatisira ébredd nyirdfesziiltség elSjelét szemlélet utj4n
lehet a legegyszeriibben meghat4rozni., A 2.104.a és ¢ 4brira tekintve
megéllapithatjuk, hogy a csavarényomaték a K keresztmetszet Q pont-
jat lefelé igyekszik elmozdintani, teh4t lefelé hat6é nyiréfesziiltség miikddik,
A nyiréfesziiltségek el&jelszabdlya értelmében az ilyen niyréfesziitség ne-
gattv, mert a Q pontban képzelt pozitiv normilfesziiltség (huz&fesziilt-
s8ég) vektordt negativ irdnyba (az Sramutaté jairdsdval ellentétesen) kell
elforditani, hogy lefelé mutaté nyiréfesziiltséget kapjunk. (Hasonlé szem-
16lettel a nyir6erd hatfsara ébredd fesziiltségek elSjele is elddnthetd.)

A Q pontban keletkezd nyiréfesziiltség:

T.S’ M 3 5
T = —% , €8 _ _60.1207.1,44.10° _2,0.10

Q Jpes J, 1,018.107.120  2,036.10"

6

. 60 =

12§



=-0,7 - 5,89 =~ 6,60 N/mmz.

Misodik példaként hatirozzuk meg a 2.105 sbrin 14thaté tarté befo-

gisi keresztmetszetének A, B és C pontjaiban keletkezd fesziiltségeker.

7
1 8
of A
2 /T -:\”/ a§! ¢ ; X
50 kN 1,// // | 2 Jai “
Z ! 4
120 R . al=%0 mm
m . ‘Jn""“l‘
y
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2,105 8bra

A befogisi keresztmetszet igénybevételei:

T = - 50 kN;
x = - 50.2 = -100 kNm;
= -50,1,2 = - 60 kNm.,
cs

A fesziiltségek szdmitisghoz szikséges geometriai jellemzCk:

3
_140.280 8 4
Jx —'—-—-—12 = 2,56,10 mm ,

S; = 140.140.70 = 1,372.106 mms.

A vizsgilt pontok koziil normiifesziitség csak a B pontban ébred:

=50




-100.10°

X 2,56.103

& = Elvly = . (-110) = 54,69 N/mm”

B

Nyirdfesziiltség a vizsgdlt pontok mindegyikében ébred. Az A és
C pontban a nyirds és a csavards hat4sdira is keletkezik nyiréfesziiltség,
ezek a keresztmetszet sikjiban fligg6leges irdnyban mitkédnek. A B pont-
ban csak a csavards hoz létre nyiréfesziiltséget. Ez a nyiréfesziiltség
vizszintes irdnyu. A csavargs hatisira ébred8 nyirdfesziiltségek a 2.2,4.3
pontban megismert mdédon szdmithat6,

Az A pontban keletkez8 nyiréfesziiltség:

T S;{ MCS a
™ Ts T BBy
X ab
_ _50.10°.1,372.10° . 60.10° 1 g 140,
8 @+, 280

2,56.10°.140 140 .280

-1,91 + 42,64 = 40,73 N/mmz.

A C pontban keletkezd nyiréfesziiltség az elézd részeredmények
felhasznilisdval szdmithatdk, a kiilonbség csupin annyi, hogy a C pont-
ban a csavarisbdl az eldzdvel ellentétes elSjelii nyiréfesziiltség &bred.

2
To =~ 1,91 - 42,64 = - 44,55 N/mm".
A B pontban keletkezi nyiréfesziiltség az A ponti, csavards hatdi-
sira ébredd nyiréfesziiltség (3 -szorosa. Mint tudjuk, 3 a keresztmet-
szet oldalainak a/b ardny4tél fiigg. (L4dsd: 2.2.4.5 pont.)

a_140 . _ -
b—280—0,5, 2 =o0,8
T._.=0,8,42,64 = 34,11 N/mmz.

B

2.4 A féfesziltségek meghatarozasa

[

Az elozo fejezetekben megismerkedtiink az egyszerii &8s az dsszetett
igénybevételek esetén a keresztmetszetben milkddS fesziiltségek szimitdisd-
nak mddjdval. A normil- és nyirdfesziiltségeket az eddigiekben mindig a
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vizsgdlt rud tengelyére merleges metszetekben szémitotiuk ki, A vizsgslt
rudon azonban ferde metszeteket is felvehetiink, és a ferde metszeteken
miikddd feszliliségek sziikségszeriien kiilonbozni fognak a merdleges met-
szeteken (keresztmetszeteken) milkddo fesziiltségektdl. A tovabbiakban elf-
szbr bsszefiiggést keresiink a merGleges és a ferde metszetkeben miikddd
fesziiltségek kbzott, majd meghatirozzuk azokat az - 4ltaliban ferde - ir4i-
nyokat, amelyekben a legnagyobb, illetve a legkisebb normélfesziiitségek
mitkddnek, és kiszdmitjuk a normilfesziiltségek szélsSértékeit. A normil-
fesziiltségek szélsOértékeit [Sfesziiltségeknek nevezziik,

A f8fesziiltségek az iltaldnos szildrdsdgtan modszereivel hatdrozhatk
meg. Az dltaldnos szilirdsdgtanban nem teszlink semmiféle kikttést a szi-~
1l4rd test alakjira vonatkozdan, a megéllapitisok a teljesen 4ltalénos alaku
szildrd testekre is érvényesek. A szildrd test anyagira vonatkozé kikité-
seinket azonban a tovdbbiakban is fenntartjuk, Csak homogén, izotrép és a
Hooke-torvényt kivetl (linedrisan rugalmas) anyagu szilird testekkel foplal-
kozunk, Az 4ltalidnos szilirdsigtannak azt a részét, amely a fent leirt
anyagu testek fesziiltségeit (és alakvdltozdsait) tdrgyalja, linedris rugalmas-

sigtannak nevezik,

2.4.1 A fesziiltségi allapot altalanos vizsgélata

Vizsgaljunk egy 4ltalinos alaku szildrd testet, amelyre egyensulyban
lev8 erdrendszer miikddik. A test belsejében ilyenkor feszfiltségek ébred-
nek. Tetszbleges sikkal vagjuk
/F ketté a testet, és a test egyik ré-
5

\

__/\ szét t4volitsuk el (2.106 fbra),
— e —— /- \\
n \
]
/

A meghagyott részre a metszet
minden pontjiban fesziiltségek mii-
kodnek, amelyek az eltivolitott
testrész mechanikal hatdsat he-

lyettesitik.
P A metszet valamely P pont-
- jdban a metszési felfilet sikjst
2.106 &bra (amelynek egy négyszdg alaku da-
rabj4it megrajzoltuk) a sikra mord-
leges n normélvektorral jellemezhetjilk, A metszet P pontjéban a ?, feszilt-

ségvektor mitkodik, Az n index arra utal, hogv ez a fesziiltség az n normé-
lisu metszetben ébred. A P, fesziiltségvektor helyzete az n normélvektorhoz

képest 4ltaldban ferde (2.107 4bra), igy az i és j koordinAtatengelyek felvs-
telével hdrom derékszdgii Ssszetevére bonthaté:

En =( gnn 'C'ni, ’tnj).




Természetesen a P ponton ke-
resztiil egy méslik stk is felvehetd, &s
ehhez a sikhoz egy mésik fesziiltség-
vektor tartozik. Tehdt, ha egy szilird
test valamely pontjiban a fesziiltséget
keressifk, akkor azt is meg kell ad-
nunk, hogy a ponton 4t felvehetd vég-
telen sok sik k8ziil melyikben keres-
slik a fesziiltséget.

Fesziiltségi dllnpoton a szilird
test egy pontjdban miikddd fesziiltség-
vekitorok Osszességét értjlik. A fe-
sziiltségi 4llapot matematikailag egy

B, = @

2.107 gbra

alaku vektor - vektor fliggvény, amely minden normélishoz hozzérendel

egy fesziiltségvektort.

Azt 4llitjuk, hogy a fesziliségi 4llapotot akkor tekintjlik ismerinek,
ha fsmerjilk hirom (egyméisra merdleges) metszetben a fesziiltségeket.
A P ponton 4t felvehet§ x,y,2 normélisu sikokon milsds fesziiltsége-

ket a 2,108 fibr&n &bré&zoltuk.

=

Tyx

Tz
| & &
Ty |p

xy 6;
./

2,108 fbra

Az fllitds Igazolisira tekintstik a 2.109 brit. Ha az 4llitds igaz,
akkor a 2,108 #brdn feltUntetett fesziiltségekbdl ki tudjuk szdmitani a
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T {6,
2,109 gbra
ZFix =0, oF

tetszlleges n normélisu metszet-
ben miik3dS fesziiltségeket, Az isme-
retlen [eszililtségek kisz4dmit4s4nak
az lehet a médszere, hogy a P
pont kdrnyezetéb8l kimetsziick egy
elemien kicsiny testet, &s megilla-
pithatjuk, hogy milyen fesziiltségek,
illetve er8k mikddnek ennek lapjain,
és ezekre egyensulyl egyenleteket
frunk fel. Esetiinkben a legegysze-
riibben kimetszhet§ test a 2.109 4b-
rin lithat6 tetraéder. Az ismeretlen

Gn. Tnl’ és Tnj fesztiltségkom-

ponensek a

vetiileti egyenletekbdl kiszdmithat6k. Megjegyezzitk, hogy a tetraéder egyen-
sulya alapjin hirom nyomatéki egyenlet is felirhat6, ezekbdl a nyirdfesziilt-
ségek dualitdsinak azonossigait kapnink.

A fesziiltségi 4llapotnak eddig a legfiltalinosabb esetérdl beszélttink,

amikor a P ponton keresztiil felvehet sikok mindegyikében keletkezik

feszliltség. Az ilyen fesziiltségi dllapotot térbell fesziiltségi fllapotnak ne-
vezzilk. Térbeli fesziiltségi 4llapot esetén a P pont kdrnyezetébdl kivdg-
haté dx, dy, dz méretii elemi hasib minden lapjin miikGdnek fesziiltsé-
gek (2,110 gbra).
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A fesziiltségi &llapotnak vannak speciflis esetei is, a sikbeli és a li-
nedris fesziiltségl 4llapot.
Sikbeli fesztiltségi Gllupotr6l akkor beszéllink, ha talilhaté a ponton
keresztiil egy fesziiltségmentes sik., A 2,111 #brén az elemi hasib =z _mor-
milisu feliiletein nem mitkédnek fesziiltségek: p =9,

z
6, -
’, y
Cd
, g
6x 4 Gx
"-L- /-_-’

2,111 fbra
A fesziiltségkomponensekkel felirva:

6’2 = 0, 't'zx =0, 'c'zy =0,

A nyiré6fesziiltségek dualitisénak tételéb8l kivetkezlk, hogy még két
tov4bbi nyiréfesziiltség is zérus:

'txz =0, Tyz = 0.

A bemutatott példiban a feszifltségli Allapot sikja az x,y sik, a fe-
sziiltségkomponensek e sikkal pirhuzamosan mitkddnek.

A linedris fesziiltségi sllapotot az jellemzi, hogy két metszet is talsl-
hat6 (legalsbb kettl), amelyben nincsenek fesziiltségek, A 2,112 gbrsn 1At-
hat6 kis hasgb y &s 2z normélisu metszetel fesziiltségmentesek, Az £b-
rdn lithaté koordinita-rendszer felvétele esetén az egyetlen zé&rustsl kifldn-
b5z8 fesztitség az x normélisu metszeten milkddd 6, fesziiliség.

Az emlitett feszliltségl 4llapotokra lissunk egy-egy péld4t. Térbell
feszfiltségl fllapot van péld4ul a talajban (vagy a talajba fgyazott szilérd
testben), mert ott minden iréinybsl killbnféle nagysdgu nyomésok uralkodnak,
Altaléban birmilyen ferde metszetet is vesziink fel a talajban, arra fesztilt-
ségek hatnak. Speciilis esetnek tekinthetd a folyadékokban uralkodé hid-
rosztatikus nyomés. Itt akfirmilyen irdnyban jeliltink ki metszetet egy adott
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6x

e

2,112 4dbra

ponton keresztiil, mindegylk metszetben ugyanakkora fesziiltség miikddik,
és ez a fesziiltség mindig a metszetre merdleges.

Sikbeli feszliltségl 4llapotra példaként emlithetjiik az olyan falakat,
amelyek csak sikjukban vannak terhelve, Ilyenkor a fesziltségi 4llapot sik-
ja a fal sikja,

Linedris fesziiltségi 4llapot van példdul egy huzott rudban. A 2,112
dbra hasébja egy olyan huzott rud kimetszett részének tekinthetd, amelynek
tengelye az x tengellyel pirhuzamos.

A térbeli feszliltségi 4llapot Ssszefliggéseivel a tayibbiakban nem fog-
lalkozunk, részletesen csak a sikbell fesziilitségi 4llapotot fogjuk tdrgyalni,
A linesdris fesziiltségi 4llapot a sikbeli fesziiitségi 41lapot specidlis esetének
tekinthet8,

2.4.2 A sikbeli fesziiltségi 4llapot oSszefuggéseg

Tételezzilk fel, hogy a 2.113 sbr4n lithat6, sajit sikjiban terhelt
tdrcsa P pontjdban az x és y normilisu metszeteken miikddd fesziilt-
ségeket mir meghatiroztuk. E fesziiltségek ismeretében szdmitsuk ki az
n norméilisu sikon mitkddS fesziiltségeket.

A vizsgilat céljsbol messiink ki a P pont kdrnyezetébdl egy elemien
kicsiny h4romszdget (2.114 sbra), amelynek oldalai merdlegesek a kijelslt
X, ¥ és n normilisokra, hosszusiguk pedig dx, dy, ds. (Sikbell a fel-
adat, ezért beszélhetiink hiromszdgrdl. Pontosabb volna hiromszdg alapu
hasdbr6l szdlni, itt azonban a vastagségi méret nem jitszik szerepet. )

A kimetszett hiromszdgre rirajzoltuk a feszliltségeket. Az 4brdn a & <
=1 5’ é T 3 feszliltségeket pozitiv értelemmel rajzoltuk fel, a

T yx fesziilltség viszont a nyirdfesztiltségek dualitdisa miatt csak negativ
lehet, Abszolut értelemben a két nylréfesziiltség egyenlS nagy:
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2,113 gbra

Rajzoljuk be az n normilisu
metszetre milkddd fesziiltségeket (s.
Ezek nagysiga még ismeretlen, elG-
joeliiket pedig pozitivnak tételezzitk
fel. A 2.114 #4brin berajzoltuk az n
tengely derékszogli pontjat, a t ten-
gelyt is, igy a ds hosszusigon mi-
k6dd nyiréfesziiltség misodik indexet.

A keresett & és T fe-
N . n nt

sziiltségek az elemi hiromszdég alapu
hasdb egyensulya alapjdn felirhaté ve-
tiileti egyenletekbsl szdmithatdk ki.
A feszilltségekbdl erdt ugy kapunk,
hogy beszorozzuk azzal a terilettel,
amelyen milkddnek, Tekintsiik a ki~
metszett részt dz vastagsdgu hassb-
nak,

Az n irdnyu vetiileti egyenlet:

3F

i

-
%
/
.
Z

2,114 dbra

=6 dsdz - 6 dydz coscc- & dx dz sin o -
n X y

- dz sihoe =T dx dz coso¢ = 0,
'nydy yx

A t irényu vetiilet! egyenlet:

ZFu—’C'ntd dz + G‘xdydz slnoc-6’ydxdzcoso<.-

- ’C'xydydz cos oX + 'C'yxdxdz sinoc = 0,

133



L4that6, hogy dz-vel mindkét egyenletben egyszeriisiteni lehet, Ve-
gyik figyelembe, hogy

Iftxyl = Ityxl' valamint
dy = ds cos o és dx=dssinpc.

Ez utSbbiakat behelyettesitve d-sel is egyszeriisithetlink, és az
alibbi Ssszeftiggésekre jutunk.

- 2 2 ,
6n_6xc°s o<+6'ysln «x+ 27T sinocteos <, ]
T =~-(6_ -6 )sinxcosex+ T (coszoc - mzq

nt X y xy 8 )o

A fenti Usszefiiggések egyszeriibb alakra hozhat6k az aldbbl trigonomet- ¢
rikus azonossfigok felhaszndlis4val:

1
cos20< = ';' (l+cos 2o(), smzoc =3 (1-cos2cx ), ;

coszoc - sl.n20(. = cos82 o , 2 ginexcosot = sin2 oc,
Ezekot behelyettesitve:

6,*6, &,-6

X y
e'n = ) + ) cOoS820¢ + 'C’xysln 2 ,,..(1)
6, "6
= -2 __¥
Tnt P sin2ox + 'L'xycoszoc ee.(2),

Ezzel megkaptuk a keresett Osszefiiggéseket, amelyek alkalmasak ar-
ra, hogy 6. 6 és t'xy ismeretében kisz4mitsuk a tetsz8leges n

y
normilisu metszetben mitktds 6'n 6 T ot fesziiliségeket, I4that6,

hogy sikbell fesziiltségi 4llapot esetén két metszetben kell adottnak lenni a
fesziiltségeknek ahhoz, hogy a fesziiltségl 4llapot meghatirozott legyen,
(A térbeli fesziiltségi 4llapotnil - mint littuk - hirom meiszetben kell is-
merni a feszitltségeket. )

Példaként szdmitsuk ki a 2,115.a gbrén lithat6 tdrecsa P pontjsban
az n normilisu metszeten fellépd fesziiltségekst. A tircsa fiiggfleges és
vizszintes Irinyban is nyomott, a kiils8 terhekbdl kiszdmithatjuk & és

134



Py =480 kN/n

Lj P X f
. P ~160KN)
Px {1 & =30 ™
- =
- n am
0 u

*

_H'_Vldamm

65’6‘:0/V/mm'

TM - -I-?.?N/mm‘

.- 2
&« 20Nom? The I.7.iN/mm

68, ~30N,/mm’ x-30°

J0° 6,* JON/mm*

+ 2,115 édbra

G - feszliltségeket. Az adott terhelésnél az x és y norméilisu felillete-
ken nyiréfesziiltség nem keletkezik: Txy =T vx = 0. A fliggdleges és a
vizszintes metszetekben keletkezd normélfesziiltség:

3
160 . 10° _ 2
S =" "100.80 - - 20 N/mm
480,10 2
Sy =" 100.80 -~ &0 Nmm

Ezeket az adatokat az (1) 88 (2) jelli képletekbe helyettesithetjiik.
X = 30°-p4l cos2cx = 0,6 és sin2cc = 0,866.

_210 - 6,0 -210 + 610_ 2
n = 2 + 2 0,5+0 = - 3,0 N/mm

+2
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-2.0 +
T, = ._40__2__6.& . 0,866 + 0 = - 1,73 N/mm".

Az eredményeket a 2.115.b dbran kétféleképpen is feltiintettiik.

2.4.3 A sikbeli fesziiltségi allapot fofesziiltségei

A G‘n képlete (1.) azt mutatja, hogy a fesziiltség az oc szbg fiigg-
vénye: e’n = f(ex). Mivel az n tengely korbeforgathaté f(oc), csak pe-

riodikus fliggvény lehet, Nyilvinvaldan e fliggvény viltozdsa két hat4r ko-
z6tt megy végbe, vagyls e Higgvénynek sz&1s8 értékei kell, hogy legyenek.
A 6’n feszliltség szélsOértékeit fofesziiltségeknek nevezziik.

A &, fuggvénynek szé1s8 értékei ott lesznek, ahol az o szerinti
derivdltja zérus, vagyis:

d G 6 -6
n

= - X y ei T =
dox 2 gin2 ¢ + 2 nycoszu 0.
Innen
6,6
-—2— Y sin2x + T cos 2c¢ = 0, eea(d)
2 xy
Ez azonban azonos T " képletével, tehst a s281s8 érték olyan n
frdnyban lesz, ahol:
Ty =0

Tehit a fGfeszliltségy metszetében pincs nyirdlesziiltséz. (A (3.) jelt
egyenletb8l megkaphat6 a sz61s8 &rtékel ad6 % sz0g kiszdmitisira al-
kalmas képlet:

2 T
Xy
g 20 6, - 6, °

Ez a képlet X, T2 a 0 & 25X tartoményon beltil két értéket

ad: oy €s o o + T /2, Ezek szerint két egymésra merbleges irsnyt

kapunk (2.116 dbra 1. és 2. tengelye), amelyeket fesztiltségl £0irsnyoknak,
fllet8leg az ezekben az irinyokban felvett tengelyeket fésziiltségi fStenge-
lyeknek nevezzik. )

Ezek utin vezessilk le a normills fesziiltség szélsS ériékeit, a £8fe-
sziiltségeket., A fOfesziiltségek Irinyst megadé képletbSl (3.) kell kifejez-
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@ ¢ a M ONY
. =2 ‘Q:l\\ 7 /
/./ ST I
& 0 gt
N
6,
nlink az 0 820g megfelels szdgfiggvényelt, és azokat kell beheiystte-

siteni a Gn képletébe (1.).
Ebhez a kbvetkezd trigonometriai 4talakitdsok szilkségesek:

Txy

Yy 720 6,

2,116 #bra

cos 20¢ = L —

0 2
1+t 2

0

tg2cx.0
sin 2 ¢ = .

0 2
1+tg20(.0

A fenti bsszefliggésekbe a (3.) jell képletet helyettesitve:

cos 2 o

0 2

Az
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jelslés alkalmaz4sival
cos2 ¢, =
Hasonl6képpen nyerhet§ sin2 oc 0 kifejezése:

2T & -6 T

sin2 . = XY X A
0 6 -6_° 2

X y

o

E két szogfliggvényre kapott Osszefliggéseket helyettesitsitk be az (1.)
jelit képletbe, és végezzik el az Atalakitdsokat:

2
+ - 2 T
6 = 6x 6y+( 6x GL) !'--i-—&'L =
n 2 2 R R
(5 ® +R2L - Cx +R
- 2 R 2 :

Helyettesitsiik ide vissza R képletét, és vegyilk figyelembe a négy-
zetgyok kétféle el8jelét. Két megoldsst kapunk:

& + & g -6 2
X Y X Y 2
G, 2 +V( 2 )*’C;q’

G _ +6 g - 2
X y b4 v 2
6'2 2 —M( 2 >+’ny‘

Ezek a f8fesziiltségek képletei. A f&fesziiltségek a fSirinyokban éb-
rednek, teh4t ha az 1 és 2 f&tengelyre merSlegesen vesziink fel metszete-
ket (2.116.c¢ 4bra), akkor ezekben mikkddnek a & 1 és & 2 fOfesziiltsé-

gek (T 12 = 0). Megillapodds szerint az algebrallag nagyobb fesziiltséget
jelsljkk Gl-gyel. a kisebbet pedig 6'2-ve1.
A két fofesziiltséget Usszeadva a

6'1+62=6'x+ G'y
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egyenl8ségre jutuak. Mivel x és y két egymfsra merdleges, egyéb-

ként tetsz8leges tengely, ezért azt mondhatjuk, hogy birmely két egymés-—

ra mer8leges normilfesziiltség Bsszege egyenld a f8fesziiltségek Ssszegével.
A 2,4,2 pontban levezetiilk &, és

Tnt képleteit, amelyekkel kisz&mithat6k

az n normilisu metszetben miik8dd fe-
sziiltségek az x és y metszetekben
mikédOkb8l. Most felirjuk azokat az dsz-
szefiiggéseket, amelyekkel a [8fesz{iltsé~
gekb8l szdmithatjuk ki &, és T
értékét,

Vegytik fel az x és y tengelyt
a [Sirdnyokban (2,117 4bra), gy

nt

6, =€ 6, =5, 2.117 fibra

Helyettesitsiik be ezeket 6‘n és tnt képletébe:

6’1 + 62 6, -6 :
Gn = S + > cos 2o¢ eeof4.)

6, -6
1 2
mn e ere————
"nt 2 sin 2¢¢ veof5.)

Ezzel 4ttckintettiik a sikbell fesziiltségi 4llapol legfontosabb Usszefiig-
géselt,

A fesziiltségl 4llapot térbell, sikbell, vagy linedris voltdt a féfaosziilt-
ségekkel is definiflhatjuk. Térbell a fesziiltségi 4llapol akkor, ha mindh4-
rom fdfesz{iltség zérustd! kiilonbizd (a térbell fesziiltségl 4llapotnsl birem
{6fesziiltség van); sikbell, ha két zérustél killénbsz8 [Bfesziiltséy van; &s
linedris akkor, ha csak egy zérustél kiilsnb8z8 fGfeszliltség van:

61 #0, 6'2 #0, 63 #0  térbell (hérom tengelyt) feszlltségi

4llapot;

6’1 £0, 62 £ 0, 6'3 =9 sikbeli (két tengelyll) fesziiltségi
Allapot;

(51 1 #0, 6’2 =0, 6'3 =0 linefris (egy tengelyii) fesziiltségi

4llapot.
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A feszliltségi 4llapot megnevezésére a zirtjelbe tett megnevezéseket
is szolktdk alkalmazni.

2.4.4 A fesziiltségi Mohr-kor

A szildrd test egy pontjdban uralkodd fesziiltségi 4llapot igen szem-~
léletes 4brizolisa szdrmazik Mohxt6l.
Vegyiink fel egy &, T koordinita-rendszert (2.118 &bra), €s mér-

2,118 4dbra

1
1
!
'; Tnt
J
|

jik fel az n normilisu metszethez

tartozé 6’ll és T ot fesztiltsége-

ket, Igy jutunk az N ponthoz,
amelynek tehdt az n normilisu
metszetben miil6ds feszliltségek a
koordinAtii, Léthat6, hogy a 6, T
koordinita-rendszerben bdrmely met-
szeten milk6dd normil- és nyirdfe-
sziiltségek egy ponttal dbrizolhaték.
Igazolni fogjuk, hogy az 4brizold pon-
tok egy koron, a Mohr-féle fesziilt—-
ségi kordn helyezkednek el.

Legyenek adottak a szilirdtest
P pontjfban az 1. és 2. fesziitségi

féirdnyok és az ezekhez tartozé & 1 6 62 fofesziiltségek, A &, T

koordinita-rendszerben a fGirdnyokhoz tartozé fesziiltségek is egy-egy pont-

61 + 5! 6' - 51
2 ., 2
1
e
0 I -2« I
4 6
5, K K B /
AN |
~—— 7
6y
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tal sbrdzolhat6k, de ezek most rajta lesznek a & tengelyen, mivel
Ti12 =0, A 2,119 dbrén az 1, fdirdnyhoz tartozd pontot I-gyel, a II, f3-
irinyhoz tartozét pedig H-vel jeloitik. Ezutdn a fesziliségi kdrt ugy kap-
juk, hogy az I. és IL pont tivolsdgéra, mint 4tmérdre kirt rajzoltunk.
Jeltljiik ki a P pontban egy tetszleges n normélist, amely o
szdggel hajlik az 1. fGtengelyhez. Bizonyitani fogjuk, hogy az n nor-
milisu sikra ébredS feszlitségek N 4brizol6 pontja a Mohr-kdrdn a
- 20¢  kozépponti sz8ghtz tartozé kerlileti pont.
Szamitsuk ki a -2o¢ kzépponti sz8ghlz tartozé N keriileti pont
koordinstdit., A 2.119 sbrit szemlélve ezek a kdvetkezdk:

6’1+6’2 &, -6

G’n = OB=OK+KB=OK+KNcos 2¢c¢ = P s —2 2 2 cos2 o ,
s, -6'2
Tht = BN = KN gin 2o¢ = - === sin 2.,

Osszehasonlitva a kapott eredményeket az e16z8 pontban felirt képle-
tekkel, 14thatjuk, hogy val6ban a keresett fesziiltségeket kaptuk, &s ezzel
igazoltuk a Mohr-féle Abrizolds helyességét.

Ezek utdn nézzilk meg, hogy hogyan kell megszerkeszteni a Mohr-~
kbrt, ha nem a fGfesziiltségek ismertek, hanem két egymisra merdleges
metszetben ismerjilk a feszliliségeket. Ezzel a szerkesztéssel a f&fesztilt-
ségek nagységat &s irdny4t is megszerkeszthetjlik,

Tegyitk fel, hogy valamely szildrd test P pontjiban ismerjlik az x

és y norm4lisu metszetekben ébredd 6'x, G'y és Txy feszilltségeket.

Azt is tudjuk, hogy a nyiréfesziiltségek dualitisa miatt Tw =~-T 9x°
Rajzoljuk fel 2 &, T koordinita-rendszerben az x é8 y normd-
lisu metszetek feszilltségeit 4brszolé X &s Y pontokat (2.120,b sbra).

I

Az el6z6 pontban megismert

6’1+6'2=.6'x+6‘y

egyenlSségbdl kbvetkezik, hogy a Mohr-kdr kdzéppontjinak az origét6l mért
tdvolssiga:
e'x + &

A 2,120.b sbrira tekintve litjuk, hogy a Mohr-kdr kizéppontjit is
megkaphatjuk ugy, hogy megszerkesztjilk az X és Y pontokat 8sszekdtd
egyenes és a & tengely metszéspontjft. Ezek ut4n kSrzdénylldsba véve a
KX (vagy KY) tdvolsfigot megrajzolhatjuk a P pont fesziiltségi Allapotéra
jellemz§ Mohr-kdrt. A fOfeszliltségek nagysdgit a kir és a G tengely met-
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2.120 &bra

széspontjaindl olvashatjuk le, Megéllapodis szerint a jobb oldall metszés-
pot a © 10 2 bal oldall pedig 2 & 2 féteszliliséget jolenti, A fBfesziilt-

ségek irdnyst a 2.119 4bra kapcsin megismert Ssszefiiggésekb8l hatiroz-
hatjuk meg, A 2.119 4brén 14that6, hogy mig az 1-es f8irfny az n irfiny-
t6l oc szbggel tér el, addig az ezen Irdnyhoz tartoz6 fesziiltségeket dbri-
zolé pontok k6zbtt a kiildnbség -20x kdzépponti szdg. Teh4t ha a 2.120.b
4brdn az x normilisu metszet fesziiltségelt dbrizok X pont és a & 1
f6fesziilizéget sbrazoldé I, pont kBzbtti kdzépponti szbg -2 oc, akkoer az
x Irény és az l-es fOlriny kozotti szdg oc (2.120.c 4bra).

A feszilltségi Mohr-korrdl leolvashatjuk azt is, hogy az adott fesziilt-
ségi Allapot esctén a legnagyobb nyir&fesziiltség mekkora, és milyen nor-
mélisu metszeten keletkezik. A maximélis nyirtfesziiltség nagysiga a
Mohr-kor sugarival azonos:

. _51°%
O =
max 2

Mivel a maximiMs nyir&fesziiltségnek és a 61 f[Ofesziiliségnek a
Mohr-kirén lev8 pontjal k8z6tti kbzépponti szbg + 900, Igy a legnagyobb
nyiréfesziiltségek azokon a metszeteken keletkeznek, amelyek az 1-es fG-
irinnyal + 45%-0s szbget z4rnak be (2.121 #bra),

A maximélis nyir&fesziiltségeket szokis fényirtfeszlitségeknek Is ne-
veznl. Megjegyezzilk, hogy a fOnyiréfeszifltségek sikjaban normslesziiltcég
is keletkezik.
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maximdls nyirdfeszolfségek

Yy Y Sk
z N
y 4 ~2c I.
&
Tmax
X
T

2.121 4bra
Y

2,122 gbra

Példaként szdmitsuk ki a f8fesziiltségeket, és hatdrozzuk meg a fe-
sztitségi fGirdnyokat a 2,122.a 4brin feltlintetett fesziiltségek esetén. Raj-
zoljuk meg a Mobr-kért Is. Az x és y norméilisu sikokon mii8dd fe-
sziiltségek Ertékel:

e'x =+ 80 N/mm2
e'y =~ 30 N/uun2

2
=+ 40 N/mm .
’c:'v /
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A féfesziiltségek:

6 +6 & -6 2
2x_ °y (_x__y.> 2 _
(=1 + + T

1,2 2 = xy

2
_ 80 - 30 I/so+3o 2 )
==y ( = ) +40” = 25 + 68

= 25 + 68 = 93 N/mm>,

=25 - 68 = - 43 N/mmz.

A 61 tehat huzé-, a 6‘2 pedig nyoméfesziiltség.
A fesziiltségi £Girinyok meghatdroz4sa:

2 T
_ Xy 24
tg 2o = e -6 —80+30-0,727,
X y
= 360 = 18°
200 = 369, K= 18",

Az eredményeket célszerilien ugy Abrizolhatjuk, hogy a P pont kbr-
nyezetébSl a fSirinyra merflegesen metsziink ki egy kis elemi hasgbot,
ennek lapjaira éppen a fSfeszilitségek mikddnek (2.122.b Sbra).

A fesziiltségl Mohr-kdr szerkesztését a 2.122.c 4brén ldthatjuk,

A szerkesztést természetesen valamilyen fesziiltség-léptéknek megfelelGen
kell elvégezni,
A sz&mitott és a szerkesztett eredmények megegyeznek,

Az elbébbi példa egy teljesen iltalinos sikbeli fesziiltségi 4llapotot
szemléltetett, A kovetkezdkben néhiny speciflis feszilltségi 4llapot Mohr-
kiorét mutatjuk be.

A 2,123,a dbrdn 14that6é kiézpontosan huzott rud P pontjinak kér-
nyezetébll kiragadott kis hasibnak csak az x normilisu feliletén ébred
fesziiltség. Ez a 6’x normélfesziiltség. Nyiréofesziiltségek az x és y

normélisu sikokban nem miikddnek, és nincs y Irinyu normslfesziiltség
=T =8&_=0).
sem (T X yx v )
Az x &s y fesziiltségi firinyok kell, hogy legyenek, mert sik-
jalkon a nyiréfesziiltség zérus. Igy 6’x = 6'1 és 6’y = 62 = 0. Ennek

megfelelSen rajzoltuk meg a 2.123.c sbrin a Mohr-kdrt, amelyb8l lAtszik,

hogy tiszia huzgs esetén is keletkezik nyirdfesziiltséz a fesziiltségi £5irs-
nyoktél eltér8 metszetekben. A legnagyobb nyiréfeszliltség értéke:
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..a_ i = -
F
@ ¢ ¥
® ’
Y% xe(@
———
6, 1 6<=6;
y=@
2,123 gbra

tmax = & L /2, & ez az l-es I8tengellyel + 45%-0s szbget bezir6 metsze-

tekben keletBmsezik.
A 2,172=4 fbrén a tiszia nyomés fesziilic4gi 4llapotol szemlélietjlik.

o

Az 1828 péEEdshoz képest az eltérés csak annyi, hogy a 6'x elbjele inost

negativ, lye—m feszliltségi 4llapot alakul ki a k8zpontosan nyomott oszlopok-
ban. A f#es=ziltségek: 6, = 0 (ez az algebrailag nagyobb) és 6, =
= 6 < 0.

X

6 7 P% X'@ 627 6x 6,=0

6, =8, 6

y=(D

2.124 fbra

A tiszf—2a nyiris fesziiltségdllapotinak szjdtosslgalt figyelhetillk meg a
2,125 fbrén.. A 2,125,a 4brdn bemutatott kis hassbnak az x & y nor-
mélisu felillemteln csak nyiréfesziiltségek mifkSdnek, és ezek a dualitis té-
tele folyt&n azonos nagysiguak, de ellentétes elfjeMiek. Igy az x és y
normilisu fe=mlliletek fesziiltségelt dbrdzol6 X és Y pontok a T tengely-
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= Ty /
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2.125 &bra

re kerfilnek, kovetkezésképpen az origd lesz a Mohr-kdr kdzéppontja. A f6-
fesziiliségek: &, =+ T Xy és & o= " T xy" A fesziiltségi féirsnyok az

x illetve y tengellyel 45%°-0s szdget zdrnak be (2.125.b és c &bra).

A 2,126, Abrin a hidrosztatikus nyomis fesziiltségi dllapotdt mutatjuk
be. Az x és y norméilisu metszeteken egyenld nagysigu nyomoéfesziilt-
ség milkodik, a nyirdfesziiltség pedig zérus. E fesziiltségi s1lapot Mohr~
kore egy ponttd zsugorodik 8ssze, mivel a két f8fesziiltség egyenlé:

6y
Y

7V, //

6, V7P x G126 o

,’/r/’. 6;=5 6
ﬁ.
Ey‘E _
Y {7

2.126 abra




Mivel a kbr egy ponttd fajult el, ebbll sz is kdvetkezik, hogy egyik
metszetben sincs nyiréfeszilltség, Ez viszont azt vonja maga utdn, hogy
minden irdny fesziiltségi fSirdny.

Ilyen fesziiltségi 4llapot van a [olyadékokban, azzal a kiil5nbséggel,
hogy ott térbell feszliltségi 4llapot van, minden irinyban (példdul az x,y
sikra merdlegesen is) ugyanakkora nyomis uralkodik.

Sikbell fesziiltségi 4llapot esetén a feszilltségi ffirdnyok - kozelits~
leg - becsléssel is meghatirozhat6k. Ennck madjit a 2,127 sbra kapesdn

mutatjuk be.

; o D,
__’Z’yx { sz //
g’-‘-‘l PJ t—g"- ':—6-:—; 4—6’— + le ////
T x 7. il T
Y y YA ’ Y
Ty T s —
{y@ '@|<,6;l 6, 1 YA
®
g
2 a & fdfesziltseg
P becsult ranya
1 /!
2,127 4bra

A 2,127.a 4brdn megrajzolt elemi hasibra a 6:;' e'y. TKY és

’cyx fesziiltségek mitkddnek. A fesziiltségek felbonthatdk ugy, hogy kiilsn
mitkddtetjilk a norm4l- és kiildn a nyiréfesziiltségeket (2.127.b &s c gbra).
Ha csak a normANesziiltségek hatnak az elemi hasébra, akkor a Sy &s
a ey féfeszUltségek. Péld4nkban s'y = 51. mert algebrailag ez a
nagyobb, A nyirdfesziiltségek mikiddése esetén pedig a 2.127.c 4brdn szag-
gatva megrajzolt 459-08 egyenes az 1-es fOiriny. A fentiekb8l kdvetkezik,

hogy ha a normil- &s nyiréfesziiltségek egylittesen hatnak, akkor az l-es
foirdny csak a b és c fbrdn rajzolt irdnyok kbBzott lehet (2.127.d Abra).
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2.4.5 A feszultségi allapot vizsgilata gerendatartdk esetén

Vizsgiljuk meg a fesziiltségi 4llapotot a 2.128.a 4brin ldthaté tarté
K keresztmetszetének P pontjdban, A tart6 K keresztmetszetére 4lta-
lsban az N, T, M, igénybevételek mitkddnek. Ezekbfl a

M
_N__x
6z—A"pJ y
X
és

T 8’
T ==
zy st

ismert, elemi szilirdsédgtani képletek felhasznilisdval kiszdmithatjuk a rud-
tengelyre merdleges metszetben ébredd feszlltségeket. Ezek a fesziiltségek
a P ponton 4t felvett 2z normilisu metszetben milkddnek, ezért kaptik
a fenti indexet.

A fesziiltségi 4llapot vizsgilata céljdbdl messiink ki a P  pont kér-
nyezetébll egy elemien kicsiny hasgbot. A kis hasgdbot az x é&s 2z irdny-
b6l szemlélve lerajzoltuk a 2.128,c és d 4brdn. Itt felttintettiik a kis ha-
séb oldallapjain miiktdd feszilltségeket is. E feszilltségek nagysdga meg~
egyezik a 2.128.b 4br4n levl fesztiltségi diagramok P pontbeli ordini-
tdival. A 6 fesziiltség elljele pozitiv, mert huz4srél van sz8, A kis

hasgb bal oldali metszetén a 't' nyiréfesziiltség azonos irfinyu (és el§-
jelil) a nyiréerdvel.

Az y normilisu metszeten feltételezhetjdk, hogy nincs normilfe-
sziiltség: G’ = 0. (Pontosabb vizsgilatoknil a terhelés &s a reakciderSk
timad4si felﬂletein szokis 6’y—t figyelembe venni, de ennek hatdsa a

kis felilleteken haté nagy intenzitdsu koncentrilt erSk kivételével elhanya-
golhatd, ) A nyirdfeszilltségek dualitdsdbodl kifolyélag viszont nyiréfesziiltsé-
gek mitkédnek az y normilisu feliileteken.

A kis hasib x normilisu metszetein nem mﬁkodnek fesziiltségek,
ygyanis nincs semmilyen hatﬁs ami a tartéban oldalirinyban fesziiltségeket
ébresztene:

G =0

K
Ty O ¢ BT o
fxz

Mivel taldiltunk egy fesziiltségmentes sikot, kimondhatjuk, hogy a P
pontban sikbell fesziiltségl dllapot van.. A fesziiltségl 4llapot sikja az y,z
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2,128 4bra

sik., Ezek utfin az ismert médszerekkel meghatdrozhatjuk a fesziiltségi 41-
lapot féfesziiltségeit és fGtengelyeit.

A 2,128 4brin a gerendatart6 P pontjat teljesen 4dltaldnos helyen
vilasztottuk ki, és meg4llapitottuk, hogy ott sikbeli feszilltségi 4llapot van.
Vannak azonban a K keresztmetszetnek olyan pontjai, ahol a fesziiltségi
sllapot még egyszeriibb, A keresztmetszetnek az als6 &s felsS széls8 sz4-
lalban nincs nyiréfesziiltség, kivetkezésképpen ezeken a helyeken linedris
fosziiltségl 4llapot van, Linedris fesziiltségi illapot van a gerendatarts
keresztmetszetének teljes felilletén akkor, ha a keresztmetszetre nem hat
sem nyir6er8, sem csavardnyomaték, ugyanis ekkor a keresztmetszetnek
egyetlen pontjsban sem ébred nyirdfesziiltség.

Példaként hatirozzuk meg a feszilltségi 4llapotot a 2.129 4br4n l4tha-
t6 kéttimaszu tartd K Lkeresztmetszetének P pontjsban,

A K keresztmetszetben mitkbdé igénybevételek:

T=@—'2—32-1.2o=sokn
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pl
20.1°
Mx=100.1—-2§l—'=90mkN

A P pontbeli fesziiltségek szdmitisihoz szilkséges keresztmetszeti
jellemz6k:

3

J = 20.50_ _ 2,08.105 cr:u4 = 2,09.109 mm4 .
x 12

3 [ 3
S}" = 20.15,17,5 = 5250 ecm = 5,25 . 10 mm ,

7 20 kN/m

[LI:HUJHHLHLHHWW
- K {210m
1.0m

My =30 kNm
®
~—
{ T
Qi N x "
N I AN
1 M- =
oLl del
1
_20em)
i
y
2.129 sbra
A fesziiltségek (2.122.b 4bra):
M 8
6, ==ty = —39—’1-0—3 . 100 = 4,33 N/mm>,
2 % 2,09.10
TS 3 6 .
T e A 80.100.8.25.10 0wy

xy I8 5 09.10% 200

Ezek utin megrajzolhatjuk a P pont kirnyezetébil kimetszett elemi
hassbra miikido fesziiltségeket (2.129.c 4bra).
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A fofesziilts&gek:

- 2
- - 6,+6, \ V(sz 61) Lo? .
1,2 2 - 2 zy
4,33 4,33 \2 2
i = - = .
-43, ( : ) +1,00% = 2,16 + 2,38
&, = 2,16 + 2,38 = 4,5¢ N/mm?
6, = 2,16 - 2,38 = - 0,22 N/mm°.
A fesziiltségi fGirinyok:
2T
_ zZy _ 21,01 :
tg 2ox = 5 -6 - 4,33 = 0,467;
z y
20¢ = 25°
oL = 12030’

2.4.6 A f6fesziiltségi trajektoridk

Az eddigiekben a fesziiltségi 4llapotot mindig csak a tart6nak egy ki-
vilasztott pontjidban vizsgiltuk. A tartSszerkezetek méretezésénél azonban
szitkséges, hogy a tart6 egészében ismerjiik a feszliltségi 4llapotot, leg-
algbbis amnak jellegét.

A sikbeli tart6k fesziiltségi &llapotdnak mindségi jellemzésére a f8-
fesziiltségi trajekiérifk alkalmasak. A f&fesziiltségi trajekt6risk olyan gorbe-
seregek, amelynek érintdi minden pontban a fesztiltségi fSirdnyok. XKét ilyen
; gorbesereg van: a huz6-trajektérifk és a nyomo6-trajektérisk. Az eldbbi
&rint8i az l-es, az ut6bbié pedig a 2-es fSirinyok. E két gérbesereg min-
l den pontban mer&legesen (ortogonilisan) metszi egymsst.

' El8szbr azt vizsgiljuk meg, hogy hogyan v4ltoznak a f8irsnyok a ke~

resztmetszet magassig mentén egy hajlitdsra és egyidejli nyirfsra igénybe
vett tartbéban. A kivilasztott keresztmetszet 6z és sz fesziiltségi

&briit a 2.130 gbran felrajzoltuk. Jelbljlink ki a tarté vizsgilt keresztmet-
szetében kiilonbtzd magassigokat, &s hatdrozzuk meg ott a f6irinyokat.
Példdnkban Ot pontot jeldltlink ki a tartémagassig negyedeiben, &s a vizs-
g4lt pontok kornyezetébOl kiragadott elemi hassbokat kiilén is felrajzoltuk.

A kis hassbokra miiktd0 fesziiltségek ismeretében a vizsgilt pontokban a fe-
sziitségl f0lrinyok az ismert médszerek segitségével meghatirozhaték. Ha
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a pontonként meghatérozott f8irdnyokal a tarté oldalmetszetére rarajzoljuk,
akkor a vizsgilt pontokban a fSfesziiltségi trajektérifk érintSit kapjuk,

A 2,130 4brin bejelslt 6t pont kbzill hiromban speciflis fesziiltségi
&llapot uralkodik: az A pont a tiszta nyomés, a C a tisztz nyirds, az
E pedig a tiszta huzds fesrzliltségallapotiban van. E speciilis fepziiltségi
ilapotok sajitossigainak megfelelfen az A pontban az 1-es fGirdny a
tarté tengelyére merSleges, a C-ben 45%-0s szbget z&r be vele, az E-
ben pedig a tart6 tengelyével pirhuzamos,

A 2,131 gbrdn egy kéttdmaszu, egyenletesen megoszl6 teherrel ter-
helt f8fesziiltségi trajektéridit rajzoltuk meg. E gdrbék pontos felrajzolisa
- még az ilyen egyszerii terhelés esetén is - igen munkaigényes, A tra-
jektériskat ugy rajzolhatjuk fel, hogy viszonylag sok pontban meghatiroz-
zuk a f8lrdnyokat, &s olyan gbrbéket szerkesztlink, amelyek érintSi a fe-

a"

&7

DSINN #

. 131 sbra
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sziiltségi fSirdnyok. Az sbrin a két huzéirajektéridkat folytonos, a nyomé-
trajektériskat pedig szaggatott vonallal rajzeltuk meg. Figyeljitk meyg, hogy
mindkét gorbesereg az alsé, illetve a fels8 5zé1s8 szdlat és egymist me-
rélegesen, a tarté tengelyét pedig 45%-os szdgben metszi.
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3. A TARTOK ALAKVALTOZASA

A tart6k alakviltozdsinak szdmitdsdra hirom alapvetd médszert fo-
gunk ismertetni az aldbbiakban: a kis elmozduldsok elméletével, a munka-
tételek segitségével és a rugalmas vonallal tSrténd alakviltozds meghats-
rozdst. A kis elmozdulisok elméletével gyorsan megdllapithatjuk a tarté
tetsz8leges szdmu pontjinak alakviltozdsit. A munkatételek a tarté egy
(vagy néhiny) alakviltoz4si értékének kiszdmit4sdira adnak j6 moédszert.

A rugalmas vonal filggvényét is fel tudjuk irni differencidlegyenlet integrs-
1isa utidn.

3.1 A tartok alakvaltozdsanak meghatdrozisa
a kis elmozdulasok tételével

Ebben a fejezetben a kis elmozdulisok elméletének ismertetése utin
megmutatjuk ennek alkalmazisiat a tarték alakviltozdsinak szamitisira.

3.1.1 A kis elmozdulasok elmélete

3,1.1.1 A kis elmozdulisok fogalma

Az aldbbiakban ¢sak merev testek sikbeli elmozduldsaival foglalko-
zunk., Képzeljiink el egy merev siklapot, amely a sajit sikjiban mozdul
el. A merevség azt jelenti, hogy a siklap egyes pontjai egyméshoz képest
nem mozdulnak el, méis sz6val a siklap nem deform&lédik, hanem eredeti
alakjit €s méretét megtartva mozdul el eredeti helyzetéhez képest.

Az elmozdulds 6sszefoglalé elnevezése az eltoléddsnak és az elfor-
duldsnak., Ezutdn értelmezzilk az egyes elmozdulds fajtikat.

Egy merev testrdl akkor mondjuk, hogy eltolédik, ha valamennyi
pontja azonos mértékben tolédik el. A siklap eltolédisakor teh4t a sik min-
den pontjinak ugyanakkora az eltoléddsa: pl. az A, a B és a C pon-~
toké egyarint e (3.1 4bra). Az eltolédds egy € eltoléddsvektorral ad-
haté meg, Masként fogalmazva a merev siklap egyenesei az eltolédis sorsn
irAnyukat nem viltoztatjik meg, azaz Snmagukkal pirhuzamos helyzetbe
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3.1 &bra

keriilnek, Az~ € eltoléd4st akkor
nevezzilk poz=itivnak, ha az eldre o
felvett tengeMly pozitlv irinysba mu- . ] T~
tat, pl. a 3. 1 £brén pozitiv. 3
Elfordumlist lithatunk a 3.2 4b- ! !
rén, A mere=v siklap az 0 pont z X A & "
kirlil ¢ szo=ggel elfordul, Ez az el- S~<IB ~
mozdulis me=gadhat6 az 0 elfordu-
l4spont helyz—etével és az elfor-ulis ¥ 0 ¢
¢ szbgével. A ¢ szbg nagysight y'
radi4nban m&STjik, értelmét az 6ra- Yy
mutaté jiris #ival egyezfen nevezzik 3.2 gbra
pozitivnak,
Az O elordulispont és a (¢p szbg valbban meghatirozza a siklap
uj helyzetét, mert ezeknek az ismeretében birraely pont uj helyzete meg-
hatérozhat6. Az Sbr4n bejeloltilkk az A és a B pontok elmozdulisst,
Figyeljiik me=g, hogy minden pont kiriven mozdul el, A pontoknak az O
elfordulispormtt6l mért tivolsiga a kir sugara. Az egyes pontok mozgisa
egy-egy kbrc=ikkel jellemezhet§, s e kircikkel k¥zépponti szdge mind egyen-
18 a siklap e=Iforduldssval. Az C pont koriil bekivetkez8 véges nagysigu
¢ elforduliss kbvetkeztében, tehht a tetszfleges A pont egy kdriven moz-
dul el. E kb—riv hossza:

In

~~
AA =kg

ahol k a kdriv sugara. A tovébbiakban ezt a sugaral karnak fogjuk ne-
vezni,

A kirieren vald elmozdulison kiviil az egyes pontok el is fordulnak,
pontosabban a8z6lva, az egyes pontok kis kirnyezete fordul el. Ez az el-
fordulss ugy érzékelhetS, hogy felvesziink az A ponthoz egy y , z
koordinita-rendszert. A sikkal egyiitt ez a koordinita-rendszer is elfordul.
Kdnnyen bel&thaté: a koordinita-rendszer ugyanakkora ¢ szoggel fordul el,
mint maga a- sik. Birmelyik pontban jeldliiik ki a tengelyeket, ezek mind-
egylke ugyanazzal a (@ sziggel fordul el. Azt mondjuk réviden, hogy a sik
minden pontj=a ¢ sziggel elfordul.
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Az elmozdulisok kbzdtt megklilénboztetlink abszolut (f6ldhdz viszonyi-
tott) és relativ (egyméishoz képest bekGvetkezd) elmozdulisokat (eltolédiso~
kat és elfordulisokat egyarint). Ennek szemléltetésére nézzitk az alabbi
példit,

Képzeljik el, hogy a f6ldhdz képest mozdulatlan rajzasztalunkxa
rajztiblit, erre egy kemény rajzlapot, véglil arra vonalzét helyeziink.
Mozditsuk el kissé a rajztablit a foldh§z rogzitett asztalon a rajta levd
tdrgyakkal egyiitt, Ez az elmozdulis a rajztibla valamely A1 pontjinak
e eltol6ddsaval és 4y elfordulisdval adhaté meg, amelyb8l az egyet-
len merev testként elmozdulé rajztibla, rajzlap és vonalzé birmely pont-
jinak elmozduldsa szdmithat6é. Az egyetlen merev testként elmozduld t4ir-
gyak az asztalhoz (a f8ldhdz) képest uj helyzetbe keriiltek, A foldhoz ké-
pest mutatkoz6 elmozduldsokat abszolut elmozdulisoknak nevezzik, e-vel
és @ -vel jeldljiik.

Ezutdn gondoljuk mozdulatlannak a rajztiblit, és ahhoz képest moz-
ditsuk el a rajzlapot a rajta levs vonalzdval egylitt. Az elmozdulds egyér-

telmilen megadhaté a rajzlap valamely A2 pontjinak u, eltolédassval

és 19-2 elforduldsival. Azonban az A2 pontnak az el3z8 e, és @ 1

elmozdulds4bél is keletkezett valamekkora elmozduldsa. A két hatdsbél
szémithat6 az A, pont e, és ¢, f5ldhdz viszonyitott elmozdulésa.

Az e és ¢y illetve u, és '&2
meg a rajzlap és a vonalzé barmely pontjdnak végleges helyzete., Az u

eltoléd4st és a qﬂ-z elforduldst relativ mozgdsnak nevezziik.

Teljesen hasonléan folytathatjuk tovdbb gondolatmenetiinket. A t&bbi
test mozdulatlansiga mellett a vonalz6é valamely A3 pontjit ug és '\}3

elmozduldsokkal hozzuk uj helyzetbe. A vonalzé A, pontjdnak végleges
- e, és @ 3 elmozdulisokkal jellemezhetd - helyzetének meghatdrozdss-

hoz az e q 1° u2’, 492, u3, «}3 elmozdulisokat kell figyelembe venni,

A fenti egyszerll szemléltetS példdbsl az alibbi - a tovdbbiakban fon-
tos szerepet jitsz6 - lényeges megillapitist vonhatjuk le.

Valamely pont (Aa) abszolut elmozduldsa egy ismexrt pont (Al) abszo-
lut_elmozdulgssbél (e, , cfl) és a kozdttlik levd relativ_mozgisokb6l (uz,
2o g f&o ) sz&mithatd ki!

Az elfordulisokkal kapcsolatos eddigi megédllapitdsaink véges nagysd-~
gu elfordulisra vonatkoztak, A tovdbbiakban azonban csak az ugynevezett
kis elmozdulssokkal kivdnunk foglalkozni, mert a tart6k alakvdltozdsainak
szédmitisakor ezek hasznosithatSk (a tarték alakviltozdsai szemmel alig
lithat6 nagysiguak). Ha azonban az elfordulis ¢ szdge nagyon kiesi - nem
ugy, mint azt a szemléletesség miatt a 3.3 4bran felttintetttik - akkor nyil-

figyelembevételével hatdrozhaté

2
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vdn j6 kdzeli——téssel dolgozunk, ha L
az A pont eltoléddsst egyrészt 1 ﬁ'r—
a val6sdgnak megfeleld AA’ he- 0 4
lyett az A ponton és a forgis- ~~_¢ L
tengelyen Atrmmsmemend sikra merdleges II
AA" vektor———al jellemezzilk, mis- ~~ H

[}

[/

részt az Ammmm' kirly hosszival S~

vessziik egye— nl8 nagynak (1. 3.3 ~~

4brat). A ey
Az eltommum]b6dist az 3.3 4bra

= ck.q¢

képlettel szi——amitjuk. A pontos képlet e = k . tg¢ lenne, de olyan kis
elmozdulisok=—=——v6] van sz6, amelyeknél megengedhetbek a

tgy = ¢ = shngy
cos ¢ =1

kizelitések,

A kis e=Ilmozdulisok alkalmazisakor a fenti kézelitések nagy- mértékben
egyszeriisitie——= a szdmitisokat, elsGsorban azért, mert a kis elmozduldsok
elméletében —=mmfrvényes a szuperpozicié elve. Ez annyit jelent, hogy tébb kis
elmozdulis b=esemckivetkezése esetén a test végsS helyzete fiiggetlen az elmoz-
dulfsok Sorre==mmendjétsl,

Sikbeli elmozdulds nemcsak a sik alakzatoknil képzelhetd el, hanem
térbell kiter e edésll testeknél is. Valamely merev test, egy vagy tSbb elmoz-
dulis bektve—=wllbkezése esetén akkor végez sikbeli elmozdulist, ha az egyes
eltolédisok ve=——ektora egy sikkal pdrhuzamos, valamint az egyes elforduldsok
tengelye egymmmmrnissal pirhuzamos &8 merdleges az emlitett sikra. Ekkor a
merev test ——minden pontja egy-egy sikban mozdul el, és e sikok egyméissal
pérhuzamosa__— k.

A kive—=mtkezOkben olyan sikbell tartészerkezetekkel foglalkozunk, mint
amilyenekrdl___ a 2. fejezetben szilirdsfgtani tanulményaink sorin eddig is
sz6 volt. A szerkezet sikja legyen egyben annak szimmetriasikja is.

A szerkezet pontjal kéziil az alakviltozisok szdmitdsa sordn csak a szim-~
metriasikban ~ fekv8 pontok elmozduldsaival foglalkozunk. A szimmetria
miatt e pontem——k az elmozdulis utdn is a szimmetriasikban maradnak, teh4t
sikmozgist w==mm=égeznek., E pontok elmozdulisainak meghatroz4sa ut4én mdr
birmely mis===mm pont elmozdulisai Is ismeretesek, hiszen a keresztmetszeti
sikidomok v/ ltozatlansigit (Bernoulll és Navier nyomés) ezuttal is feltsé-
telezzitk és em==zek a kereszimetszetek az emlitett szimmetriasikra merdle-
gesek marad. —mak,
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3.1.1,2 A kis elmozdulisok szimitfisa

A merev test eltolédisa egyetlen
pontjdnak & eltoléddsvektordval megadha-
t6, mert minden pont ugyanugy mozdul el.
A merev test egy tetsz8leges A pontja-

nak (3.4 4bra) eltoléddsa @& A " € és el-

fordulds ugyanakkor nem kivetkezik be:

G, = 0-
3.4 4bra Az eltolédasvektor két vetiiletével is meg-
adhat6:
ay " 1€ cos ¢
€ps = I8! sin o< .

Ezutin vizsgiljuk meg, milyen elmozdulist végez a merev test A
pontja, ha a test az O pont koriil q szggel elfordul (3.5 sbra). ElSszér

3.5 dbra

is bekYvetkezik egy elloléd4s, amelynek vektora merSleges a k Kkarra,
a pontot az elfordulisponttal Bsszekits t4volsagra. E vektor nagysdga:

eA=kq.
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Tovébbi bekdvetkezik egy elfordulds:
Gy =@

Vagyis az A pont eltolddik és elfordul. Az eltol6dis vektor vetii-
letei:

= @ cOoS o
ay
eAz=esinoc.

Mivel e = k ¢, igy
e =¢kcos &
ay - ¢

e,z = ¢ k sin oc.

E képletekben a 3.5 4br4irél leolvashatéan
k =k cos oc
4

k =k sin o
y

a k kar megfelel6 vetiileteit jelenti. Végeredményben az eltol6ddsvektor
vetfiletel e vetiiletl karokkal kizvetleniil is kisz&mithaték:

eAy=kzq>
eAz=kyq.

A fentl képletek alapjdn nagyon hasznos szabilyt fogalmazhatunk meg.
Valamely tetszSleges A pont e A eltoléd4sdnak y irdnyu vetiilete (e Ay)

ugy szdmithaté ki, hogy az elfordulds szdgét szorozzuk az elforduldspont-
nak az A ponton dtmend y tengellyel pirhuzamos y’ tengelytdl mért

merdleges tdvolsdgival, kz-vel. Az e Ay vetiilet el6jelét szemlélet alap-

jan 4llapitjukk meg (3.6 4bra). A pozitiv ¢ elfordulds az A ponton fliggd-
legesen felfelé akarja eltolni: a ¢f elfordulds a -y’ irinyt surolja, tehst

®ay elfjele negativ. Hasonlé médszerrel dontjtik el, hogy e Ag POZItIV

eltolédds, hiszen a + ¢ elfordulis a pozitiv z’ tengelyt surolja.
Osszefoglalva a merev test & eltol6d4ssb6l minden pontjfban ugyan-

az az eltolédds keletkezik, az elfordulds mindeniitt zérus. A merev test

¢p elforduldssbél minden pontjiban azonos ¢ elfordulis jbn létre, de az
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3,6 &bra

eltol6dds pontrél-pontra kiilénbdzl (&5 az elbbb részletezett médon sz4mit-
hat6).

Az eddigiek alapjin kdnnyll meghatfrozni egy merev test valamely
pentjinak elmozduldsaft (elforduldsit, eltoloddsiat), ha tibb eltolédds és el-
fordulfis adott. Az egyes elmozduldsok haiisa kiiltn-kiilon szdmithats, s
mivel érvényes a szuperpozicié elve a pont azonos jellegii elmozdulésai
egymisra halmozhat6k, Ez az elmozduldsok vetiileteinél algebral Usszegzést
jelent,

eg=09-10"%m
b
£4=12-10"%m €sy b )
| T
z' ¢ 3
//// g
8 / ¥
~
z :J‘ / A a__|
D I%.-zg.;o-: A
3
| 5,00 m 20 2
- 5
P =t3,1-10" nﬂ ¥ —————y——qr'

} 200 m *

3.7 fbra
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Oldjunk meg erre egy feladatot. A 3.7 sbrdn adott egy négyszbg ala-
ku sikidom. Szfmitsuk ki a négyszdg B sarokpontjinak elmozdul4sit két
eltoléd4dsb6l &€s hirom elforduldsbél (el, ez, @y c,zz és (p3).

Elfordul4sa:

Pp= U1+ Ppt Qg = (~4,043,1-2,3) . 107 =

= -3,2.10°0 (¥ ).

Az y irdnyu eltolédds az adott eltolédisok vetiiletbsszege és az
adott elfordulisok nyomatékésszege az y’ tengelyre. A vetilletek elSjelét
mindig szemlélet alapjsn dontjlik el. Az eltolédisok y irdnyu vetiilete ak-
kor pozitiv, ha a +y’ Irdnyba mutat. Az elfordulisck okozta eltoléddsve-
tlilet akkor pozitiv, ha az y’ tengelyt pozitiv irdnyban surolja. Az 4brin
15thaté, hogy az egyes elforduldsok hogyan suroljfk a B pontba huzott
y’ tengelyt N é g, pozitivan, Py negativan),

2 2 3

= 1,2.10 °.cos 45°-0,9.10 “cos 30° + 2.4.10°° +

By

3 3

+1.3,1.10°-5.2,3.10™° = - 8,49.10“3-7, 79.10  +

+8.10°343,1.1073411,5.10™ = - 16,68.10°m = -16,68 mm (4 ).

Hasonléan a z frdnyu eltolddds:

- - 0 -
ep, = +1,42.10 2sin 45°-0,9.10 2sin 30-1,5.4.107° -

- 6.3,1.10‘3+2,5.2,3.1o'3 = +8,49.10 04,5.10 36,1073 -

-18,6.10" + 5,75.10™ = - 14,86.10 > m = - 14,86 mm (—).

A B pont teljes eltoléd4sa: )

eg = v16,68 +14,862 =22,3¢ mm ().

Az °n ¥’ tengellyel bezirt szige:

e
o =B _ 14,86 ., o5

‘g opy  16:68 =

o = 41,70°,
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3.1,1.3 A lancolatok kialakitisa

Az egyértelmiien meghatirozott sorrendben, valdsigos vagy csak kép-
zelt médon egyméishoz kapesolt testekbS] 4116 mechanikai alakzatot l4nco-
latnak nevezzitk. A tovibbiakban csak sikbell lAncolatokrél lesz szé. Ilyen
l4ncolatnak tekinthetjitk a fentiekben tdrgyalt testek Usszességét, amennyiben
vastagsfgukat tbbi méretikhdz képest elhanyagoljuk. A 3.1.1,1 fejezet pél-
dijsban az egyszerll testek kapcsolata a leheté legszabadabb, mert szerke-
zetileg tulajdonképpen nincsenek Gsszekapesolva,

A lncolatok szerkezetileg kiilonbdzdképpen lehetnek kialakitva. A l4n-
colatokban a tart6lmil alkalmazott kényszereken (pl. gdrgls megtimasztis,
sikbell csukl6) kiviil hdrom jellegzetes kapcsolat szokisos. A 3.8 dbrin 14t-
hat6 e hdromféle kapcsolat, egyrészt sematikus fbrdzolisban, mdsrészt a
lehetséges elmozdulis irinyit berajzolva. Mindegyik kapcsolat csak egyféle
elmozduldst tesz lehetOvé: az elsG csak elforduldst, a méisodik csak ten-
gely irinyu eltoléddst, a harmadik pedig csak tengelyre merdleges irinyn
eltolédast. A szerkezeti rajzokkal érzékeltetjilk, hogy a kapesolatok, mik8z-
ben egyféle elmozdulist megengednek, az abrikon elSforduls mésik kettSt
viszont lehetetlenné teszik.

—o = i+

1

5

3.8 dbra

)

1
‘%ttf B

haladds irdny

{

3.9 4bra

A 3.9 4brin lithaté lincolat egyes elemeit csukl6k kapcsoljdk Gssze,
ilyenkor csukl6és l4ncolatrSl beszéliink. Amennyiben a lincolatot alkots me-
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£ ¥ alakuak, Xkor az alskzatct rudlancoazk nevezzik, 4 3,9

< SZ erint csuklis rudldncot lAthatunk.

ncok . atok elemeit jobbrdl baira szoktuk megszidmozni, a haladisi

hat jobbrdl balra irdnyvl. Szdmozhatjuk a kapcsolatokat is (arab
. &b —x4in; &5 a7 eclemekel is (r6mal szdmok).

nco———— " atok elmozdul4saindl, amint azt a kordbban bemutatott példs-
regh TNapitottuk, megklilonbsztetlink abszolut és relativ elmozduls-
ok j 161650

ab g 7m— olut elfordulds

ah s r— ]yt e ltol6a4 s
relam————— - —tiv elfordulds
rel aeee—————————tjy eltol6d4s.

hsz oyt elmozdulis a f51dhdz _mérten bekvetkezl elmiozd-'sst

b5z emeeee—— 1yt ¢Imozdulisok eldjelét mé&r koribban tisztdztuk, most a
n tiseeeeeeessssssmtetjiik fel, Az elfordulis akkor pozitiv, ha az 6ramutaté j4-
ege==———==—o—=—===xxyez0, Az eliolédds elGjelét mindig a megleleld tengellyel tud-

ilnl, Ha példdul y irdnyu eltol&lisunk van, ugy azt akkor ne-
zitiv nsk, ha nyila azonos irinyban mutat a +y tengellyel,
z
+ ————
14 ) e
+Cy
t A t g
3.10 dbra
ol esme——zdulis g lincolat valamelyik elemének az egylk el8z8 - rend-
kS e ot Jlon_megel8z8 - elemhez yiszonyltott elmozdulgsdt jelentl.
aa megeldz6 elemet mozdulatlannak tekintjilk, akkor a kbvetd
ozdu —14sa jelenti a relatlv olmozduldst. Itt fontos szerepet jitszik
1litet— t haladdsi értelem, =amely megszabja az slemek sorrendjét.
slatt v elmozdildeok elSjelét a kivetkezdképpen értelmezzitk, A reo-
dulé 8 (a megeldz8 elemhez képest a kbvetS elem elfordulfea) az
| {ir==—seeeesamm—isival megegyezGen pozitlv, ha a haladisl értelem {ohbr6l
at ( 3,11.a fbra), A 3.11.b &brén ldthatjuk, hogy balrél jobbra
setér— —x ghhoz, hogy az 1+ 1 és | elem kizbitl szg a fentivel
gyen vo-———p hegativ ol elorduldst kell beiktatni, Ezt ugy is megfogal-
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3.11 4bra

mazhatjuk, hogy balr6l jobbra haladis esetén a relativ elforduldsok elSjelét
meg kell forditani! A relativ eltoléddst (annak vetiiletét), akkor nevezziik
pozitivnak, ha a megelSz8htz képest a kiovetS (jobbrsl balra haladva) a meg-
felel§ irdnyu tengely pozitiv dga felé tolédik el.

3.1,1.4 A lincolatok fiigglleges elkoldddsi sbrii

Az eddig tanultak birtokéban a lincolatok eltoléddsi 4br4it mir fel
tudjuk rajzolni. E fejezetben csak fliggfleges elmozdul4si 4brikkal foglal-
kozunk, de az elmondottak alapjdn értelemszertlen mis irdnyu eltolédssi gb-
rék is elG4llithat6k,

A lincolatok fiiggSleges eltoléd4si sbrii azt mutatjsk meg, hogy a lin-
colat egyes pontjai a kapcsolati pontokon felvett relativ elmozduldsok hat4-
sira fiiggdlegesen mennyit tol6dnak el, azaz a pontok tényleges eltolédis4-
nak mennyl a fiigg8leges vetillete, Az eltol6d4si sbra birmely ordinitdja a
rudlinc folStte lev8 pontjdnak eltol6ddsst mutatja,

Vizsgiljuk meg a 3.12 4brin l4thaté rudlincot, amelynek méretei
adottak. Az Sbrin vegyes lincolatot l4tunk, amelynek rudjai csukl6val, il-
letSleg rudtengelyre merdleges eltoléddst lehetdvé tevd kapesolattal illesz-
kednek egymsishoz. A rudlinc jobb oldali vége girgds tfmasszal kapcsol6-
dik g f5ldhéz, de az itt fellépS mozgdsok ismertek (e,, ¢ A). Adottak a

kapcsolatokban bekvetkezd 491. 49'3 és u, relativ elmozduldsok,
A fugglleges eltol6ddsi (ey) gbrat torzitva rajzoljuk fel. Ez annyit

jelent, hogy mig a l4ncolatot y &s =z irdnyban is azonos 1éptékben &b-
rizoljuk, addig az eltoléd4si dbra vizszintes &s fligg6leges értelemben
mAs-més méretardnyban késziil. Vizszintes irfnyban a lincolatéval meg-
egyez8 méretarinyt huszniljuk, fligg&legesen az eltol6ddsokat ehhez képest
felnagyitva rakjuk fel, valamilyen 1 cm (=) x cm alaku eltoléddsi 1épték
szerint.

A fiigglleges eltolédasi 4brat vizszintes tengelyhez fogjuk felmérni.
Mé&dszertink a szuperpozici6 lesz, vagyls sorra feltételezziik, hogy a Mnco-
laton csak az e A Pa 1}1. u,, q}3 elmozdulds jon létre, ezekbil
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3.12 4bra

£rozzuk meg az egyes pontok fliggleges eltol6d4sst, amelye-

3sszegeziink,

intes nullvonalt6l mérjik fel eldszbr az A kezddpont eltol6-
fuggdleges vetilletét, Ha csak ez az elmozdulds jén létre,

sssssssssss—————15d48] §bra a nullvonallal pirhuzamos egyenes, mert minden
—yit tolédik el. E mozg4s kiozben feltételeztilk, hogy a tibbi
— glatt az idG alatt nulla,
J8jjon létre a kezdGpont ¢p A elforduldsa, feltételezve, hogy

=———————o—===mn nincs relativ eclfordulis, azaz a lincolat egyetlen merev
Imozdulni. A ¢ A abszolut elfordulds hatfsira az egyes

A4ssnak fliggbleges Irdnyu Usszetevdje az elforduldsponttél (A)
izgzintes vettiletével (a z Irfinyu karral) ardnyos. Vagyis a
R 4 sb 6] keletkezl fligghleges eltoléddsl 4bra egy egyenes, amely
I A hajldsszget zdxr be.

pozitiv elfordulds hatfisfira a lincolat minden pontja felfelé
hiszen birmely ponthoz illesztett +y’ tengelyt negativ irfiny-
esssses—————urolja 2 o elfordulds.
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Ezutin kovetkezik be a "11 elfordulds. Az I. rud mir nein mozdul

el, aII,, OI. é IV. pedig egyetlen merev testként elfordul az 1. pont
koriil «&1 szdggel. Az eddigi eltoléddsi dbra az 1. ponttdl balra médosul,

tovabbi felfelé bekivetkezl elfordulisok keletkeznek, melyeket a G VO-
nallal ,\}1 szbdget bezdrS egyenes hatirol, A +'\$Ll~b6'1 keletkez8 eltols-

disck is felfelé mutatnak, ugyanis hatdsira minden ponton az odahelyezett
+y’ tengelyt negativan (felfelé) évinti a "}1 elfordulds,

A 2, kapcsolatban létrejon az u, relativ eltol6dss, ennek fliggble-

ges vetiiletét kell venniink, Igy a 2, pontt6l balra lev8 II-IV. rudak az
e16z8 vonallal pArhuzamos helyzetbe keriilve u értékkel tolédnak el £51-

felé. %

Végll a 49'3 1étrejittekor mir csak a IV. rud fordul el 1&3 szbg-

gel &s tolédik el folfeté. Ezzel megrajzoltuk a fliggdleges eltoléddsi sbrat.
A feladat szdmitissal Is megoldhats. Irjuk fel el8szdr az 1. pont el-
mozdulisalt (elforduldsit és eltoldddsanak fliggbleges vetliletei):

Gy =+ P,

oy =ty " Faly-

A 2, pont elStt és utin Is kiszémitjuk az elmozdulisokat:
J_
Pp=tda*

J— -
Oy " teay T Ualytt) -t

b
Pa=t @+
eb=e - (¢, +¢,)~- 4, 4, -u
oy " %Ay ~Palyt it 152 " Uy

Hasonléan a 3, pont elmozdulisai:
Gg=tdpt

gy “Cay T Ga lly t iyt =By (L +Ey) mu, .
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— B pont abszolut elforduldsa és abszolut eltoléddsdnak y
—t 0

Pat ¥yt

L <ay” Palytly gt bl vt vty -
L Ny T Y3ty

wket 41talinositva a kordbban mir emlitett alibbl megillapitsist
—ancolat valamely pontjinak (B) abszolut elmozdulisai (e B)

hat6k ki, ha ismerjlik valamely, a sorrendben megelozo, ki-
(A) abszolut elmozduldsait (e,, ¢ A) és a két pont kizotti

—— 15 50kat, Az elmozduldsok szimitdsi képletei:

B B
eBy=eAy-q’AkABy— 2 ujy- %l&ik .

iz

megillapitist szimboliusan az alibbi, az erdknél megismerthez
reessessssss——— £rt Ekiiségl kijelentéssel fejezhetjik ki:

g ) = [oar Par (i (]

ten felhiviuk a figyelmet a haladisi Iriny jelent8ségére, amely
—— ]at iy elmozdulisok elSjel meghatdrozéssban jdtszik szerepet.
Jamely pontjdnak elmozduldsft a haladdsi irdny szerint az ille-
I 01578 elmozdulisok mindegyike befolydsolja, de a kivet§ pon-
—— 7 0ZAu14 SOk hat4stalanok,
tik el a 3.13 4brin megadott rudlinc fliggSleges eltoléddsi 4b-
I S nc  jobb oldali végpontjin csuklé és hengerszekér a kapcso-
3. pontban csuklés kapcsolat van, Adottak az 1, pont abszolut

ql és e lletve «9'2 és 19«3 relativ. elforduldsok.

eessssssssssssssssss uk ki az 1., 2., 3., &s 4. pont abszolut eltoléddsdnak fiiggd-
Taasssammmamssamnt, Az 1. pont fliggbleges eltoléddsa az o fliggBleges vettile-
utat, tehdt negativ:

e =-2102amn45° = -1,41.10 2 m (1)

1y
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x 3 -3

b Vi=-5510"7  p.-310 2

— 3 \o
- A

° (XN

—_\‘.—_

‘1

=

1S

3

2

'Y

§,~-65-107§ 7‘

3.13 4bra

A 2, pont eltoléddsa a megel8z3 e, @ ; elmozduldsokb6l szdmit-
hat6:

e. = -1,41.10"2—2,5.2.10'3 =-1,01.10 % m (1)

2y

A q;l-b61 szémithat6 eltolédis szintén negativ, mert N felfels

surolja a 2. pontban elhelyezett +y’ tengelyt,
A 3, pont eltol6disinil e cpl. q,tl-et kell figyelembe venni:

2 3

e, = -1,41.1072-5,5.2.10 3+3.3.10° = -1,61.10 % m (t)

3y

A qal-bb’l negativ, a 19‘2-b6'1 pozitiv eldjelli fligglleges eltolsdss
keletkezik, Ugyanis pl. a - ,\92 elfordulds a 3, pontban elképzelt + y’

tengelyt pozitiv irdnyban érinti.
A 4, pont eltolddiséinak meghatirozisakor az 8sszes mozgdssal sz~
molni kell:
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- - -3 -
1,41.10 2. 8,5.2.10 3, 6.3.10 ~ + 3.5,5.10 8.

0’34010-3 m (* )'

ot eXforduldsck mindig a megel6zd elfordulisok Bsszegzésé-
Az Bsszegzést most csak a 4., pontban irjuk fel:

2,107 - 3.10°% - 5, 5,107 = - 6,5.107° =

0,0085 (\_4).

7O pontok birtokiban felrakhatjuk az ey eltolédasi dbrat.

_zintes méretel a rudlinccal azonos léptékben M = 1-'90-ban
va, a fiiggGleges méretardny M = 1:1.

3.1.1,5 A ldncolatok elmozduldsai

~—mbi példin egy egyszerii ldncolat néhiny jellegzetes elmozdu-
< iszamitani, és enoek alapj4n megrajzoljuk a lincolat ¢lmoz-
—t, miés széval a ldncolat deformilt alakjit.

&brin l4thaté csukl6és rodiinc relativ elfordulisai legyenek

. Hatirozzuk meg az A pont elmozdulésait. Ha el8ezér a
As kovetkezik be, akkor az A pont Al helyzetbe kerdiil
ezért derékszdgll marad a sarok); majd a 4.9-2 elfordulss
N DD 8.2 Az-be. Az A pont elmozduldsait ki is szdmithatjuk

, ., batdsdi egyarint figyelembe véve):

Gy = - 2,105,207 = + 3.1073 Y

e, =-210°.3++510°8=+010"m (e )
Az

Cay = 2202244107 m ()

—ig megoldott feladatokn4l csak a lincolat jobb oldali végpontja
kapcsolva, Vannak olyan lincolatok, amelyeket tobb kényszer-
bz rogzitink, A tovébbiakban killonb8z8 kényszerekkel a fold-
Kincolatok ismeretlen elmozduldsalt hatdrozzuk meg.
&bra szerinti lincolat egy A - B kéttimaszu tart6b6l szir-
= oly m6don, hogy a C pontba csukl6t iktatunk be. A merev
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3.15 4bra

és hatfrozott kéttdmaszu tar‘6ba beiktatott C csuklé labilis l4ncolatot

eredményez. Legyen adott a C pontban a 4 relativ elfordulds, hatdroz-
zuk meg a Ga 9B tdmaszponti elforduldsokat, és a C pont eC el-

tolod4sst. Rajzoljuk meg az e
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figglleges eltoloddsl 4brait is. Megjegyez-
zilk, hogy a kis elmozdulisok miatt az A és C pontok vizszintesen




nem tolédn:l: el, ugyanis ezeket mint magasshb rendliien kicsiny mennyi-
ségeket elhanyagoltuk,

Az Ismeretien elmozdulisck kisz4mitisa egy korébbl fontos megilla-
pltdsunk alapisn lchetséges. Egy pont ismeretlen elmozduldsai kiszimitha-
16k egy mdsik pont lsmert abszolut elmozdulisa és a kettl kbzolti relativ
elmozdulisok isineretében. Az ismeretlen tdmaszponti eXordulds kiszdmi~
tisira eltn:6ddsi egyenletet irunk fel. A B pont mozgésit feltételez-
zlik, hogy t g Ebb#] kiindulva felirhatjuk az e Ay eltoléd4st, amely-

r8l zleve tudjuk, hogy nulla:

ey=-q?B.l-'J—a=0

A

9="%% ()

A felsd cgyenletben +q)B--b61 és +* -b&l az A ponton negatlv eltol6-

d4s ad6dna. (Ezek az clordulisck az A pontbs illesztett +y' tengelyt
negativ irdnyber $vintik.) Ahbor, hLogy az eltniiddis zérus legyen q:B-nek

negativnak kell lennle. Amennylben az ismereilen ¢lmozduldsrsl fellesszik,
hogy pozitiv, a kiszémitott el6jel egyben az =ifordulis el8jelét is adja.
Fontos azonban, hogy a tényleges irdnyt az dbrénkon kijayitsuk. Ha ez el-
marad, a tovibbiakban szemléletb8l megsllapitott eltolédisok elSjele hibas
lesz.

Az A ponton keletkez§ elfordulds legyen + & A Most az eBy =0

egyenletet tudjuk kihaszodlni, ha A-b51 kiindulva felirjuk B fiiggBleges
altolédssat. Nagyon vigyfwzunk azonban a relsiiv elfordulis eldjelére. Meg-
vAltozott a haladdst irdny, a -t forditott elSjellel kell sz&mitdsba venni,
azaz most negativ lesz. Balrél jobbra haladis esetén +F Irdnyst a tuvib-
biakban mindig szaggatva fogjuk feltfinteini. Az abszolut elfordulfsok eld-
jelét (pl. ¢ A~t) nem kell megforditani, A fentiek ismeretében + ¢ A le-

fels, - felfelé érintl 2 B pontban huzott +y’ lengelyt, mésképpen
megfogalmazva lefelé, illeive felfelé tolng el « B pontot.

oy = da t-4.b=0
g, =%% (7w
Az gbrab6l leolvashats:

|¢A| + IQBI = "'
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a tdmaszponti elforduldsok abszolut értékeinek Osszege egyenld a relativ

elfordulds nagysidgdval.
Ugyanez az elfordulds meghatirozhaté B-bdl kiindulva BN és a

koztitk levd relativ elfordulds ismeretében:

().

T

QA=_QB+&=-&%+&=JL%=&

A C pont eltoléddsa A és B elmozdulisainak ismeretében bir-
mely oldalr6l kiszdmithats. Célszerii, ha lehet jobbrél balra haladni,

mert akkor a relativ elmozdulisok eljele nem viltozik meg.

b=+3¥ b (4.

eC = + CPB .
"égiil hatdrozzuk meg a 3.16 4brin lev8 lincolat ismeretlen elmoz-
duldsait. Adott a C ponti relativ elfordulds q}c.

€p & e
o n
i ot G

L sl L et
| B Sl e
! {
' ! Uz,
| (a
. !
3 |
! !
%‘ ¥
"U'Q"A
{
. T\e
N~ A %5
30m i 40m |
T“ —f 1
Y
3,16 4bra

Az
B-bdl kiindulva:

eyy = " ¥p
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A pont fiiggbleges eltolédisa, ami nulldval egyenld, felirhat6 a

7-2.102.3=0




%10'3 = - 0,857.10 ().

Hasonlbéan felirhaté eBy = 0, azonban ne felejtsiik el a relativ elfor-
dulds eldjelét megviltoztatni negativra:

-3
®ay =+ LPA.'T-Z.IO 4 =0

8 -3 _ -3
Pp=5- 107 =+ 1143000 (M.

Ellendrzésként N felirhat6 ch-bb'l kiindulva:

@a=9p* Y= - 0,857.10'3+2.1o'3 =+ 1,143.10’3 ().

Szdmitsuk ki az eltoléddsokat is. A B pont vizszintes eltoléddsa az
A-b6l kiindulva, vagyis balr6l jobbra haladva irhaté fel., A vizszintes el-
tolédds szdmit4sakor a karokat fiigg6legesen kell venni.

e, =+ 1,143.10'3.3,5 24103 m (—.
Bx

A kis elmozduldisok esetében e =@ =e = + 4,10—3 m, A C
Dx Cx Bx

pont fiiggdleges eltolédisa jobbrél balra haladds esetén a B pont abszolut
mozg4sibél kiindulva:

ey = +0,857.10 5.4 = 3,429.10 " m ().

Ugyanez az eltolédis A-bél kiindulva, balrél jobbra halad4dssal is
felirhat6. A haladdsi irdny megvélrozdsa miatt Ya elGjelét nem kell
megforditani.

3 3

e. =+1,143.10 °.3 = 3,429.10 " m ({).

Cy

3.1.2 A kis elmozduldsok elméletének alkalmazisa
a tarték alakvéltozdsdnak szamitdsara

A kis elmozduldsok elmélete lehetOséget ad a tart6k alakvdltozdsinak
meghatdrozdsira. Ha ismerjikk a tarték relativ elmozduldsait, ki tudjuk
szdmitani az abszolut elmozdulisokat. A tovdbbiakban megismerkediink a
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relativ elmozdulisok meghatirozisival, majd ennek segiizégével abszolul
mozgisok szimitisdval

3.1.2.1 Fajlagos elmozduldsck

Vizsgiljuk meg egy szimmetrikus kereszimetszetil sikbeli hajlékony
rud dz elemi hosxzusigu darabjit (3.17 dbra). Az egyméstél dz {4-
volsigban levd keresztmetszetekkel hatdrolt ruddarab alakviltozdsst oly
moédon vizsg4ljuk, hogy a jobb oldali metszetet mozdulatlannak tekintjuk, és
ehhez mérten rajzoljuk meg a bal oldali keresztmetszet elmozdulisst.

oz, ==

!
i
o, | L 4T L
a

!
s i
Ll
!
.

l 2L
I T e
® © @

3.17 4bra

Ll 1L

A bal oldali metszet relativ elmozduldsa 4ltaldban egy ferde di el-
tolédis és egy d+) elfordulis (3.17.a Sbhra), A di a kereszimetszet
sulynontjénak eltoléddsvekiora. Ezek az elmozdulisok relativ jellegiiek,
mert nem a f6ldhtz, hanem egy mésik keresztmetszethez viszonyitottak.
Az elemi ruddarab eme deformécidja az fbrén is bemutatott hirom Ussze-
tevire bonthats fel:

duz tengelyirdnyu eltolédds (3.17.b 4bra),
duy haréntirinyu eltolédds (3.17.c £bra),
d$ elfordulds (3.17.4 4bra)

A fentl elmozduldsok elemien kicsinyek, mivel az elemi hosszusigu
ruddarabon alakulnak ki, ezért alkalmazzuk a d differencifljelet. Az el-
fordulisok hosszusig dimenzibjusk, az elfordulds dimenzié nélkiili.

Az elem! ruddarab relativ elmozduldsal alapjén értelmezhetjlik a faj-

lagos elmozdyldsokat:

€= g_‘_‘_z_ fajlagos nyulds (fajlagos tengelyirinyu eltolédss)
dz
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ill fajlagos szdgtorzulds (fajlagos hardntirdnyu eltoléd4s)

T= dz
k= % fajlagos elfordul4s

Az € és a p dimenzi6 nélkiill, a fajlagos elfordulis mértékegysége

m-l. A fajlagos elmozdulis tulajdonképpen a rudtengely mentén bekdvetkez§
relatlv elmozdylisok intenzitisa, Ezek 1z intenzitdsok a rudtengely bizonyos
pontjdhoz vannak rendelve, és 4ltaliban a rudtengely mentén viltozék (l4sd:
3.18 4dbra).

A tart6k deformici6jst javarészt a terhek okozzdk, A [ajlagos elmoz-~
dulisok ebben az esetben kozvetleniil a terhek kivdltottz igénybevételekbdi
hatdrozhat6k meg. Az egyszeril igénybevételeknél tanultuk, hogy az N
normilerd, a T nyoméerS é8 az M hajlitnyomaték milyen fajlagos
elmozduldst okoz (l4sd: 3.18 4bra).

A huzis-nyomés igénybevétel szimitisakor megismerkedtink a Hooke-
torvénnyel, amibdl a fajlagos nyulss (l4sd: 2.2,1.1 pont)

§ N

€=F “Ea’
- ahol E a rugalmassigi modulus, A a rud keresztmetszeti terillete,
A kizpontos normélerSbdl keletkezd fajlagos nyulfs a keresztmetszet min-
den pontjsban egyenld, de kereszimetszetenként v4ltoz6 lehet. A normilerd
hat4sdra az egyenes tengelyli rud valamennyi pontja csak rudtengelyirdnyu
eltoléd4st végez, és igy a rud tengelye egyvenes marad (3.18 4bra). A haj-
1it4sb61 is keletkezik a keresztmetszet egyes pontjaiban fajlagos nyulds,
de éppen a sulypontban, a rud tengelyében nem. ;

A g fajlagos szSgtorzulds a nyirSigénybevételbSl nyerhetd (l4sd:
2,3.3.3 pont):

A fajlagosszigtorzulis arfnyos a T nyirberdvel és a ¢ alaki ténye-
zGvel, forditva ardnyos a nyirdsi modulussal és a keresztmetszeti terfilet-
tel. A nyir6er8 hatdsira az egyenes tengelyli rud valamennyl pontja csak
a rud tengelyére merslegesen mozdul el (3.18.b ébra).

A fajlagos elfordulis a hajlit6igénybevételb8l hatdrozhat6 meg. A tisz~
‘ta egyenes hajlitdsnil meg4llapitottuk (l4sd: 2.2.3.1 pontot):

i@ = _M_
dz EJx

Ennek ismeretében a k fajlagos elforduldsra a
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Ysszefliggést nyerjlik, ugyanis

de _d+ _

dz  dz - K-
A fajlagos eMordulis egyenesen arinyos a hajlitbnyomatékkal, forditottan
a rugalmassigi modulussal, és a hajlit4s tengelyére vett tehetetlenségi
nyomatékkal. A hajlitdisra igénybe vett rud tengelye meggdrbiil s az egyes
pontjai z &s y Irfnyban egyarint eltol6dhatnak (3.18.¢ £bra).

Fajlagos elmozdulisok szdmithat6k més hat4sokbél is: pl. hSmérséklet-
viltozdsbél, tdmaszstillyedéshGl, gysrtdsi hibsb6l stb. Az alibbiakban a
h8mérséklet-viltozds két fajtsjsval az egyenletes és az egyenlStler h&mér-
sékletviltoz4ssal foglalkozunk.

Az gpvenletes h8mérsékletviltozds hatdséra a rud minden pontjiban
ugyanannyival emelkedik meg, vagy silllyed a hGmérséklet. A h¥mérséklet-
viltoz4sb6l a fajlagos nyulds:

€ =oc, At

képlette]l szdmithat6, ahol At a h8mérséklet véltozésa °C-ban. oc a h8-
tégulssi egylitthat6 1/9C dimenzitban.

Az egyenlStlen h8mérséklet-v4ltozds a rud hossza mentén, annak
minden keresztmetszetében egyenlS szabflyossdiggal alakul ki, a kereszt-
metszeten bellil, a magassig mentén viltozik, mégpedig 4ltaldban linedrisan,
Az egyenlitlen jelz§ tehdt annyit jelent, hogy a keresztmetszet szélsé
(als6 és felsd) szdlalban killonb8z8 mértékben véltozlk meg a hSmérséklet,
a kbzbens§ szflakban pedig linedris az tmenet.

Az egyenlStlen h&mérséklet-valtozds hatéssit vizsgiljuk meg a 3.19
fbrin lithat6 y tengelyre szimmetrikus keresztmetszetll, m magassdgu

tral dz
T
I
z : ’du; I __‘24 A

] ‘ E

]
Y
1}
L —_
|f‘¢d42|l dr } y

8.19 fbra
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rud dz hosszusigu darabjin. A viltoz4s itt most jelentsen hSmérséklet-
emelkedést, a szdlak megnyulnak: ta az als6 szl h8mérséklet-viltozdsa,

t. a fels8 sz4l hdmérséklet-valtozdsa. Az elemi ruddarab bal oldali ke-
resztmetszete a jobb oldalithoz képest eltolédik és elfordul. A du, eltol6-

ddst a rud tengelyében mérjlik, a keresztmetszeti sikidom sulypontjiban,
ahol a hdmérséklet-viltozas te-

Az elemi ruddarab relativ elmozdulﬁsai az 4br4bél leolvashatéan:

duz = tsoo dz

t -tf
d-o ='3—;—ocdz

A fajlagos elmozduldisok:

duz
€ =——=xt
Z 8
t -t
k=2_2a s
Z m

E képletek elSjelhelyesen adjdk a relativ elmozdulisokat, ha pozitiv-
nak vesszitk a hmérséklet emelkedést és negativnak a csdkkenést.

3.1.2,2 Relativ_elmozduldsok

A rudak relativ elmozduldsain mindig valamely keresztmetszetnek
valamelylk sorrendben megel8z8 keresztmetszethez mért elmozduldsait
értjik,

A dz elemt hosszusigu ruddarak relativ elmozduldsst a 3.17 gbran
l4ttuk:

du =¢€ dz
z

du = o dz
uy T

d¥ =k dz

Most vizsgiljuk meg a véges hosszusigu egyenes rudszakasz relativ
elmozduldsait, vagyls azokat az elmozduldsokat, melyeket a bal oldali

rudvég a jobb oldalthoz képest végez. A fajlagos elmozduldsok fliggvényeit
integrélni kell a rud hossza mentén:
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A fajlagos elmozdulisok a fenti egyenletekben birmilyen hatésb6l ke-
letkezhetnek.

Amennyiben a fajlagos elmozdulfsokat az igénybevételek okozzgk, fel-
hasznithaték a fajlagos elmozdulisok &s az Igénybevételek kizdttl kordbban
Ismertetett Bsszeftiggések (3.18 &bra).

A normilerdbdl csak rudtengely irinyu eltolédds keletkezik (3,18.a
ébra):

!N
" =j:::zdz
}A

0

Tekintsttk a rudat §lland6 kereszimetszetlinek, vagy legaldbb szaka-
szonként annak vehetSnek, ekkor EA 4llanddé az integréljel al6l kiemel-
het8, Végll csak a normélerdfbrat kell integrilni a rud tengelye mentén,
Ez az Integrdl a normélerd 4bra terillete: AN Vagyls az

2

U “EA

képletet kapjuk.
Hasonléan a nyir6er6bsl csak rud tengelyre merSleges eltolsdss 1ép
fel (3.18.b &bra):

¢

=f96—1;-dz=aAI-.
0

179



A hajlitényomaték hatdsira a rud tengelye meggirbiil, és egyes pont-
jai el is tolédnak. A relativ elfordulis (3.18.c 4bra)

L
A
| SR Y &
""JEJ 4 = £1
0 X X

A hajlitdsra igénybe vett rud tengelye uy harantirdnyu eltol6dist is

szenved, ezt rogtén részletesen is tdrgyaljuk. ElStte egy megjegyzés: min-
den eddig részletezett relativ elmozdulds a megfeleld igénybevételi dbrival
ardnyos, Tehit két keresztmetszet egyméishoz viszonyitott elmozdulisai a
két keresztmetszet kdzotti igénybevétell dbraszakasz teriiletével arinyosak,

Térjlink vissza a bajlitott rud relativ eltolédisinak meghatirozisira.
Rajzoljuk ki mégegyszer a 3.18 4brin mir felrajzolt hajlitott rud tengelyét
(3.20 4bra).

L (-2
| dz z 4
z 8 T ’] i
f-d-lf A
I | £
; &
T g s
{
l-2 !. Z3
-
C— O
3,20 4bra

Jelsliink ki a rudon egy dz hosszusdgu elemi részt. Ennek az
alakviltozds utdin a meggdérbillt rudon a ds ivdarab fog megfelelni. Mivel
kis elmozduldsokkal foglalkozunk, ezért az egyes pontok az eredeti rudten-
gelyre merdlegesen tolédnak el, tovdbbra is ds = dz (vagyis a z Irdnyy
eltoléddsokat elhanyagoljuk).

A dz szakasz végein lev8 keresztmetszetek relativ elfordulfsa az

eddigiek alapjén
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dd == dz

Ez a d< szdg megmutatkozik az elfordult két keresztmetszet kizbtt,
de a ds lIvdarab két végpontl érintSje kozdtt Is. Ezek az érintSk kimet-
szik az A pontl fliggSlegesbdl a d uy jelii tdvolsdgot, amely az A

pont fiiggGleges eltol6ddsst jelenti a d % elforduldsbél, vagyis a dz de-
rab meggdrblilésébsl, A d+ elfordulis eljele - megegyezden a nyomaték-
gbrival - negativ, amib8l pozitiv eltolédis keletkezik. Mivel a dz t4dvol-
s4g elemien kicsiny, azért a d++ elfordulis karja az A fligg8legesétdl
¢ - z tdvolsignak tekinthetS. A keresett eltol6dds

d =d 4 (L - 2z)
uy ( )
Behelyettesitve d+f el6ttl kifejezését:

du M

='——-(!,—z)dz.
y EJx

Tnnen integrdlissal nyerhetjilk a B pontnak az A-hoz mért, rudten-
gelyre merdleges Irinyu, hajlit4sbdl szdrmazé relativ eltol6d4sat:

B
= | M,
uy—] I (¢~ z) dz.
A

A gyakorlatban az Integrdlis 4ltaldban elkeriilhets. Az EJ, legyen

41and6 (de legalsbb szakaszonként ammak tekinthetd), s akkor kiemelhetd.
Az [M (t-z)dz integral tulajdonképpen a nyomaték Abrénak, mint sik-
idomnak az eltolédis egyenesére (az A [iiggGlegesére) vetit statikal nyo-
matéka. Ezek szerint valamely keresztmetszet a mege 16z6h8z mért rela-
tiv eltoléddsat ugy kapjuk meg, hogy a két keresztmetszet kdzdtti nyoma-
tékl 4bra terliletét szorozzuk a rudtengelyre vetitett sulypontjinak az elto-
16d4s egyenesétSl mért merdleges tdvolssgival, és osztjuk EJx-szel:

Ay (E-2)
uy—'——'E—J:-—=#(l-zs).

Az eddig tdrgyalt relatlv elmozduldsok viszonylagos nagysiga killsn-
bdz8, ezért egylittes fellépésilk esetén egyiket - m#sikat el is hanyagolhat-
juk a domin#ns elmozduldés mellett. Legnagyobbak a hajlitdsb6l szgrmazé
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elmozdulésok: a + relatlv elfordulis &s a vele kapcsolatos uy harantirg-
nyu eltoléd4s, Ehhez képest a nyirfsb6l szirmazé uy eltol6ddst mindig

elhanyagolhatjuk viszonylagos kicsinysége mlatt. A normilis igénybevétel-
b6l ad6d6 u_ eltolédds is kicsiny a hajlitds okozta elforduldshoz képest,
Ezért a hajlﬁott rudak deforméci6jst csak a hajlitdsbsl szoktuk meghats-
roznl és elhanyagoljuk a nylrdsbsl, valamint a normilis igénybevételbfl
sz4rmazé alakv4ltozisokat. Ha azonban egy rudban csak normilis igénybe-
vétel van (pl. a rdcsos tartSk rudjailban), askkor természetesen az u, rud-

irfnyu relativ eltolddds nem hanyagolhat$ el. Mds esetek, pl. keretszer-
kezetek is vannak a kivételek kizbtt ~ ahol a hajlitdst és a normilerdt is
figyelembe kell vennl - ezt majd késébb tdrgyaljuk.

A hajlitényomatékbsl szdmithaté & &s uy meghatiroz4isat - fon-

tossfgukra val6 tekintettel - a gyakorlatban j61 alkalmazhaté médszerben
foglaljuk 8ssze (3.21 4bra).

A hajlitott tarté két keresztmetszete ktzotti relativ elfordulds a kd-
zBttlik levl nyomat&kfbra teriiletének és az EJx—nek a h4nyadosa:

Ay
YeEr
X

A + elBjele jobbroél balra haladss esetén mindig megegyezik a nyo-
matékdbra elfjelével (esetiinkben negativ)., A relativ elfordulis helye a nyo-
matéksbra sulypontja alatt a tarts tengelyén van,

A k&t kereszimetszet kizottl relativ eltolddds:

v, = d(L-z)

Vagyls az eltolsdds a relativ szbgforgis nyomaték ( ¥ szorozva
(L - zg) karjéval) a végpontban Illesztett ftiggBleges +y’ tengelyre. EI18-
jelét szemléletbdl dllapitjuk meg (esetiinkben pozitiv, hiszen a negativ ¥
lefelé surolja a +y° tengelyt).

Az eldbbi Bsszefoglalds alapjén megillapithat6, hogy a fenti relativ
elmozdulisok meghatirozisa teljesen megegyezik a rudldncnil tanult Ssszeo-~
fliggésekkel, Ily médon a hajlékony rudat - a két végpont kdziitti relativ
elmozduldsok kiszdmitisa céljabsl - kéttagu rudldnccal helyettesithetjiik.

A rudlinc csukl6jit a relativ elfordulisok ereddjének helyén, = geo-
metrial 4bra sulypontja alatt kell a tart6ba beilleszteni. It mitktdtetve a
) -relativ elforduldst, a kis elmozdulfsok elméletével meghatirozhatd a
miésik végpont eltoléddsa. Megemlitjiik még, hogy a rudlénc az A és a
B végpontokban érint8je a rugalmas vonalnak.
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3.1.2.3 A hajlitott rud abszolut elmozdulisa

A tart6tengely valamely pontjénak a f81dhSz képest bekdvetkezd elmoz-~
dulésait abszolut elmozduldsoknak nevezziik: & abazolut eltolédéds, ¢ abszo-
Tut elfordulds.

Az alibbliakban a tomdr tartSk abszolut elmozduldsaival foglalkozunk
oly médon, hogy elhanyagoljuk a nylré &és normélls igénybevételbsl szrma-
26 alakvéltozdsokat, csak a hajlitisb6l keletkez8ket vesszikk figyelembe,

Vizsgiljuk az AB egyenestengelyli rudszakaszt, keressk B vég-
pontjinak sbszolut elfordulfsit &és abszolut eltolédfisénak rudtengelyre me-
rSleges (ftggbleges) Ysszetevijét (3.22 4bra).
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Ismertek az A kezdSpont (halad4si irdny a kis elmozdulisoknil al-
kalmazott jobbrél-balra) e v’ ¢ A abszolut elmozduldsal. Legyen adott

a rudon az M nyomatékibra, igy annak teriiletéb8l sz&mithat6

A
= M
Y 5

relatlv elfordulds, amelynek helye a nyomatékibra sulypontja alatt a rud-
tengelyen taldlhat6, elSjele azonos a nyomatéki fbra elBjelével (esetimnkben
pozitiv). A kis elmozdulisok elméletével meg tudjuk hatdrozni a B pont
ny’ ¢y 8bszoldt elmozduldsalt.

Rajzoljuk fel a rudlinc eltolédssi sbrajit. Eldszdr rakjuk fel az e
eltolédsist, majd mérjikk fel a ¢ A szbget. A nyomatékdbra sulypontja

alatt a + % szbget kell felrakni. Ez az egyenes a B pontba huzott
fiiggbleges tengelybSl kimetszve az taBy abszolut eltoléddsi &s kiadja a

¢ . abszolut elforduldst. Az A &és B pontban ismertek a rugalmas
vonal végérintdi ezekhez csatlakozva megrajzolhatjuk a rugalmas vonalat
is.
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Az gbszolut elmozdulisok ki is szdmithat6k. A kis elmozdulisok tir-
gyaldsakor leszigeztitk: egy pont abszolut mozgisa megkaphaté egy misik
pont ismert abszolut mozg4sdbdl és a kozbiifik levs relativ mozgasbél,

A B pont abszolut elforduldsinak kiszémitdsdra a kivetkez$ - a 3.22 4b-
r4b6l is leolvashaté ~ elfordulisi egyenletet Irhatjuk fel:

Pp=t @yt

Az elforduldsokat elSjelhelyesen kell 8sszegezni (a halad4si irsny
jobbrél balra mutat). A B pont y irdnyu abszolut eltoléddisdnak kiszdmi-
tiséra az elSbbi ugynevezett eltoléddsi egyenletet fogalmazhatjuk meg:

e

By=eAy = CPAe"‘lg‘(c"ZB)

Az eltolédisok elGjelét szemléletbSl 4llapitjuk meg. Az e Ay lefelé

mutat, igy pozitiv. A mésodik és a harmadik tag + @, és + ellor-

dul4sokbébl keletkezik, amolyek a B pontba elhelyezett +y’ tengelyt le-
felé érint'k, azaz negativ eltoléd4st okoznak.

Amennyiben forditott sorrendben haladunk, a bal cldall végpont (B)
abszolut elmozduldsait ismerjiik és ebbdl kivdnjuk kiszdmitan! egy jobbra,
a haladési Ibrinnyal ellentétesen elhelyezkedd (A) pont abszolut elmozduldsalt,
akkor a relativ elmozdulisok el8jelét meg kell ferditani. Most e 5

By’ B
és v az Ismert mennyiségek; ¢ A © Ay abszolut elmozdulisok elforduls-

si 6s eltol6disl egyenletekb8] meghatdrozhaték (3.23 Shra)
Pp = 98 -,

A relativ elfordulisok elSjele balrél jobbra haladdisnil a nyomatékébra
elBjelének ellentettje (esetlinkben negativ)

ey “°my * 9pt - «Fzs.

Az elmondottak slapjin teh&t valamely tarté6 K keresztmetszetében
a q)K. eKy abszolut elmozdulisok kiszdmitisihoz egy olyan pontb6l indu-~

lunk ki, amelynek Ismerjiik iaz abszolut elmozdulisait, A kiinduldsi pont

és a K keresztmetszet kSzitti relatlv elfordulsés a nyomatékdbra vonatko-
z6 teriflete, osztva EJ,-szel. Az ismert pont sbazolut elmozdulisal és uz
utfina lev8 relativ elfordulds birtokdban a K pont abszolut elmozdulisal

a fordulfisi és eltol6ddsi egyenletek segitségével meghatirozhatSk. A relativ
elfordulds elSjele jobbrsl balra haladds esetén megegyezik a nyomatékdbra

elbjelével, forditott haladssi ir4nyndl a +f elSjelét meg kell forditant, Az
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3.23 sbra

eltoléd4sok eldjelének megdllapitisa szemléletbdl torténik (az elfordulds mi-

lyen irinyban érinti a kérdéses pontban elhelyezett fliggfleges +y ten-
gelyt).

A kiinduldsi pont megvéilasztisira a 3.24 dbrédn két alapesetet muta-
tunk be. A konzoltarté esetében a B befogisl pontot igen elSnydsen vi-
laszthatjuk kiinduldsi pontnak, mert elfordulisa és eltoléddsa zérus

e, =0, @g = 0 (3.24.a 8bra). A kéttdmaszu tartSnil valamelyik t4masz-

By
pontot vehetjitk kiindulépontnak (a 3,24.b sbrin a B tdmaszt vilasztottuk).

I i
! K Bt A Y K B
eKy ”’/”- k ﬁh\\ ¢g£ ieﬁa’a’%
L” o e
—
?Kﬁ; cu=0 Ca'a
R g = kiszdmithaty
3.24 dbra

136




A tdmaszpont fliggdlegesen el nem tolédik, azonban elfordulhat, ezért ha a
tdmaszpontot kiindulds! pontnak akarjuk kijslolni, akkor el6z8leg meg kell
hatdroznunk a tdmaszpont elfordulisit.

A kéttdmaszu tarté tdmaszpont elforduldsinak meghatirozdsival telje-
sen azonos feladatot oldottunk meg a kis elmozduldsok elméleténél a 3.1.5
portban a 3,15 és a 3,16 fbra kapcsdn, Elevenitstik fel az ott tanultakat

a 3.25 #brén.

3,25 fbra

A B és az A pont kiizittl relativ elfordulés:

A
- M
"’“r:.rx

a nyomatéki £bra terilletébdl szdmithats. ElSjele azonos a nyomatékl #dbra
eldjelével, pozitiv.

A B pont abszolut elforduldsirsl feltételezzitk, hogy +q;B (eB =0).
EbbSl kiindulva felirhatjuk az A pont fliggbleges eltol6ddsdt, amelyrfl
tudjuk, hogy nulla:

eAy=-q>B€-«9(t-zs)=o

Az eltoléddsi egyenletben a +qp é8 a +1% is negatlv eltoléddst

okoz ar A pontban (az A pontban képzelt +y° tengelyt felfelé érin-
187



tik). A Pg negativ elfjele arra utal, hogy a felvett pozitiv irdny nem

megfelels: ¢ valéjdban negativ (a feltételezett irdnyt a rajzon meg kell
forditani a tén?legesre).
Az A ponti elfordulis ¢ A meghatirozdsakor balrél jobbra hala-

dunk a tart6n, a relativ elfordulds irinyst meg kell forditani (az 4bran
szaggatott vonallal jelSlve). Ehhez e = 0 eltoldddsi egyenletet kell fel-

irnunk: By
eBy=+ q)Ae -q}zs=0
g
Qp=% 7T (MY

Ugyanaz a ¢, elfordulds meghatdrozhatd c,oB—béSl kiindulva és a
kdzotttik lev8 } ismeretében egyszeril Osszegzéssel:

l-zs z
@, = qB+1}=-49 ——-é-—+19=19—f- (YY)

A nyomatékdbra alatt megrajzoltuk a rugalmas vonalat, bejeldltitk a
széban forgb szdgeket is. A rugalmas vonalat lehajlisi dbrdnak is nevezhet-
jiik, mivel minden ordinitija a foldtte levd keresztmetszet lehajlisdt mutat-
ja. A lehajlisi 4bra jele: e,

3.1.2.4 Példsk egyenes tengelyli tart6k alakviltozdsdnak kiszdmitisira

Az alibbiakban néhiny esetben meghatirozzuk az egyenes tengelyii
tartdk egy-egy jellegzetes elmozdulisit, kSzben megszerkesztjiik a rugal-
mas vonalat is, méis sz6val a lehajldsi 4brét is.

El8szdr oldjuk meg a 3.26 sbrdn lithat6 3 kN/m egyenletesen
megoszl6 teherrel terhelt konzoltartét, Hatdrozzuk meg a B pont sbszo-
lut elmozdulisalit,

EJ = 3.104 kN mz.
x
Kiindulisi pontnak vilasszuk az A befogést, ahol tudjuk, hogy
ep= 0 gy =0
(eB! CPB) (eAO q’Ai "a')o

A tartén lev8 relativ elfordulsisok ereddje, a nyomatéki fbra tertile-
tével ardnyos
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% 8,533-107°
/3 3.26 ibra
A 96,8 -3
& = --E-?- = - ——’—4= - 8,533.10 ,
x 3.3.10

el@jele azonos - jobbroél balra haladis esetén a nyomatékdbra el8jelével,
azaz negativ. Helye a nyomatékibra sulypontja alatt a tarté tengelyén: a
befogéstél 2 m-re.

Az ismert A pont ¢ A" 0 elforduldsibsl kiindulva, és figyelem-~

be véve a kozdttik levd relativ elfordulisokat, a B végpont abszolut
elfordulisa:

3 3

Gg= 9, "= 0-9,5633.10 " = - 8,533,10 ° ().

Az eltolédds is az A pontb6l kiindulva hatfrozhaté meg:

e = +8,533.107°

By 6,0 = +51,2,107> m = +61,2 mm ( § ).

Az elfordulis elSjele szemlélet alapjdn ddnthetS el, a negativ elSfor-
dulis a B pontot fiiggSlegesen lefelé tolja el, igy az eltolédds pozitiv,

Kovetkezd feladatunkban a kéttfmaszu tartét a K keresztmetszetben
terheli az F = 8 kN koncentrlt er8 (3.27 gbra). EJ, = 2,10¢ kN m2,

Hatirozzuk meg a timaszpontl elfordulisokat (p A 95 -t, valamint 2 K
és a k8z6ps8 L keresztmetszet fliggbleges elmozduldsait.
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3.27 4bra

Kiindulisi pontnak az A vagy a B tdmasz tekipthetd, miutin
megismertiik a t4maszponti elforduldsit. Elegend§ csak az egyikst megha-
tirozni, de most gyakorlisképpen mindkettSt felirjuk.

ElsC lépésként rajzoljuk meg a nyomatéksbrat. A relativ elordvldst
két részeredbjével célszerii felirnl, A K keresztmetszetnél kél részrs
osztott nyomatékabrib6l meghatirozott relativ elfordulisok nagysdga és
helye kinnyen meghatirozhat6, hiszen Ismertek a résznyomatékibra terii-
letek és azok sulypontja.

g o= —1-5—%- =+2,25.10° ()
2.10

15.56 -3
f&z + i + 3,75,10

2,10

().

A relativ elfordulisok aranyosak a nyomatékibra tertiletekkel, olfje-
ik ~ a haladisl ir4ny betartisa esetén (jobbrél balra) - inegegyezik a ayo-
matékdbra eldjelével,

A CPB meghatdrozdsa az e Ay = 0 eltoléddsi egyenlet segitségével

lehetséges ((pB-rt')'l feltesszilk, hogy pozitiv):
eAy QB . 8-3,7.10 .4,667-2,25.10 .2 =0
-3
qB = - 2,75.10 (M)
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A feltételezett pozitiv irdny helyeft negativ ad6dott, forditsuk meg
@ berajzolt irdnyst a tengelyre, hogy ne a rossz irinyban mutaté ¢g"
veP szdmoljunk tov4bb,

A Ga meghatdrozisira eBy—ra Irhatunk fel hasonlé eltolédisi

egyenletet. Ugyeljink arra, hogy most balrél jobbra haladnak, igy a 9-dk
eldjelét meg kell forditani. (A szaggatott nyilak érvényesek.)

e By

KA

+ cpA.s-z,zs.m'a.s - 3,75.1072,3,338 = 0

+ 3,25 . 1073 (Y.

A fenti érték ellenlrizhets az elforduldsi egyenletbdl a B pontb6l
kiindulva:

- = - -3 -
cpA = (pB + 1}1+ 1}2 = (-2, 75+2, 25+3, 75). 10

=+3,25.10°° ().

A kbz6ps8 L keresztmetszet abszolut elmozdulisait a B végpont

abszolut elmozdulisai és a kbzbttilk lev8 relativ elmozdulisok ismeretében
lehet meghatirozni. ’

(pr 9p) * g g Pgr)

A B és L pont kizitti relativ elforduldisok nagysdga az sbr4n bejlslt
nyomatéki dbra teriiletébsl:

""BL =+ 12 _: =+ 2,4, 10-3.
2,10

Helye a B timasztél 4 , §= 2,667 m~re van,

Az L pont abszolut eltoléddsa:

o, = +2,75.10 .4 - 2,4.107°.1,333 = +7,8.10 °m (# ).

Ly

Az elsd tag elSjele pozitiv: - Pp 8z L pontot lefelé toind el.

A m4sodik tag negativ szém: + JBL az L ponton negativ eltol6dast
okoz,
Az L pont abszolut elforduldsa:

Pp = "@g + Ppyp = 2.7542,4) . 107 = 0,35.20° ().
19



Hasonléan szdmithat6k a X keresztmetszet abszolut elmozdulisai
a B pontbsl kiindulva, és figyelembe véve, hogy B & K kozbtt a re-
lativ elforduldsok eredGje «)’2.

(eKl CPK) = (eB) QBO “}2)-

= +2,75.107°.5 - 8,75.10 >.1,667 =

Ky

+ 7,50 . 10 m ()

3

(-2,75+3,15).20 7> = +1.107> ().

Pk

A KX pontbeli eKy

hat6. Nem szabad megfeledkezni ekkor arrél, hogy balré! jobbra haladis-
nil a pozitiv halad4si irdnnyal ellentétesen indulunk el. Ilyenkor a relativ
elmozduldsok elSjelét meg kell forditani (az abszolut elfordulisokat nem).
Esetiinkben az A és a K pont kbzoit ‘\9'1 relativ elfordulds negativ

elfjeli lesz (az dbran szaggatott nyil jelzi),

és q)K az A végponthél elindulva is felir-

- - -3
+3,25.107.3-2,25.107°.1,0 = +7,50.10 ° m (4 )

ey

e}

@y = +43,25-2, 25).10° = +1.10"

A 3,28 sbrin szimmetrikus elrendezésii és terhelésii kéttdmaszu tartd
1ithat6. Adottak a rugalmassigi modulus E = 210 000 MN/m2, a tarts ke-

4
resztmetszetének inercianyomatéka I = 12 000 cm™ = 1,2.10-4 m4. Sz4-

mitsuk ki a ¢ A és (’PB véglap elfordulisokat &s a kbzéps8 keresztmet-
azet ex lehajlisit.
A hajlitisi merevség:

2
EJ = 210 000.1,2.10-4 = 25,2 MN m = 2,52,104 kN mz.

A nyomatékl 4bra teriiletét nagyltott o} -nak nevezhetjiik, A szdmitdst
végig nagyitott értékkel is elvégezhetjik, s csak a kérdéses elmozdulisokat
kell megadni, EJ-vel osztott tényleges nagysdggal. A nagyliott elmozduls-
sokat - megkiilénbBztetésként - z4rsjelbe tessziik,
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A nagyitott relativ elfordulds:

(W) =+ 40 %3-=+1sokum2 (@)

helye a szimmetria miatt kzépen van,
A timaszpontl elfordulfst eltolédssi egyenletb8l szdmithatjuk ki.

A ¢B~r8l feltesszitk, hogy pozitiv, Felirjuk az e Ay = 0 eltoldd4st:
(py) = = 6 (qp) - 3.160 = 0

(qg) = - 0 W m’ ()

8 3115.10° ()

87 75 5210t

A misik tdmaszpont! elfordulds, ¢ A’ elforduldsi egyenletbll adédik:

(qA) = ~80 + 160 = + 90 lcNm2 ()
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@, " °-'§0——Z =+ 3,175,100 (M)
2,52.10

A kizépsd keresztmetszet lehajlisa a B pontbdl kiindulva figye-
lembe véve a kozottik levs relativ elfordulisokat szdmithaté ki.
(egs Qi) = legs @ps Fps Py
A B és K kizotti relativ elforduldsokat feladatunkban célszertl két
részereddvel jellemeznl: egy téglalapra és egy h4dromszdgre bontva a nyo-

matéksbrat. A fenti idomok sulypontja, igy a részereddk helye j6l ismert:
a 3,28 4brin bejelsltik,

() =+ B2 = s 40 0

(4,) = + 1,40 = + 40 kN m.

A nagyitott lehajlis a B-b8l elindulva:

3
(eKy) = +3.80-40.1,67-40.0,5= +153,3 kN m

e =+~l&§—z=+6.08.10-3m (¢ ).
Ky 2,52.10

Ugyanez balrél jobbra haladva az A pontb6l is felirhat6. Ne feled-
jik (/&1) és (49-2) eldjele negativra viltozik,

3
(eKy) = +3, 80-40,1,67-40.0,5 = + 153,3 kN m",

Csak az érdekesség kedvéért emlitjilk meg, hogy a szimmetria miatt
cpK = 0, ami szdmitdssal is belithat6,
Vizsgiljuk meg a 3,29 sbrdn l4that6 konzolos kéttdmaszu tartét és
szdmitsuk ki a C konzolvég, valamint a K kizépsd keresztmetszet ab-
szolut elmozduldsait, EJ = 2,5, 104 kN m?2,
El6szdr rajzoljuk meg a nyomatékﬁbré,t ennek B tdmasz fdlitti jellemz§
ordindtija a konzolon levd teherb8l sz&mithaté:

= -t _ 5 KN m
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3.29 gbra

A t8maszponti elfordulisok kiszamit4sihoz sziikség van az AB sza-
kaszon lev8 relativ elforduldsok ereddjére (nagyitott elforduldsokkal fogunk
szdmolni):

(9y) = - BB o 16 N
16
amelynek helye az A tdmaszt6l 3" 5,33 m-re.

A @ B meghatirozdsa az e
tételezzitk fel pozitivnak:

Ay = 0 egyenletbél lehetséges, ¢ B-t

(e

Ay
(cpg) =+ 144 kN mz.

)= - ((pB) .8+216.5,33 = 0

HasonlSképpen ¢, ®ny = 0 egyenletbS] kaphat6 meg:
(ogy) =+ ((y) 8+ 216.2,66 = 0

(@) = - T2 WN m’.
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A fels egyenletben (¢ A-t pozitivnak tételeztik f61. A + ¢, 2 B
ponton pozitiv eltoléddst hozna létre. A (qﬂ—l) elSjele pozitiv (balrél jobbra

haladds esetén a szaggatott megforditott irdny is érvényes), amely a B
pontot szintén lefelé tolni el. Megjegyezzllk, hogy az abszolut elfordulis
elfjelét forditott halad4si irany esetén sem kell megviltoztatni,

Ezek utdn szdmitsuk ki a C pont abszolut elmozduldsait, A kiindu-
14si pont legyen a B i4masz (ellentétes haladdsi irdny), a kdzotttik levd
relatlv elfordulis:

-54.3 2

(J2)= 3 =-54 kNm.

(eco QC) = (eB’ C?B' '\9‘2)-

A C pont abszolut elmozdulisai:

(q;c)=+144+ 54=+198kNm2
¢ =+ 198 s 7,82.10°0 ()
2,5.10
(eC =+ 144,3 + 54,2,25 = + 553,5 kN m3
oo T+ 583,592,140 m ()
2,5.10

Végill szdmitsuk ki a K pont abszolut elmozdulisait. Kiinduldsul az
A pontot vdlasztjuk (ellentétes haladédsi irdny). Sziikségiink van a relativ
elfordulis eredljére az AK szakaszon:

27.4

2
2 =~-54 kN m

(F) = -

(eK’ (PK) & (eA’ qAD '\}3)-
A K pont abszolut elmozdulisai:
(q)K)=—72+54=-18kNm2

-3
G = - —2— = - 0,72.10° (")
K 4
2,5.10

- 72,4 + 54.1,33 = - 216 kN m3

(ey)
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Ezeket az elmozduldsokat kiszdmithatjuk a B pontbé6l kiindulva is.
A B és K pont kdzbtti relativ elfordulisok ereddje egy trapéz alaku
nyomatékibra sulypontja alatt lesz. Ehelyett célszerii egy téglalap és egy
hiromszdg alaku nyomatéksbra tertilettel szgdmolnl.

() = - 27.4 = - 108 kN m?

('&5("“—’—-2;4=-54kNm2

(eK' CPK) = (eB' CPB’ ’\}’ "9’5)‘

(qK)=+144-1oa-54=-18kNm2

(eK) = - 144,4 + 108.2+54.2,67 = - 216 kN m3

eK=—-—3'1—6:=-8,64. 10-3m (1)
2,5.10

A B pontb6l klindulva két relativ elforduldst kellett figyelembe ven-
ni. Az A pont feldl pedig a relativ elforduldst - a balrél jobbra haladds
miatt -~ meg kellett forditani. Mindkét médszer egyarént vilaszthats, att6l
fuggden, melyik a kellemesebb az olvasfnak.

3,1.2.5 Példik tSrttengelyll tertOk alakviltozdisinak szdmitfissra

Vegylk a 3.30.a &brin megadott kéttAmaszu tbrtvonalu tart6t és sz4-
mitsuk ki C és D pontjinak abszolut elmozdul4sait. Adottak:

E = 210 000 MN/m2, I = 3760 cm? = 0,376.10°% m?.

[}

Ebbdl a hajlitdsi merevség:

2

2 '1,9.103 KN m,

EJ210 000.0,876.10-4=7, 9 MN m

A C 6 D pont abszolut eltoléddisénak szfmitfsakor célszerli a
B pontbél kiindulva balr6l jobbra haladni (halad4si irdnnyal ellentétesen).
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Ebhez Ismerniink kell a B pont abszolut elmozdulisait, amelyet a rela-
tiv elfordulisok Ismeretében hatdrozhatunk meg.

El8szSr megrajzoljuk a nyomatékdbrdt (3.30.b 4bra). Az gbrat meg-
vizsgilva 14tjuk, hogy az AB szakaszon egyszeriien nem tudjuk megha-
tirozni a relativ elforduldsok eredfjét &s helyét sem. Gondoluk &t a nyo-
matéksbra szerkesztésének menetét: a konzolon levd teher okozta nyoma-
téki vonalra fliggesztjiik a paraboldt. Rajzoljuk most fel a nyomatékdbrit
két részb8l: csak a konzolon &s csak az AB szakaszon levd teher esetén
(3.30.c 4bra).

Ezek utin mir kdnnyen szimithatjuk a relativ elforduldsok nagysigit,
helyét (a 3.30 fbrin bejeldltik) &s eldjelét, amely a nyomatékibra elbje-
1ével azonos:

(19-1) =%0.62 36'2= + 360 kNmz

_ .40.6 _ 2
(Fy)= "5~ = 120KN m

_ 4.2 ° 2
(¥g) = =~ 3 % - 26,67 KkNm",

A B pont abszolut elfordulssat 4z A pont fiiggbleges eltolédssanak
zérus voltdbdl szémithatjuk ki, Teklntsilk pozitivnak az ismeretlen q;B-t,
tudjuk, hogy eAy = 0:

(eAy)=-6(q;B)—360.3+120.4=0

((PB) = - 100 kNm2 (F)ey

A fenti egyenletben a +(q>B) okozta eltol6dds negatlv, hiszen az A

pontban képzelt fliggfleges + y° tengelyt folfelé érintl. Hasonlé megfon-
tol4ssal a +(1,°—1) okozta eltolédds szintén negatlv, mig a ~( 4}2) hatdsa

pozittv, mivel & +y’ tengelyt lefelé surolja.
A C pont elmozduldsait a B ponttél kiindulva a k8zbttilk levd re-
lativ elmozdulis, (-\9—3) figyelembevételével szimitjuk ki (ellentétes haladd-

sl irdny; 19«3 oljelére az sbrdn szaggsatott nyil érvényes),
(ec’ qc) = (O s un "’3)0
(@g) = - 100 + 26,67 = - 73,33 KNm?

(0gy) = = 100.2 + 26,67.1,50 = - 160 KNm".
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A D pont elmozdulfsait is a B pontbdl kilndulva hatdrozzuk meg:
(e ¢ p) = (e @ V)

Most a D ponton nemcsak fligglleges, hanem vizszintes eltolédis
is keletkezik

2
(@) = - 100 + 26,67 = - 73,33 kN.m" = (@)
3
= - 100,2+ .1 = - =
(L ) 00.2+26,67.1,50 160 kNm (ecy)
(op,) = *+ 100.4-26,67.4 = + 293,3 kN ma.

A tényleges elmozdulisok:

(@)
- 73,33 -2
¢ = E‘; = 3= - 9,282.10 ()
7,9.10
(e..) -
ecy = % = - 1“3 =-20,25.10° m ()
7,9.10
D=-..'L3.-.3_3§.= - 9,282,100 ()
7,9.10
. ___--120_._3_= -20,25.10 0 m (1)
7,9.10
ey, H L oL 3713.000 m ().
Z  17,9.10

Az eddig tanultak alapjdn az olvasd hatdrozza meg a K keresztmet-
szet abszolut mozgisait. Klindulhat a B pontbSl (haladdsi értelemnek meg-
felelSen), ekkor a relativ elfordulisokat hérom részeredSként célszeril fel-
fogni (parabola, téglalap, hiromszdg). Az A pont felS] is megoldhatja a
feladatot: ehhez meg kell hatdrozni a ¢ A-t. majd balrél jobbra haladva
az et & @t A halad4st irsnnyal szemben menve a -4k elBjelét
meg kell forditani,
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Rajzoljuk meg a 3.30.d dbrén a rugalmas vonalat, A Dpr P
$c 9p’ eC’ eD ismeretében a rugalmas vonal alakhelyesen felvizol-

hat6.

Vége~ctiil oldjuk meg a 3.31.a sbrdn adott kéttdmaszu kerettartSt.
Legyenek adottak E=210 000 MN/mz, I = 4500 cm4 = 0’45.10_4 m4, igy
EJ=210 000.0, 45.10_4 = 9,45 NMm2 = 9450 kNmz. Sz4mitsuk ki a k8zé&psd
K keresztmetszet eltoléddsvetiileteit. A tart6 és a teher is szimmetrikus,
ezért a nyomatéki dbra és a rugalmas vonal alakja Is szimmetrikus lesz,
azaz . = 0.

A Xiils8 vizszintes erdk egyensulyban vannak, igy vizszintes reakci6
nem lép fel. A reakci6k fliggSlegesek A = B= 9 kN, A C ésa D
sarokpontokban a nyomaték a vizszintes erdbdl szémithat6:

MC=MD=-20.2=-40kNm.

A gerenda végpontjalban is ennyi a nyomaték, e pontokat 8sszekidtd
egyenestdl kell lemérni s

belégésu parabolat (3.31.b £bra).

A relatlv elfordulisok meghatirozdsshoz két részletben kell felraj-
zolnunk a nyomatéksbrat: killén a vizszintes erfkre és kiildn az egyenlete-
sen megoszl6 teherre (3.31.c 4bra). A nagyitoit relativ elfordulisok el8-
jeles nagysfga (elSjelik azonos a nyomat&kfbra eljelével):

0,2 2
(«&1)—- 7 = - 40 kKNm

() = - 40.3 = - 120 KNm?

(«9«3)=+3-3%*—3i=+27omm2.

Ezeknek a relativ elforduldsoknak az elfordulispontja a tart6 tenge-
lyén van a nyomatékébra sulypontja alatt (3.31.c &brdn bejeldlttik).
A K pont elmozdulésait a B pontbsl kiindulva hatdrozzuk meg:
(e * CPK) = (eBo CPB ’ 1"11 '\92. ‘0‘3).
Az elforduldsi egyenlet:

201



202

30 kN/m

@ T T T
N
1 20mn 20N
g
3
N
T B %L
| 60m s
T 1

3.31 fbra

P

i

Aol Al T



P = Fp* V1t Yt Yy
A szimmetria miatt tedjuk, hogy ‘f’x = 0, ezt felhasznélva:
0= (ch) ~ 40 - 120 + 270
2
(q)B) = - 110 kNm .

Ha nem 4llna fenn a szimmetria, akkor az e Ay=0 eltol6disi egyenletbil
lehetne a @y elfordulist meghatirozni,

A fiiggbleges 6s vizszintes eltolédssi egyenletbdl e
kiszdmithat6:

(e,,.) = 110,3+40,3+120,1,5-270,1,125 = +326,25 KNm®
Ky

K két komponense

(eKz) = +110,4+40,0,667 = +466,67 kNm3.
A tényleges elmozdulisck:

_ 9y me

q)B Y T T) = - 0,0116 ("))

(e, )} -
o =_1$¥_=+M=+3,45.102m(”

Ky EJ 9450
| ]
_ Kz _ 466,67 _ -2
e, = k3 = * —-‘——“W +4,94,10 " m (=)

A rugalmas vonal megrajzolisfhoz tudnunk kell, hogy a B pont hely-
ben marad, a C és a D pont vizszintesen tolédik el, éspedig éppen
annyit, mint a K pont, Az A pont eltoléddsa pedig kétszerese az eldb-
binek, amit az olvasé maga Is ellendrizhet szémit4ssal.
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3.2 A tartok alakvéltozadsanak meghatérozasa
munkatételek segitségével

Ebben a fejezetben ismertetjilk a szildrdsdgtan munkatételeit, majd
megmutatjuk, hogyan hasznilhatjuk fel ezeket a tartSk alakviltoz4isinak
szdmitdsdra.

3.2.1 A munkatételek

3,2.1.1 Az erl és az erdpir munkiija

A szilird test A pontjiban mikddjék az F erd, és hasson a test-
re az M nyomaték is. A test tetszSleges mozgist végezhet, amelynek
sorin eltol6dis és elfordulds is bekivetkezhet.
A merev test elmozdulisa legyen olyan kicsiny,
mint amilyenekkel a kis elmozduldsok elméle-
tében foglalkoztunk,

Legyen az F er6 A timadispontjinak
eltoléddsa & (3.32 4bra).

Az erd munk4ijst a

W=F . @&

skaldrszorzattal értelmezzilk. Ebb&l megsllapit- 3.32 4bra
hatjuk, hogy az erd munkijinak képletében a

¢ elfordulis nem szerepel. Jelolik o<-val az F 6s az @ 4ltal bezart
széget, akkor a skalirszorzatok kiszimitdsmédjinak megfelelSen a

W =|F| . le|] cosx

EbbSl azonnal leolvashatjuk, hogy ha o = 0, akkor W = + |F| . |e|
(3.33.a 4bra). Ha «x =T, akkor W = - |Fl . lel (3.33.b dbra), Végtl
& = KX/2 esetben W =0 (3.33.c dbra).

Nevezzilk az F cos o szorzatot Fe-nek. Igy

W=Fe.lel.

Az erd munkijst tehft megkapjuk, ha a tdmaddspont eltolédisénak
nagysigit szorozzuk az erd eltolédds Ilrdnyu merdleges vettiletével (3.33.d
ébra).

Alkalmazzuk az eF = @ cos X jeldlést, akkor

W =|F]|. g
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3.33 4bra

Az er8 munk4jat ugy is megkaphatjuk,
hogy az er$ nagysigit szorozzuk a t4madds- /
pont eltoléd4sdnak erdirinyu merdleges ve-
tifletével (3.33.e 4bra). A 3,34 4brin a me-
rev test a bejeldlt tengely kortil ¢ szbdggel
elfordul. Ez a forgdstengelyben fSlvett ¢
elforduldsvektorral adhat6 meg. A szildrd
testre mikodjék az_ M erdpAr. Az erépir
munkiift a W =M . ¢ skalirszorzattal
értelmezziik. Ebb8l lithatjuk, hogy az erd- /
pir munkijdnak kiszdmitisakor az eltol6dds~:
nak nincs szerepe., Jelolitk o¢c -val az M 3.34 4sbra
€8 a @ kozitti szbget, akkor a skalirszor-
zat kiszdmitismoédjdnak megfelelSen:

W =[M]| . || cos .

Ebb8] nyilvinvals, hogy o< =0 W =+ IM| J¢p| (3.35 dbra), ha pe-
dig x=%, akkor W=-[M| .||, végll ha o = /2, akkor W=0.
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Vezessitk be a kdvetkezd jeldlést: |M{ cosoc =M @ - Ekkor

w=Mg .|q)|

Az er8pir munkijit megkapjuk, ha a tdmadispont elfordulisdinak
nagysigst szorozzuk az erSpir vektordnak az elfordulisvektorra es§ me-
rileges vetiiletével.

o =
Ha pedig j¢p) cos qJM. akkor

WMl g

Az erlpir munkijst ugy kapjuk meg, hogy az erlpir nyomatékinak
nagysagit szorozzuk a timadispont elforduldsdnak az er8par vektorira esd
merdleges vetliletével,

3.2.1.2 A Klils§ erfrendszer idegen munkfija

A kiils6 erBrendszer idegen munkijinak fogalmit egy egyszerii kétii-
maszu tartén illisztriljuk, (3.36 sbra), a megillapitisok azonban barmilyen
tartéra éryényesek. Vizsgilataink sordn lengésekkel nem foglalkozunk,
feltételezzlik, hogy az alakv4ltozasok lassan és fokozatosan alakulnak ki.
Képzejtk el, hogy a tartéra az (F) erdrendszer mikddik. Jelen példank-
ban

(F) = F;» Fp M, A, B)=0

F [ Q
7 2
l Jrr \M’

e Cv Feoy :

[y U N
AA 6’9 ezq %9 4:
i49 189

3.36 4bra

egyensulyl erSrendszerr8l van sz6, Altalfban az F, (1,2, ...) ertk és
az Mj G =1, 0T ...) erdpirok egylittesen alkotjik az (F) kiils§ erérend-

szert, A kiils§ er8rendszer a tart6ra hat, egyensulyban levs 8sszes aktiv
és passziv (reakeid) dinimot jelenti,

Az (F) erSrendszer bizonyos alakv&ltozfisokat hoz létre a tartén, Az
gbrén azokat az alakviltozdsokat jeldltilk be, amelyekkel az (F) erfrend-
szer egyes tagjal munkét végeznek., Ezek az elmozdulfsok
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Az ols8 index az elmozdulds helyét jelsli, a mdsodik az okit (vagyis
jelenleg az (F) erdrendszerre utal).

Most tegytik fel, hogy az (F) erdrendszert rajta hagyjuk a tartén, de
rihelyeziink egy ujabb erdrendszert, mely az el6bbit§l fiiggetlen és ugyan-
csak egyensulyban van, Ez a miéslk erdrendszer 4lljon most a Q aktiv
ertbdl és az 4ltala ébresztett reakci6kbol:

= A, = 0.
@=@Q q Bq) 0

Ez az ujabban felvett erdrendszer tovsbbi alakvdltozdsokat okoz,
melynek az el6z8kkel azonos helyen fellépd elemel:

’ e ’ .
¢’ ®2¢ Y1

Az els8 index most is a helyet, a mésodik az okot jelSl,
Ezutfn mir megfogalmazhatjuk a kiilsd erSrendszer idegen munkiijst:

a tartéra hat6 8sszes kills§ dinidm munk4iinak Ssszege, amely valamilyen

mis (idegen) okbél keletkezd elmozdulds mentén {tn létre,
A xillsd idegen munka Altalinos képlete:

q _
W - 2 Fiogt 2 M

A k index a kills§ réviditése. A fels§ fq Indexek jelentése: az
(F) erfrendszer végzi a munkit a (Q) erdrendszer 4ltal okozott elmozdul4-
sok hat4sira. Ez tehit idegen munka, mert mds erdrendszer végzi a mun-
kit (F), és més erdrendszer okozza az alakv4ltozédst (Q).

A 3.36 ibra pé&ld4jsban az (F) erdrendszer kills6 idegen munk4ja:

Wf‘q = F1 °1q +Fy °2q + MI (‘PIq'

Az A és B erdk nem végeznek munkit, mert t&émadéspontjuk
nem tol6dik el.

Az alakviltozdst, illetSleg az elmozdulisokat nemcsak egy mésik erd-
rendszer okozhatja, azok m4s okb6l is létrejBhetnek, példdul tdmaddspont-~
stillyedésb8l, vagy hdmérséklet-viltozdsbsl is. A 3.37 sbrin egyenl8tlen
h8mérséklet-vailtozdsbs]l keletkezd alakviltozdst rajzoltunk meg, A tartd
als6 szdldban legyen a hdmérséklet-emelkedés t, amely f[Slfelé linedrisan
nullira csdkken, A hémérséklet-valtoz4s minden keresztmetszetben ugyan-
ilyen. Ilyen esetben a tart6 meggtrbiil és alulr6l nézve domboru lesz, Ek-
kor a hatirozott tartén, amilyen a 3.37 &bra példija is, nem keletkezik
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A et T %e s

3,37 8bra

igénybevétel, hiszen az alakviltozdsok szabadon kialakulthatnak, a gérgds
timasz el tud mozdulni, Ezzel szemben hatirozatlan tartén egyenletes
vagy egyenlitlen h8mérsékletviltoz4sbol, t4maddspontsiillyedésbil igénybe-
vételek jonnek létre, mivel az ilyen szerkezetekben az alakvdltozdsok nem
alakulhatnak ki szabadon.

A tart$ tehdt deformidlédik, az (F) dinfimrendszer tagjainak tdmadds-
pontjfban a h8mérséklet-v4ltoz4sbsl

et* 2t 9y

elmozdulisok jonnek létre. Ezekkel az (F) dinimrendszer az alfbbi kills§
fdegen munkft végzi:

t _
ch‘%Fteit"%Mj Pyt -

Még egy kortilményre szeretnénk rdvildgitani
az idegen munkit illetSen, ILAttuk, hogy egy erd
idegen munkéija a W = F.e szorzattal szdmlithaté
ki. Ez az e - F koordinita-rendszerben egy tég-

WeF.e lalap tertiletét jelenti (3.38 4bra). Ebben az fejez§-
dik ki, hogy amig az eltolédds felnd nulldrsl e
! €  értékre, ezalatt az F erl elejétll végéig teljes
értékével miikddik (hiszen mdr eldzdleg is rajta
3.38 8bra volt a tartém),

3,2.1,.3 A kiils6 erdrendszer sajit m

Valamely erérendszer munk4jit akkor nevezzilkk gajit munkénak, ha a

munkit végz8 erdrendszer maga hozza létre az alakviltozgst is, A 3,39

fbrdn lAthaté F erd a sajit maga okozta L eltoléd4ssal sajit munkit

végez. Az eltol6dis elsd indexe amzt jelzi, hogy az F erd bhelyén levd el-
mozdulésrsl van sz6, a mésodik f index azt mutatja, hogy azt az F
er8 okozta, A kettds f index tehdt a sajit munkira utal, jelezve, hogy

a munkéit végz8, és az alakviltoz4st okoz6 erdrendszer ugyanaz. A konzol-
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3.39 4bra

tarté reakciéi munkit nem végeznek, igy a tartém 2 kills§ dismrendszer
sajit munkfja a

képlettel szdmithaté ki. Az 1/2-es szorz6 magyarizatira hamarosan ki-
tériink.

Ezutin irjuk fel 4talinosségban valamely tartén a kiils6 erSrendszer
sajit munkajat (3.40 &bra):

1 L
W§=§ 3 F et )j:Mj Py -
Rl A
! P N
(7I#

A B

3.40 dbra

Most Indokoljuk meg az 1/2-es szorzét. A sajit munkavégzést ugy
kell elképzelntink, hogy kezdetben nincs rajta az erf a tari6n, ekkor ter-
mészetesen még nincs alakviltozds, Azutdn az Fy erdt nullirél lassan,
fokozstosan felnbveljiik a teljes F értékre. Ekbzben az alakvdltozas is
fokozatosan eléri a teljes e értéket. Az er8 és a lehajlis a Hooke-

térvény értelmében arinyos egymsissal, Egy kbzbens8 t idSpontokban:

#t C Sllandst jelent. Ez az Bsszefliggés a 3.41 &bra szerintl egye-
nessel £brfzolhats,

Irjuk fel most azt a munkft, amely akkor keletkezik, ha a tartéo 2
k8zbens§ értéket elért Ft erd miktdlk (amelyhez az eltolédds tartozik)

é8 megnbveljtik a lehajlist egy elemien kicsiny det értékkel:
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aw = Ft det

Ezt az elemien kicsiny munkit a bejelslt négy-
8zbg terillete méri. A teljes munka integrdlsssal kap-

haté meg:
w= [aw.

3.41 4bra Az elemien kicsiny négyszdgek terliletének Gsz-
szege az integril fogalma szerint az egyenes alatti
teriilettel egyenld. Az pedig valéban az Feﬁf téglalap teriiletének a fele.

Ezért kell alkalmazni a sajit munkdn4l az 1/2-es szorzét,

!

/
|
i

it |k Y

. -
}_/""4 @ \_SM

3.42 4bra

A 3.42 gbrdn szeretnénk révildgitani mégegyszer a kiils8 dinfimok
munksjinak egyik lényeges tulajdonsigira. Ha a dindm t4maddspontja kil-
16nféle elmozdulisokat végez, a dinim akkor is csak a nekli megfelelS
(azonos jellegll) elmozduldssal végez munkdt, Példdul a 3,42,a 4brdn az
F erd tdmaddspontja eyr Tor @ elmozduldsokat végez. Ezek kéztil az F

er6 csak az irinysba es8 ey eltolédissal végez munkdt. A 3.42.b gbrin
az M erdpir tdmad4spontja ugyancsak oy ey, < elmozdulédsokat szen-

ved, de az M erdpir csak a neki megfeleld elfordulissal végez munkit,
Tehéit az erd az Irdnydba es8 eltol6dsssal, az erdpdr pedig a sikjsdba esd
elfordulfssal végez csak munkat.

A 3.42.a fbrén az (F) erfrendszer kiilsS sajit munksjap
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A 3.42.b sbrin az (M) erfrendszer kiils8 sajit munkija:

1
Wg=-2-M.q.

Az a megillapitss, hogy minden dinfm csak a nekl megfelel§ elmoz-
dulsssal végez munkéit, nemcsak a sajit munkira érvényes, hanem termé-
szetesen az idegen munkira is.

3.2,1,4 A tombr tartSk alakviltozfsi munkéfia

Ebben a fejezetben a tSmdr tart6kban keletkezd alakv4ltoz&si munka
fogalméval ismerkediink meg. Prizmatikus rudakkal foglalkozunk, olysn
specidlis alaku szildrd testekkel, amilyenek az elemi szilirdsigtanpan is
szerepeltek, Vizsgiljunk egy rudat, amelynek valamely keresztmetszetére
N, T és M Igényhevételek hatnak. Ha a rudon deformicié kivetkezik be,
akkor ezzel az igénybevételek munkit végeznek, Alakviltozfisi munksngk

nevezziikk az igénybevételek deformiciéval végzett munkdjst. Az alakvdlto-
zfisl munk4t szokifk bels6 munkdnak is neveznl, mivel belsd erSk végzik.

Az alakvdltozdsi munkinil is megklildnbdztetiink

idegen alakv4ltoz4si munkét, és
sajit alakviltozdsi munkit.

Az (F) erfrendszerbll szfrmazé N, T, M Igénybevételek akkor vé-
geznek idegen alakvdlozdsi munkfit, ha valamilyen mis okb6l létrejtitt de-
forméclé - példdul egy mésik (Q) erSrendszer okozta deformdcis - mentén
dolgoznak, Az (F) erdrendszer sajst alakviltozdsi munkdiit az (F) erdrend-
szer okozta N, T, M igénybevételek az (F) erfrendszer fltal létrehozott
deforméicibval végzik,

Az alakvdiltozdsi munka meghatiroz4sshoz messiink ki a rudbll egy
dz hosszusfgu elemi darabot (3.43 gbra), Az elemi ruddarab deforméci6ja
{a bal oldall metszet relativ elmozduldsa) dltalfban egy ferde du eltolédss
65 egy d elforduldr (3.43,a sbra). A deformdci6 hirom Ysszetevire
bonthaté fel: du.z tengelyirinyu eltolédds (3.43.b fbra), du Y hardntirgényu

eltolédds (3.43.c &bra) és d+f elfordulss (3.43.d fbra), Ezeket a relativ
elmozdulésokat a fajlagos elmozdulisokkal fejezzitk ki (16sd: 3.1,.2.1 pon-
tot):

duz=£dz
du = 74dz
uy T

d¥ = kdz,
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Ezekkel az elmozduldsokkal az igénybevételek végeznek munkit, Az
elemi ruddarab bal oldalin az N, T, M igénybevételek miikddnek, a jobb
oldali véglapra ezek ellentettjei hatnak (jobbrél vett igénybevételek). Az ele-
mi ruddarabon milktdhet még megoszl6 erSrendszer is, ezt azonban most
a munkik szdmitdsdnil ethagytuk, mert elhanyagolhatdan kicsiny a hatdsa.
Koncentrdlt eré helyén a deformdciét nem vizsgiljuk.

El8szdr az idegen alakviltozdsi munka meghatdrozisival foglalkozunk,
Képzeljiik el, hogy a d=formici6 Bsszetevdi kiilon-kiildn kévetkeznek be. En-
nek sorin a ruddarab bal oldali véglapja elmozdul, ezzel elmozdul a bal
oldali igénybevételek timaddspontja is, igy az igénybevételek munkit végez-
nek. Azonban minden alakvdltozdsi elemnél csak az egyik igénybevétel vé-
gez munkit: a tengelyirdnyu eltolédissal a duz-vel az N normilerd, a
du hardntirdnyu eltoléddssal a T nyiréerS és a daf elfrodulissal az

M~ nyomaték. Igy az elemi ruddarabban keletkez3 elemi alakviltozdsi mun-
ka ('a" a megkiilonbdztetd indexe):

= d 3
dWa Nf eq zZ + Tf Tq dz + \/Ifkq dz

Itt az £, q indexekkel azt jeloltiik, hogy idegen alakviltozdsi munk4-
16l van sz6, amikor az (F) dindmrendszer igénybevételei végzik a munk4t
valamilyen mds (Q) okbél keletkezd deformicidval.

Az egész rudra, illetve a tartéra a fenti munka integrilja adja az
idegen alakviltozdsi munkét:

? ¢ 4

fq = h

w, /Nf sqdz+/Tf 'x-qdz+/v[fkqdz

o o o

Amennyiben a deformiciét egy (Q) dindmrendszer okozza, akkor a

fajlagos elmozdulisok a (Q) dindmrendszer ébresztette igénybevételekbsl
szdmithat6k (l4sd: 3.1.2.1 pontot):
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€q " EaA

q
Tq
?q=9GA
Mg
kq=EJ'

A fajlagos elmozdulisok més hatisok kdvetkeztében is keletkezhetaei:
pl. hémérséklet-vdltozds, tdmaszsilllyedés, gydrtdsi hiba. Most idézzllk fo!
a 3.1.2,1 portban tanult egyenlStlen h8mérséklet-viltoz4s okozta deformi-
ciét:

ahol t, az alsd, tf a felsd és 1:s a sulyponti sz4lban a h&mérséklet

emelkedése, m a tart6 magassdga, « 2 hétiguldsi egylitthaté.

Vizsg4ljuk meg részletesen az idegen ilakv4ltozdsi munkdt, ha a de-
formdciét egy mésik erdrendszer okozza. Helyettesitsilk be widq kifejezés-
beaz £y, 7, ¢ k képletekt: 2

q
¢ ) ]
W N, N T, T M, M
a - | Ea 9%+ |9 Gga ¥+ Es ¥ -
0 [a] o]

Az egyes ligénybevételekbSl szdmithaté alakvdltozdsi munka nem azo-
nos nagysigrendi. A nyirdsbél szirmazé alakviltozds, igy a nyiréerdk
munkija gyakorlatilag mindig elhanyagolhatSan kicsiny a tébbihez képest.
Hajlitott tart6kndl dltaliban a hajlitdsbél sz4rmazé alakviltozdshoz képest
nemcsak a nyirdsb6l, hanem az esetleg egyidejlileg fellépé normilerdbsl
keletkezd deformdci6 is elhanyagolhat6. Csak bizonyos tartétipusoknil kell
figyelembe venni a normdlerd hat4s4t is: keretszerkezetek, rfcsos tarték.
A ricsos tartSkra - ahol nincs is mds igénybevétel, mint minden rudban
az S ruder, azaz normélerd - még visszatérink. Végsd soron tSmor
tart6k esetén az idegen alakvsltoz4si munkst 4ltalsban a domindns M nyo-
matékb6l szAmitjuk:
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M M
Wfq=/—£'—g‘dz.

a EJ
o

Hasonléan irhatjuk fel a sajit alakviltozdsi munkit, Vegyik figyelembe
a kiils6 munksinsl tett megillapitdsunkat az 1/2-es szorzbra vonatkozéan
(lisd: 3.2.1.3 pontot), amely az alakviltozdsl munkéra Is érvényes:

! *
i N? 1 sz 1 Mfz
a2 |EAY**S [PGad:ty 592
o] o [+]

A t8mdr tartékra - a szokdsos elhanyagolisok utdn ~ a
! 2
M
=1 J_L
Wf ) / s 9
o

Usszeftiggés érvényes,
Vizsgiljuk meg az idegen és sajit alakviltozdsi munkik elhanyagols-

sokkal egyszeriisitett ¢
MM
S e S T
a EJ '
o
illetve L

képletét. Eldszor csak az ldegen alakviltozdsi munkéval foglalkozunk.
A képletben az EJ legtibbszbr konstans, a rudtengely mentén nem vil-
tozik (legalibbis egy-egy szakaszon 4lland6nak tekinthet8), A nyomaték vi-
szont z flggvénye. Igy az alakviltozisl munka kiszdmitdsa sordn a

L
q__1
Wi = EJ Mf (z) Mq (z) dz
[
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szorzatintegril meghatdrozdse v4lik szilkségessé., Az aldbbiakban ismerte-
tendd segédtétel alkalmazdsival a gyakorlati feladatokban mindig megkeriil-
hetjik az integrélist.,

Legyen a 3,44 &brin l4thaté Mf(z) fliggvény a vizsgilt szakaszon
tetszdleges gtrbe vonala, az Mq(z) fliggvény legyen linedris. Az Mq(z)
figgvény z abszcissziju ordinitdja a végértékekkel kifejezve:

M1 - Mo
Mq (z)=M°+——e'——z.
A { )
. T/ T
uL M{/Z,
1
!
AMI }_ 2
L 1 ,
"’l”““l lW" My ()
HL ot

+—_TZ X

3.44 4bra

. Ezt helyettesitsiik be a szorzatintegrilba, irjuk fel tagonként az in-
tegrilist és emeljik ki az 4lland6kat:

a

¢
q_ 1 -
wd - 5 fMt(z) M (2) dz =

(]

[M ]Mf(z) dz + ————9- M,(z) = dz].
o

Ebben a kifejezésben
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t
jMf (@) dz = A
o]

az Mf nyomatéksbra teriilete

i
jMf(z) z dz = st = AMf z
o

az Mf nyomatékibrinak mint sikidomnak a statikai nyomatéka az y ten-

gelyre A statikai nyomatékot felirhatjuk a nyomatékibra teriilete és a
nyomatékibra sulypontjinak ug koordinitija szorzataként,
Ily mé6don az integril:

[}

: M, -M
fq _ 1 = L 1 o -
V»a Mf(z) Mq(z) dz MA + ) AMf zs =

EJ o Mf
o

1 Ml-Mo
“Es A Mot T %)
A ziré6jeles kifejezés nem més, mint az Mq linedris fliggvénynek
2z abszcisszihoz tartoz6 ordinitija, amelyek jelSlhetiink qu-sel.

Végiil is a szorzatintegril a

)
M (z) M AL M

Wi - f_f_(f)___qfﬁdz=M.
a EJ EJ

o

képlet szerint szdmithatd ki. Természetesen AMf

mennyiségek. Végeredményben az Integril értéke a nem lineiris gbra te-

riilete szorozva a linedris fbrinak a nem linedris Sbra sulypontia alatti
ordindtdjdval. Nyomatékosan felhivjuk a figyelmet arra, hogy a képlet esak

akkor alkalmazhat6, ha legaldbb az egyik 4bra linedris.

A segédtétel akkor is hasznilhats, ha az egyik &bra tdbb egyenes
szakaszb6] 411, Ilyen eseiekben az 4bréit olyan szakaszokra kell felbontani,
amelyeken belill legaldbb az egyik fliggvény linedris. Ezekre a szakaszokra
alkalmazhatjuk a képletet. Végiil a kapott részeredményeket Gsszegezni kell,

és M eldjeles
as
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A segédtétel a sajst alakvdltozdsi munka kiszdmitdsira is alkalmas,
ha az Mf(z) fiiggvény linedris szakaszokbél 41l:

3,2.1.5 A ricsos_tartSk alakviltozdsi munkija

A csuklSkon terhelt ricsos tartSkrél tudjuk, ho@ minden rudjukban
csak normilerd van (huzds vagy nyomis), a rudakban sem nyirds, sem
hajlit4s nem keletkezik,

M=o, T=o, N=8.

A normé4ler8t ruder8nek nevezzilk és S-sel jeltljiikk., A ricsos tar-
tékn4l tehdt cszk a ruderSk végeznek alakviltoz4&si munkit.
Irjuk fel az i-edik rudban keletkez§ idegen alakvdliozisi munkét:

a ruder8 az (F) erdrendszerbfl,
a ruder8 a (Q) erdrendszerbdl,

a rud keresztmetszeti tertilete,
a rud hossza,
a rugalmassfgl modulus,

Az egész tartbban fellép8 alakv4ltozdsl munkit az egyes rudakban ke-
lotkoz8 munkik 8sszegeként kapjuk.

A képletben:

S
8
q .
A
s
E

A rdcsos_tart6ban keletkez3 idegen alakviMozdsi munks;
n 8
w3 fe.
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Hasonléan felirhatjuk a rdcsos tarté sajit alakvéltozdsi munkAjst:

WH n sz
a” 2 E*

3,2,1.6 A szildrdsidgtan munkatételei

A szilirdsigtan munkatételei az energiamegmaradis tételére vezethe-
tok vissza, amely a tart6k alakviltozdszinil is érvémnyes. Vizsgiljuk meg
a 3.45 4brdn lathatd egyszeril kéttdmaszu tart6t. Helyezzilkk r4 a tartéra

az F sulyu terhet, erre a tart6 lehajlik. A teher alatt € lehajlis

jon 18tre. Terheljltk meg a tartét még a Q erdvel is. Ennek hatdséra a
tart6n tovibbi lehajlisok kovetkeznek be, az F erd tdmaddspontja tovdbbi

efq eltol6dist szenved.

A 5\:\\\§d%c _—"’,”’ '

t At 8 X

) 8,1

|A$ %
3.45 4bra

Ez utébbi deforméci6 sordn az (F) = (A, B, F) kills8 erSrendszer

q _
Wi

efq

kiils§ munkit végez. Tulajdonképpen ennyivel cstkken az F sulyu test
helyzeti energidja.

Tételezziik fel, hogy a mechanikus energifkban nincs veszteség (pél-
dsul hdfejlédés nines), akkor az energlamegmaradis tétele a mechanikai
energiikra mondhat6 ki, Azaz a helyzetl energiiban mutatkozé fenti cstk-
kenés teljes egészében a tarté deformilisira forditédik, A tarté alakvilto-
zéisfra

1
M M
. | £ 4
wﬁ—] £ &
o

alakv4ltoz4si munka szilkséges (Nt és T¢ munkdjit elhanyagoljuk).
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A mechanikai energifk megmaradisinak értelmében ez a két energia
egyenld,
Ezt fejezl ki az

1. _munkatétel (az idegen munkik tétele):
Wfq Wfq

a kills§ idegen munka egvenlS az alakviltozssl idegen munkival,
Hasonlé gondolatmenet vezethetd végig a sajit munkfkra is:

I, munkatétel (a sajit munkik tétele):
Vi

8 kiils8 sajit munka egyenld az alakvdlioz4si sajai munkdval,
Az idegen munkik t&telébdl két felcserslhetfségi tétel kivetkezik,

Betti le
Kénnyen beldthatjuk, hogy

Wi

vagyis két dindmrendszer egymés hatésira végzett alakvdltozdsi munkfja
egyenlS, Az alakvéltoz4isi munkfk az alfbbi integrdlokkal szémithat6k ki:

M. M M M
]...I.sz: ]J—idz.
EJ EJ

Ezek valtban egyenlfk, mivel a szorzat értéke nem viéltozik, ha a
tényez8k sorrendjét folcseréljtik, Az 1. munkatételbSl kbvetkezik:

-

Ez Bettl t&tele: a killsé ldggen MK gglcsgzglhetﬁggge. Két (egyen-
ként egyvensulyban lev8) kiils8 ding ' : 51
86 idegen munkiiia egvenlS,

Ezt a tételt a 3.46 fbrin egyszeril pSldin szemléltetjiik. Az F erd

hatisira a Q erd timadispontja eqf-el tolédik ol. A Q erd kivetkez-
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tében az F tdmad4spontja efq-val.

Az (F), illetve a (Q) erbrendszer
kiils§ idegen munk4ja:

q _
Wi,

T

efq,
flletve

af _
Wk-Q.egf.

3.46 dbra

A Betti tétel értelmében:

F. efq = Q-eqf

azaz az egymis hatsira végzett kifls§ idegen munkdk egyenlBek.

Maxwell tétele.
Az F.efq= Q.eqf egyenletbdl kivetkezik, ha F=Q, azaz az erfk

nagységa azonos, akkor J

Maxwell tétele az elmozdulisok feleserélhetdségélt mondja ki, Az F erd-
b8l a q helyen keletkez§ eqf eltolédds egyenld a q helyre 4thelyezett
F erob8l (Q = F) az eredeti f helyen keletkez8 ®q eltoléddssal, A fel-
cserélhetdségi tétel nemcsak eltoléddsra 41l fenn, hanem bdrmely elmoz-
duldsra érvényes.

3.2.2 A tart6k alakvaltozdsdnak szdmitasa a munkatételekkel

3.2.2,1 Az elmozdulisok szimitisa munkatétellel

A munkatételek felhasznildsival a tarté egy-egy eltoléddsit, vagy el-
fordulisit lehet kiszdmitani, Ezzel szemben a kis elmozdulisok elméletével
a tdmaszponti elmozduldsok ismeretében a tarts tetszbleges szdmu pontjs-
ban gyorsan meghatdrozhat6k az elmozduldsok. A munkatételek alkalmazésa,
tehst akkor célszerii, ha a tart6 egy(-két) bizonyos pontjdnak elmozduldsst
keressiik. Ha tSbb ponton szeretnénk megismerni az elmozduldst, célrave-
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zetdbb a feladatot a kis elmozduldisok elméletével megoldani. Ily médon a
tanult két moédszer eldnySsen kilegésziti egymést.

A munkatétel alkalmazisakor a keresett elmozdulds helygn felvesziink
egy Q dindmot ugy, hogy a Q dindm a keresett elmozdulds jellegének
megfeleljen, azaz a Q dinim a keresett elmozduldssal munkidt végezzen.
Ezzel egy olyan (Q) dinimrendszert vettiink fél, amelyik eredetileg nem
volt a tartén, képzeletbell teher, de a hozzitartoz6 reakcitkkal egylitt
egyensulyban van, Ezt az tnkényesen felveit Q dinimot yirtuflis dinim-~
nak, a reaskcibval egylitt pedig a Q virtuflis erbrendszernek nevezziik,

Most tekintsiik 4t a 3.47 dbrin miképpen kell a virtuflis dindmot
folvenni, ha abszolut elmozduldst (e, ¢ ), illetGleg relativ elmozduldst
(44, u) kell kiszdmitani.

Q

\ A\ < ’L—
\ » u
DI I%f)”

Q

pu—_

-
N

3.47 ébra

A (Q) virtuilis dindmrendszer munkit végez a tartén levl terheld (F)
dinimrendszer okozta alakviltozdssal. Erre nézve felirhatjuk az idegen
munkik tételét, amely egyenletet szolgiltat a keresett elmozdulis kiszimi-
tdeira, A tovhbbiakban (F) lesz az adott terheld erdrendszer és mindig az
ebbdl keletkezd elmozdulisokat fogjuk keresni. Azt a virtuilis erdrendszert,
amelyik a keresett eqf elmozduldssal - végez munkit, (Q)-val fogjuk je-~

16Ini, Az elmozdulsis munkaegyenletbSl kiadédott (+) vagy (-) elSjele azt
mutatja, hogy az elmozdulis megegyezik-e a fSlvett virtudlis dindm értel-
mével, vagy sem, Célszerii a virtuilis dindmok értelmét az elmozdulisok
pozitiv értelmének megfelelfen megvilasztani, ahogyan az a 3.47 4brén
lathat6.

Az alibblakban négy egyszerti, de jellegzetes példst mutatunk be a
négyféle elmozdulfis: e, ¢ , u, W meghatdrozéséra.

Az gbszolut eltol6dis meghatdrozisit a 3.48 &bra kapcsin mutatjuk
be. Az adott F erd egy konzolos kéttAmaszu tarté végén t4mad. Keres-
stk a nyulds kizépsd pontjinak fliggfleges eltolodisst., Az

EJ = 2,5 . 10* tm?,

Fel kell venniink a keresett eltoltdds jellegének megfeleld virtuslis
erét ugy, hogy éppen a keresett eltolSdissal végezzen munkdt, azaz jelen
esethen egy flggdleges Q erdt. Irjuk f81 az idegen munkdk tételét oly
médon, hogy a (Q) végezze a munkét az (F) okozta alakvAltoz4ssal:
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Q=1 F =« 20kN

e o

3.48 4bra
at _ af
Wk =W, .

A virtuilis dinfdmrendszer reakciéi nem végeznek munkit, mert a
timaszoknil nincs eltol6d4s, csak a Q erfnek lesz munkfja. A munkalé-
telt részletesebben felirva:

L
M Mf
Q.eqf = "'A__EJ dz .,
°

Q = 1-¢ vegylink fel, ekkor 2 kifls3 munka az 1.eq‘
azonos.

Az alakvAltozdsi munkdban csak a nyomatékok munkfjit vesszitk fi-
gvelembe (a nyirderSét elhanyagoljuk, normélerd nines a tartén),

Az glakvaltoz4si munka kiszmitdisshoz megrajzoltuk az M, és Mq

keresett eltol6dissal

f
nyomatékibraikat. Mivel az Mf sbra linedris, alkalmazhatjuk & szorzat-

integral kiszdmitisira az ismert segédtételt. Vegyiik az Mq gbhra teriile-

tét, ezt megszorozzuk a sulypontja fblotti Mf fbrabeli ordinitival és
osztjuk EJ-vel. Ugyeljink arra, hogy a nyomatékébra terfilet és a suly-
pont alattl ordinita egyarirt elSjeles mennyiségek (azoncs elfjeliek a nyo-
matékfbrival),

_ 1 1,75,17
ey 25 10% 2

. (-30) = - 7,385,102 m (}).

A negativ jel arra miutat, hogy az eltolédis 2 Q erd felvett értel-
mében ellentétes; felfelé mozdul el a pont.
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3.49 sbra

Az abszolut elfordulds kiszdmitdsdra vegyllk a 3.49 dbrdn lithatd
feladatot, A tart6 és a terhelés legyen azonos a 3,48 4brin vdzolt feladaté-
val. A konzolvég elfordulisit keresstik, Az EJ = 2,5,10%Nm2,

Felvessziik a ¢ -vel munkdt végz8 M virtuslis erdpirt és alkal-
mazzuk az idegen munkik tételét: q

af _ _.af
Wk = Wa
A virtuilis dinimrendszer reakci6i nem végeznek munkdt. Az alakv4l-

tozdsl munka szimitisinil csak a nyomatékok munk#jit vessziik figyelembe.
A felvett virtudlls erdpir Mq = 1 kNm.,

L
- Yt = q = f—q—dz.

(]

Rajzoljuk meg a nyomatékdbrikat &3 alkalmazzuk a segédtételt. Az
dbrdnak vesszik a teriiletét, a linedris szakaszoknak megfelelGen két

részletben, &s az M_-b6l vesszllk az ordindtdkat.

60 7 2 7 _ _230
=t B3 ), LT G -
2, 5.10% [ 3 ] 2,5.10%

=+ 9,21000 ()

A relativ eltol6dds$ meghatdrozdsfra oldjuk meg a 3,50 4brdn lithat6
feladatot. Egyenletesen megoszl6 teher terbell a kéttdmaszu konzolos tartét.



@kNm : @ m

+60

+3 LT RO
(e3

3.50 4bra

Hatdrozzuk meg, hogy a C és D pont milyen mértékben kizeledeft

egyméishoz: EJ = 2, 104 kNmz.

Az egyenletesen megoszlé teher deforméciét okoz a tartén. Ennek
sorfna C és a D pont egymashoz kdzeledik, A két pont relativ elto-
16d4s4nak (uCD) kisz&mitisghoz két Q = 1 virtudlis erSt kell felvenni a

relatlv eltol6dds irdnydban (feladatunkban vizszintesen). Ugyanis mind a
C, mind a D pont el fog mozdulni, e két részeltolédds abszolut érte-

lemben vett Ysszege lesz a keresett Usp eltol6dés,

Alkalmazzuk az Idegen munksk tételét:
at _
wy = w¥

Részletesebben:

[}
M M
a = | 9L
Qu 1.uCD I EJ dz,
o

A nyomatékgbrik megrajzolisa utin az alakvdltozisi munkft a segéd-
tétel felhaszndlisival Irhatjuk fel. Az M‘ nem linedris #bra teriiletét

szorozzuk az Mq linedris 4brsbésl vett ordinitival:

w =2 ¥80.43 4 541070 m.
D", 4 3

A pontok - az alakvéltoz&si £bréb6l is lithatjuk - kdzelednek egymfis-
hoz,
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3.51 fbra

A relativ elfordulfs kiszimit4sdra hiromcsuklés tartén mutatunk be
példit (3.51 Sbra). A esuklSban keletkez8 relativ elfordulist keressiik.
Adott EJ = 3,10* kNm2,

Az egyenletesen megoszl6 teher hatfsdra a C csukl6ban relativ
elfordulfs jBn 16tre. Ennek kiszdmitdsdra két Mq =1 erdpart kell fel-

venni, egyet a csukl6ét megeldz8 keresztmetszetben, egy ellentéteset pedig
a kivetben. A keresett elmozduldssal ez a dinfm munkit végez. Az ide-
gen munkdk tétele:
qu = qu .
k a

Részletesebben:

M

M
af _ - |la_f
Mq. B 1. dc J EJ dz,

o

A nyomatékibrik megrajzolisa utin a segédtétel alkalmazfisival irhat-

juk fel az alakvéltozdsi munkét. Az Mf nem linedris nyomat ékdbrab6l

vesszilk a teriileteket, a m#sikbél az ordinitfkat. A szimmetrist kihaszndl-
va elegendd a felére felirt alakvaltozési munkft megkétszerezni:

2‘2&&_( S)....(__L_(l)g,., 200-‘=
3.1 s.10

=+ 6,67.10° (MY)

A fentl példsk alapjin Mthatjuk, hogy a virtuslis Q dinfm nagysfga
kSz8mbls, Ez igy is van rendjén, hiszen az 4ltalunk tnkényesen felvett
virtuslis diném a keresett elmozdulist, amelyet a tSle fliggetlen, adott (F)
erfrendszer okoz, nem befolydsohatja. Eppen ezért célszerti a virtuilis
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dindmot egynek vilasztani: Q = 1. Ezt a médszert kivettikk eddigi felada-
tainkban is.

Az elébbiekben mindig az I. munkatételt, az idegen munksk tételét
haszniltuk fel. A sajit munkik tételének (II. munkatétel) alkalmazdsira
ritkdbban keriilhet sor. A II. munkatétel alkalmazisinak feltételei:

- a tartén csak egy teher legyen,
- az adott teher a keresett elmozdulidssal képes legyen munkit vé-
gezni,
- a teher &s a keresett elmozduldis azonos helyen legyen,
A fenti mésodik feltétel his-
nya miatt a 3,49 4brdn vizolt fel-
Q=1 adat nem oldhaté meg sajit mun-

]

]
F, : katétellel, A 3.48 fbran l4thaté
. ‘l A példa esetén a harmadik feltétel
%_ hisnyzik, Az els§ feltétel szik-
E,““‘\\J"’z‘? ségességét a 3,52 gbran illuszt-

riljuk. A kiils8 sajst munka két
ismeretlent tartalmaz (el. ez), a

keresett egyetlen (e2) helyett.

Iiyen esetben az e, eltolédds a Q virtudlis erd felvételével, és az
idegen munkik tételével szdmithaté ki.

3,52 gbra

F=20 kNm
— e ——— - c
TTRA B <l e
~JCey
| 10m | 20m | 30m
1 1 )
-60
40 -40
- S4 S2 @kNm
3.53 dbra

A 3,53 4brin mutatunk be egy feladatot a sajdt munkdk tételének al-
kalmaz4sira. A tart6 és a teher azonos a 3.48 fbrdn vizolt példival. Az
erd alattl konzolvégl lehajlist (eltol6ddst) keressitk, Az EJ =

= 2,5. 10 kNm .
A keresett eltol6d4ssal az F erd képes munkﬁt végezni, Alkalmaz-
zuk a sajit munkik tételét:
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e

Az adott P er8 éppen a keresett elmozduldssal végez munkit, ezért
nincs szilkség virtuilis er8 felvételére. Lényeges kirtilmény, hogy az (F)
erdrendszer tibbi tagjal a reakci6k nem végeznek munkdt. Igy a munkatétel:

(4
1 £ 1 M?
E’F.e ='2" E?dz
o

Az alakviltozdsl munk4t a segédtétellel szimitjuk ki. A terliletet és
az ordinitit Ls ugyanzbbfl az M, 4brébél kell venni (képzeljilk uwgy, mint-

£
ha az Mf 4bra kétszer egymis ali le lenne rajzolva).
L osge =—t—— (BT . (603 .
2 CY 5 5810t 2 2 Cy
.2,85,

=+24100m (4)

A feladatot természetesen megoldhattuk volna az idegen munkik téte-
1&vel is, az eredmény teljesen azonos lett volna a fentivel.

3.2.2,2 Példsk a munkatételek alkalmazdsira
a tart6k alakviltozdsinak szimitdsgnsl

Az alibblakban néhiny szimpéldin mutatjuk meg a munkatételek al-
kalmaz4sinak lohet8ségét &s az elmozdulisok kisz&mitdsst,

A 3,54 ibrén Ithaté kétidmaszu konzolos tartét két koncentrilt erd
terhell, Szimitsuk kI a C konzolvég fliggSleges eltoléddsst 6s az A
pont elforduldsit. legyen EJ = 0,75.10 kNm2,

Az els8 feladat megolddsfhoz a C pontban Q=1 virtuglis erdt vesziink
fel, majd a mfsodikhoz az A keresztmetszetben az M(l =1 virtuilis
" <]

ElSsztr £llitsuk e18 a nyomatékdbrdkat. Az adott teherbll a tdmasz-
pont felett:

M, =-1,7.2,20 = - 3,81 kNm,

A
A pozitiv nyomatéki maximum helyén a nyomatéksbra belégésa:
F—;-Lsﬁﬂld""i"!-ua,zekn.
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8,16 AN
1.73KN Mt
P \
c 1,5 A B o
220 3.25 . 3.25
-3.81
+ = @ kNm
=13.26 ¢
3,80

+1 4+

13.26

-220

e f O
S
:
3

-§zza

b —— - —f———

-§220 4,
(731, -4 220 @m

+1 '*5_ . @

3.54 4bra

Ezekkel az adatokkal az Mf nyomatékibra megrajzolhat6, Az AB
nyilisban ezt bontsuk fel két kinnyen kezelhetS részre az 4bra szerint
(Mt"’ M'f'). A Q=1 virtuglis teherbdl a tdmaszpontnil:

M, =-1.2,20 = - 2,20 m keletkezik,

Ezzel az M:l sbrit megrajzolhatjuk.
Végill megrajzoljuk az Mq =1 erdpirb6l az M'& jolii nyomaté&kAbrat.

A C pont fiiggdleges eltol6ddsdnak kiszAmitdsdra irjuk fel az idegen
munkik tételét:
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L
’ M'M
f“ﬁ‘d

o

1‘°Cy

A szorzatintegril kiszdmitisa a segédtétellel lehetséges. A teriilete-
ket az Mf, illetve ME és M'f' 4brdkbdl vesszikk, az ordinfitdkat pedig
az M& £brAbol:
oy - 1 . (-3,802),2,20 (_§2'20)+
Y 0,715.10

. 3 sozz,s,so - % 2,20) + 13,262.6,50 - % 2.20)]=

= _"._2.3_1.14§= - 3.033.10-3 m.
0,75. 10

A keresett lehajlis:

eCy ==-3,09 mm (4%).

A negativ elSjel azt mutatja, hogy a Q erdvel ellentétes irdnyban,

teh4t felfelé kbvetkezik be az eltolédds.
A Q@ A elfordulds kiszdmitdsa Is az idegen munksk tételével lehet-

séges: |
: M" Mf
B+ T ¢
] EJ dz,

1.¢,=
[+ ]
_ 1 (-3,80).6,50 2 , 13,26.6,50 17_
@, = 4 2 3 2 2
0.75.10

- 2A%8L 6 00178 ((O)).
0,75.10

A 3,55 fbrdn lithat6 kéttdmaszu kersttartét 40 kN-es vizszintes ers,
valamint 16,2 kN/m megoszl6 er8rendszer terhell. Adott EJ =
5 2
= 2,28,10 kNm . Hatdrozzuk meg a Par °px és 1"AB elmozdulésokat.
Rajzoljuk fel az adott teherre az_ M, nyomatékdbrét., Az Ax = 40 kN,

igy a C sarokpontban a nyomaték:



/182 ANfm

40N MITITOTIH LU 4
E
@
. M..’ Ha.’--
V' =40k ger Nt
A»in -3"5
"‘i'- 90m 1
-1 1
+{ ‘3 '*
1
+1

- ®

+62 +62 462 +6.2 +f Rt +
/ Bk \ o A 1
05.12 9‘42
+ 3‘02 -:1,
L

e o
@m 3.55 dbra @

MC = 40.6,2 = 248 kNm.

A parabola beldgisa:
2
1628 - 16,0 ki,
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A q A abszolut eXordulis kiszdmitisihoz vegylik f61 az A pontban
az M‘; =1 virtuilis erp4rt. Rajzoljuk meg az M:] nyomatéksbrat. Ir-

juk fel az idegen munksik tételét:

t
M, M
1.qgp"= E] =

[+]

A szorzatintegril kiszdmitisira alkalmazzuk a segédtételt, a terti-
leteket az M, 8br4bsl, az ordinitikat az M:l &brab6l vesszik:

0 g [Myne s mee 2 1,
2,28.10

= 20048 _ g9, 100 (")
2,28.10

A B pont vizszintes eltol6ddsdnak meghatdrozésihoz vegylk £81 a
B pontban a Q" =1 virtuslis erét. Abrdzoljuk az M" nyomatéksbrat.
Az idegen munkik tétele: 1
L
M, M
= | —i—Qa
1.ege™ E; 9
[

Az fbrateriileteket az Mf-bb'l, az ordinftikat az M'('l &bribsl vesz-~

sziik:
1 . 6.2 2 248,
epy = = 24826 82,2+ 429.6,2+
2,26.10
+164.9 . % e,z]= M—%= 7,10.10 2 m (—).

2,28.10

Az A és B kereszimetszetek kizbtt fellépd "AB relativ elfor-
dulss kiszdmitdsshoz az Mt.l" =1 erdpirt kell felvenni, az egylket az
A, 2 mésikat a B keresztmetszetben. EbbSl az M;' nyomaté&kébra
meghatirozhat, Az idegen munkfk tétele:
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l M M..’
A, = —Lﬁf—- dz

1. AB

[+

Részletezve (Mf teriiletét szorozzuk az M;" ~bél vett ordindtikkal):

1 [248.6,2 248.9 2 ]_
5 S 1+ 1160501 | -

,‘), =
AB ;5 28.10
-4 %&E = 1,268,107 = 0,01258 (.
2,28.10

Hatdrozzuk meg a 3,56 4brdn vizolt konzolos récsos tarié6 2 és
6 Jeltt csomépontjsnak fligglleges eltolddsst. A teher a 2 csoméponton
haté F=120 kN nagysigu fligglleges koncentrdlt erS5. A rudak kereszi-

metszetl teriilete:

bvrudak A, ¥ 20 em? = 2,107 m?

2
réosrudak A_ = 15 cm” = 1,5, 107 n?,

A rugalmasségl modulus: E = 2,1.10° MN/m” = 2,1.10% kN/m?,

t_ 3 (=) 5 . 7 —
hY Vs hY U 3
\l ] x ~
\ ) 3
0 (+) (+) . 6
- l % —r
60N F =120 kN 60 kN Q-1
e 80m 1 a0m 80m
joskn { 15kN
3.56 &bra
Az e, lehajlis kiszdmitfsa a sajit munkdk tételével lehetséges:

1 1
2F'°1y 2
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Az eltol6dss meghatfrozdsshoz ki kell szdmitanunk az (F) erdrend-

szerbfl az Sn ruderdket, Az Sﬂ ruderdk kbziil nyolc zérussal egyenld

(vakrudak), az sbrin ezeket karikival jelsltik meg. A maradék hét ruderd
is szimmetrikus az F teherre, igy ténylegesen csak négyet kell kiszfi-
mitanunk. A reskci6k A = B = 60 kN,

A 0, csombépont egyensulya alapjin vektorhdromszdg rajzolhatd,
amelybdl grafoanalitikus médszerrel:

S

4
N
2 +603 80 kN (huzott)

- 5. ._
sa-o 60 3 100 kKN (nyomott).

A szimmetria miatt 84_5 = S‘:’_3 = 100 kN, 82_4 = 80-2 = + 80 kN,

Ezut4n vegylink fel fliggGleges h&rmas 4tmetszést a 2, és 3. csomé-

pontok k3zbtt. A bal oldall tartérész egyensulya (A, Sz_o, Sz_s. 83_5) =0

alapjén:
(2) = =
ZM‘ +60.8+8, =0
83_5 = - 160 kN (nyomott)
3 -
):rus—so+s2_35—o
8, g = + 100 kN (buzott).
A szimmetria kivetkeztében s2-5 = 82_3 =+ 100 kN, Az fbrsba
{+) és (-) jelekkel bejeldltilk a Sﬂ ruderdk eljelét.

Az eredményeket célszeril tsblizatba foglalni, A téblizathan i a
Tud jele, s a hossza, A a rud keresztmetiszeti teriilete. Ezutfn kiszfmit-
juk a sl/Ai hényadost, majd a kdvetkezd oszlopba a korfbban kiszimitott

Sﬂ ruderdket irjuk be. Ezutin kiszémitjuk a

i By

A

mennyiségeket, &8 ezt Bsszegezrilk, igy kapjuk a
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i k]
s Ao g 60107 kv /m.

mennyiséget. Felirva a sajit munkdk tételét:

7
_12_120 o) - % 28,69.108
y 2,1.10

e, =1,14.100% m (4).

s s2.s S S.s.

s A i S fi i S S .5 ai fii

i A A oA qi  Cqi'’H Al

2 1 2 4 -

m m m kN kKN m kN kle
-3 7 5

0-2 8 2.10 4000 +80  2,56.10' -0,667 -53,33 -2,133.10

- 7

0-3 5 1,5.10°° 3333 -100  3,33.10' +0,833 -83,33 -2,778.10°
2-3 5 1,5.10°° 3333 +100 3,33.100 -0,833 -83,33 -2,778.10°
2-4 8 2.10°° 4000 +80  2,56.107 -2,000 -160,00 -6,40.10°
2-5 5 1,5.10°° 3333 +100  3,33.10° +0,833 +83,33 +2,778.10°
3-5 8 2.10° 4000 -160 10,24.10" +1,333 -213,33 -8,533,10°
4-5 5 1,5.10°0 3333 -100 3,33.100 -0,833 +83,33 +2,778.10°
7 5

28, 69,10 -17,07.10

Az e eltolédds kiszdmitdsghoz fel kell venni a 6. csoméponton a

Q = 1 virtuilis erét és alkalmaznunk kell az idegen munksk tételét:

A Q =1 virtuilis erdbdl a reakciék A = -0,5, B =1,5. Ebb8l a
teherbll felesleges az tsszes ruderSt kisz4mitani, az alakvdltozdsi munkd-
ban csak azok a ruderdk kapnak szerepet, amelyek az (F) erfrendszerben
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nem voltak vavrudak. Tehit csak a tdblizalban mAr szerepld rudaskban
kell az Sqi ruderfket kiszdmitanunk,

A 0, csomdpont egyensulydb6l graloanalitikusan:

SZ-o =-0,5

W |

= - 0,667 (nyomott)

Sa-o

+ 0,5 T~ =+ 0,833 (huzott).

s e

A 2. &s 3. csomoépontok kizttt felvett Sligglleges Atmetszés alapién:

ZM§2)=-0.5. 8+38, =0

5
§,_g = + 1,333 (huzott)
3
ZFiy=+o,5+sz_35~o
S = - 0,833 (nyomott).

2-3

A 2, &5 5, casomoépontok kizdtt felvett fiigglleges Stmetszés alapjin:

ZM§5’=-0,5.12 -8, ,-3=0

Sz.‘1 = - 2,0 (nyomott).
= - 3.
ZFW—-PO,S Sy 55~ 0
§, g = + 0,833 (huzott)

Az 5. csomOpont egyensulydb6l:

- 3 3 _
ZFW +o,asss.5+s4_‘,).5 0

S“_{5 = - 0,833 (nyomott).

Ezeket 2 ruderdket Irjuk be a téblézatban &s szémitsuk ki a hitrale-
v8 két oszlopot 1s, majd Usszegezziik az utolsé oszlopot
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T S isfisl )

P

- 17,07.10° kN/m

Ssszeget kapunk, Ebb8l az idegen munkdk tételével:

5
1. e, = AL s 10 (4,
y 2,1.10

A negativ elfjel azt mutatja, hogy az eltolsdds a Q virtudlis erd-
vel ellentétes, vagyls felfelé jon létre.

3.3 A tart6k alakvaltozasanak meghatérozésa
a rugalmas vonalak tdrvényével

A tart6k alakviltozds4t analitikus uton is tdrgyalhatjuk, ha el84llitjuk
a lehajlisi vonal, méds széval a rugalmas vonal fliggvényét. .

A rugalmas vonal fiiggvényének tdrgyalisakor csak egyenes tengelyll
tartékkal foglalkozunk, melyekre a tengelyre merGleges terhek hatnak, azaz
N = 0, (3.57 dbra) A feladat megoldisdhoz az alibbi 6t Higgvény kozbtti
kapcsolatot kell megkeresni:

p(z) teherfliggvény
T(z) nyiréerdfiggvény
M(z) nyomatékfiiggvény
9 (z) elforduldsfliggvény
e(z) lehajlisfiiggvény.

E fliggvények a tart6 tengelyében futé z koordindta fiiggvényei.
A fliggvények differencidlhaték, ’

Az igénybevétell dbrik tdrgyalisakor a fenti fliggvények kozott diffe-
renciflis Osszefliggéseket 4llapitottunk meg.

dT(z) aM) o
dz .

= p(@) ™

A két egyenletet 8ssze ls vonhatjuk:

M) _ _ dT(z) _
dzz dz

- p(2)
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A hajlitott rudak vizsgilata sorin littuk, hogy

do(z) _ Miz)
dz EJ

Foglalkozzunk ezutin a lehajlisfliggvény &s az elforduldsfiiggvény ko-
z8tti kapesolattal, A valamely keresztmetszet elforduldsszigét jelenti, de
ugyanakkor a rudtengely elforduldsdval is azonos. Mivel a ¢ a rudtengely
elforduldsszdge az nem mé4s, mint az e(z) lehajlisvonal érintSjének a
vizszintessel bezdrt szdge (3.57 dbra). Ennek a szbgnek a tangense az
e(z) fiiggvény differenciilhinyadosa

By g,

—
—

e S~a e ,/”’»Az
o

~ . -
yse

3.57 dbra

Vegylik figyelembe, hogy kis elmozdulisokrél van szé, igy a szbg és
tangense egyenldnek tekinthetd:

g%(;)-= - @ (z).

Felhaszuflva a (p(z) é8 M(z) kizottl Bsszefliggést:

detm) _ _da _ M)
dz dz EJ °
Ez a kiiztnséges misodrendd differenciilegyenlet a yugalmas vonal

differenciilegyenlete
A fentlekben tirgyalt igénybevétell és alakv4ltozdsl differenciflegyen-

letek Ysszevonva is felirhaték:

fow)_ _dow_ 1L dum _ , 1aw 1
ot N B L2 B & EJ P
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Ebb8l az Gsszefliggésbll j6l 14thaté, hogy a széban forgd 6i Higgvény
milyen szoros kapcsolatban 41l egyméssal. Ha az e(z) lehajldsfliggvényt
ismerjiik, akkor sorozatos differencifldssal eldillithat6 a tobbi fiiggvény is.
Amennyiben a p(z) teherfliggvény adott, akkor sorozatos integrildssal
ad6dik a tbbi fiiggvény. Ekkor tulajdonképpen differenciilegyenleteket kell
megoldani a megfeleld teriileti feltételek figyelembevételével.

Legyen adott a 3.58 4brén lithat6 konzoltart, lefelé mutatd, egyen-
letesen megoszl6 p teherrel. Hatirozzuk meg az igénybevételek figgvé-
nyeit, az elfordulds és lehajlisfiiggvényeket.

5 P
HINNUBRINEHIN SN @
l

@

(13

:10)

3.58 dbra

A teherfliggvény most &llandS, lefelé mutats, azaz pozitiv:
p(z) = p.

A nyirberd figgvénye a
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ar{z) _
dz p.

differenciflegyenletbSl hatirozhaté meg.

dT(z)

p dz

T(z)

p dz = pz + Cl'
A C, Integrdlisi 4lland6t abbél a teriileti feltételb§l hatirozhatjuk
meg, hogy 2 = 0-nfl T =0 (a szabad végen zérus a nyomberd):
T(o)=p.0+Cl=0 C1=0
T(z)=p z
A nyomaté&kfiiggvény meghatdrozdsakor induljunk ki a

dM(z)

dz Tz)
differencisl egyenletbdl:
dM(z) = ~ T(z) dz
z2
M(z) =-fT(z)dz=- fpzdz=-p-2—+C2

A z=0 helyen M =0, tehit

M(o)=—§-0+C2=0 c,=0

M(z) = - ‘23 22,

Kbvetkezik az elforduldsfiiggvény. Kiindulunk a

dg _ M(z)
dz EY
differenciflegyenletb&l
M
d g (z) = ——é%)‘ dz
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2 3
[M.dz: REo,

q(z) = M(z) dz = - 6 BJ

Keriileti feltétel: a befogisi keresztmetszet nem fordulhat el, z =¢,

4 =o0:
pt® p
QU =- g5 * €370 Cg=Tg7

9@ = 2= - 2,

Az eltolédasfiiggvény a

- aw

differenciilegyenlet segitségével hatdirozzuk meg:

e(z) = - (f(z) dz = + El% (zs- 83) dz =

4 40
2 & asc

= 6EJ 4

Keriileti feltételink, hogy a befogdsnil nincs lehajlis z =¢, e = 0:

p_ ¢ 3
e(¢)=6EJ(T-£ .2)+C4=

=P _ 8,4

Cy~5Es 4 °
p_ 2t 3 ,4
°(z)=6EJ(_'£ i

El84llitva a keresett figgvényeket lithatjuk, hogy azok egyre maga-

sabb rendfiek. Jelen feladatunkban p nulladrendii, ¥ elsd-, M mésod-~,
9 harmad-, e negyedrendii, A gbrbék megrajzolisit megkinnyiti, ha
legalsbb a végérintSket meg tudjuk rajzolni, A végérintdk mindig a kettdvel
alacsonyabb rendit grbe sulypontja alatt metsz8dnek. A kis elmozdulisok-
nil lattuk, hogy egy rudszakasz két végérintSje kbzittl relattv szdg a nyo-
matékdbra sulypontja (8g) alatt van., Az igénybevételek tdrgyaldssbsl tudjuk,
hogy egy rudszakasz nyomatékl sbrijsnak végérintSi e teher ereddje alatt

metszSdnek (8, sulypont alatt),
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A rugalmas vonal elB5llitdsdnak ismertetése egy gyors, a gyakorlat-
ban j6l alkalmazhat6 médszere az un. Mohr-elv., Ennek lényege a kovetke-
28. Vizsgdljuk meg a nyomaték &s a teher, illetve a lehajlds és a nyoma-
ték kapcsolatit:

2 2
dz dz

LAthatjuk, hogy ez a két kifejezés analég egyméissal, csupin EJ-vel
kell osztani a misodik egyenlet jobb oldalst,

Ezek alapjin a lehajlist elB4illithatjuk a nyomat&kdbréra mint teherre
rajzolt nyomatékibraként. A nyomatéki teherre rajzolt nyomatéksibrit EJ-
vel elosztva kapjuk meg a lehajlasi 4brat.



4. A STATIKAILAG HATAROZATLAN TARTOK
SZAMITASA

4.1 A statikailag hatarozatlan tartok

A statikailag hatdrozott, illetve hatdrozatlan tarté fogalméval mir a
statikdiban taldlkoztunk,

Ha a tartd, vagy a tart6részek a f6ldhdz, vagy egyméshoz kapcsolisa
a szilkségesnél ttbb kapcsoléruddal torténik, vagyis a rudak szdma tébb,
mint amennyl a tart6 merevvé tételéhez sziikséges, a tartét statikailag
hatdrozatlannak nevezziik, Megdllapitottuk, hogy amennyiben a kapesoléru-
dak szfima a szilkségesnél nagyobb, akkor a kapcsol6é erdket statikai uton
nem tudjuk meghatdrozni, mert az egyenletek szfima kevesebb, mint az
ismeretlen kapcsolé erSk szdma, Az ismeretlenek meghatdrozdsghoz ujabb
egyenletek felirisira van sziikségiink. Ezeket az egyenleteket az erdk hat4-
séra keletkez$ alakviltozdsokb6l tudjuk meghatdrozni. A hat§rozatlan tar-
t6k megoldisdra tobb szimitfisi médszer ismeretes. Ezek kdziil a mdédsze-
rek koziil a legszemléletesebbet, az er8médszert fogjuk a mechanika tan-
tirgy keretében ismertetni.

4.1.1 A statikailag hatarozatlan tart6k hatranyai

A statikailag hatirozatlan tart6k tervezése sokkal korlilményesebb,
mint a hatirozott tart6ké. A kapesolatokban keletkezd erdk a tart6 mére-
teit8l &s anyagsit6l is fiiggnek, tehit a méretezést elSszdr kbzelitden tud-
juk csak elvégezni, a végleges méretek rendszerint csak tbbszdri kdzeli-
tés utin hatdrozhat6k meg. A tervezés tehit munkaigényesebb,

A hatirozatlan tart6k tov4bbi hdtrdanya, hogy az egyéb hatisok, a t4i-
maszponti silllyedésekb8l, a hémérséklet-valtozdsokbbl eredd alakvaltozisok
a tartéban tdbbletigénybevételt okoznak,

A tartd alakviltozdsa az E-nek, a rugalmassigi tényezdnek is fligg-
vénye. Az E értéket eldre meg kell tervezniink. A kivitelezés sorén a
tényleges &8 tervezett anyagmin8ség eltérése a rugalmassédgl tényez8 ki~
1nbségében mutatkozik meg, Ha az E értéke a kivitelezés sordn egyes
tart6részeknél lényegesen megviltozik, a tervezés pontossiga bizonytalanni
valik,
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4.1.2 A statikailag hatérozatian tartk eifnyei

A tart6k biztonsiga a ttnkremenetellel szemben 4ltaldban nagyobb,
mint a méretezési eljirisok sorfin kimutatott biztonsig,

A hatirozatlan tarték 4ltaldban merevebbek, mint a hatdrozottak,
ezért alakviltozdsuk kisebb.

A hatirozatlan tartSkban azonos terhek hatdsira kisebb igénybevéte-
lek keletkeznek, mint a hasonlé mérotii hatirozott tartbkban, ezért gazda-
ségosabbak.

4.1.3 A statikailag hatérozatlan tartdk osztélyozédsa

A tart6kat els@sorban alakjuk szerint osztilyozzuk.

A folytatSlagos tartdk olyan gerendatarték, melyek kett&nél tobb he-
lyen vannak alitdmasztva. Megtimasztisuk szerint lehetnek fix (4.1.a 5b-
ra) és rugalmas (4.1.b dbra) aldtdmasztisu tartdk.

@ & A 2 2
® & = =
4.1 4bra

Statikailag batirozatlan ivtart6k a vonSrudas, - (4.2.a 4bra), g két-
csuklés (4.2.b bbra), és a befogott ivek (4.2.c fbra). Ezek az ivek lehet-
nek tbb nyilisuak is (4.2.d sbra). Az Ivtartd lehet Snmagfban labills rud-
linc is, melyet gerendsval kell mereviteni, Ez a merevitSgerendss rudlfnc
(4.3 fbra), vagy m4is néven Langer-tarté, Ha a labilis iv csak hirom egye-
nes rudb6l 4ll, elnevezése flighesztimi (4.4.a Sbra), vagy feszit&mftl
(4.4.b fbra).

A fuggdtart6 is labilis rudazat (linc vagy kébel), melyet riftiggesz-
tett tart6val tesziink merevvé (4.5 4bra).

A keretek egymishoz ttbbnyire sarokmereven kapcsolt, egyenesten-
gelyli rudakbédl dllnak. A keret lehet nyitott vagy z&rt. A keretlsbak lehet-
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4.3 4dbra

4.4 5bra

nek mereven befogottak, vagy fix csuk-
16val megtimasztottak. A keret lehet
egy vagy ttbbnyildsu, egy vagy tobb-
emeletes. Ilyen keretmegolddisokat mu-
tat be a 4.6 dbra

-

|

4.5 dbra

WWITLL]

ALl

i pras
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4.2 A statikai hatarozatlansag fokdnak meghatdrozasa

A hatdrozottsig illetve hatdrozatlansig fogalmit mér a statikal ta-
nulményinkban megismertiik, most megismételjiik és kibdvitjik az ott ta~
nultakat, A merev megtdmasztds, Valamely testnek a foldhdz vagy mis
testhez valé kapesolatit akkor nevezzilk merevnek, ha semmiféle erShatds-
ra nem kGvetkezhet be elmozdulds. Mir littuk, hogy egy sikbeli merev
test f6ldhdz vagy egy mésik testhez valé merev kapcesolisihoz hdrom, nem
kozds metszéspontu rud sziikséges. A sziikséges kényszerek fokszdma teh4t
egyenld hirommal. Ez lehet pl. egy merev befogis vagy egy fix csuklé és
egy gorgds aldtimasztis egyiittesen. A 4.7 4brin bemutatott kényszerek
szdma hdrom, Az anyagi Osszefiiggés is egy hirom fokszdmu kényszernek
felel meg.

— 2

l3’ Ve // (1 Vf/?
P74 Lkl
(1 (1)
ON/M  oAm
(2) (1)
4.7 &bra

Természetesen merev a megtimasztis akkor is, ha a kényszerek fok-
sz4ma nagyobb hiromnil, de ez esetben a megtimasztis statikailag hat4i-
rozatlan,

A mereven kapcsolt szerkezeteket tartSknak nevezzitk, Amennyiben a
testek elmozdithatéan kapcsolédnak egyméshoz, labilis szerkezet keletkezik,
ilyen volt az eddigi tanulmédnyainkban a rudlinc, ezeket azonban nem ne-
vezziik tartSknak,

A tart6k akkor hatdrozottak, ha a merevséget a lehetS legkevesebb
kényszerrel biztositjuk, A statikailag hatirozott tart6kban az ismeretlen
kapesolSerSk széma megegyezik a statikai egyenletek szdmival, egyetlen
kapesolat Atvdgfis4val labills szerkezet keletkezik belfle,

A 4.8 4brédn litott statikailag hatirozott tart6kndl egy kapcsolSelemet
eltivolitva, labilis szerkezetet kapunk. A tarté kényszereiben vagy magiban
a tartét alkot6 rudban Stvigfsokat létesitettiink, az elsd esetben a merev
befogésbdl (3 Ismeretlen) fix csuklét, (2 ismeretlen) gdrdild alstimasztsst
1 ismeretlen) hoztunk létre, a harmadik példdban a tarté anyagl dsszeflig-
gését jolentS hirom kapcsolérudbél (3 ismeretlen) vigtunk 4t egyet, és igy
egy két ismeretlent jelentS csuklé keletkezett.

A tartSn természetesen tbbbszdrds 4tvigést Is létesithettink. Az egy-
szeres Atvigids csak egyféle mozgdst tesz lehetvé, példdul a merev befo-

245



gis helyén létrehozott csuklSban elfordulis keletkezhet, a csuklé helyett
létesitett gorgl vizszintes irdnyban eltolédhat. A kétszeres stvig4snil mar
kétféle elmozdulis is létrejbhet, pl. egy fix csuklé elhagydssval vizszintos
és fiiggdleges eltol6dds johet létre, amelyet eddig a fix csukl6 nem tett le-
het6vé, A hiromszoros 4tvigisnil elfordulds és vizszintes, valamint fiig-
g8leges eltolédds keletkezhet,

Az elvigis ugyanakkor lehetetlenné teszi az elmozdulds jellegének
megfeleld dindm 1étrejottét, a fix csukléban nem keletkezhet nyomaték, a
gbrg8 nem vesz fel nyomatékot és vizszintes erSkomponenst.

Amennyiben egy merev tesl a foldhdz vagy tobb merev test egymés-
hoz, illetSleg a f6ldhdz t6bb kényszerrel kapcsolédik, mint amennyi a me-
revséghez feltétlentl sziikséges, hatirozatlan tarté keletkezik,

A statikallag hatdrozatlan tarték lehetnek egyszeresen vagy ttbbszd-
riosen hatirozatlanok, ezt nevezzilik a hatirozatlansig fokszdménak,

A tart6 annyiszorosan hatirozatlan:

- amennyivel tébb ismeretlen van, mint amennyf a statikai egyenle- L
tek szdma, illetdleg
- ahényszor elvigést tudunk létrehozni anélkiil, hogy a tart6 labiliss4g

vilna. .
f
:
4 l et l r
a YA
(3) 12} 4
. =t S 2
(2) (1) 1) (1)

! ¥ |

Ay (3) . 2] =
12 merev ) f2) lobiits (1)
4.8 sbra

Ez a két meghatdrozds egyenértékil.

A hatdrozatlansigi fok megéllapitisdnak legegyszeribb médja az, hogy
annyl &tvdgist hozunk -létre a tart6n, hogy még egyetlen része se viljon
labilissdi. Az 4tvdgisok szdma megadja a hatirozatlansdg fokszdmét. Ez a
moédszer egyardnt érvényes egyszerll és Usszetett tartSkra, alkalmazhaté
hatdrozatlan rdcsos tart6k esetében is.

A 4,9 fbrin bemutatjuk, hogyan lehet dtvdgdsokkal a hatdrozatlansig
fokszdm#4t megadni,
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A 4.9.a sibrin egy fix csuklébél hoztuk létre a girgds csuklét, ez
egyszeres Atvigis, tehit a tart6 egyszeresen hatdrozatlan,

A 4,9.b 4brin egy merev befogist hagytunk el, ez hidromszoros 4t-
vighst jelent, tehit a tart6 hiromszorosan hatdrozatlan,

A 4.9.c gbrin egy merev befogist (3), egy csuklét (2), és egy gbr-
g6s csuklét (1) hagytunk el, a tart6 merev maradt, tovibbi Stvigds mdr
labiliss4 tenné.

Az Usszes Atvigdsok szdma 3+2+1 = 6, tehdAt a tart6 hatszorosan ha-
tirozatlan.

A 4.9.d 4brén lev8 keret két merev befogisit elhagyva, még tovabbi
atvigisokat tudunk bevinni anélkiil, hogy a tarté labiliss4 vdlna. Két helyen
megsziintettilk még az anyagi Ssszefiiggést, Igy a bevitt Atvigdsok szdma
2,342,3 = 12, tehAt a tartd tizenkétszeresen hatdirozatlan,

Ttbbs zbrdsen tsszetett tartSk esetében ez a mdédszer gondot okozhat,
ezért egy mésik médszert Is bemutatunk a hatfrozatlansig fokszdminak
meghatdrozésfra. .

Az 8sszetett tart6t képzeletbell Atvigésokkal testekre bontjuk ugy,
hogy minden egyes test killén-kill¥n merev, &s statikailag hatérozott legyen.
Minden meglev$ kapcsolaton keresztiil vezetiink egy-egy 4tvdgdst jelz§ vona-
lat. A foldet kiiltn testnek tekintjitk, Ezut4n megillapitjuk a kepott testek-
nek, valamint az Oket 8sszekapcsol6 val6di és az Stvagésokkal megsziinte-
tett anyagl Usszefiiggést p&l6 képzelt kapcsolérudak szAmét. Az anyagl
Usszefiiggés hirom, a csuklSk két kapcsolérudat jelentenek. A t8bbsziris
csukl6kat helyettesitS kapcsol6rudak szdma 2 (t-1), ahol a t a tSbbszbrds
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csukl6 dltal Usszekapesolt testek szima., A z4rt keretet egy helyen mindig
4t kell vdgni, hogy mindig nyitott hatdrozott tartét kapjunk,
Legyen az elvilasztott részek szdma k (a f6ld is egy kiilon tarid)
és az 4itvigott rudak szdma s.
A szerkezet hatdrozott, ha s = 3(k-1). A fol8s rudak szdma adja a
hatfrozatlansig fokszimit
n=s -3 (k-1).

A 4,10 4brén felitintetett keret tObbszidrdsen Osszeteit keret., A szer-
kezetben tobbszirds csuklSk is vannak, az A jell négy, a B jeli hi-
rom testet kapesol Sssze. Az A jelli csukld tehit 2(4-1)=6, a B je-
i 2(3-1) = 4 kapcsoléruddal helyettesithetd. A tartérészekre osztis wdn
a folddel egyiitt kilenc egymidst6l fliggetlen részt kapunk. A szikséges ru-
dak széma 3(9-1) = 24, Ezzel szemben az &tvéigott kapcsol6rudak szdma:

58 = 5x2 + Tx3 + 6 + 4 = 41, Tehit a hatdrozatlansig foka:

n = 41-24 = 17,

4 B
7T~
'S 2 ,\I*~\‘
\\‘3 ’/ R-£ \\
A ]
. 13 3 ! ) var
\\ /A |’ \ V"’/
‘\ ! \ A
|
[ |
4] ]
/ {
4 |
|
Jd.

4,10 &bra

4.3 Az er6bm&drendszer

MAr az eldz8ekben megillapitottuk, hogy hatérozatlan tart6k esetében
a statikal egyenleteken kiviil még tovabbi egyenleteket kell felirni, mert az
ismeretlenek szfma nagyobb, mint a statikai egyenletek szima. Az erSmé6d-
szer a kapcsolatokban keletkezd ismeretlen nagysigu erdket (f5l8sleges kap-
esolatl erdket) hatrozza meg kinematikal egyenletek segitségével.

A statfkailag hatdrozatlan tartéban AtvAgunk annyi kapesolérudat,
ahdnyszor hatdrozatlan a tart6. Igy statikailag hatdrozott és merev tartét,
az ugynevezett t8rzstartét kapjuk. A hatdrozott torzstarté lgénybevételeil
és mozgfisjellemz8it az eddigi ismereteink alapjdn meg tudjuk hatérozni,
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A kills8 erfk hatisira az dtvigdsok helyén az ftvigott kapcsolati dindmnak
megfelel jellegli elmozdulis keletkezlk, amely a hatdrozatlan tart6nil nem
keletkezhetett. Ezeket az elmoeadul4dsokat a tovdbbiakban terhelési tényezdk-
nek nevezziik. A terhelési tényez0k szima megegyezik az Atvigisok szdmi-
val, Ezek jeltlése 2. ahol az i Index az 4tvigis helyét jeldli, az o

index a kiils§ teherre utal. (A kiilsS terhet, mint okot a tov4bbiakban min-
dig o indexszel jeldljiik.)

A hatfrozatlan tartén ezek a mozgisok nem johetnek létre, mert a
felesleges kényszerekben keletkezd dinimok ezeknek létrejottét megakadd-
lyozzdk. A kényszerekben keletkezd dinfimok nagysigit nem ismerjik, ezért
ezeket Xi-nek jelsljllk. A hatdrozatlan larténak megfelel§ mozgiséllapot

akkor jon létre, ha a tBrzstartSra a kiils§ er8kon kiviil az X Ko Xy e

Xi, Xn dindmok is hatnak. Az X1 erdkbll valamennyi 4tvdgési

helyen keletkeznek elmozdulisok, melyeknek érté€két nem tudjuk meghatdroz-
nl, mivel az Xi erd ismeretlen, Meg tudjuk hatérozni azonban az Xi =1

egységerdbll (nyomatékbsl) keletkez$ elmozdulfisokat, amelyeket aki-vel
jelolunk,
A k index az 4tvigis helyét, az 1 Index az elmozdulist okozd

X = 1 egységerd helyét jeldli. Ezeket az egységerdbll keletkezd elmoz-

dul4sokat nevezzlk egységtényezliknek.
Az ftvigisokban az Ismeretlen eréb8l keletkez8 elmozdulés:

az 1, helyen: Xl a;
a 2, helyen: Xi azl
a k., helyen: Xi a‘kl
Mivel a hatfirozatlan tart6knil a kapcsolati dindmok a mozgist meg-~

akaddlyozzik, oz Atvagisi helyeken jelentkezd elmozdulisok Ysszege nulls-
val egyenld, Igy tehit a csallakozdsi egyenletek felirhatdk,

Bt Xy gy T Xy Byt v X2 b X 8, =0
a2°+x1 a21+X2822+...+Xia21+...+Xna2n=0
=0

Bot Xy g TEXp Rt F Xt X B

.
.
.

+X a_ +X a_+,,,+X

+ =
%o 1 nl 2 n2 8 e +Xna 0
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A feltételi egyenletrendszer az X ismeretlen kapesolati erdkre
(nyomatékokra) nézve linedris,
A megold4s 1épésel a kdvetkezdk:

a torzstartd felvétele,

- az egységtényez8k meghatdrozisa,

a terhelésl tényez8k meghatirozdsa,

a feliételi egyenletrendszer felillitisa és megolddsa.

4.3.1 A tSrzstarto felvétele

A hatdrozatlan tart6t a folds kapcsolati elemek dtvigdsdval hatdrozott
és merev tartévd, az ugynevezett tbrzstart6vd alakitjuk. Az Atvigds igen
sokféleképpen torténhet.

A 4,11 4brédn lathaté keretet négyféleképpen alakitottuk 4t tdrzstartév4.

- Az egyik merev befogdst megsziintettiik, igy egyik végén befogott
keretet kapunk.

~ Az egyik merev befogdsbdl egyszeres Atvigdssal fix csuklét, a ma-
sikb6l kétszeres dtvigdssal gdrgls aldtimasztist kapunk, igy kétti-
maszu keretet nyertink,

- Mindkét merev befogist egyszeres 4tvagissal fix csuklévd alakitot-
tuk, s a tarton tetsz8leges helyen egyszeres 4tvdgdssal belsS
csuklét hozunk létre, s igy egy hdromesuklés keretet kapunk.

- Az egyik befogisbél kétszeres Atvigissal gorglt, és tetszSleges
helyen egyszeres &tvigdssal bels§ csuklét hozunk létre, igy egy
Gerber-rendszerii keretet kapunk,

LI

”g;” ”g%»Jvr

4.11 gbra

A bels8 csuklét elvileg barhol felvehetjilk, ezért az adott szerkezetnek
végtelentil sok lehetséges torzstart6ja van. Ezek koziill azonban a legcélsze-
riibb t8rzstartét kell kialakitani a kivetkezd szempontok szerint:
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Konnyen kezelhet hatirozott tartét kapjunk,

Kihaszndljuk a terhelésb8l és elrerndezéshdl adédé szimmetrist,
Olyan egyenletrendszerhez jussunk, melynek minél ttbb egylittha-
téja zérus. .
A tBrzstart6 igénybevételeinek eloszlisa 6s nagys4ga minél kevésbé
térjen el a hatirozatlan tart6éi6l.

Ha a tarté csak belsSleg hatdrozatlan, akkor a tartém beldl kell el-
vigdst létrehozni, hiszen ilyenkor a tarténak a féldhbz valé kapesolata
merev &s hatdrozott. Ez lithaté a 4.12 dbrin.

A xiilsGleg és belsSleg hatrozatlan tariénsl elfsz8r mindig a bels§
hatdrozatlansigot kell megsziintetni. Ez 14thatd a 4,13 4brédn,

LI AN

4,12 4bra

—HH

4,13 dbra

4.3.2 Az egységtényez0k meghatérozisa

Az egységtényez8k az 4tvigdsi helyeken beiktatott egységer8kbél ke-
letkeoz8 kapcsolati mozgésok.

Ezek a mozgisok lehetnek sbszolut mozgisok, melyek a f6ld és z tar-
té kbzott megsziintetett kapcsolut helyén koletkeznek, vagy relativ mozgisok,
ha két tart6érész kdz8it sziinteitink meg kapesolérudat. A mozgis lshet el-
fordulis, vagy eltol6d4s aszerint, hogy a megszlintetett kényszer nyomaték
vagy ers felvitelére alkalmas, Az egységtényezdk kizdrélag a tarté mére-
teitdl fliggnek, és a tarténak &ppen ugy 41land6i, mint a keresztmetszetf
terillet, vagy inercianyomaték. Az egységtényezJik tehit mindenféle terhelé-
sl esetre felhaszndlhatSk,

Meghatdrozisuk tirténhet birmely eddig tanult mdédszerrel, de a leg-
célszertbben munkatétel segitségével. A k helyen keletkezG elmozdulds

251



az 1 helyen beikiatoti egységerd hatdsdra az 4ltalinos munkatétel alapjan,
tomor tarté esetén:

] 4
M M, N N T T,
( d’l‘: dz + k i daz + o ki dz,
J EA GA
o (0] o

és ricsos tarténil:

(2)

egyenletekbdl hatdrozhaték meg, ahol M, Tk’ Nk’ Sk az lk egységerd-
bsl, Ml’ Nl’ Tt' SI az li egységerdbdl keletkezd igénybevételeket je-
lentik,

Ha i # %, akkor az idegen munkdk tételét haszniljuk, ha i =k, ak-
kor a meghatdirozis sajit munkival torténik,

Az esetek tobbségében a normilerébdl keletkez8 elmozdulisok elhagy-

hat6k, A nyiréerohdl keletkez8 elmozduldsokat minden esetben elhanyagoljuk,

Sz4mitistechnikailag elényds egységtényezdként az elmozdulds nagyi-
tott értékét venni, ha EJ 4llandé a tartéban,

4.3.3 A terhelési tényez8k meghatérozasa

A tSrzstart6n az adott teherb8l (terbelS erfk és egyéb hatésok) az
elvigsisi helyeken keletkez8 elmozdulisok a terhelési tényezdk. Ezek az
egységtényezdkhdz hasonlé médon lehetnek abszolut és relativ elfordulisok
és eltolédisok. A terhelési tényez6k nemcsak a tartd méreteitSl, hanem
a terhekt8l is fliggnek,

Kiszdmitdsuk legcélszeriibben munkatétellel torténik, tOmor tarténsl:

] ¢ ?
Mi Mo fNiNo TiTo
11 aio = EJ dz + _—EA dz +¢ GA dz,
o 0 o

ricsos tart6nil pedig:

252

3




ahol az i helyen beiktatott egységerd végez munkst a kiils§ teherb6l ke-
letkezd alakviltozds mentén. A képletekben Ml’ Ti’ Ni’ Si az 1 helyen

beiktatott egységerdbdl, az Mo’ To' No' So a kiils8 erdkbél ugyanezen

a helyeken keletkez8 bels§ igénybevételek. Természetesen abban az eset-
ben, ha az egységtényezdnél az EJ-vel nagyitott értéket hatdroztuk meg,
itt is ezt kell alkalmazni, hogy a kapcsolati feltételi egyenletbe azonos
dimenziéju mennyiségek keriiljenek.

Statilailag hat4rozatlan tartéban hémérséklet-vdltozds é&s a tdmasz-—
pontok egyenldtlen siillyedése is okozhat igénybevételeket.

Az egyenletes hSmérsékletviltozdsbél az egyenes tengelyii térzstar-
tén csak normil irdnyu alakvillozds keletkezik, a fajlagos eltolsdis &rtéke:
£ = ¢ At, ahol o, a hokitdguldsi egylitthats, At pedig a hémér-

séklet-viltozds. Az elmozduldst itt is munkatétellel tudjuk a legegyszeriib-
ben felirni, ahol az 11 egységerobdl keletkezd normélerd Ni végez

munkit a hOmérséklet-viltozdsbsl keletkezd alakviltozds mentén. Itt is
célszerii a nagyitott értéket meghatdrozni.

¢
Tomor tartd esetén: a, = EJO le oct At dz és
o
récsos tartd esetén: a, = EAo 3 Sl o, At s,
(¢)
Egyenldtlen h8mérsékletval-
tozds esetén feltéve, hogy a ho- | hedzr
mérséket-valtozds linedris elosz- »l -|
lisu, a tdrzstartSban normilirinyu ]
megnyulds és elfordulss keletkezik. T i
A 4,14 4bra alapjdn a fajla- \
gos elfordulds \
t -t _\ __d e | ] 5
k=o, 12, N
t m
\\
a fajlagos megnyulds: \\
L
t +t
_ af . I{f,-to Jox dzltoxdz| dz
&—oct 2 » ahol ta az al 1 + %
86, és t, a felsd szdlban kelet- 4.14 gbra

kez8 hémérséklet, m pedig a tarté
magassiga. A terhelési tényez8 felirhaté belsd idegen munkaként:
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2

]
M (-4 (t -t ) tf+ta
= Edo ————— gz + N, o dz{ .
it 2
o

[¢]

A timaszpontok mozgisa kovetkeztében a hatdrozetlan tartSkban
igénybevételek keletkezhetnek, Valamely timasz adott Am jelll elmozdu-
14s4b61 keletkez8 terhelési tényez6t az li egységerd munkijaként hatd-

rozhatjuk meg. A tOrzstart6 hatirozotl tart6, azon a tAmaszponti mozgis
pem okoz sem igénybevételt sem alakviliozist, ezért a kiils§ és belsd
munka pulldval egyenld.

A kils8 munkst felirvva 2B . Am+1la =0, ghol B . az 1
mi iis roi i

egységerBbll keletkezd reakeiber§ az m helyén. Igy a terhelési tényea(:

a, =-EJ 2B . Am.
is mi

4.3.4 A feltételek egyenletrendszeri felallitasa és megoldasa

Az egység- és terhelési tényez8k ismeretében az Xi ismeretlen
kapcsolati erdkre felillithat6 egy linedris egyenletrendszer, a csatlakozdsi
fellételi egyenletrendszer. Ezen egyenletrendszer minden egyenlete egy-egy
mozgis nullértékiiségét fejezi ki, Minden elvdgdsi helyre felirhat6, hogy
ott a kiils§ teherbdl &s az ismeretlen kapcsolati erSkb8l egyiittesen kelet-
kez8 elmozdulis egyenlS zérussal, Az n egyenlet éppen elegendS az n

darab ismeretlen Xi erd meghatiroz4sira.

Az egyenletrendszer 4ltaldnos alakja:

B0ty Xyt Xyt v, X =0

3o T Bgy Kyt By Xpt e b2y X 0

+ + ..t =
ano * anl XI a112 XZ ann Xn 0

Az egyenletrendszer megolddisa a matematikdban tanult médszerek
segitségével tSrténhet. Ezek egyikét a determininsokat alkalmazva:

D D

- - 2 = oh
X = Xz D Xn D

o
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ahol

41 Hg ot A4y T %o M2t Hp
D= a21 a22 a2n D1 = ~ a2° a22 azn
anl anz oo ann - ano anz see alm
41 10 """ 41 %2 0 T e
D, =18y "85, -° By D = | 85 395 +er ~ 2y,
anl -ano soe ann anl anz ses -ano

A determininsok szdmit4dsa matematik4b6l ismert. HAromnAl tsbb is-
meretlen esetében azonban a médszer igen hosszadalmas, ilyenkor a hati-
rozatlan tarté megold4sira m4ds moédszert alkalmazunk, A ttbb ismeretle-
nes line4iris egyenletrendszerek megolddsira kivildan alkalmas a szdmité-
gépekre programozhaté métrix szdmitds.

4.3.5 Az egyszeresen hatarozatlan tarté megoldasa

Példaként oldjuk meg a 4.15 4bran 14thaté egyszeresen hatdrozatlan
tartét,

A tart6n az EJ érték 4lland6. A térzstartét ugy alakitjuk ki, hogy
elvesszilk a B timaszt a tartS al6l, ezzel egy mereven befogott konzol

keletkezik. Az ismeretlen X, a B tdmaszban keletkezd fiiggleges erd.

A csatlakoz4si egyenlet szerint a B pont fligglleges eltolédisa egyenld
lesz nulldval.,

Az egységtényez8 a B tdmasz helyén keletkez§ fligg8leges eltol6dis
nagyitott értéke az L egységerl hatdsdra. Munkatétellel meghatirozva:

A terhelésl tényez6 a B tfmasz helyén a teher hatésira keletkezd
fiiggdleges eltol6dds nagyitott értéke. Munkatétellel meghatirozva:
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165 _5F¢L 3
2 6 48 [evm™]

N frea

4
py
30~ jMIModz_ 2
o
A csatlakozisi fellételi egyenlet:

F 3 =
8y X1t 3,70

3
AN S TL

/2 {2

——

S~ Qo A B t4dmasznil tehit egy felfels

mutatd -1—56- F  nagysfgu erd kelet-

@ kezik a hatdrozatlan tartén.

i Xp=f A tovibbi reakcitk a statikai
egyenletekbfl kiszamithatok:

“ha

\“‘—\\4 0,,

A+ -2 F .
T AFg=rATF T =0

®

11
F = - ==
M, ( A 16 F, felfelé mutat.
5
] A=l r A F¢ 5
A-,%F 6 M§)=MA+-—2——T€F€=0
T e £
" i 1 1€ 3
4 ¢ {TIIII @ M, = - S FL.
]
e 1 T @ A kbzépsl keresztmetszetben
G a nyomaték jobbré6l szémitva:
53 Ft
S, _ 5
4.15 &bra M =ijgFlz=5 Fl.

Az adatok ismeretében miAr megrajzolhatjuk a hatirozatlan tarté
igénybevételi fbriit.
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4.3.6 A kétszeresen hatarozatlan tarté megoldasa

Oldjuk meg a 4.16 fibrdn 15that6 kétszeresen hatfrozatlan taribt, és
készitsitk el az igénybevétell dbriit.

FoF F yF
N e |0
1 aw
h
X2
43 /3 12 A o
Fole 1
e~ ——. "
S \ B
\
A
1?, Y
WQ"Z'”K— ————— I 4
\
\ @,
A
Qpy
- h
%'7’ B h
\\
12kN 12 13.. -}.\
rs26n | fN Gis
,ggk;\v,,' 13.6kN
(3 g-',isz
3 10,4 kN
7!Im11mnmmmmmmn

®

~10,% kN
4.16 fbra

A tartS merev befogéssal és fix csukléval megtémasztott keret, az
EJ é&rtéke 4lland6. A tOrzstart$ kéttdmaszu keret lesz, ugyhogy a merev
befogdisb6] egyszeres tvigissal fix csuklét, a csukl6b6l szintén egyszeres
Atvhgdssal g¥rgds altdmasztfst nyerlink. A fix csuklénal 1, nyomaiékot,
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a gbrgbnél 1 9 vizszintes erdt ikiatunk be az egységtényezdk meghatéro-

zisghez, az eredeti kényszerek 4ltal gitolt mozgdsoknak megfelelfen, Az
egységtényezdket ismét munkatételle! hatdrozzuk meg., Az A pontnil ke-
letkez8 tdmaszponti szogforgis az 11 nyomaték hatdsira ajqr 22 12
hatdsira g A B timasznil jelentkezs vizszintes eltolédas az 11
nyomaték hatdsira 2,

Az egységtényezdk szimildsa:

10 2z 12 hatisira 250-

(B8)
- 2=t 2_2L
By = [ Myde=5 S=3 (M 4brab6l) [m]

ht 1 _h 2
MM, dz = Bt §=—t (M, és M, &brabol) [m”]

2 7 [ 172 2 8
(4)
®) 2 2
- 24,-0t 20 b 2 _h 3
8y, = I M, dz = 5F TS+ =g (t+h) (M, dbrabél) [m™]
(4
®) .
- _2 h_ht 2
2y, fMl M, dz =y o=" (M € M, &brébél) [m’]
(A)

Természetesen a, = 2, Betti-tétele alapjén,
A terhelési tényez8k szdmitdsa:

B) 2
= _Ft 42 1 _FL
&, = f Mo Ml dz 3 3.2 2 9 (Mo és Ml abrébZI
(A) [y m*]
®)
2
= ~Et 4t h_FE¢
ay, = Mo M2 dz = 3 3.2 39 h (Mo és M1 fibrab6l)
(A) (&N m®]
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Miutin o tényezSket meghatiroziuk, felirhatjuk a csatlakozisi feltétell
egyenleteket. Az cgylk egyenlet kimondja, hogy az A ponton az clfordulds
egyenld nulldval, a mésik szerint a B pont vizszintes eltoléddsa nulla,

a1 Xyt Xt =0
By X tay, X, ta, =0
x Lix Q+F12=0 (1N m?]
137 %2 6" 9 m
2 2
ht " Feo . 3
X, =+ X, = (E+my+=F—h=0 [N m']

A két egyenlet megoldhats, ha behelyettesitjik F, {, h szdmszertl

éxrtékeit, Az X1 az A timaszponti nyomatékot, az X2 a B tdmasz-

ponti reakeié vizszintes vetiiletét adja meg. Az A timaszerd, valamint a
B timaszerd fliggSleges Ssszetevije a statikai egyenletekb8] kiszdmiihat6,
Ha ismerjik a reckciSk szdmszerti értékeit, az igénybevételi {4brék megraj~-
zolthatdk,

Oldjuk meg a példit a kdvetkez8 szdmadatokbdl:

F =12 kN h=3m {=6m

_L_8_
3, 332 [m]
¢ 3.6 2
=5 =5 =3 [=’]
b2 3 3
Byp = g (L+R) = (®3) =27 [m’]
2 2
Fe2 126 2
T P P
2 2
12,
a2°=F—‘;=—g3§—.3=144 [N ]
2X +3%,+48 = 0
3K, +27X, +144=0
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2 3
D= = 45 X1=--8'f§-=-19,2kNm
3 27
- 48 3
D, = = - 864 x2=—%§‘-=-3,zm
-144 27
2 - 48
D2= = - 144
3 -144
Statikal egyenletek:
X +A -3,2=0 A =3,2 kN
i X X
M, =-19,2 + 12,2 + 12,4 - 6.B + 3,2,3 =0
A y
B =10,4 kN
y
Y =+12+12 -10,4+ A =0
1 y
A =13,6 kN
y

4.3.7 A rudakkal megerdsitett tarté megoldisa

Hat4rozzuk meg a 4.17 sbrin l4thaté feszitOmiives tart6 igénybevéte-
leit. A tarté klilsGleg hatirozott, bels8leg egyszeresen hatirozatlan.

A tbrzstartét ugy alakitjuk ki, hogy a feszit6mi alsé rudjit Atvagjuk.

A terhelési tényezd az 4tvigott rudvégek relativ eltolédisa a teher
hatisdra. Ezt az idegen munkik tételével tudjuk meghatirozni. Az atvigott
rudvégekre egységerSkbdl 4116, egyensulyban lev8 erbrendszert helyeziink,
ez végez munkit a teher hatisira keletkezd relativ elloléddssal. A szdmi-
t4s sor4n a ruderdk hat4sira keletkezd nyuldsokat most nem szabad el-
hanyagolni, mert hatisuk jelentSs,

A terhelési tényez8 tehit:

(]
M M S. S
_ o 1 io il
am'J JdZ+ZAst'
0

E E
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_i. &m P+5 kN
A RB—+r
3 2 &
B N
4m 4m 4m F’
LN
9] [e (1) kv

70,3
eyl o j*\ o
~ + @kNm
47
~344
/ ol
%
3
@ © kN
53— ©
>
4,17 dbra

Az egységtényez8 az elvdgott rudvégek relativ eltoléddsa az egység-
erdk hatdsira. Ezt a sajit munka tételével hatdrozhatjuk meg:

A csatlakozéisi egyenlet:
T * a11 X1 = 0.

Itt X, az 4tvigott rudban keletkez8 erd.
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A példit odljuk meg a kidvetkezs adatokkal:
A gerenda adatal: E 1000 kN/em?2  (fa)

J = 8.104 cm4
Arudsk adata:  E_= 21000 KN/em® (acel)
Al = A2 = 1,13 cm2
- 2
A3 10 cm
A merevségl EJ = 8, 107 kN cm2 = 8.103 kN m2
tényezSk: 4
E A =2,3710 kN
al
E A, =2,1 . 10° kN.
o3

A terhelési tényezOnél a m#sodik tag nullival egyenlS, mert a térzs-
tart6n a teherbdl nem keletkezik erl, az elsd tag a nyomstéki 4brakbsl
szdmithaté:

-2 3.4
a, = 2 &lesms212) = - 0,287 m

Az ogységtényezd elsG tagjat az M, nyomatékibrabél, 2 misikat a
ruder8kbdl szdmithatjuk:

a, = -—2—5 3—'23- %s +3.2.3 + —1——4 aZ.a41,25%. 5) +
8.10 2,37.10
1 2 i
+ —— (2.0,757.3) = 0,00835 m/kN
2,1.10

A csatlakozdsi egyenlet:

0,00835 X - 0,287 =0

x=+696-§—"‘é'-;3=+34,4kn
]

A nyomaték szuperpozicibval sz4mithaté:

M=M +XM.
[ 1

e b



A ruderdket is egymésra halmozdssal szdmithatjuk:

S TR

Jelen esetben Slo = 0, mert a kiilsd erdb8l nem keletkeznek rud-

erdk

A rvuderdk: Sl = 34,4,1 = + 34,4 kKN
82 = 34,4.1,25 = + 42,9 kN
S3 = -34,4.0,76 = - 25,8 kN.

Ezzel a feladatot megoldottuk. Az igénybevéieleket a 4.17 Sbrarsl
leolvashatjuk.

4.4 A statikailag hatarozatlan racsos tartok megoldasa
erdmobdszerrel

A ricsos tarték esetében is kétféle hatdrozatlansig lehetséges,
A rendszerbeli hatdrozatlansig abbél szirmazik, hogy a tart6t alkots hats-
rozott rdcsos tartérészek foldhdz vagy mis tartérészekhez valé kapesola-
tiban f818s rudak vannak, A tart6 belsSleg hatdrozott, de kiilsSleg hatiro-
zatlan, 1dsd g 4.18 4br4n levl tartSt, amelynél a kills§ kapcsolatok fok-
széma f = 4, a tart6 belsfleg hatirozott é6s merev r = 2¢ - 3 (ahol
r = rudak szfma, c¢ = csuklék szdma: 23 = 2,13-3),

NN NSNS

(2) (1) 1)
4,18 &bra

A récsozfisbell hatirozatlansdg abb6l szfirmazik, hogy a rudak szédma
nagyobb, mint a 2¢-3 érték, llyenkor a tart6 belsdleg hatdrozatlan. Ilyenek
pl. a kétszeres ricsoz#su tartok.

A kétféle hatrozatlanssiy egylitt is eldfordulhat, tehdt lshet egy r4-
csos tart6 kiilsGleg és belsOleg egyarfnt hatdrozatlan.
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4.4.1 A hatérozatlan rendszerd,
hatdrozott racsozdsi tarték megoldasa

A megoldis a mir begyakorolt moédon trténik. Torzstartévs alakit-
juk a tart6t valamilyen tdmasztérud, vagy belsd rud stvigisdival, és az 4t-
vigis helyére felirjuk az egyensulyl feltételt egyenletet. A szémitss csak
abban kiilonbbzik a tOmor hatirczatlan tartd szimitds4it6l, hogy az egység
és terhelési tényezdket a ricsos tarté alakviltoz4sibél kell kiszimitani,

A szdmitds menetét egy szimpélddn is bemutatjuk, A 4.19 sbran
adott egy bels8leg hatdrozott, kiilsfleg egyszeresen hatérozatlan ricsos
tart6. A tari6t a 3-5 rud dtvigdsival két egyméasts] fiiggetlen kéttimaszu
rdcsos tartéra bontottuk, ez lesz a tdrzstarté, Az 4tvigott rud helyén a
teber hat4sdira fellépl relativ eltolédds a terhelési tényez8, az egységerdk
hatisdra keletkez8 relativ eltolédis az egységtényezd,

3 5 7 o
g
Lo
0 2 4 P
100&N %, 6 T
L 2a=8m | 20=8m |
i T —
{1
4.19 gbra

A terhelési tényez8t és az egységtényezSt munkatételiel hatdrozzuk
meg,

o “il
0= 2 “pa B s
i=1
16 s°
=5 A
1T 5 EAT

A csatlakozisi egyenlet kimondja, hogy az ﬁtmetszés helyén a relativ
eltolédds egyenld zérussal:

9, %1 v 3, =0
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4.1 tiblizat

Rud — , 5 s s G’y i‘— X S s
jele i 1 "o i1 A A i°n 1
m2 m kN 1 kN m-1 m—l kN kN
0-2 0,02 4 66,7 =~ 0,5 - 6670 50 -4,80 + 61,9
2-4 0,02 4 66,7 - 0,5 - 6670 50 - 5,8 + 61,9
1-3 0,02 4 0 0 0 0o 0 0
3-5 0,02 4 0 +1,0 0 200 + 9,7 + 9,7
0-3 0,01 5 =-8,3 +0,625 - 26050 195 + 6,0 - 77,3
3-4 0,00 5 -83,3 -0,625 +2605 195 - 6,0 - 89,3
o-1 0,01 3 0 0 0 0o 0 0
2-3 0,01 3 +100,0 0 0 o o +100
4-5 0,01 3 0 0 0 o o 0
6-7 0,01 3 0 0 0 0o o0 0
8-9 0,01 3 0 0 0 o o 0
4-7 0,01 5 0 - 0,625 0 195 -6,0 - 8,0
7-8 0,01 5 0 + 0,625 0 195 +6,0 + 8,0
5-7 0,02 4 0 +1,0 0 200 +9,7 + 9,7
7-9 0,02 4 0 0 0 0o o 0
4-6 0,02 4 0 - 0,5 0 50 -4,8 - 4,8
6-8 0,02 4 0 - 0,5 "0 50 -4,8 - 4,8
- 13330 1380

Ebb8l az X, = 8y Iismeretlen ruderd kiszdmithat6. A t8bbi ruderd

mér szuperpozicibval meghatirozhat6 az

8 =8, +X S, képlet alapjan.

A szimitds it s tgblizatosan végezhet§, mint ahogyan a rfcsos tar-
t6 alakvdiliozdsaindl mér tanultuk,

A ruderdk rész-szamitisit nem kbzlttk. A rudak keresztmetszett
terilletét a téblizat tartalmazza,

Az Ysszegzések alapjin

2, = -138%0 KN mt

268



a5, = 1380

Az egyenlet: - 13330 + 1380 X = 0 és ebbdl

_ 13330 _
T 1380 9,67 kN.

A ruderfk szAmitas4t a 4,1 tiblizat tartalmazza.

4.4.2 A hatarozott rendszerd,
hatarozatlan racsozasa tarté6 megoldasa

A reakcidk meghatdrozidsa egyszerii, mert killsGleg hatdrozott merev
testnek tekintjilk a szerkezetet,

A ruder8k meghatirozdsa er8moédszerrel torténik, A felesleges rudat
atvigjuk, és ezdltal kialakul a tdrzstart6. Az 4tvigott rudban a kiilsS erd
hatissira keletkez8 relativ eliolédds a terhelési tényezd, az 4tvighsi helyen
felvett + 1 egyensulyban lev8 rendszer hatdsdra keletkezd relativ eltolédds
az egységtényezl. Az egyensulyi egyenlet kimondja, hogy az Atvigds he-
lyén 2 relativ eltoléddsok Osszege nulla, Természetesen ez annyi egyenle-
tet ad, ahfny felesleges rudat Atvagtunk.

Az 4iltaldnos megolddssal nem foglalkozunk, mert az a mir ismer-
tetett t4blizat felhasznilisdval egyszeriien elvégezhet8, inkibb egy gyakran
eldforduld hatdrozatlan ricsos szerkezet, az andriskereszt megoldisst is-
mertetjik,

Az andriskereszt vagy m4s néven X récsozisu tarté az 4llvianyok,
oszlopok merevitéseként és szélricsozdsaként gyakran elSforduld szerkezet,
iltalgban kdzelitd eljardssal oldjuk meg.

A kbzelit8 eljdrds abbdl indul ki, hogy az egymist keresztezd két
ricsrudban keletkez8 ruderd egyenls. Erdemes megvizsgdlni tehdt egy pél-
ddn, hogy ez a két erd a valésigban mennyire tér el egymaistél,

Szémitsuk ki a 4,20 sbrén lev8 belsdleg hatdrozatlan ricsos tartd
ruderdit. Az egyszeriiség kedvéért a keresztmetszeti tertiletek legyenek
egyenl8 nagyok., A tart6 belsSleg egyszeresen hatirozatlan, mert az egyik
Ssszekttd rud felesleges, a tarté nélkiili is merev, Az egyszeres hatiro-
zatlansigot megkapjuk akkor is, ha feltételezzitk, hogy a réicsrudak csat-
lakozdsdnil csuklé van, mert a rudak sz&dma

8§ >2¢ -3 =2,56-3=1,

A szimitdsnil feltételezett csukl6 elhagyhatd, mert a két-két félrud-
ban keletkezd erdnek egyenlfnek kell lenni a csomépont egyensulya miatt.

A torzstartét ugy alakithatjuk ki, hogy az egyik ferde ricsrudat 4t-
vigjuk., A torzstarté hilézatdra a 4.20.b 4brdn felrajzoltuk a kiils6 erd ha-
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6AN 2.4 AN - (-0,6)
1 +!
+f
NI fo) § (e (-04)
{ 1) /\G1)
0 3 J6aN o N _EN
A LE }aan SN (-0}
"o ® ®
4,20 sbra

t4sdra keletkezd erdket. A 4.20.c 4brén felrajzoliuk a hil6zatra az egy-
sgéerdkbi] keletkez& ruderSket. A szémitis fejben elvégezhetd, részlete-
sen nem foglalkozunk vele,

A terhelési tényezd:

a, = Zsio Sil si = - 8.0,8.4-10.1.5 = - 75,6 m kN,

Az egységtényezd:

2

¢ o
a, = }:sflsl =2 (0,6°.3+0,8 ,4+5) = 17,28 m.

Felirjuk a csatlakozdsi egyenletet:

- 75,6 + 17,28 X

1=

Tetszflegesen birmely ruderd szdmithatd az

8 =8_+X 8 kplethdl.

Az egylk ferde rudnil:
813 = - 10 +1,4,375 = ~ 5,625 kN értéket
kapunk, a mésiknil
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S _ =0+ 4,374 = 4,375 ¥N ruderft.
02

A két ruderd abszolut értéke egymA4stél igen nagy mértékben eltér.
Ennek els8sorban az az oka, hogy a vizszintes erSt a B csuklé veszi fel,
az A ponton mozgd saru van.

A gyakorlatban tirgyalt tarttk megtimasztisa kfilsSleg is hatirozatlan,
az A ponton is csukls van. Ebben az esetben az eltérés lényegesen ki-
sebb.
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5. STABILITAS

5.1 A tartoszerkezetek stabilitdsardl altaldban

A szilirdsigtanban az eddigiek sordn a szerkezetekben &s a testekben
1étrejovd fesziiltségek &s alakviltozdsok meghatfrozdsival foglalkoztunk,
Ugy tekintettiik, hogy ha a legnagyobb fesziiltségek (igénybevételek), illetd-
leg alakviltozdsok (elmozdulisok) egy meghatdrozott értéket elérnek, akkor
a szerkezet szildrds4gi, illetSleg alakviltozdsi hatdrfllapotba keriil. A ter-
vezést vagy méretezést ezeknek a rendeltetésszerii hasznilat megsziinését
jelentd hatirdllapotoknak az alapjin végeztiik el. A szilirdssgi hat4drillapot
csak a szerkezet bizonyos adatait6l: keresztmetszeti tertilettdl, keresztmet-
szetl modulustél, 6eng megengedett fesziiltségtol fiigg. Ezeket szildrd-

s4igl jellemz8knek nevezhetjilk, Nem fiiggenek viszont a tart6 merevségét
meghatirozé merevségi jellemz8ktS]l, elsGsorban a rugalmassigi modulus,
flletve hajlitott tart6knil az EI hajlitisi merevség nagysdgitél. Ezért van
fontos szerepe az alakv4ltozdsi hatdrillapot vizsgilatinak.

Bekivetkezhet olyan 4llapot is, amelynél a fesziiliségek és az alak~
valtozdsok a megengedett mértéket még nem érik el, a szerkezet, illetve
a test mégsem tudja betSlteni rendeltetését, mivel a 1&trejdtt 4llapotban az
egyensuly stabilitisa megsziinik, azaz instabil egyensulyl 4llapot j¥n létre.
Ezt az 4llapotot stabilitdsi hatdrillapotnak nevezzilk.

A stabilitds jelenségének jobb megértése céljibsl ismerkediiink meg
az egyensulyl dllapot hirom jellegzetes esetével, Az 5.1 gbrén l4thaté go-
ly6 megéll mindh4irom berajzolt helyen, tehdt mindegyik esetben egyensu-
lyu 4llapotban van, Csakhogy ezek az egyensulyl 4llapotok élesen kiilénbdz-

stabilis ndifferens lobilis
e gyen s olys allapo't
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nek egymést6l. Ugyanis a goly6é helyérSl kissé kimozditva és ott magsira
hagyva kiilonbdzdképpen viselkedik, Az a) esetben visszagurui eredeti he-
lyére, a b} esetben megmarad uj helyzetében a c) esetben pedig elgurul.
Ennek megfelelSen az egyensulyi 4llapot:

- stabilis (biztos), ha a szerkezet az eredeti helyére visszatér,

- indifferens (k6zdmb0Us), ha a szerkezet a kimozditott helyzetben
nyugalomban marad,

- labilis (bizonytalan), ha a szerkezet az eredeti helyzetétSl tivolodik,

Az instabilis egyensulyi &llapot lehet lokélis (helyi) jellegii, igen gyak-
ran azonban a szerkezet teljes egészére kiterjed. Ekkor a belsd erfk a kri-
tikus részek, illet8leg a teljes szerkezet stabil egyensulyi helyzetét nem
képesek biztositani, ezért a szerkezeti részek, IlletSleg a teljes szerkezet
a legkisebb zavaré6 hatis kovetkeztében kimozdulhat, s ez lokilis vagy to-
t4ilis tSnkremenetelre vezet. Ez a kritikus 4llapot rendszerint minden elf~
zetes jelzés (nagyobb alakviltozdsok, repedések) nélklil, hirtelen kdvetkezik
be, és igy sulyos kArokat és katasztrOfikat is eredményezhet, ezért a sta-
bilitds hatdrdllapot vizsgilatdnak a teherviseld szerkezetek tervezésénél &s
ellendrzésénél kiléndsen nagy jelentSsége van.

A tovébbiakban néhény, a gyakorlatban gyakran elSforduld stabilitisi
problémst mutatunk be, Kezdjik egy egyszerii szemléletes példival, Kbzis-
mert, hogy a szerkezeti acélok Geng megengedett [eszilltsége huzisra

és nyomisra gyakorlatilag azonosnak vehetS, Ennek ellenére egy hosszu vé-
kony huzalnak tekintélyes huzisi teherbirisa van, nyomésra azonban egyil-
tal4n nem vehetd igénybe. E jelenség oka, hogy a nyomoit bhuzal csak abban
az esetben volna teherbird, ha ttkéletesen egyenes volna a tengelye. Ellen-
kezd esetben a nyomds melletl hajlitényomaték is keletkezik, és mivel 2
huzalnak gyakorlatilag nincs hajlitémerevsége (EI ~ 0), alakjit nem tudjz
megtartani. Tehit nem elegend§ kimutatni, hogy a szerkezet slméletlleg
elképzelt kOrillmények kizott egyensulyban lehet, hanem meg kell vizsgilni
annak viselkedését az elképzelt egyensulyi 4llapot, egyensulyl alak megza-
varfsa esetén is,

Az 5,2 §brin lathaté nyomott rud zbban kiildnb8zik a nyomott husal
esetétdl, hogy az EI hajlitémerevsége nem zérus. Ezért kis nyoméer8i
esetében az elméletileg elképzelt egyensulyi alak (tSkéletes kbzpoutos sré,
egyenes tengely, tiszta hajlit6nyomaték nélkiili nyomis) megzavardsa (pl. a
rud kisméretii meggbrbitése) nem jir kedvezStlen kbvetkezményekkel, s a
rud ujra "kiegyenesedik és teherbirdsa megmarad. A rud stabil egyensulyi
&llapotban van, Elméletileg és kisériletileg igazolhail, hogy egy bizonyos
erGnagysdg (F >Fkr) elérése utin a helyzet megviltozik, az EI merevség

nem elegend§ ahhoz, hogy a megzavart egyensulyi 4llapot helyreillitsa (a
rud nem "egyenesedik" ki), hanem tovdbb gbrbiil, kihaflik, A rud instabil
egyensulyi dllapotba kerill. Az F, erdt - amely a rudon indifferens

egyensulyl dllapotot okoz - kritikus erdnek szokis novezni, A rudon akkor
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milkddik éppen kritikus erd, ha a rud egyensulyi alakjinak megzavatisa
utdn nem tér vissza eredeti helyzetébe, hanem uj meggdrbiilt helyzetében
is nyugalomban marad. A kihajlis vizsg4latanil éppen ezt a kritikus erdt
fogjuk keresni.

A ricsos tarté nyomott Svének kihajlisa kSzvetlentil kapcsolédik az
egyetlen nyomott rud kihajlisdhoz, Ez természetesen bonyolultabb feladat,
mert amellett, hogy egy-egy rudon a tarté sikjiban vagy arra merdlege-
sen bekdvetkezik a kihajlds, a magiban 4116 nyomott dvek egésrét is meg
kell vizsgilni a tart6 sikjira merSleges kihajlis szempontjsbol.

A ivhidak nyomott ivének kihajldsa a f&tarté sikjsban és arra mers-
legesen egyardnt bektvetkezhet.

A hajlitott tart6k kiforduldsa (kibicsaklisa) mir més jellegli stabili-
tisi probléma. Ha egy dnmagiban 4116 vékony tart6 nyomott Sve nem elég
merev, akkor a tart6 kifordulhat. Az 5,3 Sbrin lithatd I tart6 fels§ ove
keskeny (azaz nem elég merev). Ilyenkor a fiiggbleges lehajldson kiviil
igen nagy oldalirdnyu eltolédds is bekdvetkezik, mik8zben a keresztmetsze-
tek el is fordulnak. A tart6é a kifordulfs kiovetkeztében elveszti ellenillisit
és leszakad. Amennyiben a tart6 nyomott 8vét kellS szélességiire alakitjuk
ki, akkor elkeriilhetS a kifordulds, a keresztmetszet fliggSlegesen eltolsdik,
de nem fordul el a rudtengely koriil. Ugyanez a jelenség egy vékony magas
négyszdg kereszimetszetil tart6 esetében is eldfordulhat (5.4 Sbra),

A nyomésra igénybe vett tircsik stabilltds vesztése a horpadés.

Az 5,5 4brin egy vékony lemezekbdl 4116 nyomott rudat l4thatunk. Ennek
alkot6 elemezel & < 6’k esetében sikok maradnak, 6 = 6_ esetben a

k
vékony lemez behorpad: lemezhorpad4srél van sz6.

A gerinclemezes tarténdl a gerinclemez horpadisa kivetkezhet be,
ha a gerinclemezt nem merevitjilk, A horpadds sorin a lemez sikjgbél ki-
lépve kipuposodik (5.8 4bra). Elbszir a tart6véget kell mereviteni, shol
a nagy reakciferdt kell "bevezetni" a tart6ba. Ezenkiviil tov4bbi fliggdleges
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A lemezhorpadishoz hasonlé jelenséget mutat be 5.8 sbran bemuta-
tott kUrhengerhéj, ez a jelenség a héjhorpadis.

Bonyolultabb szerkezetek esetében gyakran nem elegendd csupdn az
egyes szerkezeti részek (rudak, lemezek) egymistédl fiiggetlenill bekdvetke~
z8 stabilisstvesztésével szdmolni, hanem a teljes szerkezet stabilitisvizs-
galatit is el kell végezni. Ez kiilondsen bonyolult szdmitisokra vezet.

Az emlitett példik mellett egyéb-stabilitisi problémik is elSfordul-
nak az épit6mérncki gyakorlatban., Ezeknek mind az a k8z8s von4suk,
hogy - az anyagmindségen kiviil - a szerkezet méreteitsl, méretarinyai-
tél nagymértékben fiigg az a fesziiltség, amely mellett a szerkezet elvesz-
ti stabilitds4t, és labilissi vilik, tOnkremegy. A stabilitdsi probléma f§-
képpen a karcsu nyomott szerhkezeteknél meriil fel. Minél karcusbb a szer-
kezet, illetve minél kisebb a merevsége, annil jelentGsebb a stabilitds
elvesztésének veszélye.

A stabilitdsi hatdrillapot felderitése mellett elemezniink kell azt is,
milyen szerepet tolt be a hatirdllopct a teherbirfs megitélése szempontjgi-
b6l. Ezért - legaldbbis elvileg - tudnunk kell arrél, milyen viselkedés
virhatd a stabilitdsvesziést kivetd stddiumban. E vizsgilat igen bonyolult,
dltaldban esak harmadrendii elmélettel végezhetS. Elvileg hirom lehet8ség-
te kell gondolni. Az 5.9 ibrdn szerepls erS - elmozdulds disgranm - a
stabilitisvesztés utdni viselkedésre utal. Az 5,9.a dbra szerinti eset a
terherbirds lecsOkkenése miatt killonSsen veszélyes feherbhirdsi hatdrilla-
potnak mindsiil (ez egy ugynevezett kizepes karcsusfge rud kihajidsdnal
fordul el8). Az 5.9.b 4bra szerinti esetben (ami egy nagyon karesu rud
kihajlisira jellemz8) a teherbirds esése csak tekintélyes eitolSdds utdn
jon étre. Végiil az 5.9.c dbrin l4thatd esetben (ez egy négyoldali megtd -
masztott lemez horpadisinak felel meg) a stabilitdsvesztés utdn teherbirdst
tartalék is van. A stabilitdsvesztést kivets nagy alakviltozdsok miatt a
stabilitdisi hatdrillapotot a legttbb esetben gyakorlatilag a teherbiris felsd
hatiraként kezeljilk, de veszélyességét a stabilitdsvesztés utdini viselkedés
elemzésével itéljilk meg., Az egyensulyi dllapot vizsgilati médszerei a ki-
netikai, az energia és a statikal moédszer. Mi egyediil a statikai modszer
lényegére mutatunk r4. A statikai raddszer csak az indifferens egyensulyi
4llapot vizsgilatdra alkalmas. Az indifferens egyensulyi 4llapotnak az g
jellemz8je, hogy a szerkezetre (testre) hat6 erdk a szerkezei (test) két
vagy tébb, egyméishoz végtelen kozel fekvd helyzetében is egyensulyban van-
nak, Ennek megfelelden a statikai médszernek az a lényege, hogy a szer-
kezetet egyensulyi 41lapotdbdl kis elmozduldssal kimozditjuk, s megvizsgil-
juk, hogy a kimozditoit helyzetben is lehetséges-e az egyensuly. Ha igen,
akkor az egyensulyi 4llapot indifferens,

Az 5,10 4brdn a stabilis, indifferens, illetve labilis egyensulyl 4lla-
potban lev8 golyét kimozditottuk, és tSkélegesen sima (surléd4smentes)
felliletet feltételezve felrajzoltuk a r4 haté (aktiv és passziv) erdket. LAt~
hat6, hogy ezek csak az indifferens 4llapotbdl kimozditott golyén4l lehet-
nek egyensulyban.
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A mérntkli gyakorlatban azonban &ppen az indifferens egyensulyi 41-
lapot a lesxlényegesebb, Egyes szerkezetek ugyanis a réjuk haté kisebb ter-
hek hatfsira stabilis egvensulyban vannak, de a terheket ndvelve olébb
indifferens, majd labilis egyensulyi &llapotba kertlnek. Ha tohst ismerjiik
azt 2 teherintenzitdst, amelynek megfclel teher indifferens egyensulyi 41~
lapotot idéz el8, akkor azt is meg tudjuk mondani, hogy mekkora az a
megengedett teher, amelyet a szerkezet a stabllitds elvesztése szempont-
jabol méy biztonsigosan tud hordani. A tehernek, illetve a fesziiltségeknek
azt az 6rtékét, amelynél a szerkezet egyensulyi dllapotinak stabilitdsa meg-
sziinik, tehit amelynél indiiferens egycnsulyi 4ilapotba keriil, kritikus te-
hernek, illetve kritikus fesziiltségnek nevezziik.

MielStt konkrét stabilitist feladat megoldisshoz kezdenénk hozz4, tisz-
tdznunk kell azt a kérdést, hogyan vesszik figyelembe az elmozdulisgkat
az_egyenselyi egyenlstek felirisdnal. Eddigi tanulmédnyaink sordn a megme-
revitdés elvét alkalmaztuk, vagyls az egyensulyi egyenletekel a tart6 alah-
valtozdsok &és elmozdulisok n&kiili alakjira irtuk fel, Ezt elsSrendil ¢lmé-
letnek nevezik, itt az egyensulyi egyenleiekben vem szerepelaek az eimoz-
duldsok. Ilyen alapon a stabilitdsl kérdések vizsgdlata nem lehetséges, a
kritikus terhet nem lehet meghatbrozni. Misodrandi elmélet esetén az
egyensulyi egyenletcket a tarté elmozduldszinak és alakvillozdsainak figye-
lembevételével irjuk fel, Az elmozdulisok tehdt szerepelnek az egyensulyi
egyenletekben, de feltételezzitk, hogy ezek az elmozdulsok kicsik, é&s Igy
linedris egyenletekkel fejezhetSk ki. Igy példfal a 4 elfordulisra érvénye-
sek a kivetkezd kSzelitések: ~F = sinaF = tg 4}, cos <= 1; a 4} elfordu-
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14s és az 4ltala okozott eltol6dis kozott linedris Ssszefiiggés van: k- = e,
A harmadrendil elmélet esetén is szerepelnek az elinozduldsok az egyen-
sulyl egyenletekben, de az elmozdulisokra nézve nem tesziink semmiféle
kozelitést, vagyis tetszGlegesen nagy elmozdulisokkal szdmolunk,

A stabilitds vizsgdlatok elvégzésshez dltaldban elegendS a méisodrendii el-
mélet alkalmazdsa. A harmadrendd elméletet olyankor alkalmazzuk, ami-
kor a szerkezetnek a stabilitis elvesztését kivetS un. poszrkritikug
4llapotst vizsgiljuk, vagy ha olyan jellegli a szerkezet, amely a megenge-
dett terhek hatdsdra is nagy alakviltozdsokat végez (kotél, kotélhals),

5.2 A nyomott rudak kihajlasa

5.2.1 A kihajlas jelensége

A nyomott rudaknil megfigyelhetd az a stabilitisvesztési méd, hogy
bizonyos nagysdgu nyomdlerd hatdsira a rudak meggorbiilnek, '"kihajolnak"
(5.11 fbra). A leginkibb kiilonds ebben a jelenségben az, hogy az azonos
anyaghdl késziilt rudak is killonbdz8, egyma4stél nagyon eltérd € = F/A
dtlagos fesziiltségeknél mennek tonkre. Mig a huzids, hajlitds, nyir4s, csa-
varis esetén meg lehet adni a 6eng megengedett feszliltséget, amely

csak az anyag minBségétSl fligg, addig nyomott rudaknil az ilyen egysze-
rlien nem lehetséges. A nyomott rudat tdnkretevd fesziiltség ugyanis nem-
csak a rud anyagmin8ségétdl fligg, hanem a rud viszonylagos méreteitSl
is, pontosabban - mint majd l4tni fogjuk - a rud karcsusigitél.

I fi Al Rl
e ] & "y
/ [ !
/ / H /
\ / /
\ / T | /
! / /- /
\ ] 1, /
\ ] 1/ II
| [} I/ i
} l’, ! !
4
] 4 '
)
]
!
/

»)’ b d 2770777 b
S» stabilis labilis indifferens
F @ ®

5.11 dbra 5.12 4bra

276




A nyomiott rudaknil is hiromféle egyensulyi helyzet lehetséges (5.12
dbra). Ha az F, er8 viszonylag kicsiny, akkor a rud stabilis egyensulyi
4llapotban van "(5.12.a 4bra), ami annyit jelent, hogy ha a rudat vala-
milyen médon eredeti egyenes helyzetébdl kimozditjuk és ott magira hagy-
juk, akkor visszatér eredeti egyenes helyzetébe (természetesen ez alatt az
F, erd dllandéan rajta van).

Bizonyos F2 > F1 erdnagysignil (5.12.b 4bra) a rud egyenes 4lla~-

potdban még egyensulyban tud maradni, azonban kis kimozditds ut4n, kissé
meggdrblilve mir nem képes hordani az F2 terhet &s tonkremegy. Egye-

nes 4llapotban tehdt labilis egyensulyi 41lapotban volt.

Az eddigi két eset kozotti 4tmenetet idézi elS az F1 < Fk < F2

nagysigu, ugynevezett Fk kritikus er8, amely a rudon iudifferens egyen-

sulyi 4llapotot okoz (5.12.c 4bra). A rudon akkor miikédik éppen a kritikus
erG, ha azt egyenes helyzetéb8l kimozditva és magdra hagyva, az se visz-
sza nem tér, se tdnkre nem megy, hanem uj, meggOrblilt helyzetében is
nyugalomban marad. A kihajlis vizsg4lat4nil éppen ezt a kritikus erdt fog-
juk keresni,

Vizsgdljunk egy olyan 20 hosszusigu egyenestengelyi, prizmatikus
rudat, amelyet kdzpontos (a keresztmetszet sulypontjdban td4mad6) nyomoé-
erd terhel (5.13 4bra). EgyelSre azzal az egyszerii esettel foglalkozunk,
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amikor a rud mindkét vége egy-egy térbeli csukléhoz kapcsoledik, amelyek
koziil az egyik a rudtengely irinysba es8 eltol6dast is lehetdvé teszi. A rud
keresztmetszete tetsz8leges lehet, anyagiro6l pedig feltételezziik, hogy ides-
lisan rugalmas - képlékeny, vagyis egy bizonyos fesziiitség, a & A ari-

nyossigi hatir eléréséig linedrisan rugalmasan viselkedik (érvényes a
Hooke-torvény), ezt meghaladva viszont képlékeny alakvdltozdsokat szenved.
Az A keresztmetszetil teriiletli rudban az ¥ kbzpontos nyoméerd hard-
sdra © = F/A feszilltség ébred. Ez az ogyszerii képlet hatiresetben a kri-
tikus erdre is alkalmazhaté és megadja a kihajlds kezdeti pillanatsban 18t~
rejovd kritikus fesziiltség nagysaigit:

Att61 fligglen, hogy a kritikus fesziiltség kisebb-e, illetve nagyobb-e
mint az arinyosséigi hatdr, rugalmas illetSleg képlékeny kihajidsrél beszé-
liink. A kétféle esetnek megfelelS kritikus erS illet8leg fesziiltség kiszdmi~
tisa kiilonbbz8 médon torténik.

5.2.2 A rugalmas kihajlds (az Euler-féle kiitikus erf)

A kOzpontosan nyomott, egyenestecgelyli rud rugalmas kihajlasénak
vizsgilata Eulert8) szarmazik. Tegyiik fel, nhogy a vizsgilat tirgyst képezb
rudra mikddd nyoméerS éppen eléri a kritikus értéket. Ekkor az indifferens
&lapot definici6js szerint a rud nemcsak cgyenes helyzetben van nyugalom-
ban, hanem a legkisebb oldalirinyu zavaris hatdsira kigbrbiil (cihajiik) ¢s
ilyen &llapotsban is nyugalomban marad. A kritikus er8 nagysdgan kiviil a
kihajlds sikja &5 a rugalmas vonal 2lakja egyelSre ismerstlen. Meghatéro-
zdsuk céljgbdl vegyik fel a z tengelyt a rud egysnes tongelyével egybe-
esfnek, az y tengelyt pedig az alakviltoz4s sikjsban a z tengelyre me-
r8legesen. A rugalmas vonal egyenletét jolSlje a y(z) fliggvény (5.13 #b-
ra),

Kihajlott 4llapotbsn 2 rud valamely tetsz8leges = koordinatival jei-
lemzett kereszimetszetének sulypontja egy y ériékkel oldalirinyban kimoz-
dul és ennek kivetkeztében a ayoméer8 a keresztmetszetet nemcsak kizpon-
tos nyomiésra, hanem hajlitdsra is igénybe veszi. Eppcn ez az M = Fk y
nagysdgu hajlitényomaték biztositja azt, hogy az F, megfell§ értéke mel-
lett a rud ilyen kigdrbiilt 4llapotban is nyugalomban maradjon, Amint azt
az elemi szilirdsdgtanban littuk a hajlitott tarté rugalmas venala és a haj-
lit6nyomaték kbzott

dy _ __x
2 EJ
dz X
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alzku Osszefiiggés 41l fenn, Az 4ltaldinos esetet, vagyis ferde hajlitist fel-
tételezve, ~bben az egyenietben M, az egyeldre ismeretlen helyzett x
semleges tengelyre vonatkoz6 nyomatékot jeloll, ami - tekintettel arra,
hogy az y eltolédds az x tengelyre merdleges - megegyezik

Mx = F, y-nak. Igy tehit a differencidlegyenlet

k
dy M7
2 .
dz ETx
alakot Olt. Bevezetve az:
o2 = Py
EJ
X
jelolést:
2
dy + 0 2 y = 0.
2
dz

Ez a kdzpontosan nyomott rud rugalmas kihajlisdnak differenciilegyen-
lete. Ez a differenciilegyenlet tartalmazza a rudon felirhat6 egyensulyl és
geometriai feltételeket, valamint az anyagegyenletet. Ha a differenciilegyen-
letet megoldjuk, megkapjuk azt az Fk erSt, amelynél tetszlleges y(z)
eltoléddsok esetén is nyugalomban van a rud. Ez tehdt az indifferens
egyensulyi 4llapot vizsgilata az e16z8 pontban ismertetett statikai médszer-
rel, NyilvdnvalG, hogy a differenciflegyenletet a misodrendii eimélet alap-
jin irtuk fel, hiszen a statikai Usszefliggésben, vagyis a hajlitényomaték
meghatdrozdsira szolgild Mx = Fk y egyenletben az y kis elmozdulds
szerepel,

Enmnek a mésodrendii homogén differenciilegyenletnek az Altalinos
megolddsa:

y=Asinocz + B cos xz

alaku, ahol A és B ismeretlen 41landdkat jelSlnek. Allitdsunk helyessé-
gét az bizonyitja, hogy ez a fliggvény kielégiti a differenciilegyenletet. El-
len8rzésképpen differencidljuk kétszer egymis utdn e fiiggvényt.

g%=Ao<cosocz - B sin oz

2
u=-Aoczsinz-Bo<2cosz=
dz
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=-oc2 A smxz+Bco§az)=-x2y

Megkaptuk az eredeti differencidlegyenletet, eszerint a felvett 4ltala-
nos megoldis kielégiti a differenciflegyenletet.

Az 4ltalinos megoldds A, B 4lland6it a keriileti feltételekbdl hats-
rozhatjuk meg. A rud két végének vizszintes eltolédisa zérussal egyenld,
tehdt a geometriai keriileti feltételek a kdvetkezSk:

0

fl

a z=0 helyen y

[}

0.

]

a z zo helyen y

Ha az els$ feltételt behelyettesitfiik az 4ltalinos megoldisba B = 0
adédik, igy az 4ltaldnos megoldds egyszeriisddik az

y=Asihxz
alakra. A mésodik feltétel szerint

0=Asinx {
o

egyenletre jutunk. Ennek két megoldisa is lehetséges:

A=0
illetSleg
sin o¢ lo =0,

Az elsd megoldis szerint y = 0, ami trividlis, mert azt eredménye-
zi, hogy a rud egyenes tengelyti marad. Ez az eset a feladat elsGrendil el-
mélettel tSrténd megoldisgnak felel meg, A misodik megoldis akkor egyen-
18 zérussal, ha

oc!,o =af% n=0,1,2,3, ... tetszGleges

egész szfimot jelent, Innen ocz-et kifejezve:

2=n2 ﬁ'a

o
2,2

2
Helyettesitstik vissza o¢  képletét:
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EbbS1:
2 2
po=B L gy
k : 2 x
[+]

Ez a képlet n és I, értekétd] figg8en F_ -ra végtelen sok meg-

k
old4st eredményez. A mérnbki gyakorlat szempontjibél ezek kdziil nyilvin-
valéan a legkisebb a mértékads, hiszen a teher fokozatos novelése soridn
a rud mir ennél az erdnél] indifferens egyensulyi &1lapotba keriil és 1gy a
tsbbi megolddsnsk csak elméleti jelentSsége van. Fk legkisebh értékét

akkor kapjuk meg, ha n 6és J, egyarimt a lehets legkisebb értéket ve-

szi fel. Az n =0 eset Fk = 0 trivislis megolddsra vezet, tehdt a jeg-
kisebb kritikus erSt az n =1 &rték adja. Jx viszont akkor lesz a le-

hetd legkisebb, ha az x tengely egybeesik a misodik tehetetlenségi (G-

irdnnyal és igy Jx =J,e Vagyis a rud kihajldsa a 2. teheietlenségi f6-

tengelyre mevfleges sikban kdvetkezik be. Ez az eredmény egyébként ké-
zenfelv8, hiszen ha az elmozdulisok nincsenek egyik irdnyban sem gitolva,
akkor a rud nyilvinvaléan abban a sikban hajlik ki, amelyben a legkisebb
ellenillisra talsl, vaogyis amelyre nézve az EJx hajlitisi merevség a

legkisebb, Eunek megfelelfen az un. Euler-féle kritikus eré:

A képletet kissé 4talakitva a kritikus fesztiltség képletét kapjuk, Be-
vezetjilk az Inercia sugir fogalmft, amelyet az alfbbi képlet definisl:

J
i= A mm, cm, m .

Az Inerciasugfr az inercianyomaték €s a keresztmetszeti terillet hi-
nyadosfinak gyoke,
Alkalmazva ezt J,-re

Sy

2 _ %
L=2

Vezesstik be még a karcsusigi tényezd fogalmst, amely szintén geo-
metriai jellegil:
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A =

o]

N Ic',“

amely az £ o Kihajlisi hossz, és az inercia sugir hényadosa, dimenzié
nélkill viszonyszim.

A kritikus fesziiltség képletét a kritikus er8 képletébdl i, & A
kifejezéseinek felhasznilisdval vezetjik be:

w2 J ﬁi’z E iz

G =El"= JL E —2_—. 2-— ﬂtzE
a 2
k A 22 A 82 2
o o
azaz
% g
6k= 5 .
A

Térjiink még vissza roviden a rugalmas vonal alakjinak vizsgdlatdra,
amely az

-
o

Osszefilggés ismeretében

alaku., A rud meggdrbiilt alakja tehat a csukl6kon keresztiilmend fél sinus
hullim, A félhullim hosszit, amely jelen esetben megegyezik a rud ¢
hosszdval kihajlisi hossznak nevezzilkk, Az A 4lland6 a rud legnagyobg
oldalirdnyu kitérését jelenti. Ez tetsz8leges nagysigu lehet, hiszen az F
er8 milkddésekor a rud birmilyen mértékii - de [,o hosszhoz képest

még kicsinynek tekinthet§ - oldalirinyu kitérés esetén nyugalomban marad,
mivel egyensulyi £llapota indifferens.

.

5.2.3 A képlékeny kihajlas

Az el8z8 fejezet levezetésének alapjat a Hooke-tdrvény segitségével
feldllitott rugalmas vonal differenciilegyenlete képezte. Igy eredményei
csak akkor érvényesek, ha a kihajlds az arényossigi hatdrnil kisebb fe-
sziiltségnél kivetkezik be, tehit
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Ebb&l a képleth8] utblag ellenSrizni tudjuk, hogy valbban rugalmas
kihajlisr6l van-e sz, vagy pedig a képlékeny kihajlis esete 4ll-e fenn.
Ezt a kSriilményt a rud méreteinek ismeretében elSre is el tudjuk dénte-
ni, ha az egyenlStlenséghb8l a karcsuségi tényezbt kifejezziik

E
Az Ty—
4

- \’E_
7\0_jt A

un, hatirkarcsusigi tényezd fogalmsit. Ekkor ugyanis az utébbi két képlet
8sszevetése alapjin kimondhatjuk, hogy olyau esetben van rugalmas kihaj-
14sr61 sz6 &s igy akkor érvényes az Euler-féle kritikus erd, illetSleg fe-
sziiltség képlete, ha a rud karcsusigl tényez8je meghaladja a hatdrkaresu-
s4gl tényez8t, azaz A 2 7\0. A rugalmas kihajlds elmélete tehit 2z uo,
karcsu rudaknil alkalmazhaté. A A, értéke néhdny fontpsabb esetben a
kbvetkezd:

és bevezetjiik

acél: Ao = 105,
nagyszildrdssgu acél: Ao = 92,
ontottvas: Ao = 80,
fa: Ao = 100.

A A < A, esetben a rud kihajlisa az ardnyossigi hatdrnil nagyobb
feszUltség hatdisira kivetkerzik be, tehit képlékeny kihajldisrsl ven sz6.
E kérdés vizsgilatira sokféle elméletet dolgoztunk ki &s nagyszdmu kisér-
letet is végeztlink, Ezelmek még vAzlatos ismertetése Is meghaladja a tan-
anyag kereteit, ezért az alsbbiakban csak a legegyszeriibbekst ismertetjitk,
amikor a képlékeny 4llapotnak megfeleld 6’k (A) Osszefiiggés linefris.

Tlyen javaslatot tett kisérletek alapjdn a magyar szfirmazisu Tetmajer:
G‘k =a-bA

Itt a &s b 4lland6kat jelSl, dimenzijuk N/mzn2 és nagysfgukat
az alfbbi értékekre vehetjtik fel:

acél: a = 310 b=1,14
nagyszilirdsigu acél: a = 335 b = 0,62
fa: a = 29,3 b=0,19¢4
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Amennyiben a karcsusdgi tényezd kisebb a hatdrkarcsusdgnil A S A,
akkor z0mok rudr6l van sz6. Ebben a tartomidnyban Euler Usszefliggése
tehit ezért nem érvényes, mert a kiinduldsi feltételek egyike, az anyag
rugalmas viselkedésérdl sz616 feltevés nem teljesiithet. Z6mdk rud eseté-
ben ugyanis a kritikus er8 elérésekor mir olyan nagy feszilltségek is fel-
lépnek a rudban, amelyek meghaladjdk az ardnyossigi hatdrt, vagyis itt
a Hooke-torvény mir nem érvényes. Ebben a tartominyban a rudban mér
képlékeny alakviltozdsok is bekivetkeznek az indifferens egyensulyi 4llapo-
tot eldidéz6 teher hat4sdra. Azt is mondhatjuk, hogy a z8mdk rudak kriti-
kus ereje olyan nagy, hogy ez méir a rugalmas hatdrnil nagyobb fesziilt-
ségeket ébreszt, és igy képlékeny deformiciékat okoz. Ezért azt mondjuk,
hogy a zomdk rudaknil képlékeny kihajlds 1lép fel,

Eyler- tuperboia
2

e
5/(‘ Y

képlékeny\  rugaimas
k/'Zc%//a':

o A A

zZ0mok L karcsu

rvdak

5.14 gbra

A rugalmas és a képlékeny kihajlis eredményeit az 5.14 sbran fog-
laltuk 6ssze. Az itt lithaté diagram a 6y és A Usszefiiggését szemlél-
teti., Ha A 2 A, vagyis karcsu rudakré6l van sz6, akkor a kritikus fe-
sziiltséget a

o

alaku Euler-féle hiperbola 4brdzolja. Ez a hiperbola kis karcsusigoknil
irredlisan nagy fesziiliséget ad (ha A —-0, akkor 6’k—— ©090). Logikailag

is megillapithatjuk, hogy kis karcsusigoknil az Euler-féle hiperbola nem
lehet érvényes.
Ha viszont A < A o 828Z zém6k rudak esetén, akkor a kritikus

. fesziiltséget Tetmajer javaslata alapjdn a
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G‘k=a—b)\

egyenletii egyenes jellemzi.

5.2.4 Kuldnféle megtadmasztasu rudak kihajlasa

Euler vizsgilata a két végén csuklés megtdmasztisu rudra vonatko-
zik. Ezt tekinthetjilk alapesetnek, A tirgyaldsb6l az is kidertilt, hogy a
rud kihajlisi alakja ebben az esetben egy sinus félhullim. Ezt a félhullfm-
hosszat neveztilk kihajlisi hossznak, amelyik ott egyenld volt a rud hossz4-
val

Amennyiben a rud megtimasztisi viszonyal eltérnek az alapesettél,
akkor a kovetkez&képpen kell eljirni. Meg kell vizsgilni, milyen lesz a
kihajlisi alak (5.15 dbra), és meg kell 4llapitani, hogy milyen hosszu
ebben egy sinus félhullim. Az igy megédllapitott 20 kihajldsi hosszal szi-
molva Euler és Tetmajer képletel minden tovdbbi nélkill alkalmazhatdk.

F
JFK ] Fk FI'( “J [ Fk
L G : L R
1 II \‘ }
i \ / \ \ !
\ / \ \ J
! / ‘. P '
l ll lo ! ’l lo I' /-—'u—
! / 7 {
/ ! 4 / /
)
/
—'L— — - lo e vk ML A
{ F F F
'Fk Fk “ k k k \\
i \
ce10 ¢=20 ‘\ 05 =071 ce10—1
\\
JL VI

@ ® © ©

5.15 4dbra
A rud m4s megtimasztisi viszonyok kizbtt is sinusvonal alakban haj-
1ik ki, a fél sinus-hulldim hossza azonban nem egyezik meg a rud ¢ hosz-
szdval, Altalsban megsllapithatjuk, hogy a kihajlisi hullimhossz az
20 =c¢c ¢
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képlethdl szdmithats, ahol £ a rud tényleges hossza, ¢ pedig a rud vé-
geinél alkalmazott kényszerekt8l fiiggl tényezS. Nevezetesen a két végén
csuklés rudnil (5.15.a 4dbra) c = 1, az egyik végén befogott rudnil (5.15.bH
gbra) ¢ = 2,0, két végén mereven befogott rudnil (5.15.¢ gbra) ¢ = 0,50,
egyik végén csuklés, mésik végén befogotlt rudnil (5.15.d dbra) ¢ = 0,71,
mindkét végén befogott rudnil, amelynek végei egymishoz képest a rud-
tengelyre merdleges irdnyban eltclédhatnak (5.15.e dbra) ¢ = 1,0,

5.2.5 Méretezés és ellenOrzés kihajlasa

A Xkritikus fesziiltség minden esetben kisebb, mint az anyag nyomé-
szilirdsiga, ezért a2 nyomott rudak elleudrzését, illetve méretezését min-
denkor a kihajlis alapjin levezetett kritikus er$, illetSleg fesziiltség ala-
pulvételével kell elvégezni. Jeltlje n a kihajlissal szemben megkivant
biztonségot, Fy a kritikus erdt. Ezekkel az adatokkal értelmezhetjiik a
kihajlisra megengedett erdt

Fk

Tke “ 0

Hasonlfképpen a kihajlisra megengedett fesziiltséget

A rudban ébredd tényleges nyoméfesziiliséget - kdzpontos nyoméisrél
lévén sz6 - a

- E
G’A

képlet adja meg. E képletek birtokiban az ellenbrzés, illeilleg a mérete-~
z&s alapjat most is az

illetSleg © < G

FSF ke

ke

feltétel képezi,

Ezzel tehdt a nyomott rudak vizsgilatit formalilag visszavezettiik a
tiszta huzdsnil illetGleg a tiszta nyomésnil bemutatoft képletre. Alapvetd
killénbséget jelent azonban, hogy amig tiszta huzds illet8leg nyomis eseté-
ben a megengedett fesziiltség 4lland6 értékii, addig a kihajlis figyelembe-~
vétole esetében a rud karcsusfgit6l, tehit geometrial méreteitSl fiiggGen
viltozik, Ez a koriilmény az ellenlrzést, kiilondSen pedig a méretezést
1ényegesen megneheziti, Ismételten hangsulyoznunk kell azonban, hogy a
kihajlds csak formailag tlinik szildrdsigtani probléminak, val6jsban azon~
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ban stabiliti s vizsgdlat, amelynek helyes elvégzése biztositja, hogy a
nyomott rudnak az indifferens egyensulyi 4llapot bekivetkezésével szemben
kelld biztonsédga legyen.

A kiha jl4s szempontjib6l megengedett fesziiltséget Gsszefliggésbe szok-
t4k hoznl az anyagra jellemz8 tiszta nyomésra (kihajlds nélkiil) megenge-
dett G, fesziiliséggel. A

=q) &, ,

kifejezésben a karcsusigi tényezGtdl fliggl ¢ tényezd a kihajlds most tér-
gyalt médszerére npzve a Tetmajer-egyenest &s az Euler-hiperbolit foglal-
ja magiba. A tart6szerkezetl szabdlyzatok ezt a flggvényt tibldzatosan
vagy diagramok segitségével adjdk meg, sz&mos, a fentlekben nem emli-
tett hatds figyelembevétele alapjén,

5,2,5.1 Ellen8rzés

A nyomott rud ellendrzésekor az alsbbi adatok vannak megadva:

a rud  hossza (2) és a végénél alkalmazott kényszerek (c),
a keresztmetszeti sikidom (A, Jz),

a rud anyaga (E, a, b),

a nyomberd (F),

a biztonssdgi tényez8 (n).

Ezen adatok birtokiban az ellenfrzés a kivetkezd lépésekben torténik.

1. Kiszamitjuk a keresztmetszetl sididom A teriletét, J, Lnercianyo-
matékit és az 12 inercia sugarat.

2, Az alkalmazott kényszereknek megfelelSen meghatfrozzuk az
0, =ct kihajl8si hullémhosszat és a

2
A=

N Io

karcsuségi tényezdt.
3. Kiszémitjuk a kritikus fesziiltséget. Ezt a szimitist

As}\o esetbhen a 6’k=a-b)\ ,

A>A esethena G - L E
o k

képlet alapjfin lehet elvégezni, © i [Ismeretében a megengedett fesziiltség
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4, A rud skkor megfeleld, ha teljestil a

¢ .
L6

6= ke

> |

feltétel,
Ellendrizzik az 5.16 sbrin 14ithaté rdcsos tarté megjeldlt rudjat.
A rud szelvénye szabvinyos egyenldszdru szbgacél L, 140 140 17,

4
[ ot
2
Q
A ™
2
ARravi
// 3 ﬁB
laom | 1orn Z

| 20m | 20m | 20m j[L
1 i i

) 5.16 gbra

Adottak az anyagminBségre jellemz8 kihajlisi képletek:

A 2110 6’k - 808 000 MN/mz,
e 52

A< 110 G =140 - 0,666 A MN/m?,

A ruderd hirmas 4tmetszéssel, az A tdmaszra felirt féponti nyo-
matéki egyenletb8l szdmithat6 ki:

ZM:A) =~ 4,180 - 6,80 -3S=0

S=- '15 (4.180+6,80) = - 400 kN = - 0,4 MN
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A keresztmetszeti adatok tiblizatbdl:
A = 45,0 cmz, l2 = 2,72 cm.
A kihaglisi hossz (két végén csuklés rud)
[ § = 200 em

A karcsusigl tényez§:

A Tetmajer-képletet kell haszndInunk:

er = 140-0,666 A = 140 - 0,666,73,5 = 81,05 MN/m2

A tényleges fesziiltség:

G = ——94-4-72- = 88,69 MN/m” < G o = 91,05 MN/m?
0,45.10

Ez a szelvény megfelel.

5.2.5.2 Mé&retezés

A nyomott rudak méretezése a tervezdl gyakorlat meglehet8sen bo-
nyolult feladata, amely direkt uton rendszerint nem végezhet8 el. A sza-
bilyzatok a Iritikus fesziiltséget tdblizatok vagy diagramok sogitségével
adjik meg. Wgyanakkor acélszerkezetek esetében bengerell szelvényeket
vagy hengerelt szelvényekbdl tsszesllitolt Ysszeteti keresztmetszeteket al-
kalmazngk, amelyet geometrial jellemz8i (J,F) ugyancsak nem fejezhetéhk
ki analitikus forméban., A gyakorlatban ezért a méretezést probilgatdsbil
811, amelynek sorin a felvett illet8leg a sz4mitdis sorin pyert keresztmet-
szetet ismételten ellenfrizzifk. Az aldbbiskban a méretezésnek csupin azt
az egyszeril ldeflis esetét mutatjuk be, amlkor csak a kereszimetszet egy
jellegzetes mérete ismeretlen, A szfmitfs sorin termdszetesen a kritikus
fesziiltség elGz8ekben Ismertetett egyszerii képleteit alkalmazzuk, Felada-
tunk a keresztmetszet hifinyz6 méretének meghatdirozisa.

A feladat megoldissit nehezitl az a kdriilmény, hogy a rud karcsusi-
git, amely a kereseit keresztmetszet! méret fliggvénye, elére szdmszeriien
vem tudjuk meghatirozni és Igy azt sem tudjuk elére elddntenl, hogy a
rugalmas vagy a képlékeny kihajlds képletét kell-e hasznglnunk., Igy a mé-
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tezést{ dltaldban nem tudjuk kbzvetlen uton elvégezni, csupfn ugy, hogy
becslés alapjsn felvesszilk a kereszimetszel ismeretlen méretét, majd el-
lendrizzilk, hogy a felvétel helyes volt-e. Ha a kiszdmitott tényleges fe-
sziiltség a megengedett fesziiltségtdl akdr felfelé, akdr lefelé lényegesen
eltér, akkor a keresett méret megfeleld megviltoztatdssval a szdmitsst
megismételjitk. Rendszerint néhiny proébilgatdis utén megkapjuk a gyakorlat
szempontjib6l kielégité pontossigu eredmnényt. Ha a kereszimetszet alakja
ar4nylag egyszerii, akkor a vizsgdlatot az alibbi 1épésekben is elvégez~
hetjiik:

1. Kiszimitjuk az ismeretlen méret fliggvényében a kereszimetszeti

sikidom A teriiletét, J2 inercianyomatékst és iz inerciasugarit,

2. Megillapitjuk az alkalmazott kényszerektdl fiiggSen az £o =c?
kihajlisi hulldmhosszat és a

)
A=

Nad i

karcsusigi tényezot.

3. Kiszdmitjuk a kritikus fesziiliséget. Adott esetben azonban
ugyancsak az ismeretlen méret fiiggvénye, ezért nem tudjuk el8re eldtnte-
ni, hogy a rugalmas vagy a képlékeny kihajlis esete 411-e fenn. Hogy a
szdmitist mégis folytathassuk, feltételezziik az egyik esetet, példiul azt,
hogy

A>A,

és igy

Ezek utdn a megengedett fesziiliség

G
G =-—k

ke n °’
amelyben az ismeretlen méret természetesen ugyancsak szerepel.

4. A tényleges fesziiltség meghatiroziséinil az ismeretlen méret is
szerepel:

F
6=%-

A rud akkor van helyesen méretezve, ha

<
G\er
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Ezen Us szefligzés mindkét oldala tartalmazza az ismeretlen mérete:,
tehdt 2z megfeleld stalakitis utdn kiszdmithat6.

5. Ezzel szemben a méretezés még nem fejezdddtl be, hiszen az
igy nyert eredmény csak abban az esetben érvényes, ha a 3, alatti felté-
telezéssel 8sszhangban 411, tehdt példiul adott esetben A 2 Ay Ha ez a
feltétel nem teljesiil, akkor a 3. 1épést6l kezdve a szimitdst a A S A
esetnek megfeleld °

5’k=a-b).

képlet alapjin meg kell ismételni, és az igy nyert eredmény adja meg
helyesen a kexeszimetszet ismeretlen méretét,
6. A mé&retezés befejezd 1épése mindig az ellenlrzés.

F=120kN
P2, 27
1
I
5 —+ + 4+ lhuss
~ |
— -
TN
F
5.17 4bra

Tervezzlk meg az 5.17 4bra szerinti nyomott rud kereszimstszetét
adott (1:1,5) oldalir&nyu téglalap formira. Az anysagjellemz8k:

E =21.10° MN/m?
a = 310 MN/m?2
b = 1,162 MN/m®

Ay =105

n = 3 biztonssgl tényezS,
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A keresztmetszet geometrial jellemz8i s fiiggvényében:

4
J=1,,5s m

12
i, = wiz" - | 22 ot = —2= m
2 A b 12.1, 58 V12

A Xkihajlasi hossz (két végén befogott rud):

3,20
2°=0152= 2 = 1,60 m,

Tételezzilk fel, hogy a rud karcsu A 2 A , & igy <rvényes az
o
Euler-képlet:

2
g 2 5 2
T
6.~ —5 = . 2'1'210 2 = em6s o MN/m”
1,60
1=} 2
_ Ok _ emae8 s” _ 2 2
I S = 22489 8° MN/m

A rud megfelel, ha

9—*5% <22 489 s°  ebbdl
8

0,0433 m = 43,3 mm ~ 44 mm

k=1,58 =66 mm
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A méretezést F < Fln'e alapjin is elvégezhettilk volna, azaz

2
X EJ2

,Ez

5 4
. 2,1.102.1.5 S, >0,12
12.1,6° . 3

20,0434 m

ami azonos a fenti eredménnyel.
Ezutin kovetkezlk a keresztmetszet ellenGrzése a kiszdmitott mére-~

tekkel, amelynek sorin megidllapithatjuk, helyes volt-e a A 2 A, felte-

vés.
s =44 mm &s k=66 mm Iismeretében a keresztmetszet jellemzd

mennyiségel:
A = 44,066 = 2904 mm?

3

J = 66'44 = 468 512 mm4
- " T2 _ [4es512
12 By 2004 - 12,70 mm
A karcsusigi tényez&:
¢
o _ 1600 _ _
A= i 1—‘—2' 0= 126 >)L° 110,

2

tehit az Euler-képletet jogosan haszniltuk. Ha ez nem 'igazol6dott volna be,
akkor a tervezést elSlrll kellene kezdeni a Tetmajer-egyenes felhaszn4lisi-
val.

A megengedett kritikus fesziiltség:

2 5
o, < EiE T 2100 g ny?
A

n 1262.3
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A tényleges feszliltség:

G = .E_ 0,12 41,32 MN/m2< &, = 43,52 MN/m2

2, 904, 1073 ke

A tervezett nyomott rud megfelel,

L 20m 15m 10m |,
1 Y2000 1 15040 ;
A b 1% 77
E
Q
o)
5.18 dbra

Az 5,18 sbra kéttfmaszu tarténak tekinthetS vizszintes gerenddt mu-
tat, amelynek egyik tdmasza csukléval kapcsoiédik egy befogoit nyomott
rudhoz. Ez a rud I szelvényli acélrud legyen, igy E = 2,1.105 MN/m?2,
A biztonsigi tényez8 n = 4. Tovitbi anyagjellemz8k a = 310 MN/m2,

b =1,14 MN/m# és 7"0 = 105,

A kéttdmaszu tarté B reakeibjax

2,200+3,6.150

B = 4,5

= 205,55 kN = 0,20556 MN

A kihajlisi hossz:
eo =0,1t=0,71,3 = 2,13 m,

A méretezést az F < ¥ egyenlStlenség alapjin 'célszerfi elvé-

kre
gezni
’szEJz
F = 2F
kre 2:“

294




w2 . 2,1.10° 3,
> > 0,2055
2,13°.4
3, 21,80 . 10% m* = 180 om?

T4blazatb6l a legktzelebbi érték az I 240-es szelvény, melynél

A

#

2
46,1 cm , J2 = 221 cm4 és 12 = 2,20 cm.

Ezutdn ellenfrizziik a felvett szelvényt. A karcsusigi tényezd

213
A—-—_

= = <
2,20 96, 82 < 105,

Euler-képlete nem érvényes. Azonban J2 =180 cm? helyett kerekités-

ként a hozzd legkdzelebbi J = 221 em?  éxtéket voltunk kénytelenek vi-
lasztani, teh#it lehetséges, hogy ez is megfelel, Val6ban:

G =310-1,14 A = 310 - 1,14. 96,82 = 199,6 MN/m>

k
_199,6 _ 2
ke = —"—4 49,9 MN/m ",

G - ~L2080 20554 = 44,58 MN/m2 <Qg = 49,9 MN/mz.
- kre
46,1,10

Tehit a 240 mm magas I szelvény megfeleld,
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6. A MEREV TESTEK MOZGASA

A mechanika jegyzet els§ fejezetSben méir foglalkoztunk a mechanika
felosztisdval és a legiontosabb alapfogalmakkal, az anyag, a tér és az idd
fogalm4val,

Az anyag fogalméval kapcsolatosan leszbgezhetjilk, hogy ebben a feje-
zetben Ismét az un. merev testekkel foglalkozunk,

A tér és az 1d6 fogalma Kkitlintetett szerepet kap a mechanika e feje-
zetének tirgyaldsdban,

A felosztdssal kapcsolatosan ismerjtik, hogy a mechsanikinak azt a
részét, amely pusztdn a mozgisok leirdsdval foglalkozik kinematikinak
nevezziik,

Ugy is mondhatjuk, hogy ez a mozgisok geometridja, amely nemecsak
a hiromdimenzidju térben, hanem az id&ben is vizsgilja a jelenségeket.

A dinamika foglalkozik a mozgisok okdval, tovibbi az ok és az okozal
Osszefiiggéseivel., A dinamikdnak azt a részét, amely a viszonylagos nyu-
galmi helyzettel foglalkozik, statikinak, a tényleges mozgédsokkal foglalkezd
részét pedig kinematikénak nevezziik.

Tirgyalisaink sordn az egyszeribdl az sszetett felé haladva ismer-
jiik meg a mozgisokat, majd az ok és okozat Usszefiiggéseit is vizsgilva
a kinetikst,

6.1 Kinematika

A kinemailka a fizikéinak az a része, amely a mechanikai mozgésok
leirdsival és 4dltaldnos torvényszeriiségeivei foglalkozik. A mechanikai moz~
gdsok koziil nem foglalkozunk a testek mévet illetve alakvdltozisaival, moz-
gison a helyzetviltoztatist értjiik.

A mozgis relativ fogalom, mivel egy test mozgisat egy misik testnen
viszonyitjuk, Ha mis és mis testekhez viszonyitjuk a mozgést, akkor az
iltalsban kilnbdzdnek mutatkorik, igy pl. a robogé vonat fiilkjében 116
utas a vonathoz képest nyugalomban van, de a f61dhdz képest mozog. A ko~
vetkez8kben a testek mozgisit rendszerint a f6ldhdz viszonyitjuk, tehst ha
egyszertien mozgfsrdl beszéliink, azon a f6ldh6z viszonyitott mozgist kell
érteni,
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A test mozg4isa bonyolult jelenség, mert a test kiilénb6zd pontjai 41-
taldban kiilonbdz8képpen mozognak, ezért célszerii el6szdr az anyagl pont
mozghsival foglalkozni. Az anyagi ponton olyan testet értiink, amelynek
méretet elenyészden kicsinyek a tdrgyalisunkban szerepld t4ivolsigokhoz
képest, a test kiterjedését figyelmen kiviil hagyhatjuk, és egy geometriai
ponttal dbrizolhatjuk.

A véges kiterjedésii test mozgisit jellemezhetjllkk egyetlen pont moz-
gdsfval abban a speciilis esetben, amikor a test minden pontja egyformsin
mozog, mert akkor bdrmely pont mozgisa meghatirozza az egész test
mozgasat. '

6.1.1 A anyagi pont kinematikaja

A mozgis térben és id8ben jitszédik le. A newtoni mechanikfban a
hiromdimenzi6ju euklideszi tér minden Irinyban homogén és izotrop kon-
tinuumnak tekinthet. XKét pont egymishoz viszonyitotott helyzetének megha-
térozssira a hosszusig fogalma szilkséges. A hosszusig mértékegysége
a méter (jele m). A hosszusfg mértékegységének alapja a Franclaorszig-
ban Sevresben Orzdtt platina-iridium rud hossza. Mivel ez az adat nem
reprodukdlhaté pontosan, ezért hulldmhossz mérésére vezetik vissza a m-t.
Az 1 m a 86-0s tomegsz&mu kriptonatom 2 L0 &s 5, energiaszintjel ki~
z6tti dtmenetnek megfelsl sugirzds vikuumban mért hullé.mhosszuaﬁganak
1650763, 73-szorosa.

Az 1d8 mértékegysége a misodperc vagy secundum (jele: s), melynek
egysége az 1900 januir 1-i 12 6ra efemer id6hdz tartozé tropikus év
31 556 925,9747-ed része.

Az {d8 és a tér fogalméval kapesolatos megillapitdsok a tapasztalat-
tal mindig megegyeznek, mig a testek mozgdsinak sebessége a fénysebes-
séghez viszonyitva kicsiny. MI tanulmfnyainkban csak ilyen sebességekkel
foglalkozunk,

6,1,1.1 A mozgis leirfsa térbelt koordinita-rendszerben

A mozgisjelenség leirfsa matematikallag legegyszeriibben egy, a
f81dhdz kapcsolt koordindta-rendszerben tdrténhet. Egy térbell mozgist vég-
286 P jeli pont helyzete a koordinita-rendszer 0 pontjshoz képest megad-
haté az OP =r helyzetvektorral, vagy

F=xT+yJ+zk
alakban is (6.1 &bra).

Amennythen megoldjuk a helyzetvekiort az 148 fliggvényében a moz~
gist egyértelmtien lefrtuk.
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TH=x®T+y e)T+2z @)k

A pont mozgisa a fentleknek meygfelelden hirem egymistdl figgetlen
koordinitatengely irinyu mozgissal adhaté meg, tehdt az anyagi pont tér-
bell mozgisa hirom szabadsAgfoku.

A pont pAlydjinak nevezzik a helyzetvektor végpontja 4ltal leiet gir-

bét,

Fri+at)=F,

6.2 dbra

A 6,2 4br4in értelmezzik a sebessidz fogalmit, Jeldije 2 pont t -
bell helyzetét az T, a t + At id6heni helyzatét az Fl helyzotvcktor,
A pont elmozdulisa a két helyzetvektor kiilinbsége AT = 'z'-l -

A At id8kdzre esd helyzetvdltozis fajlages ériéke amit itlngos sc-
bességnek nevezink, a kdvetkezd vektorral kaphais meg:

— LF
Vil S At ?

melynek irinya megegyezik a AT irinyival,
A At-~ 0 hatiritmencttol kapjuk meg a ¢ idSponthoz tartozé se-
bességvektort:
AT df
v= lUm =5
At+0

Vagyis a sebességvektor egy adott idGpontban a helyzetvektor id8 sze-
rinti els§ differenciflhdnyadosa, A sebességvektor koordinitis alakja:

iy‘=—-'[ g-]'+

=vx1’+vy‘]'+ vzk.

298




A hatdrébmensttel az 4tlagos schesség pélyahur irinydba esd vektora
a pont pilysjinak a t idSponthoz tartozé érint8jébe megy &t (6.3 gbra).
A sebesség mértékegysége:

N

0 L 4
6.3 gbra 6.4 fbra

A 6.4 £brén lithaijuk 2 t idSpontnak megfeleld P . pontban a ¥
sebességvekiort 6s a t + At IdSponinak megfelels P, pontban a VI

1
sebességvektort. A cebességvektor megviltozdsit a AV = 71 - ¥ ktilénb~
ségvektor adja, amelyet az &brén kiiltn is felrajzoltunk. A At idGszak-
nak megfolels és a kit sebességvektor sikjgban fekv8 Stlagos gyorsulisvek-
tor:

= LAY
3%n " At

A t idSpontbell gyorsulsvektor:

&%

- 2 -
f = lim f% = = g—-zl
At-=0 dat
valamely t Id3pontbell értéke a sebességvektor id6 szerinti elsd differen-
cifthéinyadosa, illetve a helyzetvektor 148 szerintl mésodik differenciflhs-
nyadosa.
A gyorsulisvektor vektoriflis alakja;

2 2
i'dle'+d—z¥]'+dz—;i
dt dt dt




AL
i= 5 at 1t

dv
Y

k

o]
]
Fall

a T+a J+a
X y z
A gyorsulds mértékegysége:

byl 2

fal=ri3

6.1.1.2 Az anyagi pont _egyenesvonalu mozgisa

Az egyenesvonalu mozgis az 4ltalinos térbell mnzgisok egyik specid~
lis esete, melynek tdirgyaldsit leegyszeriisiti az r helyzetvektor egyene-
sébe x tengely felvétele:

rig)=xt)T.

A mozgis leirisihoz egy koordinita elégséges, ezért a mozgis egy
szabadsigfoku. A sebesség és gyorsuldsvektor a helyzetvektor id8 szerinti
differencidldsiab6l megkaphatd:

_=g-i=g'&'i=v 1
Via " at

Az Usszeftiggésekbdl 14that6, hogy a vektorok 4lldsa azonos, igy a
vektoriilis jeloléstdl eltekinthetiink,

Valamennyi ut-, sebesség- &és gyorsuldsfilggvény az id8 egyvdiltozds
figgvénye, igy ezek sikbeli dbrédzolisa egyszerilen lehetséges,

A t id8t figgetlen viltozénak tekintve, Abrizolhatjuk a mozgis-,
sebesség~ és gyorsulds fiiggvényeket, ezeket kinematikai diagramoknak ne-
vezziik,

Példaként irjuk fel a fizikdban tanult egyenes vonalu egyenletesen gyor-
sulé mozgis ut-, sebesség- &s gyorsulds fiiggvényét, valamint rajzoljuk fel
a kinematikai diagramokat,

A mozgis egyenletességét az jelenti, hogy a gyorsulds 4lland6
a = const., és vektora, mivel a mozgis egyenesvonalu, a pilya egyenesé-
be esik.
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A szabadesés egy jellegzetes egyenesvonalu egyenletes mozgds, mely-
nek gyorsuldsvektora fiiggSlegesen lefelé mutaté és nagysiga a =g =

= 9,81 ms 2.

Az 4llandd gyorsulds esetén a sebesség fliggvény integrilissal igen
egyszeriien kaphaté, -
v = fadt=afdt=at+vo.

Itt v, Integrdlisi 4llandéként ad6dik, jelentése: kezdetl sebesség.
Az utfiiggvény a sebességfiiggvény integr4lisdval 4llithatd eld:

2

x=fvdt=f(at+v°)dt=a%-+vot+xo.

Az x, ugyancsak integrilisi dlland6,
azt a helyet jeldli, ahol apont a t =0 id§- & ¢
pillanatban van és ahol a sebesség v,.

A mozgis kinematikai diagramjait a 6.5
4br4n rajzoltuk meg.
A mozgis irdnya az x tengely. A pont a
t = 0 id6plllanatban az x, ordinit4ju hely-
r8l indul v, kezddsebességgel. A t id5-

<6<pD

ponthoz tartozé, a, v, x mennyiségek a kine- 0 t

matikai diagramokrél leolvashat6k. o] -|%e
Gyakorlisképpen oldjunk meg egy szdm- \\\\\Vof

példit, az egyenesvonalu mozgisra. at?
Egy 30 m magas toronyb6l 20 m/s kez- T 7

ddsebességgel kavicsot dobunk felfelé. Mekko-

ra a kavics sebessége és az elhajitds helyétSl

mért tivolsdga t; =1s & t, =58 mul- X
va? Milyen magasra emelkedik a kavics, és 6.5 dbra
ezalatt mekkora id8 telik el?

A gyorsulis vektor a =g ¥ 10 m/s2 a f51d felé irsnyul.

A sebességfiiggvény:
v=yv ~-gt.

o
= g.2
Az tfiiggvény x —vot-zt.
t, = 1 s iddpillanatban:
v, =20 - 1,10 = 10 m/s =201-% 1-15m
1 5 Ty

t, = 5 s idSpillanatban:
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i

v, = 20-5.10 = - 30 m/s g = 20,5-=" 5 - 25 m,

2 2 2
A fBlfelé hajitott test sebessége cotkken és a tetGpontban v = 0,
v=0= Vo © gt

ebbdl az emelkedés ideje

,.
[}

® qu
f
!
"
{3
w

Az emelkedés magassigAt ugy kapjuk meg, hogy az utfiiggvényben be-
helyettesitjilk az emelkedés idejét:

2 v2 v2 v2 2
x:vt-gt—=—2_g__9...=.——9—=..2_0__=20m
[ 2 g 2 g 2,10 *
2g
A 6,6 4brfin felrajzoltuk az ut &z schesség diagramokat is, A gyor-
sulis diagramja g = konstans. -
X
|¢15m +20m
s 23
4
%=20m/s
/ o3
fs
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6.1,1.3 Az anyagi pont sikmozgfsa

A mozgist megadbaijuk derékszigli koordinita-rendszerben ugy meg-
vilasztva a koordinitatengelyeket, hogy a mozgis az x, y sikban legyen
(z = 0), Ekkor a fliggvények:

FTR=x®I+y M7

(t)——*’i4('llf—v T+v i)

a’x . 4
E(t)=—2""'l'+'—*2¥-j‘=ax‘t+a J
dt dt y

Példaként vizsgiljuk meg a
kOzépiskolal fizikfban mér tanuli Y
ferde hajitds mozgisfiiggvényeit.

Az anyagl pont gyorsulisa
egyenlG a nehézségi gyorsulissal: v
¢
a = g - o —i_ - g T ng
Vex X ;
A kezdeti fellételek a 6.7 ?L { N
4bra alapjdn a Livetkez8képpen T
alalmlnak: 8,7 dbra
v, = (v0 cos oco) i+ (vo sin oco) i
T, =0T+07.

A kezdeti feltételek figyelembevételével a gyorsulisvektor 1d8 sze-
rinti integrdilja megadja a sebességvekiort:

v = ]adt=g /dt=gtwo=(v°cosoc)t+
o o
t(gt+v sino)y.

Tovibbi integrflissal megkapjuk a mozgis helyzetvektorit a t [ligg-
vényében:
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t
’f=]§dt+'i-=(v tcos xX)T+
[0} o]
o g .2
4+ (-
( 2t +v°tslnoc)'j'.

A szémitist igen leegyszeriisithetjiik, ha a mozgist felbontjuk x és
y Irdnyu vetiileteire,

Mint azt mir a mozgisfliggvényekrdl leolvashattuk, a vetliletmozgis
vizszintes irdnyban egyenesvonalu egyenletes mozgis, fiiggfleges irdnyban
egyenesvonalu egyenletesen viltoz6 mozgis.

Igy kiilon-kiildn 1s szdmithatjuk a sebesség x és y irdnyu vetiile-
teit:

vV_ =V =V _ CoOs&x
X oxX [¢]

vy=v°y-gt=vosinoc—gt,

Kiilon szdmithat6k a helyzetvektor x és y ira&nyu vetiiletei is.

x=v t=v tcos
ox o

2 2
v t—g!—=v tsinoc-gt—
oy 2 o 2

y

Szamitsuk ki a rippilya jellemz8 adatait. Az emelkedés idejét abb6l
szimitjuk ki, hogy a tetSpontban a sebességvekior vizszintes, tehdt vy = 0

v =V -gt1=0

y oy

v v 8in of
g, =X _o°o
1 g £

A rppilya magassiga a t id6 y flggvényébe vals behelyetiosité-
sével kaphat6:

v v v v sin o
y _h:v .—ol_g. _°1= O -~
1 oy g 2 gz 2g 2g °
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A teljes rtpidd az emelkedési 108 kétszerese

2v

g = —X
2 g '

am! a parabolapilya szimmetrifjsb6l kbvetkeztethetd,

Az ! ripthvolsigot az x [liggvénybd! kapjuk meg a ty

id8 behelyet-
tesitésével:

2v 2v2 v2

x. =l=y —X o250 cosc=-25in20.
2 ox g g g

6.1,1,4 Mozgés ismert pdlydin

Az anyagi pont mozgésinak vizsgilata-
kor gyakran talilkozunk olyan esettel, ami-
kor a mozgis pilyija ismert. Megvizsgiljuk
az ilyen mozgis kinematikai jellemzdit is.

A mozg6 pont phlysjat ejldljlk s -sel,
a pilya s pontjdban az &rintGirinyu egység-
vektort jelsljtlk € (s)-sel, az erre merGleges
és a gbrbiileti kdzéppont felé mutaté egység-
vektort pedig © -nel.

A 6,8 fbrin nézzilk meg azt a As
hosszusigu szakaszt, amelyet az anyagl pont
At 1d8 alatt tesz meg a P{t) és Pt +At) 6.8 Sbra
pontok kbzbtt, Igy felirhat6 a mozgis sebes-

sége: solm Ards dr g
V=at—=0 ds At ds dt

Az £bréb6l 1sthats, hogy a2 ﬁ—f hatérértéke az & egységvektor,

mely a girbét a P (t) pontban érinti. A sebesség tehit

'G=':t—°.§=v5

Az anyagl pont sebességvektora pélysjinak egy adott pontjfban mindig
a ponthoz tartozé érintSvel parhuzamos.
A mozgis gyorsulisit a sebességvekior 148 szerinti derivdlésival

yerii & d
s .o @
a s "tV

305



Nyilvdnvals, hogy az els8 tag érintd irdnyu gyorsuldsvektort képvi-
sel. Meg kell azonban vizsgilni, hogy a m4sodik tagban jelentkezd ds
értéknek mi a jelentése. dt

Differenciiljuk tehdt a lincszabily alkalinazdsival:

dt  ds dt

Ezek utdn tekintslink meg a pont pilydjinil egy ds elemi hosszus4-
gu szakaszt, melynek a girbiileti sugara 4llandbnak (o) tekinthets. Az
érint§ irinyu egységvektor viltozdsa az elemi szckaszon a 6,9 4brédnak
megfelelden:

de = e (s + ds) - &(s)
lesz,
Az elemi de Iirdnya az sbra alapjin merGleges lesz az & vektor-

ra. Az & vektorra merdleges irdnyt az n egységvektor jeldli ki, igy
de Irdnya megegyezik sz 7 irdnyidval.

{ EG+ds)

6.9 dbra

A 6.9.a €3 b 4bribél kitlinik, hogy a sraffozott sikidomok - melyek
egyébként elemi hiromszignek tekinthet8k - hasonlSk, tehdt fel lehet irni,

hogy

de _ds

& ¢
melybdl kbvetkezik, hogy

4.1 -

s ¢

mert dé nyila megegyezik az @i nyilival.
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do

A ds értéket behelyettesitve az eredetlleg felirt gyorsulds fligg-
vénybe, az
dv v2
a=iset ? n

figgvényt kapjuk,
A gyorsulisnzk tehfit egy érintS 8s egy normilirdnyu Gsszetevdje
2

van, ée =v & és En = !9— 0. Osszefoglalva a kapott eredményeket, az

ismert pAly4n mozgb anyagi pont egy adott pontbeli gyorsuldsira az alsbbi
megillapitdsokat tehetjlik:

- A gyorsulisvektor £rintd Irdnyu Usszetev8je fligg a sebesség v4l-
tozds4t6l, de filggetlen a sebességvektor irinysit6l,

- A gyorsuldsvektor érintSre merdleges Usszetevlje, amely mindig a
girblileti kizéppont felé mutat, csak 2 sebesség négyzet&tSl &s a gbrbiileti
sugirtsl fligg, de fliggetlen a sebessdg vilto-
Z484t61.

Példaként vizsgiljuk meg a kdzépisko-
lat fizikdban tanult kirmozgis Osszefiiggéseil.

A mozgds pilydja adott r sugaru kbr.
8 = s(t), mivel s =r¢ abol r 4lland6,
a mozgds a2 @ = @ (t) fiiggvénnyel leirhatéd
(6.10 fibra),

A sebesség nagysiga:

ds __dg 6.10 gbra

=

VRa T &
A poliris koordinita id8 szerint! deriviltja a szdgsebesség
= 93¢
“w=Ta
A szBgsebesség dimenzibja s-l. A palyamenti sebesség és az w
szlgsebesség kbzittl Usszefiiggés:
vVET W,

A gyorsulésnak lehet érintSirdnyu komponense:
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A szdgsebesség 1d8 szerinti differencislhinyadosst széggyorsulssnak
nevezzik:

Q.

dw _ _C.P.dz
@ g2

X =

A szbggyorsulds dimenzléja s_2

A sz8ggyorsulds és az érintd irdnyu gyorsulisvektor kozotti dssze-
fliggés: a =r . i

A normills frdnyu gyorsulist az 4iltaldnos képlet szerint felirhatjuk:

Egyenletes kisrmozgis esetén a szdggyorsulis illetve az &rint§ irdnyu
gyorsulds egyenld nullival,
a =0 Y=0.

2
A normilirdnyu gyorsulds a = !r— =r @ nem egyenld. zérussal.
A sebesség integrilisival nyerjilk a mozgis figgvényt:

= = + =
s s°+v°t IR @=q,*rwt haa t=0

id6pillanathoz a pont az S, illetve @Po helyen van.

Az egyenletes kirmozg4ssal kapcsolatos fogalom a fordulatszdm,

Az N misodpercenkénti fordulatszdm dimenziéja st azt mutatja
meg, hogy mésodpercenként hiny fordulatot tesz meg a pont. Az egyenle-
tes kSrmozg4dsnil a fordulatszim természetesen 4lland6. Egy fordulat alatt
a sugir 4ltal leirt szg 2 W, igy a méAsodpercenként surolt szég 2 W N,

Egyenletes kdrmozgisnil w 4lland6 és

2K
= % ~vel, jelen esetben w = ;' N .

A képletbdl a fordulatszim meghatirozhat6

e

N=2, .

]

b
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6.1.2 A merev testek kinematikdja

A merev testek kinematik4ja a merev testek térben és idSben lejst-
52646 helyzetviltoz4sit tdrgyalja. A merev testek mozgisa £ltaliban térben
jitsz6dik le, de e tananyagban csak arra van médunk, hogy a merev testek
sikmozgisinak témekdrébdl ismerkedjiink meg néh4iny alapfogalommal,

Stkmozgdst akkor végez a test, ha pontjal egymé4ssal pirhuzamos si-
kokban mozognak.

A mozgis kétféle egyszerll mozgdsra bonthat6, a halad6 és forgd
mozgisra,

Halad6 mozgdst akkor végez a merev test, ha valamennyi pontjinak
egy-egy d8pillanatban ugyanakkora a sebességvektora. A haladé mozgis so-
r4n a test egyes pontjai eltérd helyzetll, de teljesen egybevdgd gbrbében
mozognak. A merev test haladé mozgisa megadhaté egyetlen pontjinak moz-
gasfiiggvényével. A sikbell haladé mozgisnil a pAlya természetesen sik gir-
be, mint az a 6.11 4brin lithaté,

6.11 4bra

A merev testr8l akkor mondjuk, hogy fix tengely kortilli forgé mozgsist
végez, ha két pontjsnak térbell helyzete a mozgis iddtartama alatt nem v4l-
tozik, Sikbelli mozgis esetén ez a tengely merdleges a mozgis sikjdra.

Konnyen belithat6, hogy a testnek a forgfistengelyen kivill fekv8 vala-
mely P pontja olyan kirmozgist végez, melynek sikja merdleges a for-
gistengelyre, a kir kdzéppontja a forgdstengelyen van. EbbSl az kivetkezik,
hogy amennyiben ‘ismeretes valamely test egy pontjinak mozgistdrvénye és
forgistengelye, valamennyi pontjinak mozgisjellemz8it meg tudjuk hatdrozni.
Tehdt a test mozgdsa jellemezhetS a ¢ (t) = @ (t) & vektorral.

A test szigsebessége &s szlggyorsulisa mir differencifilissal megha-
tdrozhat6:

— _dg -
w-dt e
® ®

,—c=9.2££.s=d°*
dtz
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A test valamely pontjinak sebességvektora a kozéppdlya adott pontbeli
érint8jének irinyiba esik, és nagysiga:

v =R w, shol R a kirpslya sugara.
A test valamely pontjinak gyorsulisvektora két részbdl 411, egyrészt
az érint§ irényu gyorsuldsbél
Ee =R¥X

m4srészt a sugir irdnyu gyorsuldsbél

a1 .
A pont telies gyorsuldsinak nagysiga:

a=R dx2+w2.

Az értelmezését a 6,12 4brirdl leolvashat-
juk.

Az flialinos sikheli mozgist végz8
test mozg4sdllapota egy bizonyos idlpentrsa
vonatkozik &s akkor mendjuk ismertnek,
ha 2z id8pontban Ismerjilk a test valamennyi
pontjinask scbességét és gyorsulSsit,

Ha ismerjiik egy P poat sebességét

6.12 Sbra (v), gyorsulisit (a), szbgsebességét (w),

és szbggyorsulisat (%) - az utSbbi ketts

vektora merdleges a mozgis sikjira - meg tudjuk hetfrczni az A pont
mozgésjellemz8it is,

Az A pont sebességét a : ¥ A
0 A a két pont tdvolsfga.

Az a pont gyorsulisit az:

=F +w. QA képletbl kapjuk, ahol

G, =8+K. g, W. (W+Q,)

képlet adja, ahol a mfsodik tag a két pontct Bsszekitd egyenesre merSle-
ges vektort jelent a mozgis sikjiban, mig a hermadik tag olyan vektoer,
mely az A pontb6l a P felé mutat és nagysiga; @ W<,

A sfkmozgfsndl V mer8leges (0-ra, igy a kettd Usszetchet8 egyet-
len w -val egyezd nagysigu és értelmil szlgsebességgé (wR). amelyet a

v-re merbleges irdnyban a pontt6] k = v/w tivolsigban kell felvenni, Ezt
a pontot pillanatnyl forgiskbzpontnak nevezzilk. Szemléletesen lithaté a
6.13 gbrén,
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\%

\,

N\

0T (pilonotny
forgdskdzpont )

6,13 4bra

Példa: A 6.14 4bran levd tégla-
lap alaku test A pontja YA =5 m/s

sebességgel mozog, mekkora a B

pont sebessége, ha Vg veltora 45°- R
os szdget z4r be v A vektordval? §
AB = AC = 1,6 m. —
Igy
v
=A__5 _ -1
wn-f—l.s-a,lzs
A B pont sehessége 6.14 4bra
vy = Wy CB =3,12.2,26 = 7,06 m st

Példa: Vizsgfljuk meg ogy r sugaru kerék tiszta g¥rdiild mozgisst.
A kerék S sulypontja a jirmiivel azanos sebességgel halad, legyen a se-
bessége vg.

A gtrdiilés olyan Ssszetett mozgisnak tekinthetS, amely a sulypont
vg haladé, illetve a sulypont kiiriili o szdgsebességil forgé mozgissb6l
tevidik Bssze.

A szigsebesség meghatdrozhat6, ha figyelembe vessziik, hogy csu-
szismentes girdiilés esetén a sulypont 4ltal megtett ut azonos a 6,15 &b~
ra alapjin az az r¢ Ivhosszal: s = r ¢ . Egyenletes sebességnél ebbil:

9
t

-]

t- T

’ V"rWo

és a szigsebesség

311



6.15 4bra

Természetesen a gbrdiilésnek is meg-
kereshet8 a pillanatnyi forgispontja. Mi-
vel a kerék a pélydval érintkez8 pontja
kértil fordul el ez a pillanatnyi forgéspont,
melynek a tdvolséga:

%s
k= w - T
A 6,16 4dbra alapjdn a kerék birmely
pontjinak pillanatnyi sebessége meghatiroz-
haté,

6.2 Kinematika

A Xinetika a merev test mozgiséllapot viltozdsdinak okait kutatja, és
az anyagl testek mozgfsalt a rdjuk haté erSkkel egylittesen t4rgyalja.

Vizsgilatainkat elfszdr anyagl pontra korlitozzuk, tehit olyan testre,
amelynek véges tdmege, de végteleniil kicsi. méretei vanngk. Ilyen testek
a valésigban nem léteznek, azonban az anyagi pont mozgisira kapott Osz-
szefliggések a véges kiterjedésti testekre is alkalmazhat6k bizonyos esetek-
ben.

Az anyagi pont kinematik4jinak ismerete alapjin rdviden térxgyaljuk a
merev testek kinetikdjinak néhdny alapvetS Bsszefiiggését, azokat, amelyek-
re a késobbl tanulminyaink sorin sziikségiink lesz.

812
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6.2.1 Az anyagi pont kinematikéja
Az anyagi pont kinetikai torvényszeriiségeinek meghatirozisa Newton

axiomdinak alapj4n torténik. Igy t4rgyalisainkat az alaptételek ismerteté-
sével kezdjtik.

6.2.1.1 A kinetika Newton féle alaptbrvényei

Newton az 1868-han megjelent "A természettudominy matematikai
alapjai’ cimii munk4jdban hirom tdrvényt mondott ki, melyek eredeti fo-
galmazdsban igy hangzanak:

1, tbrvény:

Minden test megtartja nyugalmi, vagy egyenesvonalu egyenletes moz~
gési dllapotst, hacsak a r4 hat6é erSk ennek megviltoztatisdra nem kény-
szeritik,

2, torvény:

Az anyagl pont mozgisinak megviltozdsa arfnyos a mozgaté erd ha-
t4sdval, és ugyanannak az egyenes vonalnak az iranyiba esik, mint amely-
ben az er8 miikddik,

3. térvény:

A hatds egyenl8 az ellenhatdssal, vagyls két test egymésra kifejetett
hatisa mindig egyenld nagysigu és ellentétes irdnyu.

Newion tdrvényei axiSmék, melyeket megfigyelésekbfl sziirt le, el-
méletileg nem,de kisérletileg bérmikor igazolhaték,

Az els8 axidm4t tehetetlenségi térvénynek is nevezziik. Ennek elsg
megfogalmazdsat Galllei adta, Ha m-mel jel6ljiik a test tomegét és v~
vel a sebességét, akkor az mv szorzatot mozgfsmennyiségnek nevezziik.
Az elsd axiora megfogalmazhaté vgy is, hogy az anyagi pont mozgismeny-
nylsége csak kiils§ erd hatisira v4ltozik meg.

A mfsodik axioma a kinetika alapttrvénye. A tOrvény képletszertien

F=ma,

shol F az er§, a =a gyorsulis, m skaldris mennyiség, amely a test
mozgisviltozisival szembeni tehetetlenségét fejezi ki €s tomegnek nevez-
=ik, A test tS8mege a klasszikus mechanikdban fliggetlen az 1d6tGl, teh&t
vizsgilatainkban §lland6nak tekinthetS, A mechanika legujabb kutatdsal so-
rin a [énysebességet megkbzelitd sebességek esetén a Newton tdrvény nem
pontos, mert ugy tiinlk, mintha a tomeg llyen esetekben ndvekedne. A mii-
szaki mechantkfban azonban ilyen sebességek nem fordulnak eld, tehft a
Newton trvényt helytdllénak tekintjiik,

A mozgaté er8vel kapcsolatosan kimutathat6, hogy az lehet tSbb erd
ereddje. Ily médon a Newton tirvény 4ltalinosithaté, Ha Fy Fpo F3) =R
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erdrendszer mikddik egy v sebességgel mozgé
tomegponira, akkoer az R eredd ir4inyiba gyorsu-
1is keleikezik, mely az eredS erdvel ardnyos
(6.17 4bra),

a=

B |

6,17 4dbra

6.2.1,2 A témeg &s az erd mértékegysége

A kinematikal alapfogalmak tirgyaldsa sordn mir foglalkoztunk a
hosszusig és az idG fogalmival, valamint ezek mértékegységeivel. A ki-
netikiban ujabb fogalmakkal talflkozunk, a tdmeggel és az erdvel.

A {omeg mértékegysége a kilogramm (jsle: kg). A kilogramm a
Nemzetktzi Suly- s Mértékiigyi Hivatalban (Sévres-ben) Orzdit platina
iridium henger témege,

A fizikai mértékrendszerekben, a CGS, az MKS és az SI rendszer-
ben a tSmeg az iddvel &s a hosszusiggal egyiitt alapmennyiség., Az SI
(Systeme Internacional d’ Unités) mértékrendszer az egész fizikit feldleld
nemzetkdzileg elfogadott egységes mértékrendszer, melyet hazdnkban az
MSZ 4900/3-78 szabviny ir el a mechanika szdméra,

Ebben az erd levezetett mértékegység, neve newion (jele: N), tehat
1N=1%k m s™2,

A miiszaki gyakorlatban 1979, junius 1-ig az ugynevezett technikai
mértékrendszer volt hasznilatos, A technikai mértékrendszerben az erd
egységét valasztottdk meg ugy, hogy az 1 kg tomeg sulydval legyen egyen-
16. Az igy megvilasztott egység a kilopond (jele: kp). Mivel a nehézségi
gyorsulds a fold felszinének kiilonb5z8 pontjaiban kis mértékben viltozik,
az emlitett 1 kg tomegi platina iridium henger suly4t mindsitették 1 kp-
nak, ott ahol a nehézségi gyorsulis értéke 9,80665 m s~2, (A mérnoki
gyakorlatban g = 9,81 ms~2 értékkel szokis szdmolni,)

Atszdmitds a két rendszer kozott:

,81 N

l1kp=9,8
0,102 kp.

1N

Annak ellenére, hogy a technikai rendszer ma mir nem hasznilhaté,
az Atsz8mitisok ismeretére sztikkséglink van, mert a szakirodalom legna-
gyobb része még ebben a technikai mértékrendszerben irddott.

Példa a mértékegységek atszimitdsira:

Egy anyagi pont tSmege m = 600 kg, mekkora er8 hoz létre

a=2,3 ms-2 nagysfgu gyorsulist?
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SI rendszerben:
F=m.a=600k .23 ms> =138 N,
Atszdmitds technikal rendszerre:

1380
F = o5 =14 k.

Technikal rendszerben:

= =% =
F=ma 9.81'2'3 141 kp

Atsz&mitva SI rendszerre:

F =141,9,81 = 1380 N

6.2,1.3 A Newton t8rvény slkalmazidsa példikon

A 6,18 &bra szerintl elrendezésben egy
20 és egy 10 kg tomegli testet akasztunk a
csigin 4tvetett kotélre. A kitél és a csiga
tBmege ‘elhanyagothatban kicsi, a csiga csap-
4gyazisit surlédismentesnek tekintjilk.
A rendszer magira hagyva a sulyosabb oldal
felé gyorsuls mozgisba kezd.

A rendszer gyorsulisa a Nswton tSrvény- 10kg
b8l sz&mithsat6.
Az eredd R = (20-10),9,81 = 98,1 N,

A tdmeg m = 10 + 20 = 30 kg.

A gyorsulis: a = 9‘:% = 3,27 ms-z. 1
A gyorsulis ismeretében mir meghars- & ‘Gz

rozhat6 a kitSlen keletkezd erS. Vizsgiljuk

az 1. jelll testre hat6 erfket. Lefelé mutat 6.18 dbra

a test sulyereje, flfelé a kitéler8, és a tesi

felfelé gyorsul a = 38,27 ms~2 gyorsuldssal, Felirva a kinetika alapttrvé-

nyét:
8-G1=m1a

8 -10 . 9,81 =10.3,27

8 = 130,8 N.
315



Mivel feltételeztiik, hogy a csiga tdmege €3 a surlédds elhanyagolhats,
a II, jelil testre hat6 koiClerd is S = 130,8 N erdvel lesz egyenls. El-
lenOrzésként felirhat6 az alaptSrvény a II jelll testre is:

20 . 3,27
65,4

20 . 9,81 -130,8
65,4

o

Vontatisi feladat. A 6.19 4brin lithaté jarmiivet milyen F erével
kell felfelé huzni, hogy a gyorsulds folfelé a =1 ms~2 legyen?

v & . Ga ¥V __S—%
5
G = 200AN !
=10 61\ 6y
N
y
6.19 4bra

A jérmii fajlagos menetellendillisa = 4 N/kN. A fajlagos menetelienillis
csak a jArmi sulyit6l fiigg és fliggetlen a sebességtSl. A légellensllss
miatt a menetellenillis a sebesség négyzetével arinyosan né, ezért a
értékkel csak kis sebességek esetén szimolhatunk.

Rajzoljuk fel a jArmiire haté er&ket.

A sulyerlt két Ssszetevlre bonthatjuk, melyeknek nagysiga:

200.0,1736 = 34,7 kN

G_ = G sin 10©
b4

197,0 kN.

"

200.0,9848

G_ = G cos 10°
y

A 1ejtdr6l az N normslis reakelé miikédik a kocsira és ebbdl sz4-
mithat6 az S = uN lejtd irsnyu visszatartd erd.

S =197,0 . 4 = 787,8 N.
Az y irfnyban az erdk Gy = N egyensulyban vannak, ebben az
irdnyban nem lehet gyorsulis,
Az x firfnyban 2 kbvetkezd képletbdl sz&mithats a gyorsulds:

F~-G -8S=ma,
x
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Behelyettesitve a képletbe a szimszerll adatokat, a vonéerd szdmit-
haté:
_ 200
F-34,7-0,787=1. <r

F = 55,88 kN.

A példa megoldisdnsil arra kell vigydzni, hogy az erdket azonos
mértékegységekben helyettesitsiik be, itt minden értéke kN-ban szdmoltunk,

A vontatssi feladatoknsl 4ltaldban egyszeriibben lehet szfmolni, mert
a vasutl 68 a kOzuti pdlysk 4ltaldban kis meredekségii, illetve vizszintes
szakaszokbd] 4llnak. A lejtdk meredekségét a vasutnil ezrelékben, a koz-
utnil szdzalékban szokds megadni.

Az 5%0 azt jelentl, hogy & pilya 1000 méterenként 5 métert emelke-
dik. Felrihatjuk a kdvetkezd dsszefiiggést

b __5 _
tgoc = L= Tooo - 0,005,

teh&t az emelkedS hajldsszpgének tangense az e ezrelékben kifejezett
értéke.
Mivel a szdgek 4lialiban kis értékliek, megengedhetdk a kovetkezd
kbzelitések:
tgoe T gin o

coso 1,

Igy a sulyerd leftd irdnyu bsszetevéje: G, = GshxTGtgex=G e
68 a lejtére merdleges Ssszetevdje: G_ = G cos «x ¥ G,
Vigydzni kell a nagysigrendre: v

G =G, e
X

[~71= [xv][%0]
A menetellenillist az:
F = G képlet szerint szdmoljuk,
[n] = [xn] [/xn]
A lejtds pilyin a lejt8 irdnyu erdkomponens tehdt a kivetkezd képlet-

tel szdimithaté:
F=G(etp).
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[][xN] [ %o] [N/xN]

A menetellensllss emelkedS irdnyu mozgédsnil pozitiv, lejt irinyu
mozghsnil negatlv elSjellel keriil a képletbe.

6,2.1.4 A d' Alembert elv

A Newton térvényét kifejezf R = m 2 egyenletet @' Alembert
egyensulyl egyenlet alakjiban irta fel.

R+(-ma=0.

Ez nem egyszeriien algebral dtrendezés, hanem komoly értelme van,
Az mzZ mennyiség a mozgisjellemzdket tar-
talmazé oldalr6l az erd oldalra keriil 4t,
tehst megvdltozott a jellege. Ezt az ma
&rtéket d’ Alembert tehetetlenségi erdnek ne-
vezte, Igy tehit a mozgd testre haté erdk a
tehetetlenségi erdvel egyensulyban vannak,
Ezt kinetikal egyensulyi &llapotnak nevezziik.

Példaként vizsgiljuk meg a kiriven tul-
emelt pilysn haladé gépkocsira hat6 erdket a
6.20 4brAn,

A kizlekedés biztonsdga €rdekében a
vasuti és a kBzuti pdlydt az ivekben tuleme-
lik, vagyis keresztirdnyban o szdggel a
gorhiftetl kzéppont felé megdbntik. A tul-
emelést ugy kell megédllapitani, hogy adoti
sebességnél az erdk eredfje a pilyira merd-
leges legyen.

A jirmiivekre hat6 erSk - d' Alembert
elve szerint - a sulyerS &s a tehetetlenségi
6.20 &bra er3. Ezeknek az eredfje tart egyensulyt az

N pélyareskci6val, Az r sugaru iven a v

i
=) kol
" =

sebességgel halad6 jairmiire
v2
a =—
n r

gyorsulis hat, EbbSl a tehetetlenségi erd:
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Ilyen gyorsulissal repiilne ki a jArmil az ivrSl, ha nem lenne surls-
dés, illetve menetellenillis,

A sulyerd G =m , g, ahol g = 9,81, a nehézségi gyorsulds.

A 6.20 4bra szerint a hajlisszidg tangense a vektorhiromszdg alapjin
felirhaté:

6.2.1.5 A kinetikal fogalmak

Az eddig tanult fogalmakat kibdvitjlik még néhiny eddig még nem tir-
gyvalt kinetikai fogalommal.

6.2.1.5.1 A mozgismennyiség

Az anyagi pont mozgismennyiségén a sebességvektor és tdmeg szor-
zaldt értjilkk. A mozgismennyiség az anyagi ponthoz rendelt vektormennyi-
ség, mely a pilya érint8jének irinyiba esik. Matematikailag ugy tekinthetd,
mint az m skaldrral megnyujtott sebességvektor,

Mértiékegyaége [kg m s-l] a témeg és a sebesség mértékegységei-
nek szorzataként nyerheid.

6.2.1.5.2 A perdiilet

Az anyagi pont perdiilete a tér egy pontjdra, helyzetvektorénak és
mozgismennyiségének vektoriilis szorzata.

Ll

=F.Xmv.

ErtelmezhetS ugy is, mint a mozgismennyiség nyomatéka az "O"
pontra. A vektorislis szorzis értelmében a perdiiletvektor merdleges az
¥ és ¥ vektorok dltal meghatirozott sikra.

Mértékegysége: [m . kg m s-l] =[kg m? s-l.] .

A 6,21 4brin a perdiilet meghatdro-
z4dsdnak azt a speciilis esetét mutatjuk be,

amikor a tdmegpont kérpily4n halad. Eb- |
ben az esetben a X vektor a kbr sikjira [
merdleges, 6s nagysgaa T=Ff m Vv m q
skaldrszorzattal meghatdrozhat6. .
!
6.21 4bra
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6,2.1,5,3 A mozgisi energia

Az m tbmegll, v sebességgel mozgd anyagi pont mozgisi ener-
gifjst a kSvetkezd képlet szerint kapjuk:

Ez skaliris mennyiség, mert a sebesség vektor négyzete egyenlS a
skaldrértékének négyzetével.
Mértékegysége joule (jele: J), melyet az alapegységekkel kifejezve a

(ke m2 8-2] kifejezést kapjuk.

6.2,1,5.4 A helyzeti erergia
Az m tSmegll anyagi pont helyzeti (potenciilis) energisijit a nehéz~-
ségi erStér olyan tartoménysban, amelyben a
g nehézségi gyorsulds 4lland6 nagysigunsk

m ”
-T—‘— tekinthetd, a kovetkezd képlettel kapjuk meg:
G &~ E

=mgh.
p g

(Ll A7

6.22 sbra mg = G a sulyerS, azért mondhatjuk,

hogy a potencifilis energia 2 nehézségi erd
munkavégz8 képességét fejezi ki.

A mértékegysége [kg :rn2 8-2] = [Nm], ez utébbl azonban nem
alapegységekke! kifejezetl dimenzid.

6,2,1,5.5 Az er8 impulzusa

Az impulzus, vagy ahogyan a k¥zépiskolai fizikakOnyvben neveztélk,
az er8lokés, az erd mozgisillapotviMozasat kifejezd fogalom,
Az erdnek egy dt elemien kicsi id8 Intervallumra es8 impulzusin
a dI =F dt szorzatot értjiik. Ez az erbvektor is a skaldr idS mozzanata.

Az F erfnek valamely 1:0 és t id8pontok kbzétti intervallumba

es8 Impulzusit a kBvetkezf integraillal kaphatjuk:

F at.

)
It

to

Mértékegysége: [kg m s_z] [s)=[kgm s-l].
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6.2,1.5.6 A nyomaték impulzusa

Az er8impulzushoz hasonléan a nyomatékimpulzus is integr4llal ér-
telmezhetd:
t1

Madt.

|
(]

t
)

Ez is vektormennylség, melynek irdnya megegyezik a nyomatékvek-
tor Ir4nyival.

Mértékegysége: [kg m2 s-l].

6,2,1,5.7 A munka
Az er$ hatdsira mozg6 t8megpont munk4t végez, amelynek nagységht

e

1
W= j F dr szozatintegril adja, ahol a to-

r

)

megpont pélyfja az r_ - r; szakaszra esik. Er-

telmezését 4sd a 6.23 gbrén.
Mértékegyésge: joule = J, amely I Ner6 1 m .
hosszan végzett munkija, Alapegységskkel kifcjezve 6.23, fbra

a dimenziét, a kg m> s 2] képletet kapjuk.

A munka és az energla mértékegysége megegyik,

Az erdpir is végezhet munkit egy szSgelfordulds mentén. A munka
az elBbblvel angléz médon a kbvetkezd integrilb6! kaphaté:

¢y
W= ] Mag .
Yo

2,1 A teljesit
A teljesitmény a munka 148 szerinti els§ differenciflhényadosa:
P ===

el
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Ha figyelembe vesszilk, Lhogy a munka az erd és az eltol6d4s szorza-
ta, akkor a teljesitményt az alibbink szerint fejezhetjiik ki:

és nyomaték esetén:

Mértékegysége a Watt (jele W).

W=mNs-1=kgmzs—3.

A régi technikal mértékrendszerben hasznflatos volt a m kp s-l és a

16erd,
LLE=75mbkps > = 75.9,81 = 736 W,

6.2.1.6 A kinetika tételei
Hirom tételt fogunk megismerni, melyek a Newton tSrvényre vezet-
hetSk vissza, &s bizonyos feladatoknil elfnyBsen alkalmazhaték. A tételek
alkalmazisit szidmpéldikon is bemutatjuk.

6.,2.1,6.1 A mozgismennyiséz vagy impulzus tétel
A Newton t8rvénybdl vezethetjiik le az impulzus tételt.

R=m. 3

R=m

&3

A viltoz6k szétvAlasztisdval, majd a to és t, IidSpontok kdzotti

integr4l4ssal kapjuk a tételt. 1

Y1 Y
m j av = ] R at
vo to
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Ha ismerjitk az R(t) fiiggvényt, az integrilis végrehajthats. A tétel
szavakban azt mondja ki, hogy a mozgismennyiség megviltozdsa egyenld
az erdimpnlzusokkal.

Példaként nézzilk meg a kbvetkezd feladatot, A vizszintes pélyan

= 36 km/h sebességgel mozgé 10 t tomegii kocsi meanyi id6 mulva 411
meg, ha a menetellensllds = 8 N/kN?

A tétel:
t
mv, ~myv = f R dt.
1 o
to
A kezd8 sebesség v, = 36 km/h = 3‘9‘ =10 m s-l, a végsebecség
\/ =0,

A pAlya egyenssvonalu, az eredS egyenlE a fékez§ erfvel °
=-F=-10.9,81.8= - 784,8 N.
A sz&mértékek behelyettesitése utén:

w

- 1000 , 10 = - 784,8 t

- 10 000 _
t 78, 8 12,74 s

Tehft azokban a feladatokban, amikor az 148 a keresett mennyiség,
az impulzustétel nagyon célszertien felhasznilhaté,

6,2,1,6.2 A zgisl ene -V munkatétel

Valamely gbrbe pilyin mozgs t8megpont gyorsulisa a két Usszetevd-
re, egy a, 6érintSirfnyu és egy 13, normilirfnyura bonthaté. Emnek
megfelelden felbonthatjuk az anyagi pontra haté erfk ered8jét is érintSirs-
nyu Re és normilirényu Rn Ssszetevire,

Az érint3 irfnyu komponensekre felirhaté a Newton tSrvény.

R.=m1a=m§t!,



alkalmazva a differenciflis l4nc szabilyit

-y Qv ds
Re m ds dt
ds _ _ dv
mivel at Re. m.v as °

A vAltoz6k szétvilasztisival:
mvdv=R ds.
e

Az egyenlet két oldalinak integrilisival:

Vl Sl
m I vdv = [ R ds‘
e
v ]

o o

Az integril4s hatdrai az 8, hely, ahol a sebesség Vo illetve az
1 hely, ahol a sebesség vye
Az integr4list végrehajtva kapjuk a tételt.

A tétel szavakban ugy fejezheté ki, hogy valamely pilyaszakaszon a
mozgisl energia megviltozdsa egyenld az eredd erd munkijival.

Példaként hatdrozzuk meg, hogy a 100 m hosszu 6 ezrelékes lejt8rél
legordiild m t8megll koesi a csatlakozé vizszintes pilydn hol 411 meg.
A kocsl kezddsebessége v, = 0.

A példa a 6,24 dbrdn 14thatd,

A menetellensllds =4 N/KN,

Mivel a kezdd és végsebesség egyarint nullfval egyenlS a tétel bal
oldaldn szerepl6 mennyiségek 8sszege zérus. A jobb oldalon lev8 munkit
két részre kell bontanl, A 100 m hosszu lejtdn csak a gyorsité erd végez
munkit, majd az x hosszu szakaszon a fékezd er§ 1s. Ezek Usszege
egyenlS nulldval,
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”

V.o
x m s

€e 0%
‘4 100 m |_ Xm l_
1 q 1
6.24 dbra
s
myv my 1
2 [l 2 = R ds

0=100 . mg (6-4) ~-m g (4) . x .
Az egyenletb8l az Ismeretlen ut mir meghatirozhaté

200

x=T=50 m,

I4dthats, hogy azoknil a példdkn4l, ahol a mozgd test utja a keresett
mennylség, a munkatétel igen elfny8sen felhasznilhat6,

6,2,1,6,3 A mechanikal energia megmaradisinak tétele

Mechanikal energiin a helyzetl és a mozgdsl energist értjuk.
A mechanikai energla megmaradisinak térvénye kimondja, hogy egy poten-
ciilis térben levd anyagi pont mozgisi és helyzeti energifjinak Ysszege a
pont helyzetétdl figgetlen, 4llandé6.
A mozgisi energla

a helyzeti energia

Epo=mgzo,

majd egy bizonyos ut megtétele utén

2
mv
- —d -
Bl s illetve Epl m g z,.
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A tétel alapjin

z mvz va
—0 =
L_ 2 tmgz 2 +mgzl.

(Lisd: a 6.25 4brat,)

Példaként hatdrozzuk meg a
6.2¢ gbrin 14that6 fonslinga sebessé-
gét a legals6é pontban, ha az ingit
h = 1 m magasr6l inditjuk v = 0

sebességgel.
6.25 4dbra A pont témege m = 2 kg.
Az indulS helyen a mozgési energia:
2
mv,
E = 2 = 0, mivel vo—o.
/ \\
7/ \
és a helyzetl energia: /’ \
/ ~
Vd N\
E,~mghs= 2,9,8.1 = / N,
= 19,62 kg m> 8 2. Si— o N
L
Az als6 pontb 4l i §] % 2
an ozghsl energia: —— = 2
poniban & mozg gl me2kg
2 2 6.26 dbra
mv. 2.,v
s W W
=72 T T2 Y1

a helyzeti energia Ep = 0,
Az energla megmaradisinak tétele:

2
19,62+ 0 =0 + v,

-1

vy= V15,62 =443 ms .
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6.2.2 A merev testek kinematikdja

6.2.2.1 A testek méisodrendii nyomatékai

A testek méisodrendli nyomatékait hasonl6képpen értelmezziik, mint a
szilirdsdgtanban a feliiletek m4sodrendil nyomatékait.

A 6.27 sbr4n lithat6 testbdl kivigva egy dm elemlen kicsiny tome-
get, annak Inercianyomatéka felirhaté, pontra, tengelyre és sikra egyarint.
Az elemi részek inercianyomatékit integrilva az egész test tomegére kap-
juk a keresett misodrendii nyomatékot,

6.27 4bra

Sikra vonatkozé Inercianyomatékok:

az y, z sikra I! =fx2dm.
2

az x, z slkra I.z=fy dm ,
2

az x, y sikra I, = [2* am.

A tengelyre vonatkozé inercianyomaték természetesen a tengelytSl
mért thvolsig segitségével szimithatS,

Az x tengelyre Ix = f kz dm mivel
kz = y2+z2 gy Ix = j Uz+zz) dm = f yzdm + / zzdm.
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A tengelyre vett irerclanyomaték tehfit a tengelyt meghatirozé két
merdleges sikra vett tehetetlenségi nyomaték 8sszege:

Ix_l"l+1§
Iy'—'lg +I§
I-—I§+L;z

A pontra vett poliris inercianyomaték természetesen az elemi tdmeg
pontt6l mért tivolsiga segitségével szimithats:

Io = jrz dm,

mivel 1'2 = xz-v,v2+z2, ezbrt

Mivel Ix=l"l +IS . ly=1§ +I§ és
Iz = I§ + I"Z , a hirom tengclyre vett inercianyomaték bsszege:

+ 21

+I+] =2 + 2
leylz I§ I?

g
Ez viszont a poliris inercianyomaték kétszerese:
21 =1 +1 +1.
o xXx Yy ‘=

Természetesen a centrifugdlis, vagy deviéci?s nyomatfkok is értel-
mezhet8k két-két egymisra merbleges silora:

Cxy = f xy dm a §'7 sikra,
Cyz = f yz dm az q& sikra és
Czx = f zx dm a §¢ sikra,

A misodrendll hyomaték dimenzifja: {omeg szorozva tivolsig négy-
zettel: kg m2,
Hatérozzuk meg példaként az R sugaru, b magassigu és ¢ sirii-

ségll kirhenger 2z tengelyre vonatkoz$ tehetetlenségi nyomatékit (6.28 gb-

ra).
2
Iz = /r dm .
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Az integri! egy korhengerre kiterjesz- ,z
tett térfogatintegrdl. A dm alkalmas meg- i
vilasztissval egyszeres integrilis elogendf. )
A dm az r sugaru dr vastagsigu h
magassigu korgyliriihenger tdmege.

dm=gh2r£dr. <
R R i —
2 % co 3 _ )
Iz‘ r oh2r dr=2f hg [r dr =
o o
2
= R
=2%¢h 4

A henger témege m =9 V=0 h 551%2
ezt kiemelve az

2 6,28 fbra

képletet kapjuk a2 kSrhenger sajit tengelyre vopatkozé inercianyomatékira.
A szilirdsigtanban mér tanultuk a
Stelner féle eltoldsi tételt, ez a té-
tel itt is érvényes.

Példaként nevezzilk meg a kir-
henger egylk alkotéjira szdmitott te-
hetetlenségl nyomatékast (14sd a 6.29

#brét).
A forgéstengelyre vett inercia-
nyomaték
6,29 fbra 2
m R
I =
z 2

A test tdmege: m, a tfvolsig k8t tengely kizStt: R,
Steiner tétele alapjin a 2° tengelyre vett inercianyomaték:

2
mR 2 3.2
2 +mR=23 m .,

I' =
H



6.2,2.2 A sulypont tétel

A merev testet pontrendszernek feltételezve felirhatjuk a Newton tdr-
vényt.
Tételezzlik fel, hogy az egyes pontokra kiilsS hatisokra kiils§ erdk,
a pontok koz8tti hat4sokra belsd erSk mitkddnek
(6. 30 sbra). -

A kiils§ erdket Fl' Fz... Fi"' Fk...
... F_ bettivel, a belsS er6ket V__, ...
n 12

«e» By ... By ... B,

A belsd erdkrdl tudjuk, hogy azok Newton har-
madik tSrvényének értelmében egyensulyban van-
nak, tehit:

Bp betiivel jeldljtik.

Bt Bra) = °
6.30 gbra Ezek az er8k parjaval egyenld nagyok, azo-

nos hatdsvonaluak és ellentett értslmiek.
Az egyensulyban lev8 erfrendszer nyomatéka a tér birmely pontjira
nullival egyenlS, Igy az elSbbi egyensulyi kijelentésbGl kivetkez az, hogy:
T, . Bkt+vk' Bik=0'

Alkalmazzuk a Newton torvényt az i-edik pontra:
- n -
F,+ 2 B.=m 7,
175 Tk

A test valamennyi pontjira felirt egyenletoket Usszegezziik:

n n n n ’
SF+3Y YB.=3 ma.
=1 ' A k=t P = bt

A bels§ erdk kilesonts egyensulya kdvetkeztében:

=1
teh4t
S F =3
S F = m a ,
= o b
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miutin 2

s =dvl=r.ivl
i dt ol
n d dz
1=Z1F‘=3I (Zmivi)=;?' (Zm, 7).

4z 1-edik pont helyzetvekiora a 0 pontra vo-
natkozéan a 6.31 dbra szerint T, =T _+ @, . m i S

A 0 pontra vonatkozé stetikai nyomaték:
Sm ¥ =3m T +2m Q.

Az egyenlet mésodik tagja a sulypontra vonatko- 0
z6 statikal nyomatékot jelent, ami a definici6é szerint 6.31 dbra
nulldval egyenld, tehat:

}:mir1 =rsZmi=r8 m,
A kapott eredményt visszahelyettesitjiilk az el3z8leg levezetett képletbe:

a® &
ZFI =E'(th rl)=a't'(m F)=m3,

vagyis

Fl=mas.

&3
”3/‘—', . A tétel kimondja, hogy 2 sulypont gyorsuld-
1 g8a akkora, miutha az anyagi pontrendszerre, i1~
i letve a merev testre mikiGE dsszes erd ereddjé-
nek vektora 2 sulypontba koncentrflt erdképt mii-
3 kidne,
A sulypont tételnek a testek rozgfsira az
alibbi kbvetkezményel vannak:

- A bels§ erfk nincsenek hatdssal a suly-
s ’ pont mozgéiséra.
- Az anyagl pontrendszer egyes pontjal ki-
> zbtt felléps belsS erdkkel egyes pontokat
1 mozgathatunk, de a k3z8s sulypont helyben

6.32 fbra marad.
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Példsul az ideilis menetellenillds nélkiili kocsi ellndul héitrafelé, ha
a rajta 4116 ember elSre halad (6.32 4sbra).

6.2.2.,3 A perdiilet tétel

A perdiilettéteit nem vezetjikk le,. csak felirjuk 4ltaldnos alakban és
csak egy egyszeril speciilis esetre mutatjuk be alkalmazisat,

A perdiilettétel kimondja, hogy az anyagi pontrendszer, vagy merev
test valamely pontra vett perdiiletének id8 szerinti elsd deriviltja egyenld
a rendszerre mikddd erfk ugyanazon pontra veit nyomatékdnak dsszegével.

M =5

Azt a speciilis esetet vizsgiljuk, amikor a2 merev test a sulypontjin
4tmen8 szimmetria tengely koriil fordul el.

A perdiilet fogalmival mér talilkoztunk, értéke a kOrpily4n haladé
tomegpont esetén a T vektor skaliris szorzattal kaphaté és egyenese a
kérpdlya sikjira merGleges:

T=T.mv.

A tesre vonatkozd perdiilet az elemi pontra felirt perdiiletének integ-
rilisdval szdmithaté: _
= / T.vVdm,

Rt az r nem egy pontbdl, hanem egy forgéd tengelytdl mért helyzet-
vektor,
Vegyiik a perdiilet idd szerinti elsd differenciilhinyadosit:

aft _[d - _jd dv,
at —]dt T.V) dm = (dtV+r )dm
0 .o s v.5 e & -
at v és V.v =0, valamint at a,
ezek alapjin:
%t— f(r.a)dm.

A kijelolt eleml rész gyorsulisa felbonthaté érint§ itrsnyu a, 6s
norméilirdnyu En 8sszetevlire, Mivel T x En = 0, a perdiilet deriviltja:

gsi_/
at - (r. ae)dm

332

TR

e



| — T ahol N a sziggyorsulds,

x
A

= rz‘)c dm=1t_/r2dm=‘K.Iz.

t tétel értelmében a perdiilet id8 szerinti elsS differencisl-
e tre hat6 nyomatékisszeggel egyenld, tehst

M=1 %.
z

—test speciflis perdiilettétele szavakban:
—test sulyponti fix tengely kdriili forgd mozgisinak szbg-
—yos a testre hat6é evlrendszer e tengelyre vett nyomaié-

t térvény és a speciilis per-
=——————————0"36gével hengeres testek ten-
—— 5 5 0 yonatkoz6 példikat tu-

X
nézztlkk meg a 6,33 sbrin N £ Qg
- gl és R sugaru hengert,
-— el vontatunk és keressflk G
s4t. A surléd4si tényez§ ér- .
I 1 1 ellensll4si tényez8 A =0, T
eseesssassss——: v 2 alkalmazzuk a sulypont- 1
Yilettstelt. N
6.33 4bra
F-~-S=ma
8
RS = Is x

et ryorsulisa a tiszta gordiilés esetén:

8, =R%.

sulyponti tengelyre vett inercianyomatéka:
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asm

F - 2 =mas
3ma.s

F = 2 .

6.2.2.4 A mersy test mozgisi energifja

A merev test kinetikai energifja kéi részbdl tev&lik 'c';sszé, egyrészt
a halad6, misrészt a forgd mozgisébél,
A merev test mozgéisi energidja képletiel:

2 2
mvs Izw
E= 2 + p) .

A képlethen m a test tdmege, vg a sSulypont sebessége, I, a

sulyponton AtmenS és az (v sz8zsebességvektorral pirhuzamos lengelyre
szdmitott tehetetlenségi nyomaték.

Példaként oldjuk meg a 6.34 &br4n l4thatd feladatot, Az emelkedd
felfelé v, kezdGsebességgel meginditott henger alaku test tiszta gordiilés-
sel haladva, mekkora ut megtétele utén 411 meg?

A test tdmege: m =50 kg ,
A %ezdd sebesség: v, = 10 m/s ,
Az emelkedd hajlisszige: o = 100,

Felirjuk a mechanikai energia megmaradisinak tételét:

2
mv Iz wo
~—+ =mgh

2 2
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é&sek utén:
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