MECHANIKA III.
Határozatlan tartók


1. HATÁROZATLAN SZERKEZETEK

Az egyszerű és az összetett szerkezetek tárgyalása során megállapítottuk, hogy a külső és belső kapcsolati erők meghatározására szerkezetei elemenként a síkban három, a térben hat független statikai egyenlet írható fel. Ha az ismeretlen kapcsolati erőkomponensek száma a szerkezeti elemekre felírható összes statikai egyenletek számával megegyezik, akkor a kapcsolati erők nagyságának, állásának, irányának meghatározására a statikai egyenletek önmagukban elegendők, a szerkezetet statikailag határozottnak nevezzük. Ha a szerkezetben több az ismeretlen kapcsolati erőkomponens, mint amennyi statikai egyenlet a szerkezeti elemek nyugalmi állapota, a rájuk működő erőrendszerek egyensúlya alapján felírható, akkor a szerkezet megtámasztásaiban statikailag határozatlan. 

Megjegyezzük, hogy a statikai egyenletek, mint ahogy minden matematikai egyenlet valójában valamiféle feltételt fogalmaznak meg a matematika nyelvén. Ha tehát az egyenletek és az ismeretlenek száma megegyezik, azaz matematikailag egyértelmű megoldás létezik, az annyit tesz, hogy éppen elegendő számú feltételt szabtunk ahhoz, hogy a lehetséges megoldásvektorok közül egy és csak egy elégítse ki egyidejűleg valamennyi feltételünket.

Ha az előfordulható ismeretlenek számánál több feltételt szabunk, miközben a megoldások vektorterét nem változtatjuk, nem találhatunk olyan megoldást, ami minden feltételünket kielégítené (azt mondjuk: a szerkezet labilis). Persze előfordulhat, hogy két (vagy több) egyenletben valójában ugyanazt a feltételrendszert adtuk meg, azaz csak látszólag fogalmaztunk meg többletfeltételt, akkor az egyenletek valójában matematikailag nem függetlenek, pl. a síkban felírunk egy ferde tengelyű vetületi egyenletet is. Ilyenkor – úgy tűnik – a nagyobb egyenletszám mellett is létezik megoldás, de vegyük észre, hogy a valódi feltételeket megfogalmazó egyenletek és az előfordulható ismeretlenek száma ilyenkor megegyezik. Az is előfordulhat, hogy az egyik feltételünk „üres” feltétel, olyasmit fogalmaz meg, amit a megoldásvektorok amúgy is teljesítenek (pl. egy párhuzamos erőkből álló erőrendszer esetében az erők hatásvonalára merőleges tengelyre vonatkozó vetületi egyenlet), amikor is a valódi feltételeket megfogalmazó egyenletek és az előfordulható ismeretlenek száma szintén azonos.

Ha viszont ugyanabban a megoldási vektortérben a csökkentjük a feltételek számát, azaz kevesebb egyenletet írunk fel, nem a feltételeket kielégítő megoldások hiánya lesz a gondunk, hanem éppen az, hogy több olyan megoldásvektor (ha úgy tetszik: megoldási szám n-es) adódik, amely a megszabott feltételek mindegyikét maradéktalanul kielégíti. Ilyen esetekben az egyértelmű megoldás megtalálásához újabb (értelemszerűen már nem statikai) feltétel(eke)t kell megfogalmaznunk. 

A merev megtámasztáshoz szükséges kapcsolati fokszámnál több külső vagy belső kapcsolattal rendelkező (de kinematikailag nem határozatlan, azaz nem elmozduló!) szerkezeteket statikailag határozatlan szerkezeteknek nevezzük. 

A statikailag határozatlan szerkezetek a statikailag határozott ÉS merev megtámasztású szerkezetekből külső vagy belső többletkapcsolatok beiktatásával származtatható. 

A származtatás alapján általánosságban megállapíthatjuk, hogy a statikailag határozatlan tartók mindig merevebbek, kisebb deformációkat, és ugyanarra a teherre kisebb (maximális) igénybevételeket mutatnak, mint azok a határozott szerkezetek, amelyekből származtattuk őket. Ugyanakkor a határozott tartókkal szemben a többletmegtámasztások, a többletmerevség miatt a kinematikai terhek (hőmérsékletváltozás, támaszsüllyedés, gyártási pontatlanság, stb.) is támaszerőket és igénybevételeket keltenek bennük. 

Mint tudjuk, a statikailag határozott-határozatlan meghatározás a szerkezetek kapcsolatait minősíti, nem magát a szerkezetet. A továbbiakban azonban az egyszerűség kedvéért elhagyjuk a megtámasztás-megtámasztottság kiírását, és egyszerűen statikailag határozatlan szerkezetekről fogunk beszélni. 

A határozatlan szerkezeteket a mérnöki gyakorlatban sokszor alkalmazzuk, mert 

· kapcsolataik egyszerűbben alakíthatók ki (a határozott megtámasztáshoz szükséges, elmozdulásra képes kapcsolatok kialakítása, karbantartása körülményes és költséges)

· a többletmerevség miatt az igénybevételek és a deformációk kisebbek
· egy keresztmetszet, vagy egy elem károsodása, esetleg tönkremenetele esetén is megmarad a szerkezetnek teherbírása. 

Ugyanakkor nem szabad elfelejtenünk, hogy a fenti előnyös tulajdonságoknak ára van: a nagyobb (belső) merevség miatt a határozott tartókkal szemben a határozatlan szerkezetekben a kinematikai terhelés (hőmérsékletváltozás, támaszmozgás, gyártási pontatlanság) is okoz igénybevételeket, feszültségeket, amelyek a terhelésből számítható igénybevételekhez, feszültségekhez hozzáadandók!

1.1. A határozatlan tartók megoldási lehetőségei

Több rúdelemből összetett szerkezetben a rúdelemek végpontjait-kapcsolódási pontjait csomópontoknak nevezzük. Általánosságban a csomópontoknak bármilyen elmozdulása lehetséges, és rájuk bármilyen irányú dinámok működhetnek. Ha egy csomópontot önmagában vizsgálunk, akkor a csomópont elmozdulásainak a csatlakozó rúdvégek elmozdulásaival meg kell egyezniük (a csomópont elmozdulásainak a csatlakozó rúdvégek elmozdulásaival összeilleszthetőnek, összeférhetőnek, kompatibilisnek kell lenniük), és a csomópontra működő külső és belső (a csatlakozó rúdvégekről átadódó) erőknek egyensúlyban kell lenniük. 

Egy összetett szerkezet csomópontjaiban az elmozdulásoknak a csatlakozó szerkezeti elemek elmozdulásaival kompatibilis elmozdulásrendszert, a csomópontra működő dinámoknak egyensúlyi erőrendszert kell alkotniuk.  

A csomópontok elmozdulásai a szerkezetre működő terhek és a szerkezet elemeinek merevségi viszonyai által determináltak, tehát a csomópontokra működő erőkkel összefüggenek. 

A szerkezetre működő terhek ismeretében kereshetjük azokat a rúdvég-csomópont közötti kapcsolati dinámokat, amelyek az egyensúlyi feltételek mellett a kapcsolati „felületek” hézagmentes illeszkedését is biztosítják, ezt az eljárást (a keresett mennyiségek jellege okán) ERŐMÓDSZERként ismeri a szakirodalom. 

A szerkezetre működő terhek ismeretében kereshetjük azokat a csomóponti elmozdulásokat, amelyek a hézagmentes illeszkedés mellett a csomópontokra ható külső és belső (a rúdvég-csomópont közötti kapcsolat révén átadódó) dinámok egyensúlyát is biztosítják, ezt az eljárást (a keresett mennyiségek jellege okán) ELMOZDULÁS-MÓDSZERként ismeri a szakirodalom. 

A határozatlan szerkezetek vizsgálatára, a kapcsolati erők-csomóponti elmozdulások meghatározására szolgáló mindkét eljárás a tényleges szerkezetet egyszerű(bb), ismert (vagy könnyen számítható) viselkedésű elemi tartó(k)ra bontja, és ezen elemi tartók kapcsolati pontjaira fogalmazza meg a többletfeltételeket, írja fel a módszerre jellemző feltételi egyenleteket. 

Az erőmódszer feltételi egyenletei a csatlakozási pontok elmozdulásainak kompatibilitását írják elő, tehát az erőmódszer használata során olyan elemi tartó(ka)t kell alkalmaznunk, amelyeken a rúdelemeket terhelő erőkből és a csomópontok terheiből a csatlakozási pont(ok) elmozdulásai könnyen számíthatók. 

Minthogy a statikailag határozott szerkezetek pontjainak elmozdulásszámítására vannak eljárásaink, az erőmódszer elemi tartójaként megfelel az eredeti szerkezet minden olyan egyszerűsítése, amelynek révén külső vagy belső kapcsolatok átvágásával a határozatlan szerkezet határozottá válik. Az erőmódszer alkalmazása során az így előállított „elemi tartó”-t törzstartónak nevezzük. 

Az erőmódszer megoldásának azt a (törzstartón értelmezett kapcsolati) erőrendszert tekintjük, amely mellett a törzstartó átvágási pontjainak mindegyikében a kinematikai kompatibilitási feltételek is teljesülnek.

Egy határozatlan szerkezet általában sokféle törzstartóvá egyszerűsíthető. A törzstartóválasztás természetesen meghatározza a felírandó feltételi egyenleteket, ily módon a számítandó kapcsolati elmozdulásokat, a keresett ismeretleneket és ennek révén a számítási munka bonyolultságát, de az eredeti, határozatlan szerkezet kapcsolati erő-rendszerének, igénybevételeinek, deformációinak alakulása már a törzstartófelvételtől függetlenül azonos lesz. 

A határozatlan tartók vizsgálata során a törzstartófelvételt célszerűségi szempontok alapján végezzük: a kialakuló törzstartó minél egyszerűbb legyen, ha a szerkezet szimmetrikus, akkor a szimmetria lehetőleg a törzstartóban is érvényesüljön, stb. 

Az elmozdulásmódszer feltételi egyenletei a csatlakozási pontokra működő külső és belső erők egyensúlyát írják elő, tehát az elmozdulásmódszer használata során olyan elemi tartó(ka)t kell alkalmaznunk, amelyeken a rúdelemeket terhelő erőkből és a csomópontok (relatív) elmozdulásaiból a csatlakozási pont(ok)ban keletkező (kapcsolati) dinámok könnyen számíthatók. 

A rúdvégek elmozdulásainak hatására ébredő igénybevételek-rúdvégi kapcsolati erők meghatározásával ezidáig nem foglalkoztunk, ez valójában a rúdvégi elmozdulások meghatározásának inverz műveletsora. Minthogy az egyensúlyi feltételeknek minden közbenső csomópontban teljesülniük kell, minden rúdelemre külön-külön kell ismernünk az elmozdulásmentesnek tekintett rúdvégekre a rúdelemek tényleges terheiből származó egyensúlyi dinámrendszert, valamint a rúdvégek (relatív) elmozdításának hatására keletkező egyensúlyi dinámrendszert. Az elmozdulásmentes csomópontokra működő dinámokat a csomópontok saját, közvetlen terhelése és a csatlakozó (egyelőre elmozdulásmentes végkeresztmetszetűnek tekintett) rúdelemek (saját terheiből származó) rúdvégi egyensúlyi erőinek ellentettjei jelentik. A csomópontokra ily módon összegzett dinámok általában nem lesznek egyensúlyban, azaz a csomópont a rá működő erők eredőjének megfelelően el akar mozdulni. Az elmozdulás azonban a csatlakozó rúdelemekben rugalmas visszatérítő hatást fejt ki, így egy alkalmas elmozdulásrendszer kialakulása után a csomópontok mindegyikén az erő- és a nyomatéki egyensúly is teljesülni fog. 

Az elmozdulásmódszer megoldásának azt az elmozdulásrendszert tekintjük, amelynek kialakulása esetén a csomópontok mindegyikében az egyensúlyi egyenletek is teljesülnek.

Az elmozdulásmódszer alkalmazása esetén az elemi tartók megválasztásában nincs szabadságunk: minden rúdelemet külön elemi tartónak kell tekintenünk. Az általunk (általában) keresett kapcsolati erők-igénybevételi értékek a rúdelemek kezdeti (elmozdulásmentes rúdvégek feltételezésével meghatározott) kapcsolati erőinek-igénybevételeinek és a csomóponti elmozdulások alapján a rudakban keletkező kapcsolati erők-igénybevételek összegeként adódnak. 

Az erő- és elmozdulásmódszer feltételi egyenletei

Mindkét módszer az elemi tartók statikai egyenletei mellett további feltételi egyenleteket használ az átvágási metszetek kompatibilis illeszkedésének (erőmódszer), ill. a csomóponti dinámok egyensúlyának (elmozdulás-módszer) megteremtéséhez. Az egyenletek fizikai tartalma természetesen a két módszerben alapvetően eltérő, sőt az erőmódszer egyenletei a törzstartó felvételétől függően is más és más konkrét feltételt fogalmaznak meg. Az egyenletek matematikai struktúrája azonban azonos, így célszerű a két eljárást a feltételi egyenletek, és azok elemei összevetésével is megvizsgálni. 

A feltételi egyenletek mindkét módszerben inhomogén lineáris egyenletrendszert alkotnak. Az egyenletrendszerben az additív tag (a mérnöki gyakorlatban: „terhelési tényező”) a vizsgált helyen keletkező elmozdulás (erőmódszer esetén) vagy dinám-összeg (elmozdulásmódszer esetén) az elemi tartó(k) terheléséből. Emellett a vizsgált helyeken a beiktatott egységnyi fölös kapcsolati erő (erőmódszer) vagy egységnyi elmozdítás (elmozdulásmódszer) hatására is keletkeznek elmozdulások (erőmódszer) ill. csomóponti erők (elmozdulásmódszer) az elemi tartó(ko)n, amelyek a megoldásvektor elemeivel szorozva biztosítják a kívánt hézagmentes illeszkedést (erőmódszer)  ill. csomóponti egyensúlyt (elmozdulásmódszer). 

Az egységes, általános jelölésrendszerben az egységtényezők jele aij, ahol az első index a hely (ahol a hatás keletkezik), a második index az ok, ahol a hatást kiváltó egységerőt ill. egységnyi elmozdítást beiktattuk. Ugyanezen logika alapján a terhelési tényező (ami valójában tag!) jele ai0, ahol az első index a hely (ahol a hatás keletkezik), a második index az ok, azaz a külső terhelés. A külső teher sokféle lehet, célszerű tehát valami összefoglaló jelölést találni azonosítására, és ez a 0 lehet, utalván arra, hogy ez a kiindulási érték, amit az egyéb hatásokkal módosítva érhetjük el a többletfeltételeket is kielégítő megoldást. 

Megjegyezzük, hogy az erőmódszer alkalmazása során a kapcsolati erők minden fázisban külön-külön egyensúlyban vannak, a feladat annak a „sajátfeszültségi” rendszernek a megkeresése, amely mellett nemcsak a statikai egyensúly, hanem a kinematikai kompatibilitás, a kapcsolati keresztmetszetek hézagmentes illeszkedése is megvalósul.

Egy n többletfeltételt igénylő feladat feltételi egyenletrendszere:

a lineáris egyenletrendszer


[image: image22.bmp]
a lineáris egyenletrendszer mátrixos formába átírva:
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a mátrixegyenlet tömör formában:
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Egy ismeretlen esetén a mátrixegyenlet skaláregyenletté egyszerűsödik: 
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Ebben az egyenletben az egység- és terhelési tényezők számára (az egyértelműség miatt) egy index is elegendő volna, a két indexet csak a jelölés kompatibilitása miatt alkalmaztuk. A megoldás jelölésrendszere kissé szokatlan, de matematikailag korrekt. A választott jelölésforma előnye, hogy a mátrixegyenlet megoldására is analóg formában alkalmazható: 
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Az egyenletek elemeinek fizikai tartalma

A határozatlan tartók számítási módszereiben a hely fogalom a geometriai pozíció mellett a vizsgált dinám-elmozdulás jellegét (eltolódás, vagy elfordulás) és irányát is tartalmazza!

	ELEM
	ERŐMÓDSZER
	ELMOZDULÁSMÓDSZER

	aij
	a törzstartón az i-ik helyen keletkező elmozdulás a j-ik helyen beiktatott egységnyi dinámból 
	az elemi tartókból az i-ik helyen keletkező dinám-összeg a j-ik helyen beiktatott egységnyi elmozdulásból 

	ai0
	a törzstartón az i-ik helyen keletkező elmozdulás külső terhelésből 
	az elemi tartókból az i-ik helyen keletkező dinám-összeg a külső terhelésből 

	xi
	a törzstartón a kompatibilis alakváltozási rendszerhez szükséges kapcsolati dinám nagysága az i-ik helyen
	az elemi tartók rendszerén a csomóponti dinámok egyidejű egyensúlyi rendszeréhez tartozó csomóponti elmozdulások nagysága az i-ik helyen

	hely
	a határozatlan tartón ideiglenesen megszüntetett külső vagy belső kapcsolat (geometriai hely+a kapcsolati dinám ill. a felszabadított elmozdulás jellege-iránya)
	a határozatlan tartón a csomópontok elmozdulása (geometriai hely+az elmozdulás jellege-iránya, ill. a vizsgált egyensúlyi vetületi-nyomatéki irány)


Az egyenletrendszer megoldásának ismeretében a határozatlan tartónak bármilyen jellemzője a megoldás során alkalmazott elemi tartó(k) rendszerében általánosan előállítható: 
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ahol Y a határozatlan tartón keresett hatás (támaszerő, igénybevétel, igénybevételi függvény, elmozdulás, elmozdulási függvény, igénybevételi-elmozdulási hatásfüggvény), Y0 az elemi tartó(ko)n a külső terhelésből meghatározható hatás, Yi az elemi tartó(ko)n az i-ik egységnyi fölös kapcsolati dinámból (erőmódszer), ill. az i-ik egységnyi csomóponti elmozdulásból (elmozdulásmódszer) meghatározható hatás, xi pedig az i-ik fölös kapcsolati erő (erőmódszer), ill. az i-ik csomóponti elmozdulás (elmozdulásmódszer)  nagysága.

1.2. Az erőmódszer és az elmozdulásmódszer célszerű alkalmazási területe

A határozatlan tartók kapcsolati erőinek, igénybevételeinek meghatározására két, eltérő elven alapuló (matematikájában mégis hasonló) eljárást ismertünk meg. Mindkét módszert alkalmazza a mérnöki gyakorlat, de célszerű alkalmazási kört a feladat jellege határozza meg. 

Már az elemi tartók felvétele mutatja a két eljárás jelentős különbségét: 

· Az erőmódszer törzstartója általában maga is több rúdelemből álló szerkezet, amit az eredeti szerkezet elegendő számú, általunk választható kapcsolatának ideiglenes átvágásával állítunk elő. Az erőmódszer alkalmazása során tehát a törzstartóválasztás mérnöki döntést igényel, nehezebben gépesíthető, viszont ügyes törzstartófelvétellel a számításigény igen jelentősen egyszerűsíthető, egyszerűbb tartók esetében a kézi számítás is célravezető. 

· Az elmozdulásmódszer elemi tartói mindig az egyenestengelyű rúdelemek, az elemi tartók felvétele tehát nem függ a felhasználó döntésétől, viszont egyértelműsége okán könnyen gépesíthető. Az elmozdulásmódszer ennek megfelelően elsősorban a nagyobb, kézi számításra már nem célszerű feladatok megoldásának eszköze, és a számítógépi szerkezetszámító programok gyakorlatilag egyedüli mérnöki-matematikai alapja. 

A labilitást megakadályozó minimális fokszámú megtámasztás-rendszert neveztük statikailag határozott megtámasztásnak. Minden további külső vagy belső kapcsolat beépítése a megtámasztási fokszám növelésével, a statikai határozatlanság megjelenésével, növekedésével jár. A külső vagy belső merevség növelése viszont egyidejűleg csökkenti a kapcsolati pontok elmozdulási lehetőségét, abszolút vagy relatív elmozdulási szabadságfokát. A külső vagy belső merevség növelése tehát az ismeretlen (külső vagy belső) kapcsolati erők, azaz a statikai ismeretlenek számának növekedésével, és egyidejűleg az ismeretlen csomóponti (abszolút ill. relatív) elmozdulások, azaz a kinematikai ismeretlenek számának csökkenésével jár. Az erőmódszer a kapcsolati erőket-nyomatékokat keresi közvetlen ismeretlenként, ezért az erőmódszer feltételi egyenletrendszerének mérete a merevség növelésével növekszik. Az elmozdulásmódszer alkalmazása során közvetlenül a csomóponti elmozdulásokat keressük, azaz a merevség növelése nyomán a feltételi egyenletrendszer mérete csökken.

Tekintsük át az erőmódszer és az elmozdulásmódszer alkalmazását egy rúdelemre! A rúdelemet és a csatlakozó csomópontokat válasszuk szét, és  

(egyelőre) engedjünk a csomópontokon mindkét tengely mentén eltolódási, és a harmadik tengely mentén elfordulási lehetőséget (ez valójában a külső megtámasztások elmozdulási lehetősége). Engedjük meg továbbá, hogy a csomópont és a rúdvég között relatív elmozdulások alakulhassanak ki (ez valójában a belső kapcsolatok elmozdulási lehetősége). Tekintsük (statikai) ismeretlennek a csomópontokban ébredő nyomatékot és a tengelyirányú erőket (ezek valójában a külső támaszigénybevételek), és a csomópontok-rúdvégek között átadódó erőket (ezek valójában a belső kapcsolati dinámok). Tekintsük (kinematikai) ismeretlennek a csomópontok elmozduláskomponenseit, valamint a csomópont-rúdvég kapcsolatban kialakuló relatív elmozdulások értékeit. 
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a keresett ismeretlen erőkomponensek:

a keresett ismeretlen elmozduláskomponensek:
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az ismeretlen mennyiségek csoportosítva:

támaszerők-támasznyomatékok: 
AX,AZ,MA, BX,BZ,MB, 
6

támaszcsomópontok abszolút elmozdulásai: 
(eAX, eAZ,φA,) (eBX, eBZ,φB,) 
6

rúdvégről a csomópontra adódó kapcsolati dinámok: 
AX1,AZ1,MA1, BX1,BZ1,MB1, 
6

csomópontról a rúdvégre adódó kapcsolati dinámok: 
A1X,A1Z,M1A, B1X,B1Z,M1B, 
6
csomópont-rúdvég csatlakozási relatív elmozdulások: 
uA1X, uA1Z,(A1, uB1X, uB1Z,(B1,
6
Elvileg tehát a szerkezeten 18 statikai és 12 kinematikai, összesen 30 ismeretlenünk van. Nem szabad azonban elfelejtenünk, hogy a támaszcsomópontokon egy-egy irányban vagy a támaszerő vagy a támaszelmozdulás zérus értékű, így a fenti ismeretlenszám támaszcsomópontonként 3-mal csökkentendő. A ténylegesen kieső ismeretlenek a kapcsolati kialakítástól függenek, esetünkben a támaszponti elmozdulások értéke lesz zérus (két végén befogott rúd). 

A tényleges megtámasztási viszonyok figyelembevételével tehát a 18 statikai és 6 kinematikai, összesen 24 ismeretlenünk marad. 

Egyenleteink a csomópontokra (vigyázat! itt nem csak közös metszéspontú erők működhetnek a csomópontokon!) és a rúdelemre felírható 3-3 statikai egyensúlyi egyenletből, a rúdvég-csomóponti kapcsolatok dinámjainak azonosságát megfogalmazó, kapcsolatonként 3-3 statikai kapcsolati egyenletből; a csomóponti elmozdulásokból a kapcsolati relatív elmozdulások felhasználásával a rúdvégi abszolút elmozdulásokat előállító 3-3 kinematikai kapcsolati egyenletből, és a rúdvégek elmozdulásai közötti (a terhelési rúdigénybevételek hatását figyelembe vevő) összefüggést felíró kinematikai alakváltozási egyenletből állnak. 

statikai egyensúlyi egyenlet:
(A) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
statikai egyensúlyi egyenlet:
(1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
statikai egyensúlyi egyenlet:
(B) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
statikai kapcsolati egyenlet:
(A1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
statikai kapcsolati egyenlet:
(B1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
kinem. kapcsolati egyenlet:
eAX+uA1X=eA1X eAZ+uA1Z=eA1Z  φA+(A1=φA1 
3
kinem. kapcsolati egyenlet:
eBX+uB1X=eB1X  eBZ+uB1Z=eB1Z  φB+(B1=φB1 
3
kinem. alakvált. egyenlet:
eA1X+uAB1X=eB1X eA1Z+uAB1Z=eB1Z φA1+(AB1=φB1 
3
A választott általános modellen tehát 15 statikai és 9 kinematikai, összesen 24 egyenlet áll a rendelkezésünkre. 

Látható, hogy a szerkezeten az ismeretlenek és az egyenletek száma megegyezik, tehát a külső-belső kapcsolatok statikai és kinematikai feltételeit kielégítő megoldás egyértelműen előállítható. 

Az ismeretlenek és az egyenletek összevetése azonban azt is megmutatja, hogy ebben a szerkezetben a statikai ismeretlenek meghatározásához a statikai egyenletek nem elégségesek, három további (kinematikai) egyenletet is igénybe kell vennünk a megoldás előállításához. Ez a megállapítás természetesen megegyezik az eddigi gyakorlatunkkal: a két végén befogott rúd megtámasztási fokszáma a statikailag határozott támasztáshoz szükséges 3 helyett 6, tehát a szerkezet 3-szorosan (statikailag) határozatlan.

A gyakorlatban a (túl) általános modell használata indokolatlanul bonyolult, célszerűtlen. Vizsgáljuk meg, hogy a fenti szerkezetünk ismeretlen mennyiségei és egyenletei hogyan alakulnak, ha a kapcsolatok működéséből következő egyszerűsítéseket figyelembe vesszük. 

A támaszcsomópontokra külső terhelést nem működtetünk, így a csomópontokhoz befogással csatlakozó rúdelem végein a csomópont támaszigénybevételei jelennek meg. Ezzel a támaszcsomóponti és a kapcsolati (általános esetben külön ismeretleneknek tekintett) igénybevételeket, és a rájuk vonatkozó statikai támaszcsomóponti és kapcsolati egyenleteket figyelmen kívül hagyhatjuk. A támaszpontok befogása miatt a támaszelmozdulások értéke zérus, de ezt már az általános modellben is figyelembe kellett vennünk. Most azonban a csomópontok és a rúdelem befogott csatlakozása miatt a kapcsolatban feltételezett relatív elmozdulások értékei is zérusok lesznek. Természetesen ennek megfelelően a rájuk vonatkozó kinematikai kapcsolati egyenlet is elhagyandó. Az egyszerűsített modell tehát egy olyan rúdelem, amely mindkét végén befogottan csatlakozik egy-egy befogottan megtámasztott csomóponthoz. 

A külső és a belső kapcsolati mód szétválasztott elemzése a többrudas csomópontok kezelhetősége miatt szükséges, ahol pl. a befogott csomóponthoz csatlakozhatnak rúdelemek befogással is, csuklósan is. Az általánosság miatt a kapcsolatok ilyen logikájú kezelésmódját alkalmazzák a számítógépes szerkezetszámító programok is.

az egyszerűsített modell keresett ismeretlen erő- és elmozdulás komponensei:
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az ismeretlen mennyiségek csoportosítva:

támaszerők-támasznyomatékok: 
AX,AZ,MA, BX,BZ,MB, 
6

a felírható statikai és kinematikai egyenletek

statikai egyensúlyi egyenlet:
(1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
kinem. alakvált. egyenlet:
eAX+uABX=eBX        eAZ+uABZ=eBZ        φA+(AB=φB 
3
A rendelkezésünkre álló 6 egyenlet a 6 ismeretlen egyértelmű meghatározásához elegendő, de a szerkezet statikailag háromszorosan határozatlan, azaz a megoldáshoz a statikai egyenletek mellett három kinematikai többletegyenletet kell alkalmaznunk. A kapcsolati erőket ismeretlennek tekintő erőmódszer feltételi egyenletrendszere tehát háromismeretlenes lesz. 

Vegyük észre, hogy a tartón nincs elmozdulóképes (közbenső) csomópont, így az elmozdulásmódszer erre a szerkezetre nem alkalmazható.

Alakítsuk át a szerkezetet úgy, hogy az A csomópontban a befogás helyett görgős támasz legyen (a rúdvégek és a csomópontok közötti kapcsolatot hagyjuk meg befogottnak). Ez a változtatás azt jelenti, hogy az A pontban a vízszintes támaszerő és a támasznyomaték értéke a terheléstől függetlenül zérus, tehát két statikai ismeretlennel kevesebb lesz a tartón, viszont az A pont vízszintes eltolódása és elfordulása kinematikai ismeretlenként megjelenik a meghatározandó mennyiségek körében. A csomópontok terheletlensége miatt külön egyensúlyi vizsgálatukra nincs szükség, a támaszerők ez esetben is megegyeznek a rúdvégi erőkkel, így a rúdelem egyensúlyára felírható három statikai egyensúlyi egyenlet felhasználható. A rúdelem három alakváltozási egyenlete is érvényes, igaz, itt már az A ponti X irányú eltolódás és az A ponti elfordulás értéke nem zérus, hanem annak alapján határozható meg, hogy az A pontban a vízszintes támaszerő és a nyomaték lesz zérus. 

a keresett ismeretlen erő- és elmozduláskomponensek:
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az ismeretlen mennyiségek csoportosítva:

támaszerők-támasznyomatékok: 
AZ, BX,BZ,MB, 
4

támaszcsomópontok abszolút elmozdulásai: 
eAX,φA 
2

a felírható statikai és kinematikai egyenletek

statikai egyensúlyi egyenlet:
(1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
kinem. alakvált. egyenlet:
eAX+uABX=eBX       eAZ+uABZ=eBZ        φA+(AB=φB 
3
A rendelkezésünkre álló 6 egyenlet a 6 ismeretlen egyértelmű meghatározásához ez esetben is elegendő, és a statikai ismeretlenek száma már csak eggyel magasabb a felírható statikai egyenletek számánál, azaz a szerkezet megtámasztása statikailag egyszeresen határozatlan. A külső kapcsolati erők meghatározásához a statikai egyenletek mellett egy többlet (kinematikai) egyenlet felírására lesz szükségünk, az erőmódszert alkalmazva a feltételi egyenlet(rendszer) egyismeretlenes lesz.

A tartón az A pont vízszintes eltolódása és elfordulása szabadon kialakulhat, nagyságát az AX erő és az MA nyomaték zérus értékét keresve állapíthatjuk meg. E két elmozdulásösszetevő meghatározására a rendelkezésünkre álló kinematikai egyenletek közül a két megfelelő irányú egyenlet elegendő lesz, azaz a szerkezet elmozdulásmódszerrel (is) megoldható, és az elmozdulásmódszer feltételi egyenletrendszere kétismeretlenes lesz.

A mérnöki gyakorlatban, különösen előméretezési számítások során szokás a rúdelemek tengelyirányú alakváltozását figyelmen kívül hagyni (az EA összenyomódási merevség értékét végtelen nagynak tekinteni). 

Ezt a közelítést alkalmazva a görgős támasszal megtámasztott befogott tartóra az erőmódszer (statikai) ismeretlenjei közül kimarad az AX, de a statikai egyenletek közül is ki kell hagynunk az X tengelyre vonatkozó vetületi egyenletet, azaz a statikai ismeretlenek száma továbbra is eggyel meghaladja a statikai egyenletek számát, a szerkezet megtámasztása egyszeresen statikailag határozatlan, a megoldáshoz a statikai egyenletek mellé egy többlet (kinematikai) egyenletet is fel kell használnunk.  

Ugyanezen a tartón az elmozdulásmódszer szempontjából előnyös az egyszerűsítés: a rúdelem összenyomhatatlansága folytán az eAX elmozdulás értéke zérus lesz, az ennek meghatározására használandó kinematikai egyenlet feleslegessé válik, az elmozdulásmódszer feltételi egyenlet(rendszer)e egyismeretlenessé egyszerűsödik. 

A részletek mellőzésével is könnyen belátható, hogy az egyetlen rúdelemből álló szerkezet megtámasztásait változtatva minden olyan megtámasztásrendszer, amelyben a két rúdvégi csomópont összesen 6 elmozdulási lehetőségéből hármat megengedünk, csak három statikai ismeretlent fog tartalmazni, azaz a rendelkezésre álló három statikai egyenlet önmagában elegendő lesz az egyértelmű megoldás előállításához (a szerkezet megtámasztása statikailag határozott), és ugyanakkor a három elmozdulásösszetevőt a három kinematikai egyenlet alapján meg tudjuk határozni (a szerkezet megtámasztása kinematikailag határozott).

Már ezen az egyszerű példán is érzékelhető, hogy a megtámasztások merevségét (a megtámasztó kényszerek összfokszámát) növelve a statikai határozatlanság foka, és ezzel az erőmódszer feltételi egyenletrendszerének fokszáma nő, a kinematikai ismeretlenként megjelenő elmozduláskomponensek száma, és ezzel az elmozdulásmódszer feltételi egyenletrendszerének fokszáma csökken. 

Kicsit leegyszerűsítve azt mondhatjuk, hogy a szerkezet megtámasztási merevségének növekedésével az erőmódszer alkalmazásának hatékonysága csökken, az elmozdulásmódszeré növekszik.
Olyan külső (támasz-) csomópontokban, amelyekbe csak egyetlen rúdelem csatlakozik, a külső (megtámasztási) és a belső (kapcsolati) merevség, vagy inkább merevségi hiány felcserélhető. Az alábbi ábrákon mindkét tartó kiindulási állapota egy mindkét végén befogott rúd volt. A szerkezetet úgy kellett átalakítanunk, hogy az A jelű támaszban nyomaték ne keletkezhessék. Erre két lehetőségünk van. 

A bal oldali ábrán vázolt megoldás szerint a rúdelemhez továbbra is elmozdulásmentesen kapcsolt csomópontnak a külső megtámasztását módosítjuk befogásról csuklós támaszra, megszüntetve ezáltal az A ponti támasznyomatékot, és megengedve az A ponti abszolút elfordulást. 

A jobb oldali ábrán vázolt megoldásban megtartjuk az A jelű támaszpont merev külső befogását, de a csomópont és a rúd csatlakozásában megengedjük a csatlakozó felületek közötti relatív elfordulás kialakulását, és ezzel megszüntetjük a csatlakozó keresztmetszetek között nyomatékátvitelt, a rúdkeresztmetszet nyomatékbírását. 


a keresett ismeretlen erő- és elmozduláskomponensek:





az ismeretlen mennyiségek csoportosítva:

kapcsolati erők-nyomatékok: 


AX, AZ,BX,BZ,MB, 
5
A1X,A1Z,BX,BZ,MB, 
5
kapcsolati helyek  abszolút ill. relatív elmozdulásai: 



φA 
1
φ1A
1
a felírható statikai és kinematikai egyenletek

statikai egyensúlyi egyenlet:


(1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
(1) FiX=0,  FiZ=0,  Mi=0 
3
kinematikai alakváltozási egyenlet:
eAX+uABX=eBX  eAZ+uABZ=eBZ   φA+(AB=φB 
3


e1AX+uABX=eBX  e1AZ+uABZ=eBZ   φ1A+(AB=φB 
3
A fenti példából látható, hogy a rúdvég nyomatékmentessége mind a külső, mind a belső merevség csökkentésével elérhető, és a számítási munka is ugyanaz (figyelembe véve a zérus értékek folytán előálló kapcsolati erő és elmozdulási azonosságokat). 

A példa azért azt is mutatja, hogy egyszerűbb, szemléletesebb, könnyebben átlátható a külső megtámasztásban figyelembe venni a merevségcsökkenést, tehát a gyakorlati feladatokban ez a gondolatmenet javasolható. A belső merevségcsökkenést akkor kell alkalmazni, ha a csomópontba több rúd csatlakozik, és nem mindegyik rúdvégen kívánjuk a nyomaték- (vagy erő-)mentességet.

A bemutatott példák síkbeli tartókon szemléltették az erőmódszer és az elmozdulásmódszer ismeretlenjeit, egyenleteit, megoldási lehetőségét. Térbeli szerkezetek esetében ugyanezeket a logikai lépéseket kell végrehajtanunk, annyi a különbség, hogy a térbeli szerkezetek esetében egy (csomó)pontnak hatféle elmozdulási lehetősége van, és egy rúdvég-csomópont kapcsolatban hatféle kapcsolati erőre kell számítanunk. 

Az erőmódszer és az elmozdulásmódszer alkalmazása

Befogott kapcsolatok, befogott támaszok többkapcsolatú megoldása

Tekintsük át az erőmódszer és az elmozdulásmódszer alkalmazását egy három, közös pontban kapcsolódó rúdelemből álló síkbeli szerkezeten. Az általános vizsgálat számára a szerkezetet három rúdelemre és négy csomópontra bonthatjuk (már tudjuk, hogy a támaszcsomópontokban a három erőkomponens és a három elmozduláskomponens közül a tényleges megtámasztottság függvényében csak három ismeretlennel kell számolnunk!). 

a keresett ismeretlen erőkomponensek:





a keresett ismeretlen elmozduláskomponensek:



az ismeretlen mennyiségek csoportosítva:

külső támaszerők - támasznyomatékok:

Ax, Az, MA, Bx, Bz, MB, Cx, Cz, MC
9

külső támaszcsomópontok abszolút elmozdulásai:

(eAx, eAz, φA) (eBx, eBz, φB) (eCx, eCz, φC)
(9)

belső csomópont abszolút elmozdulásai:

(eDx, eDz, φD)
3

rúdvégről a csomópontra adódó kapcsolati dinámok:

A1x, A1z, M1A, D1x, D1z, MD1
B2x, B2z, M2B, D2x, D2z, MD2
C3x, C3z, M3C, D3x, D3z, MD3
18

csomópont-rúdvég csatlakozási relatív elmozdulások:

uA1x, uA1z, (A1, uD1x, uD1z, (D1,

uB2x, uB2z, (B2, uD2x, uD2z, (D2,
uC3x, uC3z, (C3, uD3x, uD3z, (D3,
18

                                                                      összesen
48

további az előzőekből levezethető (tehát nem új!) ismeretlenek:

csomópontról a rúdvégre adódó kapcsolati dinámok:

Ax1, Az1, MA1, Bx2, Bz2, MB2, Cx3, Cz3, M3C,

Dx1, Dz1, MD1, Dx2, Dz2, MD2, Dx3, Dz3, MD3
18

a felírható egyenletek:

statikai egyensúlyi egyenletek a csomópontokra:

(A), (B), (C), (D), ΣFix=0; ΣFiy=0, ΣMi=0
12

statikai egyensúlyi egyenletek a rudakra:

(1), (2), (3), ΣFix=0; ΣFiy=0, ΣMi=0
9

kinematikai kapcsolati egyenletek:

(A1, D1, B2, D2, C3, D3)

ex+uix=eix,, ez+uiz=eiz, φ+(i= φi
18

kinematikai alakváltozási egyenletek:

(A1-D1, B2-D2, C3-D3)

eix+uijx=ejx,, eiz+uijz=ejz, φi+(ij= φj
9

                                                                        összesen
48

Az ismeretlenek

A külső csomópontokban (még egyszer hangsúlyozzuk: általános esetben!) ismeretlenként jelenik meg a csomópont két (támasz)erő-összetevője és egy (támasz)nyomatéka, valamint három elmozduláskomponense, csomópontonként 6, a három külső csomópontban összesen 18 ismeretlen. Már tudjuk, hogy a támaszcsomópontokban csak 3-3, esetünkben összesen 9 ismeretlennel kell számolnunk, amelyek jellegét a tényleges megtámasztások határozzák meg. A közbenső csomópontban a csomópontnak támaszigénybevétele nincs, csak három elmozduláskomponens lesz az ismeretlen, összesen 3 ismeretlen (közbenső csomópontnak tekintünk minden olyan csomópontot, amelynek nincs külső megtámasztása).

A rúdelemek mindkét végén a rúdról a csomópontra átadódó két erőkomponens, egy nyomaték-komponens és három (relatív) elmozdulás-komponens tekintendő ismeretlennek, azaz rúdvégenként 6, rúdelemenként 12, a három rúdra összesen 36 ismeretlen (18 statikai és 18 kinematikai ismeretlen).

A rúdvég-csomópont kapcsolatban a csomópontról a rúdvégre adódó dinámok a rúdról a csomópontra adódó dinámok ellentettjei, nem tekintendők új ismeretlennek!

Az összes ismeretlen tehát a támaszpontok támaszerő-támasznyomatéki valamint elmozdulási ismeretlenjeiből, a közbenső csomópontok elmozdulási ismeretleneiből és a kapcsolatok belső erő és relatív elmozdulási ismeretleneiből tevődik össze. Általános esetben:

statikai ismeretlen: 
18 (a rúdvégi erők-nyomatékok)

kinematikai ismeretlen: 18 (rúdvégi relatív elmozdulások)

kinematikai ismeretlen: 3 (közbenső csomóponti abszolút elmozdulások)

támasz-ismeretlen: 9 (statikai vagy kinematikai a kényszer függvényében)

Ha tehát a támaszkényszerek által kizárt elmozdulásösszetevőket és a bizonyosan zérus értékű támaszelmozdulásokat nem vesszük figyelembe, összesen 48 ismeretlenünk lesz, amelyekből a 18 ismeretlen (kapcsolati) erő, 21 ismeretlen csomópont-rúdvég közötti relatív, ill. közbenső csomóponti abszolút elmozdulás, 9 pedig a megtámasztókényszertől függően támaszerő-támasznyomaték vagy támaszelmozdulás lesz. Egy nem labilis megtámasztású szerkezetben a 9 támasz-ismeretlenből legalább 3 támaszerő-támasznyomaték lesz, de lehet mind a 9 is támaszdinám.

Az ismeretleneket összegezve tehát 

legalább 18+3=21 és legfeljebb 18+9=27 statikai ismeretlennel,

legalább 18+3=21 és legfeljebb 18+3+6=27 kinematikai ismeretlennel 

kell számolnunk.

Az egyenletek

a statikai egyenletek 

Minden csomópontra és minden rúdelemre felírható a síkbeli tartók 3-3 egyensúlyi egyenlete, összesen (4+3)×3=21 egyensúlyi egyenlet. Ezek az egyenletek kezelik a csomópontokra működő külső terheket is, és így alkalmasak a csomópontokról a rúdvégekre átadódó kapcsolati dinámok meghatározására. A statikai feltételeket megfogalmazó egyenleteink száma tehát a szerkezeten összesen 21 statikai egyenlet.

a kinematikai egyenletek

Minden csomópont-rúd kapcsolatban egyenlettel is kifejezhető a kapcsolódás módja, azaz a csomóponti abszolút elmozdulások és a rúdvég-csomópont közötti relatív elmozdulások alapján felírhatók a rúdvégek abszolút elmozduláskomponensei (pl. befogott rúdvég esetén a relatív elfordulás a kapcsolatban a zérus). Ilyen típusú egyenletet a kapcsolati elmozdulásösszetevőkre minden rúdvég-csomópont kapcsolatban 3-at írhatunk fel, összesen 6×3= 18 kapcsolati egyenlet. Emellett a rúdelemek mindegyikén felírható az egyik rúdvég elmozdulásainak ismeretében a másik rúdvég elmozdulásait előállító 3×3, összesen 9 kinematikai egyenlet. A kinematika feltételeket megfogalmazó egyenleteink száma tehát a szerkezeten összesen 18+9=27 kinematikai egyenlet.

A szerkezetre (a választott, meglehetősen általános modellen) felírható egyenletek száma 21 statikai és 27 kinematikai,  összesen 48 egyenlet.

Összességében tehát az ismeretlenek és az egyenletek száma megegyezik, azaz az ismeretlenekre egyértelmű megoldást adhatunk. 

ERŐMÓDSZER - a külső és belső kapcsolati dinámok keresése

A statikai egyenletek önmagukban csak abban az esetben elegendőek a statikai ismeretlenek előállításához, ha a szerkezet megtámasztásában a minimálisan szükséges megtámasztási fokszámot alkalmaztuk. (Ezt, a labilitást éppen megakadályozó megtámasztásrendszert neveztük statikailag határozott megtámasztásnak!) Ha a támaszpontokban a statikailag határozott megtámasztásnak megfelelő kényszereknél merevebb, több elmozduláskomponens megakadályozására képes támasztásokat alkalmazunk, a szerkezet statikai ismeretlenjeinek száma megnő, meghatározásukhoz a statikai egyenletek mellett kinematikai egyenletek felírására is szükség lesz. A fentiekből az is látható, hogy a határozatlan szerkezetekben a statikai ismeretlenek meghatározásához a többlet-kinematikai egyenletek közül „válogathatunk”, ami valójában a törzstartóválasztás szabadságát jelenti számunkra.

ELMOZDULÁSMÓDSZER - a csomóponti és kapcsolati elmozdulások keresése

A szerkezet viselkedésének meghatározására nemcsak a kapcsolati dinámok rendszere alkalmas, ugyanígy megfelel a csomóponti – rúdvégi elmozdulás-összetevők ismerete is. A kinematikailag határozott szerkezeteken a (a rúdelemek végpontjainak relatív elmozdulásait felhasználó) kinematikai egyenletek elegendőek a kinematikai ismeretlenek, a csomóponti elmozdulásösszetevők meghatározására. A statikailag határozatlan (és egyúttal kinematikailag túlhatározott) szerkezetekben a statikai ismeretlenek számának növekedése a kinematikai ismeretlenek számának csökkenésével jár (egy csomópontban új kapcsolati dinámot csak akkor tételezhetünk fel, ha a neki megfelelő jellegű és irányú elmozdulás lehetőségét megakadályoztuk, azaz a megfelelő elmozduláskomponens értéke zérus). A szerkezetre felírható kinematikai egyenletek tehát túl sok feltételt fogalmaznak meg, a csomópontok elmozdulásaiként megjelenő kinematikai ismeretlenekre nem biztos, hogy létezik olyan kombináció, amely az összes kinematikai feltételt kielégíti. Ha viszont a kinematikai ismeretlenek mellé statikai ismeretleneket is felveszünk, az ezek révén figyelembe veendő egyensúlyi egyenletekkel elérhető az ismeretlenek és az egyenletek számának egyezése. Ez fizikailag úgy fogalmazható meg, hogy a kinematikai feltételek a statikailag határozatlan-kinematikailag túlhatározott tartón csak a külső vagy belső kapcsolati erők bizonyos meghatározott rendszerében, annak érvényesülése mellett elégíthetők ki, ezért a megoldásban a kinematikai egyenletek mellett ezeket a statikai egyenleteket is meg kell oldanunk.

Befogott kapcsolatok, befogott támaszok kétkapcsolatú megoldása


Befogott rúdvég-csomóponti kapcsolatok és befogott támaszok alkalmazása esetén a csomópontok és a csatlakozó rúdvégek elmozdulásai azonosak lesznek, kinematikai ismeretlenként csak a közbenső csomópont elmozdulásaival, 3 kinematikai ismeretlennel kell számolnunk. 

A csomóponti erő-nyomaték komponensek és a (csatlakozó) rúdvégi erő-nyomaték komponensek minden kapcsolatban azonosak lesznek, így elegendő rúdelemenként 2×3, összesen 3×2×3=18 statikai ismeretlennel dolgoznunk. A befogott támaszpontokban csomópontonként 3 statikai ismeretlenünk lesz, de ezek a kapcsolati dinámok a csomópont-rúdvég kapcsolatok befogottsága miatt a csatlakozó rúdvégi erőkkel azonosak lesznek, így nem jelentenek új ismeretlent. 

Itt is lehetne külön elemezni a rúdelem és a csomópont befogott kapcsolatát és a csomópontot a talajhoz kapcsoló befogási kényszert. Ez az elkülönített kezelés a kézi számítást csak bonyolítja, alkalmazása nem célszerű, gépi számításnál azonban általánossága miatt szinte kizárólag így, elkülönítve kezelik a csomópontok kapcsolatait.

Minden szerkezeti elemekre felírható a három egyensúlyi egyenlet, így összesen a négy csomópontra és a három rúdelemre (4+3)×3=21 statikai egyenletet írhatunk fel. A támaszerők-támasznyomatékok és a csatlakozó rúdvégi dinámok azonossága miatt azonban a támaszpontok egyensúlyi egyenletei szükségtelenek, nem tartalmaznak új információt, elhagyandók. Ez esetben a három rúdelemre és a közbenső csomópontra felírható 12 statikai egyenlettel számolhatunk. Kinematikai egyenletként a rúdelemek végkeresztmetszeteinek elmozdulásösszetevői között kapcsolatot teremtő, a rúdelemek deformációját figyelembe vevő 3×3=9 kinematikai egyenletet használhatjuk. 

A szerkezeten tehát a 18 statikai és 3 kinematikai ismeretlen meghatározására 12 statikai és 9 kinematikai egyenlet áll rendelkezésünkre. 

Az erőmódszer alkalmazása

Az ismeretlen kapcsolati erők kereséséhez a 12 statikai egyenlet mellé (a hatszoros határozatlanságnak megfelelően) 6 kinematikai egyenletet kell felhasználnunk, azaz erőmódszert választva a feltételi egyenletrendszerünk hatismeretlenes lesz. Természetesen a hat kinematikai egyenlet mellett az elemekre vonatkozó statikai egyenleteket is meg kell oldani!




AZ ISMERETLENEK

AX, AZ, BX, BZ, CX, CZ,
6 statikai ismeretlen
D1X, D1Z, MD1, D2X, D2Z, MD2, D3X, D3Z, MD3,
9 statikai ismeretlen
φA, φB, φC, eDX, eDZ, φD,
6 kinematikai ismeretlen

összesen 21 ismeretlen

AZ EGYENLETEK

(1)FiX1=0,
FiZ1=0,
Mi1=0
3 statikai egyenlet

(2)FiX2=0,
FiZ2=0,
Mi2=0
3 statikai egyenlet

(3)FiX3=0,
FiZ3=0,
Mi3=0
3 statikai egyenlet

(D)FiXD=0,
FiZD=0,
MiD=0
3 statikai egyenlet

(1)eDX+uiX1= eAX, eDZ+uiZ1= eAZ, φD(i1= φA 3 kinematikai egyenlet

(2)eDX+uiX2= eBX, eDZ+uiZ2= eBZ, φD(i2= φB 3 kinematikai egyenlet
(3)eDX+uiX3= eCX, eDZ+uiZ3= eCZ, φD(i3= φC 3 kinematikai egyenlet

összesen 21 egyenlet

Az egyenletek megoldása során a rúdelemek terhelését, pontosabban az ebből származtatható relatív elmozdulásokat (pl. a közbenső csomóponthoz csatlakozó rúdvég elmozdulásösszetevőit), valamint a közbenső csomópont terhelését ismernünk kell.

Az elmozdulásmódszer alkalmazása

Az ismeretlen csomóponti elmozdulások meghatározásához a közbenső csomóponthoz csatlakozó rúdvégek kapcsolati erőit is ismeretlennek tekintve a kilenc kinematikai egyenlet mellé a csomópont 3 statikai egyenletét is meg kell oldanunk. A rúdelemek rúdvégi elmozdulási merevségeit, valamint a teherből keletkező elmozdulásait előre meghatározva már csak a közbenső csomópont egyensúlyi egyenleteit kielégítő csomóponti elmozdulásrendszert kell megkeresnünk, azaz az elmozdulásmódszert választva a feltételi egyenletrendszerünk háromismeretlenes lesz. Természetesen a három statikai egyenlet mellett a rúdelemekre vonatkozó kinematikai egyenleteket is meg kell oldani!

AZ ISMERETLENEK

eDX, eDZ, φD, 
3 kinematikai ismeretlen
D1X,D1Z,MD1,D2X,D2Z,MD2,D3X,D3Z,MD3, 
9 statikai ismeretlen
AZ EGYENLETEK


(1) eDX+ uiX1=0, 
eDZ+ uiZ1=0, 
φD (i1=0 
3 kinematikai egyenlet


(2)eDX+ uiX2=0, 
eDZ+ uiZ2=0, 
φD (i2=0 
3 kinematikai egyenlet


(3)eDX+ uiX3=0, 
eDZ+ uiZ3=0, 
φD (i3=0 
3 kinematikai egyenlet


(D) FiXD=0, 
 FiZD=0, 
 MiD=0 
3 statikai egyenlet
Az egyenletek megoldása során a rúdelemek közbenső csomóponthoz csatlakozó végének a terhelésből származó kapcsolati erőit-nyomatékait, valamint a közbenső csomópont terhelését ismernünk kell. 

Ha (a mérnöki gyakorlatban első közelítésképpen gyakran alkalmazott feltételezéssel élve) a rúdelemek EA összenyomódási merevségét végtelen nagynak tekintjük, az ismeretlenek és az egyenletek száma (a szerkezet és a kényszerek kialakításától függően) csökkenthető. 

1.2.1. Befogott belső kapcsolatok, görgős támaszok kétkapcsolatú megoldása




A fenti szerkezetben 18 egyenletünk és 18 ismeretlenünk van. Ha a rúdelemek összenyomódási-nyúlási merevségét végtelen nagynak tekintjük, akkor eAX=eBX=eDX,=eX, és eCZ=eDZ=eZ. Természetesen ez esetben a rúdelem tengelyirányú alakváltozása zérus, tehát  uiX1= uiX2= uiZ3=0.
AZ ISMERETLENEK

AZ, BZ, CX,
3 statikai ismeretlen
D1X,D1Z,MD1,D2X,D2Z,MD2,D3X,D3Z,MD3, 
9 statikai ismeretlen
(eAX,) φA, (eBX,) φB, (eCZ,) φC, eDX, eDZ, φD, 
6 kinematikai ismeretlen
AZ EGYENLETEK


(1) FiX1=0, 
 FiZ1=0, 
 Mi1=0 
3 statikai egyenlet


(2) FiX2=0, 
 FiZ2=0, 
 Mi2=0 
3 statikai egyenlet


(3) FiX3=0, 
 FiZ3=0, 
 Mi3=0 
3 statikai egyenlet


(D) FiXD=0, 
 FiZD=0, 
 MiD=0 
3 statikai egyenlet

(1) eX+ 0=eX, 
eZ+ uiZ1=0, 
φD (i1=φA 
2 kinematikai egyenlet

(2)eX+ 0=eX, 
eZ+ uiZ2=0, 
φD (i2=φB 
2 kinematikai egyenlet
(3)eX+ uiX3=0, 
eZ+0=eZ, 
φD (i3=φC 
2 kinematikai egyenlet
A szerkezet (mint már láttuk) mind statikailag, mind kinematikailag határozott, a megoldást a 12 statikai vagy a hat kinematikai egyenlet (egymástól függetlenül) szolgáltatja.

Befogott belső kapcsolatok, csuklós támaszok kétkapcsolatú megoldása



A fenti szerkezetben (amint azt már elemeztük) 21 egyenletünk és 21 ismeretlenünk van. Erőmódszerrel számítva a szerkezet háromszorosan határozatlan, a 15 statikai ismeretlenhez 12 statikai egyenlet írható fel.

Ha a rúdelemek összenyomódási-nyúlási merevségét végtelen nagynak tekintjük, akkor eAX=eBX=eDX,=eX, és eCZ=eDZ=eZ, de minthogy mind az A, mind a B, mind a C csomópont eltolódásmentesen van megtámasztva, eX=0, és eZ=0.

Meg kell azonban jegyeznünk, hogy végtelen merev elemek között a teher elosztása nem lehetséges, tehát ha egy irányban több, végtelen merevnek tekintett szerkezeti elem dolgozik, azokban a végtelen merevség irányába eső belső és külső kapcsolati dinámok csak összegükben határozhatók meg, eloszlások nem állapítható meg! Ennek megfelelően az A és B pontokban ébredő vízszintes erő csak együttesen tekinthető ismeretlennek, az A és B pontokban külön-külön keletkező vízszintes támaszerők meghatározására nincs mód! Igaz ennek áraként a határozatlan tartó megoldása leegyszerűsödik.

AZ ISMERETLENEK

AZ,AX, BX,BZ, CX,
CZ,
4,5 statikai ismeretlen
D1X,D1Z,MD1,D2X,D2Z,MD2,D3X,
D3Z,MD3, 
8,5 statikai ismeretlen
φA, φB, φC,  φD, 
4 kinematikai ismeretlen
AZ EGYENLETEK


(1) FiX1=0, 
 FiZ1=0, 
 Mi1=0 
2,5 statikai egyenlet


(2) FiX2=0, 
 FiZ2=0, 
 Mi2=0 
2,5 statikai egyenlet


(3) FiX3=0, 
 FiZ3=0, 
 Mi3=0 
2 statikai egyenlet


(D) FiXD=0, 
 FiZD=0, 
 MiD=0 
3 statikai egyenlet

(1)


φD (i1=φA 
1 kinematikai egyenlet

(2)

φD (i2=φB 
1 kinematikai egyenlet
(3)

φD (i3=φC 
1 kinematikai egyenlet
Erőmódszerrel számítva a szerkezet háromszorosan határozatlan, a 13 statikai ismeretlenhez 10 statikai egyenletünk van, tehát a feltételi egyenletrendszer háromismeretlenes.

Az elmozdulásmódszert alkalmazva a 4 kinematikai ismeretlenhez 3 kinematikai egyenletünk van, azaz az elmozdulások egyetlen (statikai) többlet-egyenlettel meghatározhatók.

1.2.2. Befogott belső kapcsolatok, görgős támaszok többkapcsolatú megoldása


Ha minden rúdvég-csomópont kapcsolatot befogottként alakítunk ki, akkor a csomópontok és a rúdvégek között relatív elmozdulások nem alakulhatnak ki, a csomópontok és a csatlakozó rúdvégek elmozdulásai azonosak lesznek, belső kinematikai ismeretlenként csak a közbenső csomópont elmozdulásaival, 3 kinematikai ismeretlennel kell számolnunk. A csomóponti erő-nyomaték komponensek és a (csatlakozó) rúdvégi erő-nyomaték komponensek minden kapcsolatban azonosak lesznek, így elegendő rúdelemenként 2×3, összesen 3×2×3=18 statikai ismeretlennel dolgoznunk. 

A támaszpontokban csomópontonként 3 ismeretlenünk lehet, és ebből a 3×3=9 ismeretlenből legalább 3 statikai ismeretlen, de a megtámasztástól függően lehet mind a 9 is statikai ismeretlen. Ha a támaszpontok mindegyike görgős, akkor mindegyik támaszpontban két ismeretlen elmozdulás, összesen 6 kinematikai ismeretlen, és egy ismeretlen támaszerő, összesen 3 statikai ismeretlen lesz. A támaszcsomópontokon külső terhelést nem engedünk meg, ez a szerkezet szempontjából értelmetlen lenne. 

A szerkezeten összesen 21 statikai és 9 kinematikai ismeretlent kell meghatároznunk.

Minden szerkezeti elemekre felírható a három egyensúlyi egyenlet, így összesen a négy csomópontra és a három rúdelemre (4+3)×3=21 statikai egyenletet írhatunk fel. Kinematikai egyenletként a rúdelemek végkeresztmetszeteinek elmozdulásösszetevői között kapcsolatot teremtő, a rúdelemek deformációját figyelembe vevő 3×3=9 kinematikai egyenletet használhatjuk. 

Az ismeretlenek és az egyenletek száma tehát nemcsak összesítve, hanem külön-külön is megegyezik, ami annyit jelent, hogy a statikai ismeretlenek csak a statikai egyenletekből, a kinematikai ismeretlenek csak a kinematikai egyenletekből, egymástól függetlenül meghatározhatók. Az ilyen tulajdonságú szerkezetek statikailag is és kinematikailag is határozottak. 

1.2.3. Befogott belső kapcsolatok, görgős támaszok kétkapcsolatú megoldása




Befogott csomópont-rúdvég kapcsolat esetén a szerkezet viselkedését, igénybevételeit, elmozdulásait, alakváltozásait nem befolyásolja, ha a támaszokban a csomópontot megszüntetjük, és a támaszkényszerrel közvetlenül a rúdvéget támasztjuk meg. Így statikai ismeretlenként a csak a közbenső csomóponthoz csatlakozó rúdvégek kapcsolati erőit és a támaszerőket kell számításba vennünk, így a statikai ismeretlenek száma összesen 3×3+3=12. Kinematikai ismeretlen lesz a közbenső csomópont három, és rudak külső végpontjainak 2-2 elmozdulásösszetevője, így a kinematikai ismeretlenek száma összesen 3×2+3=9.

A három rúdelemre és a közbenső csomópontra felírható egyensúlyi egyenletek száma összesen 4×3=12 statikai egyenlet, emellett a rúdelemek végkeresztmetszeteinek elmozdulásösszetevői között kapcsolatot teremtő, a rúdelemek deformációját figyelembe vevő 3×3=9 kinematikai egyenletet használhatjuk.

Az ismeretlenek és az egyenletek száma ismét azt jelzi, hogy ez a szerkezet statikailag is és kinematikailag is határozott. 

Ha a szerkezet megtámasztásait úgy módosítjuk, hogy a támaszok összfokszáma nem módosul (pl. egyetlen befogás, egy csukló+egy görgő), akkor az ismeretlenekre és az egyenletekre vonatkozó fent megállapításaink érvényben maradnak, és a szerkezetünk (megtámasztásait tekintve) mind statikailag, mind kinematikailag határozott marad. 

Ha a megtámasztásokban a kényszerek összfokszáma 3-nál nagyobb lesz, azaz a szerkezet támaszpontjaiban 3-nál több elmozdulási lehetőséget szüntetünk meg, 3-nál több elmozdulás-összetevőt rögzítünk zérus értékűre, vagy másként fogalmazva 3-nál több támaszdinám értékét kell meghatároznunk, akkor az ismeretlenek és az egyenletek számának összevetéséből láthatjuk, hogy a kapcsolati dinámok meghatározására a statikai egyenletek nem elegendőek, a számításhoz kinematikai egyenletet is fel kell használnunk.

Ha egy lineáris egyenletrendszerben az ismeretlenek száma megegyezik az egyenletek számával, akkor egyetlen olyan megoldásrendszer található, ami az egyenletekben megfogalmazott feltételeket kielégíti. Ez a matematikai megfogalmazás a szerkezetünkre alkalmazva azt jelenti, hogy a statikailag határozott szerkezetben egyetlen olyan kapcsolati dinám-rendszer lehetséges, amely minden elemen kielégíti az egyensúlyi feltételeket; ill. kinematikailag határozott szerkezetben egyetlen olyan csomóponti elmozdulásrendszer létezik, amely minden (rúd)elemen kielégíti a deformációs egyenletekben rögzített alakváltozási feltételeket. 

Az ilyen szerkezetekben a statikai feltételeket kielégítő dinámrendszer alapján meghatározható elmozdulások kielégítik az alakváltozási feltételeket is, és a kinematikai feltételeket kielégítő elmozdulásrendszer alapján meghatározható kapcsolati erők kielégítik az egyensúlyi feltételeket is. 

Ha egy lineáris egyenletrendszerben az ismeretlenek száma nagyobb az egyenletek számánál, akkor végtelen sok olyan megoldásrendszer található, ami az egyenletekben megfogalmazott feltételeket kielégíti. Ez a matematikai megfogalmazás a szerkezetünkre alkalmazva azt jelenti, hogy a statikailag határozatlan szerkezetben végtelen sok olyan kapcsolati dinám-rendszer lehetséges, amely minden elemen kielégíti az egyensúlyi feltételeket; és ezek közül valamilyen alakváltozási (többlet)feltétel alapján lehet csak kiválasztani azt a kapcsolati dinámrendszert, amelyik a statikai feltételek mellett a kinematikai feltételeket is teljesíti. Természetesen a megtámasztási fokszám növekedésével egyre több kinematikai feltétellel tudjuk csak kiválasztani a (többszörösen) paraméteres megoldásrendszerek közül azt az egyet, amelyik a statikai feltételek mellett mindegyik kinematikai feltételt is teljesíti.

Ha egy lineáris egyenletrendszerben az ismeretlenek száma kisebb az egyenletek számánál, akkor általában nem található olyan megoldásrendszer, ami az egyenletekben megfogalmazott feltételeket kielégíti. Ez a matematikai megfogalmazás a szerkezetünkre alkalmazva azt jelenti, hogy a kinematikailag túlhatározott (más megfogalmazásban: túl merev megtámasztású) szerkezetben általában nincs olyan csomóponti elmozdulás-rendszer, amely minden elemen kielégíti az alakváltozási feltételeket. A vizsgált szerkezetünkben pl. a rúdelemeken a terhelés függvényében kialakuló deformációk automatikusan nem adnak azonos elmozdulási értékeket a közbenső csomópontra, megoldást csak többlet-ismeretlenek (pl. a közbenső csomóponthoz csatlakozó rúdvégek kapcsolati dinámjai) felvételével tudunk találni.

Határozatlan tartók kapcsolati erőinek meghatározása erőmódszerrel

Vizsgáljunk egy egyenestengelyű gerendát, amelynek egyik végén befogott, a másik végén görgős támasz van. A teher legyen egyenletesen megoszló teher a tartó teljes hosszán. 


A szerkezet egy harmadfokú és egy elsőfokú kényszerrel van megtámasztva, a megtámasztások összfokszáma a határozottsághoz szükséges 3-as kapcsolati fokszámnál eggyel nagyobb, tehát szerkezetünk (megtámasztása) egyszeresen határozatlan. Az erőmódszer a fölös kapcsolatok ideiglenes átvágásával statikailag határozott törzstartót állít elő, és a továbbiakban a törzstartón végez minden számítást. A törzstartó az eredeti tartótól abban különbözik, hogy az ideiglenes átvágás helyén az eredeti tartón nem volt (nem lehetett!) elmozdulás, míg a törzstartón ez nincs kizárva. Ha tehát azt akarjuk, hogy a törzstartó minden szempontból úgy viselkedjék, mint az eredeti szerkezet, akkor az átvágási helyen keletkező elmozdulásokat meg kell szüntetnünk. Erre a célra az átvágási helyen kell a megszüntetendő elmozdulás jellegének megfelelő dinámot alkalmaznunk, amelynek nagyságát-irányát épp abból a feltételből határozhatjuk meg, hogy ott a teherből keletkező elmozdulást kiegyenlítse. 

Az erőmódszer feltételi egyenlet(rendszer)e mindig az átvágási hely(ek)en keletkező elmozdulások nullértékűségét, a csatlakozó keresztmetszetek hézagmentes illeszkedését, kompatibilitását határozza meg. 

Az erőmódszerben a feltételi egyenletek fizikai tartalma tehát mindig az átvágási hely(ek)en keletkező elmozdulások kiegyenlítése. A törzstartó megválasztása és kialakítása után a részletszámításaink mindig tartószerkezetek keresztmetszeteinek elmozdulás-számítását kívánják, de ne feledjük: a határozatlan tartó vizsgálatában ez segédszámítás, csak taktikai döntés a megoldás alapötletét tartalmazó erőmódszer (vagy éppen az elmozdulásmódszer) kiválasztását jelentő stratégiai döntést követően. 

Konzolos törzstartó

A tartó bal végén lévő görgős alátámasztást ideiglenesen eltávolítva (ha úgy tetszik: a rúdvég és a talaj közötti kapcsolatot átvágva) a törzstartónk egy konzoltartó lesz. Ez esetben a különbség az eredeti szerkezet és a törzstartó viselkedése között az, hogy az eredeti szerkezeten az A jelű pontban nem keletkezhetett függőleges eltolódás, a törzstartón viszont igen. Ha viszont a törzstartón (az A pontban), olyan (többlet)erőt működtetünk, ami az A pontban a teherből számítható függőleges eltolódással azonos értékű, de ellentett irányú eltolódást okoz, akkor a törzstartónk az eredeti szerkezettel azonos módon fog viselkedni. Azaz a továbbiakban az eredeti, határozatlan szerkezet minden jellemzője (támaszerő, igénybevétel, elmozdulás, stb.) számítható a törzstartón, a külső teher és a kinematikai feltétel alapján meghatározott „fölös” kapcsolati erő együttes hatásából.














Kéttámaszú törzstartó

A tartó jobb végén lévő befogásban a nyomatékbírást ideiglenesen eltávolítva (ha úgy tetszik: a rúdvég és a talaj közötti kapcsolatot átvágva) csuklós támaszt kapunk, és ezzel a törzstartónk egy kéttámaszú tartó lesz. Ez esetben a különbség az eredeti szerkezet és a törzstartó viselkedése között az, hogy az eredeti szerkezeten a B jelű pontban nem keletkezhetett abszolút elfordulás, a törzstartón viszont igen. Ha viszont a törzstartón (a B pontban) olyan (többlet)nyomatékot működtetünk, ami a B pontban a teherből számítható abszolút elfordulással azonos értékű, de ellentett irányú elfordulást okoz, akkor a törzstartónk az eredeti szerkezettel azonos módon fog viselkedni. Azaz a továbbiakban az eredeti, határozatlan szerkezet minden jellemzője (támaszerő, igénybevétel, elmozdulás, stb.) számítható a törzstartón, a külső teher és a kinematikai feltétel alapján meghatározott „fölös” kapcsolati dinám (nyomaték) együttes hatásából.




















GERBER-rendszerű törzstartó

A tartó középkeresztmetszetében a gerenda nyomatékbírását ideiglenesen megszüntetve (ha úgy tetszik: a belső merevséget eggyel csökkentve) belső csuklós kapcsolat alakul ki, és ezzel a törzstartónk egy GERBER-tartó lesz. Ez esetben a különbség az eredeti szerkezet és a törzstartó viselkedése között az, hogy az eredeti szerkezeten a K jelű pontban nem keletkezhetett relatív elfordulás, a törzstartón viszont igen. Ha viszont a törzstartón (a K pontban) olyan (többlet)nyomatékpárt működtetünk, ami a K pontban a teherből számítható relatív elfordulással azonos értékű, de ellentett irányú elfordulást okoz, akkor a törzstartónk az eredeti szerkezettel azonos módon fog viselkedni. Azaz a továbbiakban az eredeti, határozatlan szerkezet minden jellemzője (támaszerő, igénybevétel, elmozdulás, stb.) számítható a törzstartón, a külső teher és a kinematikai feltétel alapján meghatározott „fölös” kapcsolati nyomatékpár együttes hatásából.























A fenti példákon látható, hogy erőmódszerrel ugyanaz a határozatlan tartó többféle törzstartó felvételével is számítható. A feltételi egyenlet fizikai tartalma, az, hogy hol és milyen elmozdulások nullértékűségét keresi, a törzstartó felvételétől függ. Az erőmódszerben mindig csak azon a helyen és olyan jellegű-irányú elmozdulások kiegyenlítését kell biztosítanunk, ahol és amilyen elmozdulás az eredeti határozatlan szerkezeten (a külső vagy belső merevség miatt) nem alakulhatott ki. 

Az is látható azonban a példákban, hogy a feltételi egyenletek matematikai struktúrája azonos, a megoldás tehát matematikailag azonos módon történhet, és ennek érdekében az egyenlet elemeit is a tényleges fizikai tartalomtól függetlenítve, általános jelöléssel azonosítjuk. 

A feltételi egyenlet megoldása természetesen mindig annak a (fölös) kapcsolati erőnek a nagyságát adja meg, amit a választott törzstartóban a megengedett elmozdulás kiegyenlítésére alkalmaznunk kell. A feltételi egyenlet megoldásai tehát törzstartófüggőek. Ugyanakkor az ezen többlet-megtámasztások nyomán kialakuló, ezek hatását már figyelembe vevő támaszerők, igénybevételek, elmozdulások már csak az eredeti, határozatlan tartó adataitól, geometriai és merevségi viszonyaitól függenek, és bármilyen törzstartót választva azonosnak adódnak. 

Megjegyezzük, hogy amennyiben az egységnyi fölös kapcsolati erőnek mértékegységet tulajdonítunk, azaz úgy tekintjük, mint az ott alkalmazandó kiegyenlítő dinám egyelőre egységnyire választott értéke, akkor a két azonos jellegű elmozdulás hányadosaként adódó megoldás dimenziótlan szám lesz, ami csak az általunk választott értéknek a kompatibilis illeszkedéshez szükséges szorzóját adja meg. (Megtehetjük azt is, hogy a fölös kapcsolati dinámot tekintjük dimenziótlannak, hogy az eredmény mértékegységre helyesen adódjék, de ez az esetleges mértékegység-átváltások közben nagy figyelmet igényel, alkalmazása ellenjavallt.) 

Minthogy a megoldás csak az általunk felvett kapcsolati dinám szorzója lesz, annak sincs akadálya, hogy e kapcsolati erőt kiindulásképpen nem egységnyire választjuk. A megoldás menetében ez semmi változást nem jelent, az egységtényezők arányosan, a megoldások fordítottan arányosan fognak változni, és a végleges támaszerők, igénybevételek, elmozdulások értékében, függvényében már semmiféle eltérés nem lesz. Ugyanakkor ez külön odafigyelést igényel, és amennyiben az elmozdulásösszetevőket munkaegyenletek segítségével kívánjuk előállítani, akkor a munkaegyenletekben is megjelenik, ezért ilyen kapcsolatidinám-felvételt csak rendkívül indokolt esetben alkalmazunk!

Az erőmódszer alkalmazásához tehát meg kell határoznunk a törzstartón az átvágási helyeken keletkező, az átvágás jellegének megfelelő elmozdulásokat mind a külső terhelésből, mind az átvágás jellegének megfelelő egységnyi fölös kapcsolati dinámokból. Ezeket a mennyiségeket nevezzük terhelési, ill. egységtényezőknek. 

A terhelési és egységtényezők értékének meghatározása nem maga az erőmódszer, hanem az erőmódszer alkalmazásához szükséges segédszámítás! A keresett elmozdulás-összetevők bármilyen ismert eljárással előállíthatók, mi eddigi tanulmányaink során a rúdlánc-modell alkalmazásával és a munkaegyenletek alkalmazásával ismerkedtünk meg. Minden esetben a legcélszerűbb eljárást alkalmazzuk, a választás során figyelembe véve a tartó jellemzőit, a keresett elmozdulás helyét-jellegét, és (nem utolsósorban) személyes „vonzalmunkat”, tájékozottságunkat, gyakorlottságunkat a választott módszerben. 

A munkaegyenletek alkalmazása mellett szól az a tény, hogy a keresett helyeken, ahol a külső munkát végző egységnyi virtuális dinámokat kell felvennünk, már ott vannak a fölös kapcsolati dinámok egységnyi értékei, és ezekre már el is készítettük a nyomatéki ábrákat. Ha a munkaegyenletekhez ugyanolyan állású, és ugyanolyan nagyságú virtuális dinámokat választunk, mint amilyeneket az erőmódszer fölös kapcsolati erőiként felvettünk, akkor a fölös kapcsolati erőkre megrajzolt nyomatéki ábrák egyúttal a megfelelő virtuális dinámra rajzolható nyomatéki ábrák is lesznek, azaz nem kell újabb ábrákat előállítanunk. 

Felhívjuk a figyelmet, hogy elvi különbség van a (kiindulásképpen) egységnyire választott fölös kapcsolati erők és az elmozdulásszámításhoz felvett, ugyanott működő, ugyancsak egységnyi virtuális dinámok között: a fölös kapcsolati erők a szerkezet működéséhez szükséges tényleges kapcsolati erők (egyelőre) egységnyire felvett értékei, míg a virtuális dinámok a szerkezet terhelésétől teljes mértékben függetlenek, csak az elmozdulások meghatározásához vettük fel, „képzeljük” a szerkezetre őket. Természetesen a nyomatéki ábrák azonossága ezen elvi különbségek ellenére fennáll, és a számítás során jól kihasználható. 

Felhívjuk még a figyelmet arra is, hogy a munkaegyenletekben a belső munkák összegét meghatározva nem a keresett elmozdulást kapjuk! Való igaz, hogy egységnyi virtuális dinámokat felvéve a belső munkák összegének számértéke meg fog egyezni a keresett elmozdulás, egység- vagy terhelési tényező számértékével, de a dimenzionálisan helyes eredményt a munka-összeg és a virtuális dinám hányadosa szolgáltatja.   

Ha a szerkezet minden eleme azonos merevségű, akkor a valódi elmozdulások helyett a nagyított értékek is használhatók egység- és terhelési tényezőként, hiszen a megoldást e két érték hányadosa szolgáltatja, amelyből az azonos merevség kiesik. Ha azonban a szerkezetnek különböző merevségű elemei vannak, egység- ill. terhelési tényezőként a valódi elmozdulás-összetevőket kell alkalmazni. 

Különböző merevségű elemek esetén meg lehet tenni azt is, hogy egy „alap” merevséget veszünk fel, és a szerkezeti elemek tényleges merevségeit csak ehhez az etalonhoz viszonyítva, relatív merevségként vesszük figyelembe, azaz az egység- és terhelési tényezők a felvett „alap”merevség értékével lesznek nagyítottak. Különböző jellegű (hajlított ill. húzott vagy nyomott) elemek együttdolgozása esetén azonban nagyon javasolható a valós elmozdulások használata.

A rúddal megtámasztott egyszeresen határozatlan szerkezet 

Vizsgáljuk meg az egyszeresen határozatlan gerendánkat abban az esetben, amikor a többletmegtámasztást nem fix támasz, hanem egy rúd szolgáltatja.



A rúddal megtámasztott szerkezet a fix megtámasztású szerkezettől annyiban különbözik, hogy az A pont függőleges eltolódása nem zérus, hanem a rúd megnyúlási merevségének függvényében változik. 

A számítás megkezdése előtt gondoljuk végig a két szerkezet relatív merevségének extremális eseteit. 

Ha a rúd nyúlási merevsége végtelen nagy (vagy legalábbis a rúd nyúlásából származó A ponti függőleges eltolódás lényegesen kisebb a hajlított gerendából származó eltolódáshoz képest), akkor a rúd fix támasznak tekinthető, a végleges nyomatéki ábra a befogási keresztmetszetben a fix támaszú esetre levezetett MB=-q×L2/8 értéket adja.

Ha a rúd nyúlás szempontjából végtelen lágy, (vagy legalábbis a gerenda hajlításából származó A ponti függőleges eltolódás lényegesen kisebb a húzott rúdból származó eltolódáshoz képest), akkor a rúd gyakorlatilag semmit sem „segít” a befogott konzol teherviselésében, a nyomatéki ábra a befogási keresztmetszetben a többletmegtámasztás nélküli konzol MB=-q×L2/2 befogási nyomatékát adja. 

A rúd alakváltozásának figyelembevételéhez az átvágást ilyen esetben magán a rúdon hajtjuk végre. 




Az erőmódszer feltételi egyenletében ilyen esetben az átvágott hely két csatlakozó keresztmetszete között kialakuló relatív eltolódások kiegyenlítése a cél, azaz mind a terhelési tényező, mind az egységtényező az átvágott helyen keletkező függőleges relatív eltolódás lesz. Az átvágott helyen a külső teherből keletkező relatív elmozdulások kiegyenlítésére mindkét csatlakozó metszeten kell egy-egy egységnyi (szokás szerint húzó) erőt működtetnünk, azaz a fölös kapcsolati erő az átmetszés két csatlakozó metszetére működő, egy-egy azonos nagyságú, ellentett irányú erő lesz.

Az átvágott rúdban a külső teherből rúderő nem keletkezik, így a rúdnak alakváltozása sem lesz, tehát a terhelési tényező a fix megtámasztású tartón meghatározott értékkel lesz azonos. 

Az egységtényező számításakor a rúdelem átmetszett keresztmetszetire működő egységnyi húzóerő-pár a gerendavégen a fix megtámasztású esetre levezetett függőleges eltolódást szolgáltatja, amihez most a rúd nyúlásából származó elmozdulást még hozzá kell adnunk. Vegyük észre, hogy az egységerő-pár az átvágás helyétől függetlenül a teljes rúdhosszon azonos (egységnyi) húzóerőt okoz, a rúd megnyúlását tehát a teljes rúdhosszon számíthatjuk. Az egységtényezőt munkaegyenlettel keresve a gerenda nyomatéki igénybevételi munkájához a rúd normálerő-munkáját kell hozzáadnunk, nem feledkezve meg a gerenda és a rúd eltérő jellegű és értékű merevségéről. 

Az erőmódszer elemeinek értelmezése többszörösen határozatlan szerkezeten

Ha szerkezetünk többszörösen határozatlan, akkor több átvágással tudjuk csak statikailag határozott megtámasztású törzstartóvá „lágyítani”, törzstartóvá alakítani. Ilyen esetben az eredeti szerkezettel megegyező viselkedés csak úgy érhető el, ha minden átvágási helyen biztosítjuk az átvágott metszetek kompatibilis illeszkedését, azaz feltételi egyenletrendszerünk a határozatlanság fokával megegyező ismeretlent fog tartalmazni. Természetesen az átvágási helyeken nemcsak az a fölös kapcsolati dinám okoz elmozdulást, amelyik épp azon a helyen van, hanem a többi is, így az egyenletrendszer együtthatómátrixában vegyes indexű egységtényezők is szerepelni fognak. 

Általános esetben az együtthatómátrixról csak a kvadratikusság és a szimmetria állapítható meg, de egyébként (kisebb szerkezetekben) akár telemátrix is lehet. A rúdelemek-csomópontok kapcsolata alapján azonban sokelemű szerkezetekben mindig van arra lehetőség, hogy a mátrix zérus elemeit „összegyűjtsük”, a mátrix sorait-oszlopait oly módon rendezzük át, hogy a zérustól különböző elemek a főátló közelébe kerüljenek. Ez az eljárás ugyan nem befolyásolja a megoldások értékét, de jelentősen egyszerűsítheti a megoldás folyamatát, ezért a sok elemmel dolgozó szerkezetszámító programoknak mindig része. 



A megoldás során alkalmazott törzstartót tetszőleges külső vagy belső merevségek ideiglenes átvágásával ki lehet alakítani.

Folytatólagos gerenda célszerű törzstartója

Folytatólagos, többszörösen határozatlan gerenda esetében (kézi számításhoz) a legegyszerűbb, a legkevesebb számítási munkát igénylő törzstartót akkor kapjuk, ha minden közbenső alátámasztási pontban megszüntetjük a tartó nyomatékbírását, és a közbenső támaszpontok fölé belső csuklót iktatunk. Ezekben a pontokban a gerendát a talajhoz eddig is csukló kapcsolta, lehetővé téve a folytonos gerenda elfordulását a talajhoz képest. A belső csukló beiktatása azt jelenti, hogy ezután a támaszfüggőlegeshez csatlakozó két gerendakeresztmetszet egymáshoz képest is (relatívan) elfordulhat. Az így felvett törzstartó legfontosabb előnye, hogy a szerkezetet konzol nélküli kéttámaszú elemek (a szélső támaszokhoz csatlakozhat konzol, de a tartóelem így is kéttámaszú marad) sorozatára bontja, amelyeken mind az igénybevételek, mind az elmozdulások egyszerűen meghatározhatók. A törzstartó másik előnyös tulajdonsága, hogy az i-ik átvágási helyen beiktatott egységnyi nyomatékpár csak az i-1-ik, az i-ik és az i+1-ik átvágási helyen ébreszt relatív elfordulásokat, azaz az együtthatómátrixunk kontinuáns mátrix lesz (csak a főátlóban és az azt megelőző-követő pozíciókban van zérustól különböző érték). A külső teherből a törzstartón keletkező igénybevételeket-elmozdulásokat egységesen 0 indexszel szoktuk jelölni.
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1.3. Határozatlan tartók kapcsolati erőinek meghatározása elmozdulás-módszerrel

Az erőmódszer alkalmazásához szükségünk volt az elemi tartó(k) (ott úgy neveztük: a törzstartó) átvágás utáni illeszkedő metszeteinek a külső terhekből és az elmozdulások kiegyenlítésére beiktatott fölös kapcsolati erőkből származó elmozdulásértékeire. Ezek az elmozdulások, amelyek valójában a határozatlan szerkezet ideiglenesen (a külső vagy belső merevséggyengítés révén) erőmentes helyein számítandók, képezték a feltételi egyenletrendszer együtthatóit és terhelési tagjait. Szerencsénkre, az erőmódszer elemi tartóját, a törzstartót statikailag határozottá egyszerűsítjük, így a fenti elmozdulásértékek a határozott tartók elmozdulásszámítási módszereivel meghatározhatók.

Az elmozdulásmódszer alkalmazásához az elemi tartóknak a kapcsolati, egyensúly szempontjából kiegyenlítendő pontjaiban ébredő kapcsolati erőire-nyomatékaira lesz szükségünk, amelyek a külső terhekből, ill. a kapcsolati dinámok kiegyenlítésére beiktatott csomóponti elmozdulásokból származnak. Ezek a kapcsolati dinámok, amelyek valójában a határozatlan szerkezet ideiglenesen (a csomópont megmerevítése révén) elmozdulásmentes helyein számítandók, képezik a feltételi egyenletrendszer együtthatóit és terhelési tagjait. Sajnálatos módon az elmozdulás-módszer elemi tartói a(z ideiglenesen) megmerevített kapcsolati pontok miatt maguk is statikailag határozatlan szerkezetek, így a különböző hatásokból a (vég)csomópontjaikban ébredő kapcsolati erők meghatározása az erőmódszer alkalmazását is megkívánja.

Felmerülhet a kérdés, hogy amennyiben az elmozdulásmódszer használatának első lépéséhez már igénybe kell vennünk az erőmódszert, mi értelme van alkalmazni ez után magát az elmozdulásmódszert? A válasz azzal adható meg, hogy az alkalmazandó módszert a teljes számítási munka mennyisége és bonyolultsága alapján kell kiválasztani, és az elmozdulásmódszer elemi tartóin a kapcsolati dinámok általában igen egyszerűen (egy bonyolult összetett szerkezet átvágási helyeinek elmozdulásainál lényegesen egyszerűbben), és a későbbiek számára jól használható zárt alakban határozhatók meg, és ezek után a feltételi egyenlet(rendszer) kisebb méretéből adódó előny tovább növeli az elmozdulásmódszer számítási előnyét. A fentiekből is látható, hogy az elmozdulásmódszer alkalmazási előnyei a bonyolult tartószerkezeten használhatók ki. 

Az elmozdulásmódszer elemi tartói 

Az elmozdulásmódszer elemi tartóiként egyenestengelyű, egyik végükön a csomóponthoz befogottan kapcsolódó rúdelemeket alkalmazunk. A rúd másik vége lehet szabad, a rúdtengellyel párhuzamosan megtámasztott, a rúdtengelyre merőlegesen megtámasztott, ill. elfordulásra megtámasztott. A fenti megtámasztások a gyakorlatban (az alkalmazható megtámasztó kényszer függvényében) csak bizonyos kombinációkban fordulhatnak elő, ennek megfelelően egyik végén befogott, másik végén szabad végű, x irányban görgős támasztású, x irányban szabad végű, csuklósan támasztott végű, ill. befogott végű elemi tartókkal foglalkozunk. 

Megjegyezzük, hogy a rúdelemekben keletkező tengelyirányú alakváltozás (a kis elmozdulások közelítése miatt) csak a normálirányú erőktől függ, így a befogott támasztású elemi tartó kapcsolati erői valójában egy x irányban görgős támasztású, és egy x irányban szabad végű rúdelem kapcsolati erőiből összerakhatók. Ha a rúdelem tengelyirányú (EA) merevségét végtelen nagynak tekinthetjük, akkor a normálerők okozta alakváltozások elhanyagolhatók, és csak a szabad végű, a csuklós támaszú, és a (másik végen is) befogott végű rúdelemekkel kell foglalkoznunk. A rúdkeresztmetszetek tengelyre merőleges eltolódásai és elfordulása (a keresztmetszeti nyíróerők és nyomatékok differenciális kapcsolatához hasonlóan) összefüggenek, nem kezelhetők függetlenül!

Egy-egy rúdelem esetében a globális koordinátarendszer helyett célszerűbb a rúd saját, x-y-z lokális koordinátarendszerét használni. 

A rúd A ponti végén keletkező elmozdulások a szerkezetben valójában az A pontnak a B ponthoz viszonyított relatív elmozdulásai, de a rúdelemeket külön-külön vizsgálva, és e vizsgálat során a B pontot elmozdulásmentesnek tekintve a keresett elmozdulások az A pont abszolút elmozdulásaiként kezelhetők.


Egy-egy rúdelem esetében a globális koordinátarendszer helyett célszerűbb a rúd saját, x-y-z lokális koordinátarendszerét használni. 

A rúd A ponti végén keletkező elmozdulások a szerkezetben valójában az A pontnak a B ponthoz viszonyított relatív elmozdulásai, de a rúdelemeket külön-külön vizsgálva, és e vizsgálat során a B pontot elmozdulásmentesnek tekintve a keresett elmozdulások az A pont abszolút elmozdulásaiként kezelhetők. 

Az elemi tartók kapcsolati dinámjai a külső terhelésből

A szabad végű rúd valójában egy egyszerű, statikailag határozott konzol, amelyben a befogásban az egyensúlyozáshoz szükséges támaszigénybevételek bármilyen terhelésre a már ismert módszerekkel előállíthatók.  

Az x irányban görgős végű rúdon az A támaszpont csak x irányú erők felvételére képes, így a szerkezet a tengelyre merőleges terhekre  egyszerűen konzolként viselkedik. A tengelyirányban működő erőkből az A pont eltolódásmentessége miatt a B pontban keletkezik tengelyirányú kapcsolati erő, amelynek nagyságát a B pont (x irányú) eltolódásmentessége alapján erőmódszerrel határozhatjuk meg.

a10=eBx(0) ; a11=eBx(Bx=1 kN)
Az x irányban szabad végű rúdon az A támaszpont x irányú erők felvételére nem képes, így a szerkezeten a tengelyirányú terhelést csak a B támaszpont tudja egyensúlyozni, azaz a tartó a tengelyirányú terhekre egyszerűen konzolként viselkedik. A tengelyre merőleges terhelésre a szerkezet az A és a B ponti befogás miatt statikailag kétszeresen határozatlan szerkezet, amelyben a B ponti kapcsolati dinámokat egy kétismeretlenes egyenletrendszerből határozhatjuk meg:

a10=eBz(0) ; a11=eBz(Bz=1 kN) ; a12=eBz(MB=1 kNm)
a20=φB(0) ; a21=φB(Bz=1 kN) ; a22=φB(MB=1 kNm)
A csuklós megtámasztású rúdon a tengelyirányban működő erőkből az A pont eltolódásmentessége miatt a B pontban keletkezik tengelyirányú kapcsolati erő, amely azonban a tengelyre merőleges erőktől független, így nagyságát a B pont (x irányú) eltolódásmentessége alapján erőmódszerrel határozhatjuk meg. A tengelyre merőleges terhekre a szerkezet a B ponti befogás és az A ponti eltolódásmentes megtámasztás miatt statikailag egyszeresen határozatlan tartóként viselkedik, amelyben a B ponti 
kapcsolati dinámokat egy (újabb) egyismeretlenes egyenletből határozhatjuk meg. A két kompatibilitási egyenlet egyenletrendszerként is felírható, de a vegyes indexű egységtényezők zérus értéke mutatja a két hatás függetlenségét:

a10=eBx(0) ; a11=eBx(Bx=1 kN) ; a12=eBx(MB=1 kNm)=0

a20=φB(0) ; a21=φB(Bx=1 kN)=0 ; a22=φB(MB=1 kNm)
A befogott végű rúdelem esetén a rúd mindkét végén elmozdulásmentes kapcsolat van, azaz az A pont x irányban eltolódásmentes, ahogyan az x irányban görgős megtámasztású rúd volt, és z irányban eltolódásmentes, valamint elfordulásmentes, ahogyan az x irányban szabad végű rúd volt. A B ponti kapcsolati dinámokat tehát e két eset kapcsolati erői-nyomatékai összetételével kaphatjuk meg. A befogott végű rúd viselkedését úgy is felfoghatjuk, hogy a szerkezet a tengellyel párhuzamos erőkre (egyszeresen határozatlan tartóként) és a tengelyre merőleges erőkre (kétszeresen határozatlan tartóként) függetlenül működik. A kapcsolati erők meghatározásához szükséges háromismeretlenes kompatibilitási egyenletrendszer tehát egy egyismeretlenes egyenletre és egy kétismeretlenes egyenletrendszerre esik szét:

a10=eBx(0) ; a11=eBx(Bx=1 kN); a12=eBx(Bz=1 kN);     a13=eBx(MB=1 kNm)
a20=eBz(0) ; a21=eBz(Bx=1 kN)     ; a22=eBz(Bz=1 kN); a23=eBz(MB=1 kNm)
a30=φB(0) ; a31=φB(Bx=1 kN)      ; a32=φB(Bz=1 kN)  ; a33=φB(MB=1 kNm)
A gyakorlati számításokhoz a különböző teher- és megtámasztási esetekre táblázatosan ill. paraméteres képletekkel a kapcsolati dinámok előállíthatók. Vizsgálatainkban ezeket nem tárgyaljuk, megelégszünk néhány speciális eset kapcsolati erőinek ismeretével, és feladatainkban is csak ezeket fogjuk szerepeltetni. A független viselkedés, és az általában lényegesen kisebb hatás miatt megengedhető egyszerűsítésképpen a tengellyel párhuzamos erők hatását sem fogjuk vizsgálni. A kapcsolati erőket két megtámasztástípusra (csuklós/görgős, ill. befogott), és két tehertípusra (nyílásközépen működő egyetlen koncentrált erő, ill. a teljes nyíláson működő egyenletesen megoszló erő) ismertetjük.



A szerkezeti elemek merevsége

A statikailag határozott szerkezetek kapcsolati erőit-igénybevételeit a szerkezeti elemek merevségének ismerete nélkül is elő tudtuk állítani, ezek a jellemzők a merevségi értékektől függetlenek voltak. A statikailag határozatlan szerkezetekben viszont a lehetséges megoldást éppen a merevségi arányok alapján kereshetjük meg. Az erőmódszer esetében a merevségi adatok az átvágott keresztmetszetek elmozdulásainak előállítása során kapnak szerepet. Az elmozdulásmódszerben pedig a rúdvégekben a csomóponti elmozdulásokból keletkező kapcsolati dinámok, az egységtényezők meghatározása során használjuk fel a szerkezeti elemek merevségi adatait. 

A szerkezeti elemek merevségeként az (egységnyi) elmozdítással szemben tanúsított ellenállásukat nevezzük, azaz azt a kapcsolati dinámot, ami a kapcsolatban annak (egységnyi) elmozdítása során keletkezik. 

A vizsgálatainkban a nyíróerőből származó elmozdulásokat a továbbiakban is elhanyagoljuk, így a nyírómerevség értékével sem foglalkozunk, és a merevségi adatokat csak rúdszerkezetekre értelmezzük. 

Egy rúdelem elfordulási merevsége a befogott rúdvég egységnyi elfordításakor (eltolódás nem keletkezhet!) az elforduló csomópontban keletkező kapcsolati nyomatékkal azonos.

Egy rúdelem eltolódási merevsége a befogott rúdvég egységnyi (rúdtengelyre merőleges) eltolásakor (elfordulás és rúdirányú eltolódás nem keletkezhet!) az eltolódó csomópontban keletkező (a rúdtengelyre merőleges) kapcsolati erővel azonos.

Egy rúdelem vegyes merevsége a befogott rúdvég egységnyi (nem a rúdtengely körüli) elfordításakor (eltolódás nem keletkezhet!) az elforduló csomópontban keletkező kapcsolati erővel, vagy a befogott rúdvég egységnyi (rúdtengelyre merőleges) eltolásakor (elfordulás és rúdirányú eltolódás nem keletkezhet!) az eltolódó csomópontban keletkező (a rúdtengelyre merőleges) kapcsolati nyomatékkal azonos.

Ha a rúd normálerőinek hatásával is foglalkozni akarunk, akkor az arra vonatkozó merevséget is definiálni kell. 

Egy rúd tengelyirányú merevsége a befogott rúdvég egységnyi (rúdtengely irányú) eltolásakor (elfordulás nem keletkezhet!) az eltolódó csomópontban keletkező (rúdtengely irányú) kapcsolati erővel azonos.  
Megjegyezzük, hogy a mérnöki gyakorlatban használatos a keresztmetszeti merevség fogalma is, amely csak a keresztmetszeti és anyagjellemzőket tartalmazza, a rúd hosszméretét nem. 

Vegyük észre, hogy a különböző rúdmerevségi értékek meghatározása során a rúdmerevség, azaz a rúdvég (mindig csak egy irányban történő!) elmozdításakor ott keletkező igénybevétel mindig egyenesen arányos a keresztmetszeti merevséggel, amelyben egy keresztmetszeti jellemző és egy rugalmassági modulus szerepel, és fordítva arányos a rúdelem hosszával (ill. vegyes merevség esetében a rúdhossz második, eltolódási merevség esetében a rúdhossz harmadik hatványával), és egy konstansban tartalmazza a rúd megfogási viszonyaira vonatkozó információt.

A rúdmerevségek értelmezése és definíciója ismételten jelzi, hogy a tengelyre merőleges eltolódás és a rúdvégi elfordulás, ill. az ezekhez kötődő tengelyre merőleges rúdvégi erő és a rúdvégi nyomaték egymástól nem független, emiatt a határozatlan szerkezetekben vegyes indexű egységtényezőink is lesznek. A normálirányú eltolódás, és a hozzá kötődő tengelyirányú rúdvégi erő a másik két hatástól függetlenül kezelhető, a feltételi egyenletrendszerből akár ki is emelhető.

A rúdmerevségek tehát valójában a rúdvégeken keletkező kapcsolati erők-nyomatékok. Amint a tartók alakváltozás-számításánál lehetőségünk volt nagyított értékekkel számolni, a határozatlan szerkezetek elemeinek tényleges merevsége helyett elegendő a merevségek valamilyen rögzített etalonhoz, alapmerevséghez viszonyított értékével, a relatív merevséggel számolni. (Ilyen esetben a feltételi egyenletrendszer minden tagjában a konstans etalon-merevség és az elemfüggő relatív merevség szorzata szerepel, azaz az egyenlet(rendszer) az etalonmerevség értékével végigosztható.)

A következő oldalon az egyik végén csuklós-másik végén befogott (vegyes megtámasztású) és a mindkét végén befogott (merev megtámasztású) rúdelemek rúdmerevségeinek számítását mutatjuk be.

Az elemi tartók kapcsolati dinámjai az egységnyi elmozdításokból








Az elmozdulásmódszer a belső, a csatlakozó rúdelemek által rugalmasan megtámasztott csomópont(ok) ideiglenes megmerevítésével elmozdulásmentes csomópontú tartót állít elő, amelyben a rúdelemek belső csomópontokhoz csatlakozó metszetei elmozdulás-mentességük okán mereven befogottaknak tekinthetők. 

Az így előállított elemi tartók (rendszere) az eredeti, statikailag határozatlan tartó viselkedésétől abban tér el, hogy az eredeti szerkezet közbenső csomópontjaiban keletkezhettek elmozdulásösszetevők, míg az elemi tartókon ez (ideiglenesen) ki van zárva. Emiatt természetesen a közbenső csomópontokban a csatlakozó rúdelemekről átadódó kapcsolati erők vetületi és nyomatéki összege nem lesz zérus. A belső csomópontok elmozdulásmentességét megszüntetve a kiegyenlítetlen csomóponti erők és nyomatékok a csomópontokat elmozdítják, ugyanakkor a csomópon-tokon a csatlakozó rúdelemek által érvényesülő rugalmas befogás miatt a csomópont elmozdulása az elmozdulással arányos visszatérítő erőket-nyomatékokat ébreszt a szerkezetben. 

Az elmozdulásmódszerben a közbenső csomópontok elmozdulásai épp olyan mértékűek lesznek, hogy az elmozdulásmentes (befogott) állapotban meghatározható kiegyenlítetlen csomóponti igénybevételeket az elmozdulásokból származó erők-nyomatékok kiegyenlítsék. 

Az elmozdulásmódszer feltételi egyenletrendszere éppen a közbenső csomópontokra felírható egyensúlyi egyenletekből adódik. (A korábbiakban ismertetett többlet-ismeretleneket a statikailag határozatlan elemi tartók befogási igénybevételei jelentik, de azok a terhekből és a csomópont egységnyi elmozdulásaiból előre, a csomóponti egyensúlyi egyenletektől függetlenül meghatározhatók.) 

Az elmozdulásmódszer „működési elvéből”, a feltételi egyenlet(rendszer) fizikai tartalmából az is következik, hogy a módszer hatékony alkalmazása csak olyan szerkezeteken lehetséges, amelyeknek van közbenső, a talajhoz közvetlenül nem kapcsolt csomópontja. 

Vizsgáljunk egy egyenestengelyű gerendát, amelynek egyik végén befogott, a másik végén görgős támasz van. A teher legyen egyenletesen megoszló teher a tartó teljes hosszán. 


A szerkezet egy harmadfokú és egy elsőfokú kényszerrel van megtámasztva, a megtámasztások összfokszáma a határozottsághoz szükséges 3-as kapcsolati fokszámnál eggyel nagyobb, tehát szerkezetünk (megtámasztása) egyszeresen határozatlan. Ennek a tartónak azonban nincs belső csomópontja, így elmozdulásmódszerrel csak kissé erőltetetten kezelhető. 

















A tartó végleges nyomatéki ábrája az erőmódszerből már jól ismert, qL2/8 végértékű másodfokú parabola.

Vizsgáljuk meg az egyszeresen határozatlan egyik végén befogott gerendánkat abban az esetben, amikor a többletmegtámasztást nem fix támasz, hanem egy rúd szolgáltatja. Ez esetben a rúd és a gerenda csatlakozási pontjában kialakuló elfordulás, valamint vízszintes és függőleges eltolódás meghatározása a feladat. A keresett elmozdulások meghatározása során az A pontra működő erők és nyomatékok egyensúlyi egyenleteit írhatjuk fel. 

A szerkezet terhelése alapján kimondhatjuk, hogy az A pontban vízszintes erő nem ébred. Ugyanezt állapíthatjuk meg a szerkezet elemeinek merevségi viszonyait megvizsgálva is, hiszen a gerenda végtelen(nek tekintett) nyúlási merevsége miatt még akkor sem kellene az A pontban vízszintes erőkkel számolnunk, ha az a terhelésből számítható volna. Az A pontban a gerenda és a rúd csuklós kapcsolata miatt nem keletkezhet nyomaték (valójában emiatt a rúd EJ=0 értékére vonatkozó feltevés emiatt felesleges túlbiztosítás). Végül tehát az A pontban kizárólag a függőleges erők egyensúlyát kell biztosítanunk, és az erre felírható egyenletből meghatározhatjuk az A pont függőleges eltolódását. 





A feltételi egyenletből látható, hogy az A pont eltolódása lefelé mutató lesz, és emiatt az A ponti támaszerő a fix támaszú esethez képest csökken.

Alkalmazzuk az elmozdulásmódszert egy statikailag kétszeresen határozatlan keret támaszerőinek és igénybevételeinek meghatározására. A szerkezetnek egy közbenső csomópontja van, a feltételi egyenletrendszer ismeretlenjei ennek a pontnak az elmozdulásösszetevői lesznek. 

Egyszerűség kedvéért a rúdelemek összenyomódási merevségeit végtelen nagynak tekintjük, így a C pontban eltolódás nem alakulhat ki, a feltételi egyenletben csak az elfordulás lesz ismeretlen, a terhelési és egységtényezők pedig a C csomópontra a csatlakozó rúdvégekről átadódó nyomatékok összege lesz.






A konzol a csomópont statikai egyensúlyozásában nem vesz részt!

Az igénybevételi ábrák előállítása

A csomóponti elfordulások értékének ismeretében a tartó igénybevételi ábrái az elemi rudak igénybevételi függvényeinek lineáris kombinációiként állíthatók elő. A megfelelő szorzókat az elmozdulásmódszer feltételi egyenletrendszerének megoldásai, a csomóponti erők-nyomatékok egyensúlyát biztosító csomóponti elmozdulásértékek adják.    



A számításban az egyes rúdelemek merevségi adatai külön-külön szerepelnek, így elemenként eltérő merevség figyelembevételére is van lehetőségünk. Az erőmódszer ismertetése kapcsán bevezettük a relatív merevség fogalmát, ez az elmozdulásmódszerben is alkalmazható, így az egységtényezőkben az EJ érték helyére a megfelelő rúdelem relatív merevségét kell írnunk.

A végleges nyomatéki ábrát akkor tudjuk a legkönnyebben elkészíteni, ha az elemi tartókra megrajzoljuk a nyomatéki ábrákat az elmozdulásmentes csomóponti esetre és a csomópontok egységnyi elmozdításának hatására. Ez után az egységnyi csomóponti elmozdulásokra rajzolt nyomatéki ábrákat a csomópont tényleges elmozdulásértékével szorozzuk, majd a jellemző pontokban az xi×Mi értékösszeghez hozzáadjuk a kezdeti nyomatékok ábrájának megfelelő ordinátáját.  



A végleges nyomatéki ábra ismeretében a nyíró- és a normálerők a szerkezet elemekre bontásával határozhatók meg a legegyszerűbben: a kéttámaszú tartóknak tekintett rúdelemeken a terhekből és a határozatlanság hatását megjelenítő rúdvégi nyomatékokból számított kapcsolati erők megegyeznek a határozatlan szerkezet kapcsolati erőivel. 

Vizsgáljuk meg, hogyan használható az elmozdulásmódszer folytatólagos gerendák támaszerőinek-igénybevételeinek meghatározására. A támaszokat a támasztott irányban tekintsük elmozdulásmentesnek, és a rudak tengelyirányú alakváltozásait hagyjuk figyelmen kívül. Így az (ideiglenesen) elmozdulásmentes közbenső csomópontok a gerendát öt különálló gerendaelemre bontják, amelyek támaszcsomópontjaiban sem vízszintes, sem függőleges eltolódás nem jöhet létre, csak a csomóponti elfordulás lesz ismeretlen. A szélső gerendaelemek szélső támaszait az eredeti tulajdonságokkal vehetjük figyelembe, a közbenső támaszpontokon viszont a csatlakozó elemi tartókat befogottnak kell tekintenünk. Így a terhelési tényezők az egyes csomópontokra a külső teherből számítható nyomatékösszegként, az egységtényezők pedig a csomópontok egységnyi elfordításából számítható nyomatékösszegként állíthatók elő. 

Látható, hogy a feladat elmozdulásmódszerrel történő megoldása az erőmódszerhez hasonlóan a közbenső alátámasztások számával megegyező ismeretlent tartalmaz, azonban az elmozdulásmódszer ismeretlenjeit statikailag határozatlan elemi tartókon kell előállítanunk (igaz, a szokásos terhekre, ill. a csomóponti elfordulásokra kész, zárt képleteink vannak).
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A csomóponti elfordulások értékének ismeretében a tartó igénybevételi ábrái az elemi rudak igénybevételi függvényeinek lineáris kombinációiként állíthatók elő.

A fenti ötnyílású gerenda A-B pontok közötti eleméhez a bal oldalon konzol is csatlakozik. Az előbbiekben bemutatott modellen a konzol hatását úgy vettük figyelembe, hogy a bal oldali szélső elemi tartót konzolos tartóként vettük fel. Ennek megfelelően a B pontban befogott elemi tartó viselkedése kissé eltér az egyszerű, csak a két végpontjukban megtámasztott elemi tartók viselkedésétől, igénybevételeinek meghatározása némileg bonyolultabb. Ha nem kívánunk konzolos elemi tartókkal foglalkozni, akkor a konzolt külön rúdelemnek, és az összes támaszpontot (ideiglenesen) merev csomópontnak kell tekintenünk. Az elemi tartók így előálló rendszerében az A pont elfordulása is meghatározandó ismeretlen, és az A pont nyomatéki egyensúlyi egyenletét is fel kell írnunk.
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Ebben a modellben tehát az A csomópontot is közbenső csomópontnak tekintjük, ami az egyenletrendszerünk méretét megnöveli ugyan, de ezáltal az elemi tartóink között nem szerepel konzolos tartó. A csomóponti igénybevételeket (az általános részben kifejtettek szerint) csak konzolon, egyik végén csuklós, a másik végén befogott, ill. mindkét végén befogott rúdelemen kell meghatároznunk. A csomóponti elfordulások értékének ismeretében a tartó igénybevételi ábrái az elemi rudak igénybevételi függvényeinek lineáris kombinációiként állíthatók elő.

1.4. CROSS eljárása együttdolgozó elemek igénybevétel-eloszlásának meghatározására

A statikailag határozott szerkezetek kapcsolati erőit-igénybevételeit a szerkezeti elemek merevségének ismerete nélkül is elő tudtuk állítani, ezek a jellemzők a merevségi értékektől függetlenek voltak. A statikailag határozatlan szerkezetekben viszont a lehetséges megoldást éppen a merevségi arányok alapján kereshetjük meg. 

A rúdmerevségek csak a rúdelemek geometriai és anyagi jellemzői által meghatározottak, a merevségi arányok pedig a rudak kapcsolati viszonyait is tükrözik. 

Ha a teher olyan csomópontban működik, amelyet több, együttdolgozó rúdelem támaszt meg, akkor a közös csomópont miatt a rúdvégek elmozdulásai azonosak lesznek. A kapcsolat jellegétől és a csomópont elmozdulási szabadságfokától függ, hogy mely rúdvégi elmozdulások lesznek azonosak, de legalább egy elmozdulásösszetevőnek minden csatlakozó rúdvégen meg kell egyeznie, hiszen enélkül nincs együttdolgozás. Egyidejűleg működően egynél több elmozduláskomponenst (alaphelyzetben az elfordulást) viszont az esetleges összefüggések hatásának kizárása érdekében nem szabad megengednünk. 

Ha a csomópont több irányban is elmozdulhat, akkor független, egymásra nem ható elmozdulások esetén a vizsgálatot külön-külön végezhetjük, egymással kapcsolatban lévő elmozdulások esetén pedig az eljárás hatékonyan nem alkalmazható, célszerű az elmozdulásmódszer korrekt alkalmazása. 

Ha ennek az azonos elmozdulásösszetevőnek az értéke véletlenül 1, akkor a rúdelemekről a csomópontra ható (a vizsgált elmozdulásösszetevőnek megfelelő jellegű és irányú) kapcsolati dinám definíciószerűen a rúd megfelelő rúdmerevségi értéke lenne. A rúdvégekről a csomópontra adódó összegzett megtámasztó erő vagy nyomaték ez esetben a csatlakozó rudak megfelelő rúdmerevségeinek összege lenne (ezt az értéket szokás csomóponti összmerevségnek nevezni). Ha a csomópontra működő külső teher ennek az egységnyi elmozdulásból származó megtámasztó dinámnak, azaz a csomóponti összmerevségnek az ellentettje lenne, a csomópont egyensúlyban lenne. 

A szerkezet elemeinek rugalmas viselkedése miatt a csomópontra működő teherrel azonos arányban változik a csomópont elmozdulása, és az elmozdulás értékének változásával minden rúdvégen azonos arányban változnak a kapcsolati erők, tehát a nagyobb csomóponti teherből minden rúdra arányosan nagyobb hatás jut.

A közös csomópontba csatlakozó rúdelemeken a csomópont egyensúlyi állapotát biztosító rúdvégi dinámok a csomóponti teher merevségarányos szétosztásával állíthatók elő. 

A terhek merevségarányos szétosztása az együttdolgozó kapcsolati elemek között teljesen általános elv, a tartószerkezetek bármilyen rúdvégi igénybevételére alkalmazható, sőt az alkalmazási köre kiterjeszthető felületszerkezetek kapcsolatainak elemzésére, de akár más szakterületek egyensúlyteremtő megoldásaira is. A gondolat eredetileg az egy csomópontba csatlakozó rudak rúdvégi nyomatékainak meghatározási módszereként született, elnevezését pedig kifejlesztőjéről Hardy CROSS-ról kapta. Egyszerűsége, szemléletessége és általános alkalmazhatósága miatt a CROSS módszer régebben igen elterjedt volt, akár nagyobb, többcsomópontú szerkezetek számítására is. Ma már ilyen feladatok megoldására kézi számítást alkalmazni nem szokásos, de gyors munkahelyi döntéseknél, előméretezéseknél, egy-egy rúdelem viselkedésének közelítő meghatározása során CROSS eljárása igen jól és gyorsan alkalmazható.

Amint a bevezetésben láttuk, a CROSS módszer az elmozdulás-módszer elméleti alapján áll, az elmozdulásmódszer rúdmerevségi adatait használja, azzal a megszorítással, hogy a csomópont(ok)ban csak egyféle elmozdulást (alaphelyzetben elfordulást) enged meg. Ennek megfelelően csak fix csomópontú szerkezeteken használható, amelyekben a csomópontok eltolódásai zérus értékűek, vagy jó közelítéssel annak tekinthetők. A számítástechnikai különbség a CROSS módszer és az elmozdulásmódszer között abban áll, hogy CROSS nem akarta azonnal, egy ütemben meghatározni az ideiglenesen megmerevített csomópontok egyensúlyi elmozdulásrendszerét, hanem ezt a feladatot lépésről lépésre, a csomópontok egyenkénti felszabadításával, a megmerevített szerkezet folyamatos relaxálásával oldotta meg. A csomóponti nyomatékokra felírható egyensúlyi egyenletrendszer tehát a CROSS módszerben és az elmozdulásmódszerben azonos, a megoldást azonban CROSS egyenletenkénti megoldással, iteratív úton, relaxációs eljárással állította elő.

1.4.1. Centrikusan nyomott, összetett keresztmetszetű konzol normálerő-eloszlásának meghatározása CROSS eljárással

Vizsgáljunk egy befogott konzolt, amelynek szabad végén egy -F nagyságú tengelyirányú nyomóerő működik. A tartó keresztmetszete egy belső, henger alakú, és egy külső, hengergyűrű alakú részből áll, amelyek különböző anyagúak. A konzolvégen olyan végtelen merev körlapot képzelünk el, amely deformációmentessége révén biztosítja a kétféle szerkezet azonos tengelyirányú eltolódását. Egyéb elmozduláskomponensekkel nem foglalkozunk, a centrikus nyomás miatt kialakulásukra nem is kell számítanunk. (Felhívjuk a figyelmet, hogy vizsgálatainkban a szerkezeteket ideálisan rugalmasnak tekintjük, tehát a másodrendű hatásokkal nem foglalkozunk!)
















A rúd végkeresztmetszetét terhelő tengelyirányú erő tehát a rúdmerevségek, azonos rúdhossz esetén a keresztmetszeti merevségek arányában oszlik meg a szerkezeti elemek között. 

1.4.2. Csavart, összetett keresztmetszetű konzol csavarónyomaték-eloszlásának meghatározása CROSS eljárásával

Vizsgáljunk egy befogott konzolt, amelynek szabad végén egy M nagyságú tengelyirányú (csavaró)nyomaték működik. A tartó keresztmetszete egy belső, henger alakú, és egy külső, hengergyűrű alakú részből áll, amelyek különböző anyagúak. A konzolvégen olyan végtelen merev körlapot képzelünk el, amely deformációmentessége révén biztosítja a kétféle szerkezet tengely körüli elfordulásának azonosságát. Egyéb elmozduláskomponen-sekkel nem foglalkozunk, a centrikus nyomaték miatt kialakulásukra nem is kell számítanunk. (Felhívjuk a figyelmet, hogy vizsgálatainkban a szerkezeteket ideálisan rugalmasnak tekintjük, tehát a másodrendű hatásokkal nem foglalkozunk!)









A rúd végkeresztmetszetét terhelő tengelyirányú nyomaték tehát a rúdmerevségek, azonos rúdhossz esetén a keresztmetszeti merevségek arányában oszlik meg a szerkezeti elemek között. 

1.4.3. Egycsomópontú keret nyomaték-eloszlásának meghatározása CROSS eljárásával

Alkalmazzuk CROSS eljárását egy statikailag kétszeresen határozatlan keret nyomatéki igénybevételeinek meghatározására. A szerkezetnek egy közbenső csomópontja van, és a rúdelemek összenyomódási merevségeit végtelen nagynak tekintve a C pontban eltolódással nem kell számolnunk, a keret fix csomópontú lesz. 

A megmerevített, elfordulásmentes C pontban a rúdvégekről átadódó nyomatékokat az elmozdulásmódszer elemi tartóiból vehetjük át (általános esetben vagy táblázatokból vehetjük a határozatlan elemi tartók végnyomatékait, vagy értéküket erőmódszerrel kell meghatároznunk).






Vegyük észre, hogy a csomóponti nyomatékok kiegyensúlyozatlansága csak a közbenső csomópontok esetében áll fenn. A támaszpontokban a támasz elfordulásmentességéhez szükséges (rugalmas megtámasztás esetén az elfordulással arányos) kiegyensúlyozó támasznyomaték létrejöttével számolhatunk (természetesen feltételezve, hogy a kapcsolat az ébredő nyomatékot még a rugalmas tartományban viselni tudja).

A C csomópont a kiegyensúlyozatlan nyomaték miatt nem maradhat mozdulatlan, hiszen az elmozdulásmentesség csak egyensúly esetén áll fenn. A C csomópont eltolódásmentességéhez a csomópontra működő vízszintes és függőleges erők egyensúlyának is fenn kell állnia, de ezt (fix csomópontú szerkezet esetében) a külső támaszerők és a tengelyirányban alakváltozásmentes(nek tekintett) rúdelemek biztosítják. 

A megmerevített szerkezetben elfordulásmentes(nek tekintett) közbenső C csomópont a terhekből származó kiegyensúlyozatlan nyomaték hatására el fog fordulni. A csomópont elfordulása viszont a csomóponthoz mereven kapcsolt rudakban deformációt, és ezzel igénybevételeket ébreszt. A rúdvég-csomópont merev kapcsolata miatt a rúdvégen a csomópont elfordulásából keletkező nyomaték ellentettje a csomóponton a teherből származó nyomatékkal ellentétes irányú visszatérítő nyomatékként jelenik meg. A csomópont elfordulásából keletkező teljes csomóponti visszatérítő nyomaték a csatlakozó rúdvégekről átadódó visszatérítő nyomatékok összege lesz. A csomópont nyomatéki egyensúlyához olyan mértékű csomóponti elfordulás szükséges, hogy az elfordulásból származó visszatérítőnyomaték-összeg nagysága megegyezzék a teherből a megmerevített szerkezeten számított kiegyensúlyozatlan nyomaték értékével. (Ezt a kritériumot fogalmazza meg az elmozdulásmódszer feltételi egyenlete.) A rugalmas anyagú szerkezetben a rúdelemek deformációja, és így a deformáció nyomán fellépő visszatérítő nyomatékok értéke is a csomóponti elfordulás nagyságával arányosak. Azaz a csomópontba csatlakozó rúdvégek által a csomópontra kifejtett visszatérítő nyomatékok aránya a tehertől függetlenül, csak az elemek geometriai-merevségi-megtámasztási adatai alapján meghatározható. 

A fenti gondolatmenet alapja az elmozdulásmódszer alkalmazása során megfogalmazott (közbenső) csomóponti erő- és nyomatéki egyensúly biztosítása, azonban a rúdvégi visszatérítő nyomatékok meghatározhatósága révén a közbenső csomópont nyomatéki egyensúlya a csomóponti elfordulás meghatározása nélkül is megteremthető. 

Szerkezeteink a terhelő erőkre-nyomatékokra mindig alakváltozással reagálnak. A teher és a hozzá kötődő alakváltozás-rúdvégi elmozdulás együttesen jellemzi a szerkezet merevségét-hajlékonyságát: az egységnyi dinámból származó elmozdulás értékét a rúdelem hajlékonyságának, az egységnyi rúdvégi elmozdulásból származó erőt-nyomatékot a rúd merevségének nevezzük.

CROSS eljárása csak a csomópontok nyomatéki egyensúlyának megteremtésére vállalkozik, ezért csak olyan rúdszerkezeteken alkalmazható, amelyekben a közbenső csomópontok eltolódásával nem kell számolni, így a rúdelem lehetséges merevségei közül csak az elfordulási merevséget kell használnunk. 

A közbenső csomóponthoz mereven csatolt rúdelem rúdmerevségén a csomópont egységnyi elfordításából a rúdvég-csomópont kapcsolatban keletkező nyomaték értékét értjük. Az i jelű rúdelem rúdmerevségének jele ki.

Az elfordítással szembeni ellenállás, az elfordulási merevség nemcsak a rúdvégeken, hanem a (közbenső) csomópontokon is értelmezhető:

A közbenső csomópont csomóponti összmerevségén a csomópont egységnyi elfordításából a csomópontra ható összegzett visszatérítő nyomaték értékét értjük. Az A jelű csomópont összmerevségének jele kA.

A kiegyensúlyozatlan nyomaték miatt kialakuló csomóponti elfordulás a csatlakozó rudakban mindig olyan (nyomatéki) igénybevételeket ébreszt, amelyek a csomópontot a teherből származó elfordulással ellentétes irányban akarják elfordítani. E visszatérítő nyomatékok értéke a csomóponti elfordulással arányosan mindaddig növekszik, míg a csomóponti nyomatéki egyensúly ki nem alakul. A rugalmas anyagú szerkezetben a rúdvégi visszatérítő nyomaték (a rúdmerevség) és a csomóponti  visszatérítő nyomaték (a csomóponti összmerevség) értéke a teherből számítható csomóponti kiegyensúlyozatlan nyomaték nagyságától függ, de arányuk csak a rúdelemek geometriai-merevségi-megtámasztási viszonyainak függvénye. 

A rúdelem által a csomóponti nyomatéki egyensúly megteremtéséhez „vállalt” nyomatékhányadot a rúdmerevség és a csomóponti összmerevség hányadosa, a nyomatékosztó adja meg. Az i jelű rúdnak az A csomópontra vonatkozó nyomatékosztóját nAi-vel jelöljük. A nyomatékosztó mindig 0 és 1 közötti szám. Egy csomóponton a nyomatékosztók összege mindig 1. 

A rúdmerevségek

A rúdelemek befogott végének elfordítása nyomán keletkező rúdvégi nyomatékokat az elmozdulásmódszer elemi tartóinak vizsgálata során mutattuk be. A csomóponti elfordításból származó nyomaték most rúdmerevségként jelentkezik.

Az elemi tartók kapcsolati dinámjai az egységnyi elmozdításokból











A rúdmerevség értelmezése, meghatározása során a rúdelem elfordítandó végpontja mindig befogott. A másik végpont csuklós, ill. a rúdtengelyre merőleges görgős megtámasztása a rúdelemen a tengelyirányú alakváltozások elhanyagolása miatt azonos viselkedést eredményez. A tengellyel párhuzamosan megtámasztott rúdvég szabad végként viselkedik.

A kitűzött, konkrét feladatban:








A rúdmerevségeket és a csomóponti összmerevséget előjel nélkül számítjuk, hiszen a csomópont elfordítása során keletkező visszatérítő nyomatékok mindig azonos előjelűek. 

a nyomatékosztási táblázat

A nyomatékok szétosztása során minden olyan rúdvéget, közbenső, vagy támaszcsomópontot figyelembe kell venni, amely nyomaték felvételére alkalmas. A táblázatban az egy-egy rúd két végét megjelenítő oszlopokat célszerű (nem kötelező!) egymás mellé helyezni. A nyomatékosztók alatti sorban minden rúdvéghez a kezdeti nyomatékok értékeit tüntetjük fel (csomópontra vonatkozó nyomatéki előjellel). A nyomatékosztáshoz a közbenső csomópont összegzett kiegyensúlyozatlan nyomatékát is érdemes meghatározni, és akár a táblázatba beírni, de: VIGYÁZAT! EZ CSAK SEGÉDÉRTÉK, A RÚDVÉGI NYOMATÉKOK ÖSSZEGZÉSÉBEN TILOS SZÁMÍTÁSBA VENNI!!

A csomóponti kiegyensúlyozatlan nyomaték ellentettjét a nyomatékosztókkal rendre megszorozva a csomóponton megteremtettük a nyomatéki egyensúlyt, és a rúdvégekhez tartozó egyensúlyi nyomatékértékeket a kezdeti és az egyensúlyozó nyomatékok összege szolgáltatja. 
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	A CSOMÓPONTOK VÉGLEGES, EGYENSÚLYI NYOMATÉKAI


a végleges, egyensúlyi nyomatéki ábra




A végleges, egyensúlyi nyomatékeloszlás ismeretében a szerkezet viselkedése teljes mértékben meghatározható, a támaszerők, az igénybevételek, az elmozdulások és az alakváltozások számíthatók. Ezek meghatározásának legegyszerűbb módja, hogy a rúdelemeket (tengelyükre merőlegesen megtámasztott) kéttámaszú tartókként vizsgáljuk, amelyekre a többtámaszúság hatását a csomóponti egyensúlyi nyomatékokkal, mint rúdvégi nyomatéki terhekkel közvetítjük. Így a továbbiakban már elegendő minden számításunkat (ismert terhelésű) kéttámaszú tartókon végrehajtanunk.


A támaszerők ismeretében a nyíróerő-ábra elemi eszközökkel előállítható.

1.4.4. Többcsomópontú keret nyomaték-eloszlásának meghatározása CROSS eljárásával

CROSS eljárása többcsomópontú keretek nyomatékainak meghatározására is alkalmas, ha a csomópontok eltolódásmentesek (fix csomópontú keretek). A kezdeti nyomatéki ábra ez esetben is a közbenső csomópontok elfordulásmentességének feltételezésével készíthető el, a rúdmerevségek meghatározása is megegyezik az egycsomópontú esetben bemutatott eljárással.

A különbség a CROSS táblázatban van. Mint tudjuk, a rúdvégi nyomatékok táblázatos meghatározása valójában az elmozdulás-módszer (fel sem írt) csomóponti nyomatéki egyenlet(rendszer)ének megoldása, a csomópontok nyomatéki egyensúlyi helyzetének biztosítása. A megoldás azonban a lineáris egyenletrendszerek összefüggő, valamennyi egyenletet együtt kezelő, és valamennyi ismeretlent egyidejűleg előállító eljárásával szemben megelégszik mindig csak egyetlen egyenlet megoldásával, egyetlen csomópont nyomatéki egyensúlyának megteremtésével.

Ha a szerkezet egycsomópontú, akkor – amint az előző feladatban láttuk – a CROSS módszer egy lépésben, rögtön a pontos megoldást állítja elő.

Többcsomópontú szerkezeteken viszont a befogott rúdelemek átviteli tényezője miatt az egyik csomóponton az egyensúly eléréséhez beiktatott (vagy helyesebben: kialakulásában tovább nem gátolt) elfordulás nemcsak a vizsgált csomópontra, hanem a rúdelem másik végéhez csatlakozó csomópontra is átad nyomatékot. Az egyensúlyozás lépcsőzetes, mindig csak egyetlen csomópontra kiterjedő eljárása miatt az átvitt nyomaték a másik csomópont már megteremtett egyensúlyát el fogja rontani, így ott újból egyensúlyoznunk kell. Látható, hogy többcsomópontú kereteken a CROSS módszer csak többlépéses közelítésként alkalmazható, ahol a lépésszámot a megkívánt pontosság alapján kell (ill. lehet) megválasztani. Szerencsére a nyomatékosztók maximuma csak 1 lehet (az is csak extremális esetben), az átviteli tényező tehát 0,5-nél nagyobb nem lehet. Ez biztosítja az eljárás gyors konvergenciáját, ami még ügyetlen indulás esetén is néhány lépés után kielégítő pontosságot szolgáltat. 

A relaxációs megoldás az első lépésként felvett (mondjuk így: 0-dik közelítésű) megoldásból úgy állítja elő az egyre pontosabb eredményt, hogy az egyes lépésekben a csak a javításokat határozza meg. A kívánt pontosság elérését így az aktuális lépésben szereplő mennyiségek nagysága közvetlenül jelzi. Az aktuális lépéshez tartozó megoldást pedig a kezdeti érték és az addigi nyomatékosztási lépések javításainak összege szolgáltatja. 

1.5. A statikailag határozatlan tartók nyomatéki ábrái alapján meghatározható adatok, függvények

A statikailag határozatlan tartók vizsgálatára szolgáló eljárásokat elsősorban a nyomatéki ábrák előállítására használjuk. Mind az erőmódszer, mind az elmozdulásmódszer esetében a végleges nyomatéki ábrák a számítási segédmennyiségként rendelkezésre álló M0 és M1, M2, M3, … Mi, … Mn nyomatéki ábrákból és az x1, x2, x3, … xi, … xn fölös kapcsolati dinámokból egyszerűen előállíthatók:
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A fenti összefüggés bármilyen jellemző mennyiség (támaszerő, normál- és nyíróigénybevétel, keresztmetszeti elmozdulás) meghatározására alkalmas, tehát a törzstartón a teherből és a felvett egységnyi kapcsolati dinámokból számítható mennyiségek segítségével ezek az adatok-függvények előállíthatók. Sok esetben azonban egyszerűbb a már meglévő, végleges nyomatéki ábrából kiindulva, a többletkapcsolatok hatását másként figyelembe véve dolgozni.  

A statikailag határozatlan szerkezetet elképzelhetjük egyszerű kéttámaszú rúdelemekből összetett szerkezetként is, amelyben a kapcsolatok statikai és kinematikai illeszkedési feltételeit a megfelelő (és már valamilyen módszerrel meghatározott) rúdvégi nyomatékok teremtik meg. 

Ez esetben pedig a rúdelemek tengelyre merőleges támaszerőit a rúdelem saját terhelése és a kapcsolati nyomatékok alapján kéttámaszú tartókon számíthatjuk ki. Az így megkapott, tengelyre merőleges támaszerők segítségével a rúdelemek nyíróigénybevételi ábrái elkészíthetők, és a nyomatéki ábrák szélsőérték-helyei is meghatározhatók. A rúdelemek egyensúlyát biztosító, tengelyre merőleges támaszerők ellentettjeit a csomópontokra működtetve a csomópontok vetületi egyensúlyából a rúdelemek normáligénybevételei is számíthatók. (Meg kell jegyeznünk, hogy míg a nyíróerők a fenti módszerrel mindig egyértelműen előállíthatók, a normáligénybevételek esetében a végtelen összenyomódási merevségű elemekből álló szerkezeten egyértelmű megoldás csak akkor adódik, ha a vizsgált rúdelemek tengelyirányban csak egy pontban vannak eltolódásmentesen megtámasztva. 
A statikailag határozatlan szerkezet igénybevételei és alakváltozásai

Ellenőrző kérdések

Fogalmazza meg a statikailag határozott tartók szükséges és elégséges feltételét!

Fogalmazza meg a statikailag határozatlan tartók szükséges és elégséges feltételét!

Fogalmazza meg a statikailag túlhatározott tartók szükséges és elégséges feltételét!

Mik a statikailag határozatlan szerkezet alkalmazásának előnyei, hátrányai?

Sorolja fel a határozatlan tartók megoldási lehetőségeit!

Mit takar az erőmódszer elnevezés?

Mit takar az elmozdulásmódszer elnevezés?

Milyen elemi tartókat használ az erőmódszer ill. az elmozdulásmódszer?

Mit jelent az erőmódszer esetén a törzstartó?

Mit jelent az elmozdulásmódszer esetén az elemi tartó?

Mit fejeznek ki az erőmódszer feltételi egyenletei?

Mit fejeznek ki az erőmódszer egységtényezői?

Mit fejeznek ki az erőmódszer terhelési tényezői?

Mit fejeznek ki az erőmódszer ismeretlenjei?

Mit fejeznek ki az elmozdulásmódszer feltételi egyenletei?

Mit fejeznek ki az elmozdulásmódszer egységtényezői?

Mit fejeznek ki az elmozdulásmódszer terhelési tényezői?

Mit fejeznek ki az elmozdulásmódszer ismeretlenjei?

Írja fel az erő- ill. elmozdulásmódszer feltételi egyenleteit mátrixos formában!

Írja fel az erő- ill. elmozdulásmódszer általános megoldását az „ismeretlenek” birtokában!

Az erő- ill. elmozdulásmódszer általános megoldásával milyen hatások számíthatók ki?

Mi az erőmódszer célszerű alkalmazási területe?

Mi az elmozdulásmódszer célszerű alkalmazási területe?

Egy mindkét végén befogott rúdon mennyi a statikai ill. kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Egyik végén csuklós, másik végén befogott rúdon mennyi a statikai ill. kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Egyik végén görgős, másik végén befogott rúdon mennyi a statikai ill. kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

A statikailag határozott tartó kinematikailag is határozott-e?

A statikailag határozatlan tartó kinematikailag határozott-e?

A statikailag határozatlan tartó kinematikailag túlhatározott-e?

Három rúdból álló, mindenütt befogottan kapcsolt többkapcsolatú síkbeli szerkezet esetén mennyi a statikai és kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Három rúdból álló, mindenütt befogottan kapcsolt kétkapcsolatú síkbeli szerkezet esetén mennyi a statikai és kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Három rúdból álló, görgős külső támaszú, befogott belső kapcsolatú, többkapcsolatú síkbeli szerkezet esetén mennyi a statikai és kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Három rúdból álló, görgős külső támaszú, befogott belső kapcsolatú, kétkapcsolatú síkbeli szerkezet esetén mennyi a statikai és kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Három rúdból álló, csuklós külső támaszú, befogott belső kapcsolatú, többkapcsolatú síkbeli szerkezet esetén mennyi a statikai és kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Három rúdból álló, csuklós külső támaszú, befogott belső kapcsolatú, kétkapcsolatú síkbeli szerkezet esetén mennyi a statikai és kinematikai egyenletek és ismeretlenek száma?

Egyik végén befogott, másik végén görgős megtámasztású rúd esetén adjon meg legalább három törzstartó választási lehetőséget!

Egyik végén befogott, másik végén görgős megtámasztású rúd esetén hány Gerber-rendszerű törzstartó választható?

Egyik végén befogott, másik végén görgős megtámasztású rúd esetén hány törzstartó választható?

Egyik végén befogott, másik végén rúddal megtámasztott rúd esetén hogyan célszerű felvenni a törzstartót?

Egyik végén befogott, másik végén rúddal megtámasztott rúd esetén hogyan szokták a gerenda, ill. a rúd hajlítási, valamint megnyúlási merevségét közelíteni?

Milyen a folytatólagos, többtámaszú gerendatartó célszerű törzstartója?

Adja meg egy egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd támaszponti nyomatékait egyenletes teherre!

Adja meg egy egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd támaszerőit egyenletes teherre!

Adja meg egy egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd támaszponti nyomatékait egy nyílásközépen álló koncentrált teherre!

Adja meg egy egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd támaszerőit egy nyílásközépen álló koncentrált teherre!

Adja meg egy mindkét végén befogott rúd támaszponti nyomatékait egyenletes teherre!

Adja meg egy mindkét végén befogott rúd támaszerőit egyenletes teherre!

Adja meg egy mindkét végén befogott rúd támaszponti nyomatékait egy nyílásközépen álló koncentrált teherre!

Adja meg egy mindkét végén befogott rúd támaszerőit egy nyílásközépen álló koncentrált teherre!

Definiálja a rúd merevséget!

Definiálja a rúd elfordulási merevségét!

Definiálja a rúd eltolódási merevségét!

Definiálja a rúd vegyes merevségét!

Definiálja a rúd tengelyirányú merevségét!

Adja meg egy egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd elfordulási merevségét!

Adja meg egy egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd eltolódási merevségét!

Adja meg egy mindkét végén befogott rúd elfordulási merevségét!

Adja meg egy mindkét végén befogott rúd eltolódási merevségét!

Adja meg egy konzoltartó elfordulási merevségét!

Adja meg egy konzoltartó eltolódási merevségét!

Hogyan állítható elő a határozatlan tartó végleges nyomatéki ábrája?

Hogyan állítható elő a határozatlan tartó végleges nyíróerő ábrája?

Hogyan állítható elő a határozatlan tartó végleges normálerő ábrája?

Összefügg-e és milyen módon a CROSS-módszer és az elmozdulás-módszer?

Mi a különbség a CROSS-módszer és az elmozdulás-módszer között?

Mi a CROSS-eljárás alapgondolata a csomóponti egyensúlyi állapotra vonatkozóan?

A tengelyirányú erő hogyan oszlik meg az egyes szerkezeti elemek között?

A csavaró nyomaték hogyan oszlik meg az egyes szerkezeti elemek között?

Mit jelent a fix csomópontú keret?

Mi a visszatérítő nyomaték?

A visszatérítő nyomaték és azok aránya függ-e a tehertől?

A visszatérítő nyomaték és azok aránya mitől függ?

Mit értünk egy rúdelem rúdmerevségén?

Mi a csomóponti összmerevség?

Mi a nyomatékosztó?

Mennyi az egyik végén befogott, másik végén csuklós rúd rúdmerevsége?

Mennyi a mindkét végén befogott rúd rúdmerevsége?

A CROSS-módszer rúdvégi vagy csomóponti nyomatékokkal dolgozik?

Mit jelent az, hogy a CROSS-módszer relaxációs eljárás?

Mit jelent az, hogy a CROSS-módszer iterációs eljárás?

Az egycsomópontú keretek esetén a CROSS-módszer relaxációs eljárás-e?

Az egycsomópontú keretek esetén a CROSS-módszer iterációs eljárás-e?

A többcsomópontú keretek esetén a CROSS-módszer relaxációs eljárás-e?

A többcsomópontú keretek esetén a CROSS-módszer iterációs eljárás-e?

A CROSS-módszer teljesen pontos megoldást szolgáltat-e?
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A befogott csomópontú elemi tartók





matematikai jelöléssel





tényleges fizikai tartalommal





A feltételi egyenletrendszer
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a11×x1+a10=0  (


(-3×EJC-A/LC-A-4×EJC-B/LC-B)×x1-q×Lkonzol/2+q×LC-B2/12=0





a feltételi (C ponti nyomatéki egyensúlyi) egyenlet





MB,C-BφC=1 =


2×EJC-B/LC-B








MC,konzolφC=1=0 





MC,C-AφC=1 =


3×EJC-A/LC-A





MC,C-BφC=1 =


4×EJC-B/LC-B





a B ponti kezdeti csomóponti nyomaték:


MB,2q=-q×L22/12





MB,C-Bq=q×LC-B2/12





a merev csomópontú szerkezet 


közbenső csomópontján keletkező nyomatékok a terhelésből





φC=1





C





MC,konzolq=


=q×Lkonzol2/2





q





B





A





a11(rúd)=-Az,rúd(eAz=1)=-EArúd/Lrúd 





Az,gerenda(eAz=1)=3EJgerenda/Lgerenda2





B





a11(gerenda)=-Az(eAz=1)=-3EJgerenda/Lgerenda2





A





B





A





Az A pont elmozdulásmentessége miatt a rúdban a külső teherből nem ébred rúderő, a gerenda A végén keletkező támaszerő (a terhelési tényező) pedig a csuklós-befogott modellen határozható meg.





a10=-Az(q)=-5/16×F





Az eredeti szerkezet terhelt statikai váza





Az egységtényező az A pont egységnyi függőleges elmozdításából a rúdban és a gerenda A végén ébredő függőleges erők összege lesz.
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-q×L2/8





A





q





C





q





MC,C-Bq=q×LC-B2/12





a terhelési tényező


(a csomóponti nyomaték előjelével!)





a10=-q×Lkonzol/2+q×LC-B2/12





B





a11=-3×EJC-A/LC-A-


       -4×EJC-B/LC-B





a11=-MC,C-BφC=1-MC,C-AφC=1





  MB=MB0+MB1×x1=-q×L2/12-2EJ/L×(q×L3/12)/4EJ= -q×L2/8





  x1=(q×L3/12)/4EJ





  x1=-a10/a11=-(-q×L2/12)/4EJ/L





Az egységtényező a (befogott csomópontú) elemi tartón a vizsgált csomópont egységnyi elfordításából e csomópontban ban számítható nyomaték.





A terhelési tényező a teherből a (befogott csomópontú) elemi tartón a vizsgált csomópontban számítható nyomaték.





a mindkét végen befogott csomópontú elemi tartó





Az A pontban az x irányú eltolódásokat és az elfordulásokat kell meghatározni. Mint már láttuk, a tengelyirányú elmozdulások a többi elmozdulásösszetevőtől függetlenül kezelhetők, így a vegyes indexű egységtényezők értéke zérus lesz. Esetünkben a teherből az A pontban nem keletkezik x irányú erő, így annak kompenzációjára sincs szükség. A feltételi egyenlet így az A ponti elfordulás meghatározására egyszerűsödik.





a11=MA1 =4EJ/L





MB1=-2EJ/L





φA=1





B





A





A C pont megmerevítésével kialakuló elemi tartók
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B





A





MB,2q=q×L22/12





a rúdvégi-csomóponti 


kezdeti nyomatékok


(a csomóponti nyomaték előjelével!)





MC0=-q×L12/2+q×L22/12





C





B





A





a C ponti kiegyensúlyozatlan csomóponti nyomaték:


MC0=-MC,1q+MC,2q





MC,1q=


=q×L12/2





q





a10=MA0=-q×L2/12





-q×L2/12





-q×L2/12





B





A





C





MC,2q=q×L22/12





a11×x1+a10=0  (  (-3EJ/Lgerenda2-EA/Lrúd)×x1-5/16×F=0





eAz=1





Az,rúd(eAz=1)= =EArúd/Lrúd 
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Az A pont csuklós kapcsolata miatt a gerendát csuklós-befogott modellel kell figyelembe vennünk.





A feltételi egyenlet: a11×x1+a10=0





Az(q)=5/16×F





x irányban görgős végű rúd





L





B





q





L
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B
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Az eredeti tartó végnyomatékai:





  MA=MA0+MA1×x1=-q×L2/12)+4EJ/L×(q×L3/12)/4EJ= 0
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a megmerevített szerkezet nyomatékai – a kezdeti nyomatékok





a szerkezet statikai váza





B





C





A





q





A





M0 ábra


(a nyomatéki előjelek nélkül!)





MB,2q=q×L22/12





B





MC,1q=


=q×L12/2





C





MC,2q=q×L22/12





nV2=kCS2/kCSV=(G2J2○)/[(G1J1○)+(G2J2○)]





nV2=kCS2/kCSV=[(G2×J2○)/L]/[(G1×J1○)/L+(G2×J2○)/L]





nV1=kCS1/kCSV=(G1J1○)/[(G1J1○)+(G2J2○)]





B(eBz)=MB/L=(3×EJ)/L2×eBz





eBz=(MB×L/2×L×2/3)/(EJ)=1





B(eBz)





A(eBz)





MB





MB





B(φB)





A(φB)





B(φB)=MB/L=(3×EJ)/L2×φB





MB(φB)=(3×EJ)/L×φB





φB=(MB×L/2×2/3)/(EJ)=1





B





A





L
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L





-q×L2/8





-F×L×3/16





-q×L2/12





-q×L2/12





-F×L/8





-F×L/8





q





q
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L/2





L/2





L/2
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L/2
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nV1=kCS1/kCSV=[(G1×J1○)/L]/[(G1×J1○)/L+(G2×J2○)/L]





(eBz)=0  ( MA=MB/2





csuklós végű rúd, a befogott csomópont egységnyi elfordítása





tényleges fizikai tartalommal





matematikai jelöléssel





A feltételi egyenletrendszer





a szerkezeti elemek merevségaránya (a „nyomatékosztó”), figyelembe véve a rúdelemek azonos hosszúságát:





M=M1+M2(kCSV=kCS1+kCS2








az egységnyi alakváltozáshoz tartozó erő


(a csomóponti összmerevség):





2





B





M2=[(G2×J2○)/L2]×=kCS2





A





F3





A csuklós többtámaszú törzstartó





A többszörösen határozatlan folytatólagos gerenda
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F1





q
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A többszörösen határozatlan folytatólagos gerenda





q





G





A befogott csomópontú elemi tartók





D
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C





B





EAgerenda ~ (





EJrúd ~0





φ2=M2×L2/(G2×J2○)





1





V





M1=[(G1×J1○)/L1]×1=kCS1





MB





MA





MB





φB=(MA×L/4-MB×L/4)/(EJ)=0





eBz=(MAB×L2/4×4/6)/EJ=1  





a ferde szimmetria miatt MA=MB





MB





MA





MA(φB)=(2×EJ)/L×φB





a támaszokon ébred befogási nyomaték, a rúd terheletlensége miatt lineáris M ábra két háromszöggel helyettesíthető: 





MA





MB





MA





MB





MB





φB=1





eBz=1





A





φ1=M1×L1/(G1×J1○)





M





A merev véglap miatt az együttdolgozó szerkezetek tengelyirányú alakváltozása azonos:





csuklós végű rúd, a befogott csomópont egységnyi eltolása





A(φB)=(MB+MA)/L=(6×EJ)/L2×φB





A(eBz)=(MB+MB)/L=(12×EJ)/L3×eBz





B(eBz)=(MB+MB)/L=(12×EJ)/L3×eBz





MB(eBz)=MB(eBz)=(6×EJ)/L2×eBz





(eBz)=MA×L/4×L×5/6-MB×L/4×L×1/6





B(φB)=(MB+MA)/L=(6×EJ)/L2×φB





MB(φB)=(4×EJ)/L×φB





φB=(MB×L/2-MB/2×L/2)/(EJ)=1





befogott végű rúd, a befogott csomópont egységnyi elfordítása





MB





csuklós végű rúd, a befogott csomópont egységnyi eltolása





φB=1





B (eBz)





A (eBz)





EArúd





Lgerenda





F2





F1





q
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F3
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A(φB)=MB/L=(3×EJ)/L2×φB





A(eBz)=MB/L=(3×EJ)/L2×eBz





MB(eBz)=(3×EJ)/L2×eBz





q





D





G





E





x1





x2





x2





x1





Az egyenletrendszer fizikai tartalma kéttámaszú törzstartó esetén 





eAXx1=1×x1+eAXx2=1×x2+ eAXq =0 


φBx1=1  ×x1+ φBx2=1 ×x1+ φBq   =0 








Az egyenletrendszer fizikai tartalma konzolos törzstartó esetén 





a11×x1+ a12×x2+ a10=0 


a21×x1+ a22×x2+ a20=0 








eAXx1=1×x1+eAXx2=1×x2+ eAXq  =0 


eAZx1=1×x1+ eAZx2=1×x1+ eAZq  =0 








A kétszeresen határozatlan tartó feltételi egyenletrendszere





C





φ1=φ2=1





B





A





EJgerenda





B(φB)





A(φB)





C





B





MA





eBz=1





(eBz)=MA×L/2×L×2/3-MB×L/2×L/3





q





Lrúd
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A





A határozott törzstartó





A határozatlan tartó





EAgerenda ~ (





EJrúd ~0





EArúd





EJgerenda





B





q





A





Lrúd





Lgerenda





EAgerenda ~ (





EJrúd ~0





EArúd





EJgerenda





B





q





A





Lgerenda





Lrúd





a hajlított és húzott elemeket tartalmazó szerkezetben szokásos a hajlított elemek nyúlási merevségét végtelennek, a húzott elemek hajlítási merevségét zérusnak tekinteni





EAgerenda ~ (





EJrúd ~0





EArúd





EJgerenda





Lrúd





B





q





Lgerenda





A





MBq=-q×L/4×L/2-q×(L/2)2/2 =-q×L2/4 kNm





K





K





M(x)=M0(x)+x1×M1(x)





B=5/8×q×L





A=3/8×q×L





x1=-q×L2/16





MB=-q×L2/8





x1=-(q×L3/12)/(4×L/3)





MB=-q×L2/4-2(-q×L2/16)





MB=MBq+x1×MBx1=1=





((Kx1=1)×x1+((Kq)=0  





((Kx1=1)=4×L/3 kNm2=a11





A feltételi egyenlet:  





((Kx1=1)=2×L/2×2×2/3





A törzstartó eltolódásai az egységnyi kapcsolati erőből  





A törzstartó nyomatékai az egységnyi kapcsolati erőből  





MKx1=1=-1 kNm





Az egységnyi fölös kapcsolati erő a törzstartón  





x1=1 kNm





((Kq)=-q×L3/192+5×q×L3/96+7×q×L3/192





((Kq)=+q×L3/12kNm2=a10





A törzstartó eltolódásai a külső teherből  





A törzstartó nyomatékai a külső teherből  





MAKq=q×(L/2)2/8 kNm





A határozott törzstartó





L





A





B





q





A határozatlan tartó





M(x)=M0(x)+x1×M1(x)





B=5/8×q×L





A=3/8×q×L





x1=1/8×q×L2





MB=0+(1/8×q×L2)×1





x1=-(-q×L3/24)/(1×L/3)





MB=MBq+x1×MBx1=1=





(φBx1=1)×x1+(φBq)=0  





MB=-q×L2/8





A feltételi egyenlet:  





(φBx1=1)=1×L/3 kNm2=a11





(φ Bx1=1)=1×L/2×2/3=1×L/3





A törzstartó eltolódásai az egységnyi kapcsolati erőből  





MBx1=1=-1 kNm





A törzstartó nyomatékai az egységnyi kapcsolati erőből  





x1=1 kNm





Az egységnyi fölös kapcsolati erő a törzstartón  





(φBq)=-q×L3/24 kNm2= a10





A törzstartó eltolódásai a külső teherből  





(φ Bq)=-(q×L2/8)×L/2×2/3=q×L3/24





MKq=q×L2/8 kNm





A törzstartó nyomatékai a külső teherből  





A határozott törzstartó





L





A





B





q





A határozatlan tartó





MB=-q×L2/8





MB=MBq+x1×MBx1=1=





MB=(-q×L2/2)+(3/8×q×L)×(1×L)





B=5/8×q×L





A=3/8×q×L





M(x)=M0(x)+x1×M1(x)





x1=3/8×q×L





x1=-(-q×L4/8)/(1×L3/3)





(eAZx1=1)×x1+(eAZq)=0  





A feltételi egyenlet:  





(eAZx1=1)=1×L3/3 kNm3=a11





(eAZq)=-q×L4/8 kNm3= a10





x1=1 kN





(eAZx1=1)=(1×L)×L/2×2/3×L=1×L3/3





MBx1=1=1×L kNm





(eAZq)=-(q×L2/2)×L/3×3/4×L=q×L4/8





MBq=-q×L2/2 kNm





A törzstartó eltolódásai az egységnyi kapcsolati erőből  





A törzstartó nyomatékai az egységnyi kapcsolati erőből  





Az egységnyi fölös kapcsolati erő a törzstartón  





A törzstartó eltolódásai a külső teherből  





A törzstartó nyomatékai a külső teherből  





A határozott törzstartó





A határozatlan tartó
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φB  =0





eBZ=0





eBX=0
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A1Z





AZ=-AZ1=A1Z





2





A1X





1





3





AX=-AX1=A1X





uA1X=0 (=e1AX)





(A1





uA1Z=0 (=e1AZ)





AZ1





AX1
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AX
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 φA=0;(A1=φ1A
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MB
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eAX=0
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eAZ=0
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AZ1





AX1





AX





MA





B





ha a B ponti elmozdítások: eBx,  eBz,  φB





a B ponti kapcsolati erők: Bx, Bz, MB





az A ponti elmozdulások: eAx=eAz=0, φA





a B ponti kapcsolati erők: Bx=0,  Bz,  MB





az A ponti elmozdulások: eAx,  eAz=φA=0





a B ponti kapcsolati erők: Bx,  Bz=MB=0





az A ponti elmozdulások: eAx=0  eAz, φA





csuklós végű rúd





x irányban szabad végű rúd





x irányban görgős végű rúd





A





L





a B ponti kapcsolati erők: Bx=Bz=MB=0





az A ponti elmozdulások: eAx, eAz, φA





szabad végű rúd





L





B





A





L





B





A





AZ





nV2=kN2/kNV=(E2A2)/[(E1A1)+(E2A2)]





nV2=kN2/kNV=[(E2×A2)/L]/[(E1×A1)/L+(E2×A2)/L]





nV1=kN1/kNV=(E1A1)/[(E1A1)+(E2A2)]





nV1=kN1/kNV=[(E1×A1)/L]/[(E1×A1)/L+(E2×A2)/L]





a szerkezeti elemek merevségaránya (az „erő-osztó”), figyelembe véve a rúdelemek azonos hosszúságát:





F=F1+F2(kNV=kN1+kN2








az egységnyi alakváltozáshoz tartozó erő


(a csomóponti összmerevség):
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B





F2=[(E2×A2)/L2]×=kN2





L2=F2×L2/(E2×A2)





1





V





F1=[(E1×A1)/L1]×1=kN1





E





C





B





A





A feltételi egyenletrendszer





tényleges fizikai tartalommal





matematikai jelöléssel





L1=F1×L1/(E1×A1)





1





2





q×L2/8





q×Lkonzol2/2





M1





3EJC-A/LC-A





2EJC-B/LC-B





x





4EJC-B/LC-B





M0





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





általánosan:





-F





a nyomatéki függvényre:





B





C





A merev véglap miatt az együttdolgozó szerkezetek tengelyirányú alakváltozása azonos:





A





L1=L2=1





x1×M1(x)





M(x)





x1×M1(x)+M0(x)





q×LC-B2/12





q×LC-B2/12





A csomópontok elfordításakor a szomszédos csomópontok elmozdulásmente-sek, így a második szomszédokon már nem keletkezik semmiféle kapcsolati erő, azaz az együtthatómátrix sávmátrix lesz.
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az egyensúlyi nyomatékok
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a kéttámaszú rúdelemek statikai váza és támaszerői
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az egyensúlyi nyomatékok
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a kiegyensúlyozó nyomatékok
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1





2





3





 a megmerevített szerkezet nyomatékai – a kezdeti nyomatékok





a szerkezet statikai váza
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C





A





q





A








a kezdeti nyomatékok








MB,2q=q×L22/12





B





MC,1q=


=q×L12/2





C





MC,2q=q×L22/12





a C csomópont nyomatékosztói








nC1=k1/kC   nC2=k2/kC    nC3=k3/kC





    nC1=k1/kC








a C csomópont összmerevsége








kC=k1+k2+k3





z





B=F/2





3





2





A=F/2





B=q×L/2





A=q×L/2





B=F×11/16
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k2=4×(EJ)2/L2





B





1





k1=0





φC=1





C





k3=3×(EJ)3/L3





3





A





k1=0





k2=4×(EJ)2/L2





k3=3×(EJ)3/L3





a rúdmerevségek








MB(φB=1)=k=0





MB=0





φB=1





B





A





A szabad végű rúd másik (befogott) csomópontjának elfordításával szemben a szabad végen nincs ellenálló kényszer, nincs kényszererő, így a rúdelemen nincs alakváltozás, és nincs igénybevétel. A befogott végcsomópont szabadon, ellenállás nélkül elfordítható, a rúdmerevség zérus.





szabad végű rúd, a befogott csomópont egységnyi elfordítása





2





A mindkét végén befogott végű rúdelem egyik végcsomópontjának elfordítása a másik (elmozdulásmentes) végpontban is ébreszt nyomatékot, amelynek értéke az elfordított csomópontban ébredő nyomaték fele, iránya pedig mindig megegyezik az elfordított csomóponton ébredő nyomaték irányával. Ezt a hatást úgy vesszük figyelembe, hogy a mindkét végén befogott végű rúdelemeken 0,5 értékű átviteli tényezőt alkalmazunk. 





MA(φB=1)=(2×EJ)/L





MB(φB=1)=(4×EJ)/L





L





MB(φB=1)=k=(4×EJ)/L





MA





MB





φB=1





B





A





φB=(MB×L/2-MB/2×L/2)/(EJ)=1





befogott végű rúd, a befogott csomópont egységnyi elfordítása





1





MB(φB=1)=k=(3×EJ)/L





φB=(MB×L/2×2/3)/(EJ)=1





φB=1





B





A





L





MB





csuklós végű rúd, a befogott csomópont egységnyi elfordítása





A=F×5/16





B=q×L×5/8





A=q×L×3/8





MKx1=1=-2 kNm
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a szerkezet statikai váza
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a normálerők
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+





A





B





a nyíróerők





-  +





a deformációs vonal





a rúd terhelése és a rúdvégi nyomatékok felhasználásával a kéttámaszú rúdelemek igénybevételei és alakváltozásai meghatározhatók





C





B





A





a kéttámaszú rúdelemek statikai váza





a csomóponti erők





(0





a konzolvégen támaszerő nem keletkezhet!





(0





a konzolvégen támaszerő nem keletkezhet!





a10=-MC,konzolq+MC,C-Bq





az egységtényező


(a csomóponti nyomaték előjelével!)
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