MECHANIKA II. SZILÁRDSÁGTAN  
Keresztmetszeti jellemzők

1. KERESZTMETSZETI JELLEMZŐK

1.1. A keresztmetszet fogalma

Rúdszerkezeteinket a tengelyvonal mentén, annak függvényeként értelmezett belső erők, igénybevételek alapján kell méreteznünk. A méretezés valójában a tengelyre merőleges állású metszet, az ún. keresztmetszet megfelelő alakjának és méretének kiválasztása az anyagi megfelelőségi kritériumok kielégítésével. Az igénybevételek ismeretében a keresztmetszet alakja, mérete határozza meg a kapcsolatban az anyagra jutó fajlagos belső erő, a mechanikai feszültség értékét. A feszültségszámítás tárgyalásához szükségünk van a keresztmetszetek mint síkidomok tulajdonságainak, jellemzőinek feltárására, megismerésére. Az alábbiakban részben már ismert, részben új, eddig nem használt keresztmetszeti jellemzőkkel foglalkozunk, amelyekre a keresztmetszet pontjaiban ébredő feszültségek meghatározása során szükségünk lesz. A keresztmetszeti jellemzők meghatározására az elemi geometriai módszerek helyett egy (esetenként kissé mesterkéltnek tűnő, de) általános, és hatékony matematikai eljárást ismertetünk. A gondolatmenetet a terület meghatározása kapcsán mutatjuk be, de a többi jellemző előállítása során is alkalmazzuk.
1.2. A keresztmetszeti terület
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A legegyszerűbb jellemző, amit a síkidom ismert típusú részekre bontásával (vagy éppen kiegészítésével) mindenki tud értelmezni, és mindenki meg is tud határozni. 
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A terület meghatározása tehát történhet a síkidomBA ill. a síkidom KÖRÉ rajzolható, ismert területű téglalapok területösszegének meghatározásával. Így a tényleges terület alsó ill. felső korlátja állítható elő. Ha az elemi téglalap területét minden határon túl csökkentjük, határátmenetben a síkidom TÉNYLEGES területét kapjuk meg.
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1.3. A  súlyvonal-súlypont-statikai nyomaték

A fizikában egy test súlypontjának azt a pontot tekintettük, ahol a test súlyát (valójában minden egyes pontjára ható, térfogaton megoszló gravitációs terhét) egyetlen eredő erőként jeleníthetjük meg. A súlyponton átmenő egyeneseket a test súlyvonalainak neveztük.

Egy síkidom esetében a súlypont ill. a súlyvonalak meghatározását a fenti fizikai szemlélettel úgy végezhetjük el, hogy a síkidomot egyenletes v vastagságot és  sűrűséget feltételezve vízszintes síkú (virtuális) testként kezeljük. Ez esetben a négyzethálós felosztás minden egyes elemére egy-egy kicsiny, a síkra merőlegesen álló, a felületelem méretével arányos elemi erő működik, és ezen elemi erők eredőjének helye lesz a súlypont. Egy párhuzamos erőrendszer eredőjének helyét az erőirányra merőleges síkban felvett tengelyekre felírható nyomatéki egyenletek szolgáltatják. 
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Az egyszerűsítések után a tört nevezőjében a síkidom területe marad, a számláló pedig egy nyomaték-jellegű mennyiség, amit a statikai nyomatéknak nevezünk. A súlypont yS koordinátája hasonló módon állítható elő.
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A súlypont meghatározásának matematikai megközelítésében a síkidom pontjaihoz (a négyzethálós felosztásban a háló csomópontjaihoz) az elemi felületek nagyságait rendeljük jellemző mennyiségként, és a súlypont koordinátáit a ponthalmaz koordinátáinak súlyozott átlagaként értelmezzük. Ez a megoldás végeredményben a fentiekkel azonos kifejezést szolgáltat, de nem domborítja ki a statikai nyomaték nyomaték-jellegét. Ugyanakkor a súlyozott átlagként értelmezett súlypont nemcsak síkidomok, hanem tetszőleges alakú felületek, testek súlypontjának meghatározására alkalmas, csak a pontokhoz az aktuális jellemző mennyiségeket (hosszúságelem, felületelem, térfogatelem) kell rendelnünk. Ha tehát az összetett vonal-felület-térfogat elemeit (és azok elemi súlypontjait) meg tudjuk határozni, akkor a súlypont koordinátáit a jellemző mennyiségekkel súlyozott elemi súlypontok súlyozott átlagaként kaphatjuk. Ennek megfelelően az alábbi összefüggésben az m súlyszám bármilyen súlyozó mennyiséget jelenthet.
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1.4. A másodrendű nyomatékok

1.4.1. A másodrendű nyomatékok definíciója-előállítása

A statikai nyomatékot a síkidom elemeiből a tengelyektől mért távolságok első hatványaival szorozva állítottuk elő. Ezeket a mennyiségeket összevont néven a felületelemek elsőrendű nyomatékainak nevezhetjük. Az elsőrendű nyomatékok előjeles mennyiségek, így bizonyos esetekben (pl. a súlyponti tengelyekre felírt statikai nyomatékokban) a síkidom adatai „elvesznek”. Ha olyan jellemzőt keresünk, amely a tengelyválasztástól függetlenül „őrzi” a síkidom adatait, és nemcsak a felületnagyságot, hanem a felületelemeknek a tengelyekhez viszonyított helyzetét is megadja, akkor a felületelemeket a tengelyektől mért távolságok második hatványával kell szoroznunk. Az így előállított mennyiségeket a síkidomok másodrendű nyomatékainak nevezzük. 

A tengelytől mért távolság négyzetével történő szorzás a fizikában a forgómozgás dinamikai egyenletében a test (forgási) tehetetlenségét kifejező inercianyomatékban szerepelt. A síkidomainkból ennek analógiájára készített másodrendű nyomatékokat ezért a Mechanikában is tehetetlenségi (vagy inercia-) nyomatékoknak nevezzük.
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Az elemi felületek tengelytávjainak másodrendű kifejezései nemcsak az x ill. az y tengelytávok négyzetei lehetnek, hanem e két tengelytáv szorzata is. Az ily módon definiált másodrendű nyomaték neve centrifugális (vagy deviációs) nyomaték. 

1.4.2. A transzlációs tengelytranszformáció

(STEINER-tétel)

Vizsgáljuk meg, hogyan változnak egy síkidom másodrendű nyomatékai, ha a tengelykeresztet a súlypontból (elforgatás nélkül) elmozdítjuk. 

A súlyponti x és a vele párhuzamos (idegen) x’ tengelyek y irányú távolságát cx, a súlyponti y és a vele párhuzamos (idegen) y’ tengelyek x irányú távolságát  cy jelöli. 
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A definíció szerinti összefüggés a centrifugális nyomatékra is felírható:
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A súlyponti tengelyekkel párhuzamos, idegen tengelyekre vonatkozó másodrendű nyomatékok a súlyponti tengelyekre felírt értékekből a síkidom területének és a megfelelő irányú tengelytávolságok négyzetének-szorzatának összegeként kapható.

A levezetésben felhasználtuk, hogy a kiindulási tengely súlyponti volt, ezért a STEINER-tétel alkalmazhatóságának feltétele, hogy a két tengely egyikének súlypontinak kell lennie. (Idegen tengelyről a súlypontira az összefüggések átrendezésével juthatunk.)

Az inercianyomatékok áttérési képletében a tengelytávolság a négyzeten szerepel, azaz bármilyen irányban mozdítjuk is el a tengelyt a súlypontból. a tehetetlenségi nyomaték az új tengelyre mindenképpen nagyobb lesz a súlyponti tengelyre érvényes értéknél. Másként fogalmazva: egymással párhuzamos tengelyekre felírt tehetetlenségi nyomatékok közül mindig a súlyponti tengely adja a minimumot.
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1.4.3. Egyszerű síkidomok másodrendű nyomatékai

A téglalap tehetetlenségi nyomatéka 

az oldalegyenesével párhuzamos súlyponti tengelyre

Téglalap esetében a kettősintegrál helyett az állandó szélesség miatt elegendő csak az x tengelyre merőlegesen integrálni, azaz a dA felületelemet egy a szélességű és dy magasságú lamellaként vehetjük fel. 
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A téglalap tehetetlenségi nyomatéka 

az oldalegyenesével megegyező tengelyre
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A téglalap oldalegyenesére a tehetetlenségi nyomaték a STEINER tétel alkalmazásával állítható elő.
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A derékszögű háromszög tehetetlenségi nyomatéka 

a befogóval párhuzamos, a szemközti csúcson átmenő tengelyre
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A háromszög esetében a magasság mentén a szélesség lineárisan változik, így a kettősintegrálás (viszonylag) egyszerűen végrehajtható.

A derékszögű háromszögekben az alappal párhuzamos, a szemközti csúcson átmenő tengelyre felírt tehetetlenségi nyomatékban az alap mérete csak első fokon szerepel, így az összefüggés a fenti, két derékszögű háromszögből összeállított általános háromszögre is igaz.
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Az általános háromszög tehetetlenségi nyomatéka 

az egyik oldalegyenesére, ill. a vele párhuzamos súlyponti tengelyre

A csúcson átmenő, és a szemközti oldallal párhuzamos tengelyre ismerjük a háromszög tehetetlenségi nyomatékát, innen pedig a STEINER-tétel alkalmazásával a párhuzamos, súlyponti tengelyre vonatkozó inerciák meghatározhatók. Az oldalélre vonatkozó inercia meghatározása a súlyponti értékből, a tengelytranszlációs összefüggés ismételt alkalmazásával lehetséges. 
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Az általános háromszög centrifugális nyomatéka 

A háromszög esetében (általában) nincs szimmetria, így az alkalmazott tengelykeresztre a centrifugális nyomaték nem lesz zérus. A centrifugális nyomaték meghatározásához a síkidomot szimmetriatengellyel, mégpedig az alkalmazott tengelyeinkkel párhuzamos szimmetriatengellyel rendelkező elemekre kell bontanunk, és a szimmetrikus elemek transzlációs (STEINER-) tagjainak összege szolgáltatja a teljes síkidom centrifugális nyomatékát. Egy általános háromszög mindig felbontható két derékszögű háromszögre, ezek pedig mindig felbonthatók két-két egyenlőszárű, szimmetrikus háromszögre.
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A centrifugális nyomaték általános (transzlációs) összefüggése:
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ha az elemi síkidomok szimmetrikusak, akkor a saját súlyponti tengelykeresztre vonatkozó centrifugális nyomatékok értéke zérus.
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A kör középpontjára vonatkozó poláris inercianyomaték

A levezetést célszerűen polárkoordinátarendszerben végezzük.
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A kör esetében célszerűen poláris koordinátarendszert alkalmazva a középpontra vonatkozó poláris inercianyomatékot kaphatjuk meg. A kör szimmetriája alapján azonban ebből adódik, hogy bármely tengelyre a tehetetlenségi nyomaték a poláris tehetetlenségi nyomaték fele lesz. 
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Általános hatványüggvény alatti terület nagysága és súlypontja
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Összetett síkidom keresztmetszeti jellemzőinek meghatározása

Határozzuk meg az összetett síkidom keresztmetszeti jellemzőit!
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Az összetett síkidom súlypontját az x’-y’ (tetszőlegesen felvehető) viszonyítási koordinátarendszerben keressük, ezért az elemi síkidomok súlypontjainak helyét (és statikai nyomatékaikat) is ebben a koordinátarendszerben kell meghatároznunk.
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Az alábbi táblázatban az elemi síkidomok adatait foglaltuk össze:
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A síkidom súlypontjának koordinátáit az x’-y’ koordinátarendszerben az összegzett statikai nyomatékok és a teljes terület hányadosa szolgáltatja.
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A súlypont ismeretében megválaszthatjuk a másodrendű nyomatékok meghatározására szolgáló (munka)tengelyeket (a tengelyeket a számítás egyszerűsítése céljából optimáljuk, de ezek általában nem egyeznek meg a síkidom tehetetlenségi főirányaival). Esetünkben célszerű a súlyponton keresztül az x’ és y’ tengelyekkel párhuzamos x és y jelű tengelyeket választani.

Az elemi síkidomoknak az x’-y’ koordinátarendszerben értelmezett saját súlyponti koordinátáit a súlypontszámításhoz már előállítottuk, és ugyanebben a koordinátarendszerben ismerjük a teljes síkidom súlypontjának helykoordinátáit is. Ezen adatok ismeretében az egyes elemek saját súlyponti tengelyekre vonatkozó inercianyomatékai valamint a tengelytranszformáció miatti STEINER-tagjai a fenti táblázat folytatásaképpen jól számíthatók. Végül a teljes síkidom Jx, Jy és Cxy másodrendű nyomatékai az elemi síkidomoknak az x-y koordinátatengelyekre számított, összegzett másodrendű nyomatékaiként adódnak.

Az elemi síkidomok kialakítását az összetett idomban természetesen másként is elvégezhetjük, ez a megoldás technikáját nem befolyásolja.
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1.4.4. A rotációs tengelytranszformáció

Az eddigiekben megvizsgáltuk, hogyan lehet egy síkidom másodrendű nyomatékait a súlyponti tengelyekre előállítani. A STEINER tétel segítségével a tengely(ek) transzlációjának (párhuzamos eltolásának) hatását is figyelembe tudjuk venni. A továbbiakban azt nézzük meg, milyen változást okoz a tengelyek (súlypont körüli) elfordítása, rotációja. Ennek ismeretében (egy transzláció és egy rotáció összetételével) bármilyen állású tengelyre elő tudjuk állítani a síkidom másodrendű nyomatékait.

Az x-y koordinátarendszernek az origó körüli  szögű elfordításával kapott - koordinátarendszerben a pont koordinátáit az alábbi transzformációs összefüggés szolgáltatja:
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Az elfordított tengelyekre alkalmazva a másodrendű nyomatékok matematikai definícióját, és az abban szereplő új (-) változók helyére beírva az x-y koordináták transzformált összefüggését, az eredeti x-y koordináták és az elfordítási szög függvényében előállíthatók az elfordított tengelykeresztre érvényes másodrendű nyomatékok. 
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A koordinátarendszer elfordítása után, a másodrendű nyomatékok számítása során az  nem változik, így az integráljel elé emelhető.
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Az integrálkifejezések a síkidom másodrendű nyomatékainak már ismert matematikai alakját mutatják, ide tehát az x-y koordinátarendszerben értelmezett Jx, Jy és Cxy behelyettesíthető.
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A fentiekhez hasonló módon a síkidom  koordinátarendszerben értelmezett C centrifugális nyomatéka is felírható az Jx, Jy és Cxy valamint az  elfordítási szög függvényében.

A centrifugális nyomaték előállítása:
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Az J-re, az J-re és a C-re, kapott összefüggésben a (sin ×cos  a sin(2 ) fele, így felmerül az ötlet, hogy nem lehet-e a Jx és Jy együtthatóit is  kétszeres szögfüggvényével felírni.
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a „0” hozzáadása után az Jx×cos2 a következő alakot ölti:
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a „0” hozzáadása után az Jy×sin2 a következő alakot ölti:
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A  koordinátarendszert az origó körül forgatva minden állásban értelmezhetők és előállíthatók a síkidom másodrendű nyomatékai, azaz az J, az J és a C az a elfordítási szögnek folytonos függvénye. 

Ugyanakkor 360 fokos elfordítás után a koordinátarendszer az eredeti helyzetbe kerül vissza, tehát az J, az J és a C az a elfordítási szögnek periodikus függvénye.

Ha pedig egy függvény egyidejűleg folytonos és periodikus, akkor korlátos is.

Ha pedig a tehetetlenségi nyomatékok elfordítási szög szerinti függvénye korlátos, akkor meg lehet (és meg is kell!) határoznunk a szélső értékeit, és az azokhoz tartozó elfordítási szögek értékeit. 

Az J összefüggésére alkalmazva a d/d differenciáloperátort keressük a derivált függvény zérushelyét.
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Most a koordinátarendszert az origója körül forgatjuk, de minden tengelyállásban ugyanannak a (teljes) síkidomnak a másodrendű nyomatékait keressük. Ennek megfelelően az Jx, Jy és Cxy eredeti másodrendű nyomatékok nem függvényei az  elfordítási szögnek, azaz az a szerinti deriválásban konstansnak tekinthetők.
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Az Jx másodrendű nyomaték tehát akkor veszi fel a szélsőértékeit, amikor az alábbi feltétel teljesül:
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Az átalakítások eredményén látható, hogy az (egy előjelváltástól és egy 2-es szorzótól eltekintve) a C képletével azonos, azaz a tehetetlenségi nyomaték a tengelykereszt forgatása során abban a tengelyállásban veszi fel a szélső értékeit, amelyben a tengelykeresztre felírható centrifugális nyomaték értéke zérus.
Azokat a súlyponti tengelyeket, amelyekre a síkidom maximális és minimális tehetetlenségi nyomatéka adódik, a síkidom tehetetlenségi főtengelyeinek, főirányainak nevezzük. A maximális tehetetlenségi nyomatékot adó tengelyt 1-es, a minimális értéket szolgáltató tengelyt 2-es főiránynak nevezzük.

A tehetetlenségi főirányok állását, az alkalmazott koordinátarendszer tengelyekkel bezárt szögét a centrifugális nyomaték összefüggéséből határozhatjuk meg.
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Megjegyezzük, hogy a tangensfüggvény 180(-ra periodikus, a 
tangens(2 így 90(-ra periodikus, ezért a fenti összefüggés alapján ugyan meghatározható a tehetetlenségi főirányok állása, de nem választható ki, hogy melyik lesz az 1-es, és melyik a 2-es főirány. Egyszerűbb esetekben a síkidom geometriája alapján biztosan meghatározható a főirányok helyes állása, bizonytalan esetekben a tehetetlenségi MOHR-körrel választhatjuk ki az 1-es és a 2-es főirány helyes állását. 

A főirányokra érvényes tehetetlenségi nyomatékértékek összefüggését levezetés nélkül közöljük:
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1.4.5. A tehetetlenségi főirányok és főnyomatékok
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A tehetetlenségi MOHR-kör
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A rotációs transzformáció összefüggései alapján bizonyítható, hogy egy síkidom különböző állású tengely(keresztj)eire számított inercia-centrifugális nyomaték értékpárok egy speciális, a vízszintes tengelyen az inerciákat, a függőleges tengelyen a centrifugális nyomatékokat ábrázoló koordinátarendszerben egy körön, az ún. tehetetlenségi MOHR körön sorakoznak. Az ábrázolás során a Jx-hez a Cxy, az Jy-hoz pedig a Cyx=-Cxy centrifugális nyomaték tartozik. A MOHR kör szemléletesen jeleníti meg a főnyomatékokat (az inerciatengely és a kör metszéspontjai), a számított tengely és a főtengelyek közötti szög (kétszeresének) állását és értékét, és leolvasható róla a főnyomatékok előállítási képlete is (a MOHR kör középpontjához kell hozzáadni ill. kivonni a sugár értékét).
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1.5. A keresztmetszeti jellemzők összefoglalása

Az általános helyzetű elemi síkidom területösszegének, első- ill. másodrendű nyomatékai összegének szummázása az elemi síkidom oldalainak mindenhatáron túli csökkentésével a keresett mennyiségek matematikai definícióját, az elvi meghatározás integrál-kifejezését szolgáltatja. (A tényleges számításban általában nem lesz szükség az integrálásra, csak az integrálás, mint összegzés tulajdonságait használjuk ki.)
A síkidom teljes területének (a feladat lényege alapján) pozitívnak kell lennie (részterület lehet negatív, ha a kiegészített területet ezzel kompenzáljuk).
A matematikai definíció alapján (és a szimmetria-tulajdonságok körében kifejtett gondolatmenetnek megfelelően) a statikai nyomaték bármilyen előjelű lehet (ha zérus, a tengely súlyponti tengely!), a centrifugális nyomaték bármilyen előjelű lehet (ha zérus, a tengelyek tehetetlenségi főtengelyek!), az inerciák viszont bármely tengelyre (létező síkidomra!) csak pozitív előjelűek lehetnek. Az alábbi táblázatban összefoglaltuk a keresztmetszeti jellemzők matematikai definícióit, és a lehetséges előjeleit.
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A keresztmetszeti jellemzők szimmetriatulajdonsága

Egy y tengelyre szimmetrikus síkidomban szimmetrikus helyzetű pontpárokat kiválasztva ezek y koordinátája mindig megegyezik, x koordinátája pedig egymás ellentettje. Ezért minden olyan szorzatösszeg, amiben az x koordináta első (páratlan) fokon szerepel, erre a pontpárra zérust ad. Ha a síkidom az y tengelyre szimmetrikus, akkor az egyik oldalon felvett pontokhoz mindig egy és csak egy pont tartozik az y tengely másik oldalán, tehát a síkidom egészére igaz, hogy az x koordinátát első (páratlan) fokon tartalmazó szorzatösszeg zérust ad.
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Ha a síkidomnak két szimmetriatengelye van, akkor a szimmetria miatt bizonyos, hogy az ezekből álló x-y tengelykeresztre a síkidom centrifugális nyomatéka zérus, azaz ezek a tengelyek tehetetlenségi főirányok. Tehát, az Jx és az Jy a tengelykereszt forgatásával előálló lehetséges tehetetlenségi nyomatékoknak a minimuma ill. maximuma lesz. Ha még emellett a két tengelyre számított tehetetlenségi nyomatékok értéke is azonos, azonos, azaz az Jx és az Jy értéke megegyezik, akkor a tengelykereszt forgatásának függvényében inerciaértékek majoránsa és minoránsa azonos, azaz  Jx = Jy = J1 = J2 
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A fenti, négyszeresen (tengelyesen) szimmetrikus síkidom tehetetlenségi főirányai és főtehetetlenségi nyomatékai úgy is meghatározhatók, hogy a négy szimmetriatengely négy főirányt jelent. Ezekben páronként egy maximális és egy minimális inerciát kell kapnunk. De egy ilyen maximum-minimum pár között mindig lesz egy másik érték, amelyiknek vagy maximumnak, vagy minimumnak kell(ene) lennie. Ez pedig csak úgy lehetséges, hogy a maximum és minimumértékek (és ezzel valamennyi tengelyre a tehetetlenségi nyomaték azonos. 
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Egy síkidomnak mindig van két (egymásra merőleges) tehetetlenségi főiránya. Ha a szimmetriatulajdonságok alapján kettőnél több főirányt találunk, akkor a síkidom tehetetlenségi nyomatékok szempontjából körszimmetrikusan viselkedik, minden tengelye főirány. 

2. Tartószerkezetek megfelelősége
Korábbi tanulmányaink alapján a statikailag határozott tartószerkezeteken bármilyen statikai teherből meg tudjuk határozni a külső és belső kapcsolati erőket, és a rúdszerkezet belsejében a keresztmetszetről keresztmetszetre ébredő belső erőket, az igénybevételeket is. A szerkezet belső erőjátékát azonban nem öncélúan keressük, hanem azért, hogy a tartószerkezet optimális méreteit, anyagát kiválaszthassuk. A cél tehát a műszakilag megfelelő és ugyanakkor gazdaságilag a legkedvezőbb megoldás kiválasztása. Mindkét feltétel kielégítése fontos mérnöki feladat, e tárgy keretében azonban csak a műszaki megfelelőség kérdésével foglalkozunk. Maga a műszaki megfelelőség is több kritérium egyidejű kielégítését kívánja, e tárgy keretében az erőtani-szilárdsági megfelelőség vizsgálatára szorítkozunk.
A szerkezet erőtani-szilárdsági megfelelőségén azt értjük, hogy a várható legkedvezőtlenebb terhekből a szerkezet bármely pontjában kisebb hatás ébred, mint amit az alkalmazott anyag megbízhatóan elvisel. Ennek kapcsán több kérdés merül fel:
· mi a legkedvezőtlenebb teher?

· milyen hatást visel el az alkalmazott anyag?

· a tartószerkezeten belül hol ébred egy bizonyos teherből a legnagyobb hatás?

A legkedvezőtlenebb teher

Tekintettel arra, hogy a tartószerkezeteinkben csak az állandó terheket tudjuk pontosan felmérni, a hasznos terhek konkrét értéke pedig a használat során mind a térben, mind az időben folyamatosan változik, a megfelelőségi vizsgálat során a legkedvezőtlenebb teherállás ill. teherérték meghatározása is meglehetősen bonyolult feladat, amelyben a terhelést mint valószínűségi változót kell vizsgálni, és ennek valamilyen ésszerű előfordulási valószínűséghez tartozó értékét tekinthetjük a szerkezet legkedvezőtlenebb terhelésének. 
Meg kell jegyeznünk, hogy az ily módon meghatározott legkedvezőtlenebb teherérték egyfajta terhelésre, egyfajta szerkezetre és e szerkezet várható élettartamára a választott előfordulási valószínűség mellett igaz.  Összetett szerkezetek esetében, amelyekre általában különböző terhelések hatnak, a teljes terhelés legkedvezőtlenebb értéke, az ún. mértékadó teherérték az egyes teherfajták hatásainak összegzésével (mértékadó teherkombináció) állítható elő, amelynek során a terhelések eltérő jellegét, egyidejűségét, értékük becslési megbízhatóságát is figyelembe kell vennünk. Szerkezeteinkben a tönkremenetel többféleképpen is kialakulhat, ezért a megfelelőséghez valamennyi lehetséges tönkremeneteli változatot vizsgálnunk kell, azaz a mértékadó terhelés is csak egy vizsgált tönkremeneteli változathoz kötve értelmezhető.  
A szerkezetre működő (vagyis a számítás során a valós terhelési variációk helyettesítéseként a szerkezetre működtetendő) mértékadó teherérték meghatározásával a szaktárgyakban fognak találkozni, a Mechanikában nem foglalkozunk a terhelések valószínűségi jellegével, együttes hatásuk meghatározási módjával, a terheket mind geometriai pozíciójukban, mind értékükben egyértelműen ismert, az időben állandó hatásoknak tekintjük. Általában még azt is feltételezzük, hogy a terhek a hatásukra a szerkezetben bekövetkező változások (alakváltozások, elmozdulások) nyomán sem változtatják meg pozíciójukat és értéküket. Ez az elsőrendű számítási elmélet egyszerűsítő feltételezése, amit másként úgy is megfogalmazhatunk, hogy a terheket mindig az eredeti szerkezeti geometrián működtetjük, figyelmen kívül hagyva a szerkezet saját (elegendően kicsiny!) alakváltozásait, elmozdulásait.
Az elsőrendű elmélet közelítése a gyakorlati esetek túlnyomó többségében elfogadható, pontosabb számítást csak azok a terhelési esetek kívánnak, amelyekben a szerkezet alakváltozása a terhelő hatás növekedésével jár (külpontosan nyomott rudak), vagy amelyekben a szerkezet alakja a terhek hatására jelentősen megváltozhat (kötélhálók, függőtetők, stb.) 
Az anyag terhelhetősége
Szerkezeti anyagaink terhelhetősége is (a figyelembe veendő terhekhez hasonlóan) csak valószínűségi változóként kezelhető. Az anyag terhelhetőségét a terhelés jellege mellett az is befolyásolja, hogy ott az anyag épp milyen mikroszerkezetű, van-e lokális hiba az anyagban, stb. A mai anyagvizsgálati módszerekkel lehetséges volna ugyan az ilyen anyaghibákat előre kimutatni, és akár ki is küszöbölni, de ne feledjük, az építőipar nagy tömegű szerkezeteket alkalmaz, és az építményeket gazdaságosan kell előállítania. Ha az alkalmazott anyag hibamentessége csak nagy anyagi ráfordításokkal biztosítható, akkor kisebb összköltséggel jár elfogadni az anyag tulajdonságaiban (végső soron: terhelhetőségében) megjelenő bizonytalanságokat, és nagyobb szerkezeti méreteket alkalmazni. 
A mérnöki munkára általánosan igaz, hogy a figyelembe vett jellemzők, az alkalmazott számítások pontosságát csak addig érdemes növelni, amíg ezzel az építmény összköltségét (beleértve az élettartam alatti fenntartás költségét is!) ezáltal csökkenteni tudjuk.  Önmagában a pontosság növelése szép, és szükséges kutatási feladat, de a gyakorlati mérnöki munkában nem alkalmazható.
Építőanyagainknak a különböző terhelésfajtákra vonatkozó terhelhetőségét standardizált feltételek mellett elvégzett kísérletek eredményeinek statisztikai feldolgozása nyomán állapíthatjuk meg. Az így kapott terhelhetőségi (határ)érték egy előre meghatározott valószínűséggel garantálható terhelhetőséget jelent.

E tárgy keretében az anyagok terhelhetőségén már egy ilyen rögzített értéket értünk, amelyet meg nem haladó hatásokra az illető anyag minden egyéb körülménytől függetlenül megfelel. 
A fentiek szerint tehát a Mechanikában mind a szerkezetek terhelését, mind pedig az alkalmazott anyagok ellenállását egy-egy konkrét adattal vesszük számításba, figyelmen kívül hagyva a valószínűségi szempontokat, és a megfelelőséghez azt a feltételt szabjuk, hogy az anyagellenállási érték a vizsgált szerkezet egyetlen pontjában se legyen kisebb a legkedvezőtlenebb terhelési értéknél.
A mérnöki számítások adatainak és eredményeinek valószínűségelméleti tárgyalása túlmutat e tárgy keretein, ezért itt csak a szemléletmód bemutatására szorítkozhatunk. A valószínűségszámítással már megismerkedett olvasók részére tájékoztatásul, és a későbbiekben előkerülő fogalmak tisztább megérthetősége érdekében a terhelési és a terhelhetőségi (anyagellenállási) adatok valószínűségi értelmezését grafikusan is összefoglaltuk. Az ábrákban a vörös színű görbe a terhelési adatok sűrűségfüggvényét, a zöld színű az anyagellenállási adatok sűrűségfüggvényét mutatja. (A sűrűségfüggvény ordinátája a hozzá tartozó terhelési vagy ellenállási érték előfordulási valószínűségét adja meg a vizsgált minta-halmazban.) A minták értékeiből képzett halmaz várható értéke (átlagértéke) az a mintaérték, amelynél (normális eloszlás esetén) 50 % valószínűséggel lehet kisebb ill. nagyobb a minta konkrét értéke. Ebből az is rögtön látható, hogy ha az anyagellenállási adatok halmazának a várható értékétől kívánjuk meg, hogy ne legyen kisebb a terhelési adatok halmazának várható értékénél, akkor a vizsgálandó minták 50 %-ánál ez a reláció nem teljesül, másként fogalmazva a minősített eset csak 50 %-os valószínűséggel elégíti ki a megfelelőségre megszabott kritériumunkat. Bár tudjuk, hogy tökéletes biztonság nem létezik, az 50 %-os tönkremeneteli valószínűség mindenképpen elfogadhatatlan. Ezért az építési szabályozások a terhelési adatok várható értékeiből biztonsági tényezők beépítésével olyan ún. mértékadó értéket képeztetnek, amelynek előfordulási valószínűsége néhány % (ennek értéke országonként, anyagfajtánként, szerkezettípusonként eltérő lehet); az anyagellenállási adatok várható értékéből pedig más biztonsági tényezők előírásával olyan ún. határértéket képeztetnek, amelynél kisebb anyagellenállási adat csak kicsiny, néhány %-os valószínűséggel fordulhat elő (e valószínűségi érték is szabályozásonként eltérő lehet). Ha a mértékadó terhelési érték és a határellenállási érték kielégíti a megfelelőségi kritériumot, akkor a szerkezetet a vizsgált pontban, a vizsgált irányban, a vizsgált terhelésfajtára megfelelőnek tekintjük. Meg kell jegyeznünk, hogy a sűrűségfüggvények jellege miatt ilyen esetekben sem zérus annak a valószínűsége, hogy az élettartam alatt keletkezik az általunk választott határellenállási értéket meghaladó terhelési érték, de (amint az ábrán láthatjuk) a teljes ellenállási sűrűségfüggvénynek csak kicsiny része az a halványzöld színnel kitöltött mező, ahol a tényleges ellenállási érték az általunk definiált határérték alatt marad, és a terhelési sűrűségfüggvénynek csak kicsiny része az a halványpiros színnel kitöltött mező, ahol a tényleges terhelési érték az általunk definiált mértékadó érték fölé kerül. A tönkremenetel valószínűségét ez esetben e két (önmagában is kicsiny valószínűségű esemény egyidejű bekövetkezésének valószínűsége, azaz a két kicsiny valószínűség szorzata jelenti. 
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Ha az anyagellenállás határértékét magasabbra tudjuk felvenni, akkor a tönkremenetel valószínűsége gyorsan tovább csökkenthető (az ábrán a két sűrűségfüggvény metszete nem is érzékelhető), ilyen esetben a vállalt tönkremeneteli valószínűség (kockázat) mellett a szerkezetben tartalékunk is van (a szerkezet egy későbbi megnövekedett terhelés, ill. bekövetkezett anyagromlás esetén is az elfogadott kockázat mellett lesz megfelelőnek minősíthető).
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A szerkezeten vizsgálandó mértékadó hely
A  fentiek szerint értelmezett megfelelőséget természetesen a szerkezet minden pontjában, minden irányban és minden terhelési fajtára biztosítanunk kell. Elvileg megoldás lehet, ha a megfelelőséget valóban minden pontban, minden terhelési irányra és teherfajtára megvizsgáljuk, de a gyakorlatban ez fölösleges. A tehergeometria és a szerkezet geometriája ismeretében meghatározhatók azok a függvények, amelyek a szerkezet egyes metszeteiben a teherből származó metszeterőket, belső erőket, ha úgy tetszik: igénybevételeket megadják. Ha a szerkezetünk geometriája nem teljesen szabálytalan (pl. a felületszerkezet vastagsága állandó, vagy a rúdszerkezet elemeinek keresztmetszetei állandóak), akkor a megfelelőségi vizsgálatot minden teherfajtára elegendő abban a metszetben elvégezni, amelyben a teherből származó metszeterő a maximális. Ezeket a metszeteket szokás mértékadó (kereszt)metszeteknek nevezni. Természetesen a különböző teherfajtákhoz más-más mértékadó metszet tartozhat. Mechanikai feladatainkban általában állandó szerkezeti méreteket (prizmatikus rudakat) és csak egyféle terhet alkalmazunk, azaz a mértékadó metszetek meghatározásában csak a teherből származó különböző terhelési fajtákra (húzás-nyomás, hajlítás, nyírás, csavarás) kell figyelnünk. 
A szerkezeten vizsgálandó megfelelőségi mennyiség
A korábbiakban nem tértünk ki arra, hogy a megfelelőségi kritérium teljesítését milyen mennyiségektől kívánjuk, a megfelelőséget a terhelésnek ill. az anyagellenállásnak milyen jellemzőjére igazoljuk. 
Az egyik kézenfekvő megoldás, hogy a terhelés és a szerkezet geometriája ismeretében (viszonylag) könnyen meghatározható metszeterőket (amik természetesen a metszet lokális koordinátarendszerében lehetnek Nx, Ty, Tz erők és Mx, My, Mz nyomatékok) hasonlítsuk össze a metszetek ellenállóképességével, amelyeket a metszet geometriai adatai és az alkalmazott anyag jellemzői segítségével határozhatunk meg. 
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ahol Y bármilyen belső metszeterő lehet. 
Ennek az igénybevétel-ellenőrzési módszernek előnye, hogy a „teheroldal”, a mértékadó jellemző viszonylag könnyen, statikailag határozott szerkezeteken akár az alkalmazott keresztmetszet adatai nélkül is előállítható, a különféle terhelések hatásai egyszerűen összegezhetők, az „anyagoldalon” pedig a határigénybevétel az anyagjellemzők mellett a keresztmetszet tényleges adatait is tartalmazza, azaz erre a konkrét szerkezetre adja meg az ellenállás értékét. Ez utóbbi tulajdonság különösen akkor előnyös, ha az alkalmazott anyag viselkedését a keresztmetszet geometriája is befolyásolja (pl. acélszerkezetek esetében az alkalmazott szelvények falvastagsága). Ugyanakkor a módszer hátránya, hogy az „anyagoldalon”, a határellenállás nemcsak az alkalmazott anyag tulajdonságait tartalmazza, meghatározásához ismerni kell a keresztmetszet geometriai adatait is, tehát a határellenállás meghatározása is a számítás része lesz. 
A megfelelőség ellenőrzése azonban nemcsak a (kereszt)metszeti belső erők ill. a (kereszt)metszeti ellenállás összevetése révén történhet. A szerkezetben két szomszédos (egymástól infinitezimális távolságra lévő) pont között az anyag belső kohéziója teremt teherbíró kapcsolatot, amelynek terhelhetősége az anyagra jellemző. Ha ez a fajlagos anyagellenállás az alkalmazott szerkezeti geometriától függetlennek tekinthető, akkor a választott anyag ellenállási jellemzőjeként felhasználható. Természetesen ez esetben terhelési jellemzőként is a terhelésből a vizsgált pontban keletkező fajlagos belső erőt, a továbbiakban: feszültséget kell előállítanunk, és azt összevetnünk az anyag ellenállóképességével.
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A feszültség-ellenőrzési módszer előnye, hogy az anyag ellenállása a szerkezettől függetlenül, általános érvénnyel meghatározható, a szerkezet pontjaiban a különböző teherfajtából származó fajlagos belső erők könnyen összegezhetők, hátránya viszont, hogy a metszetekben ismerni kell a legjobban igénybevett (mértékadó helyzetű) pontokat, és a metszeterőkből meg kell határozni az e pontokban keletkező feszültségeket.  
A mérnöki gyakorlatban mindkét módszerrel találkozhatunk, de a megfelelőség igazolásában a két szemléletmód nem különbözik, eltérés csak a megfelelőségi reláció elemeinek definiálásában és meghatározásában van. 
A megfelelőségi vizsgálatok fajtái
A szerkezet megfelelőségének (ismételten hangsúlyozzuk: most csak a szilárdsági megfelelőséggel foglalkozunk!) vizsgálata során végül is három adathalmaz elemeit kell összevetnünk: 
· a szerkezet anyaga,

· a szerkezet méretei (hossz, keresztmetszeti méretek),

· a szerkezet terhelése (állandó és esetleges, statikai és kinematikai terhelés jellegű hatások).
A megfelelőség igazolása azt jelenti, hogy e három halmazból a szerkezetünkre vonatkozó adathármas kielégíti a szilárdsági megfelelőségre szabott feltételünket:
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A megfelelőségi relációban a bal oldalt szokás teheroldalnak nevezni, mert a mértékadó hatás (akár keresztmetszeti igénybevételeket, akár feszültségeket hasonlítunk össze) alapvetően a szerkezet terheléséből határozható meg. A jobb oldal szokásos elnevezése: anyagoldal, mert a szerkezet ellenállóképessége alapvetően a választott anyag jellemzői által determinált. Természetesen a szerkezet hossz- és keresztmetszeti méretei is megjelennek az összehasonlítandó jellemzőkben, azonban a szerkezeti méretek már nem köthetők egyértelműen az egyik vagy a másik oldalhoz. A hosszméret (támaszköz, fesztáv) mindenképpen a teheroldalon jelenik meg, a keresztmetszeti méretek azonban az igénybevétel-összehasonlítás esetén az anyagoldalon, a feszültségösszehasonlítás esetén a teheroldalon veendők figyelembe. 
Egy matematikai egyenlőtlenség megoldása mindig egy számhalmaz, a számegyenesen egy intervallum. Esetünkben a feltétel olyan egyszerű, hogy a megoldást egy határponttól a végtelenig terjedő félegyenes pontjai jelentik. Nyilvánvaló, hogy ezen (a szilárdsági megfelelőségi feltételt maradéktalanul kielégítő) megoldásokból valahogyan választanunk kell. A választást a műszaki-gazdasági szemléletünk teszi lehetővé, hiszen a mérnöknek a kitűzött célt, a funkcionálisan jó, biztonságos, állékony, esztétikus építmény  megvalósítását a társadalom rendelkezésre álló (gyakorlatilag mindig szűkös) erőforrásainak felhasználásával kell megoldania. A szilárdságilag megfelelő megoldások közül (kicsit leegyszerűsítve) a minimális költségigényű megoldást kell választania. Ez a megoldás a megfelelőségi egyenlőtlenségben éppen a két oldal egyenlőségéhez tartozik, azaz a gyakorlatban a megfelelőségi egyenlőtlenséget egyszerűen egyenletként kezelhetjük és oldhatjuk meg. 
A szilárdsági vizsgálatokat mindig az alkalmazott anyag, a választott méret és a működő teher hármasságában végezzük. 
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Ha mindhárom mennyiség ismert (természetesen a korábbiakban kifejtett valószínűségi megfontolások mellett), akkor a vizsgálat az ellenőrzés, amikoris csak azt kívánjuk kimutatni, hogy a megfelelőségi reláció az alkalmazott paraméterek mellett teljesül. Ez a szilárdsági vizsgálatok között a legfontosabb, mert ez igazolja a választott anyag és a felvett méretek megfelelőségét. Ezt a vizsgálatot számításain végső szakaszában mindig, minden jellemző teherre és helyre el kell végeznünk. 

Ha ismerjük a terhet, és kiválasztottuk az alkalmazandó anyagot, akkor a feladat a méretek (általában a keresztmetszeti méretek) meghatározása. A feladat ilyetén megfogalmazása a méretezés. Emlékeztetünk rá, hogy a három mennyiség között megkívánt összefüggést egyetlen egyenlőtlenségben (a határeset vizsgálata során egyetlen egyenletben) rögzítettük, tehát ennek alapján csak egyetlen ismeretlen határozható meg. Ez akkor is így van, ha a megfelelőséget több kritériumra is meg kell vizsgálnunk, mert mindegyik vizsgálat csak egyetlen eredményt szolgáltathat, és ezek az eredmények ugyanarra a szerkezetre (keresztmetszetre) vonatkoznak, azaz nem párhuzamosan, hanem sorosan kell teljesülniük. A megfelelőségi feltételek tehát logikai ÉS kapcsolatban vannak, azaz a megfelelőség csak akkor áll fenn, ha a szerkezet minden megvizsgált (még pontosabban: minden lehetséges) tönkremenetellel szemben elégséges ellenállást tanúsít. 

Ha a választott keresztmetszet összetett idom, akkor az egyetlen ismeretlent felvehetjük valamelyik keresett méretként (de akkor a többi méretet nem változtathatjuk!), vagy megtarthatjuk a keresztmetszeti síkidom arányait, a méreteket egy választott paraméter segítségével kifejezve. 
Előtervezés, vázlattervkészítés, megoldási alternatívák keresése közben ismert teherre és ismert (fő) méretekre kell (általában nem elsősorban a szilárdsági szempontok alapján) a megfelelő szerkezeti anyagot kiválasztani.  Ilyen esetekben a szükséges anyagellenállásból kiindulva keressük a megfelelő szerkezeti anyagot. Meg kell említenünk, hogy a feladat ilyen esetekben a mindig az anyag és a szerkezeti kialakítás együttesének keresése, mégpedig komplex (szilárdsági, állékonysági, megvalósítási, üzemeltetési, stb.) feltételek kielégítésével. 
Végül az is előfordulhat, hogy egy meglévő, ismert anyagú és lemérhető méretekkel rendelkező szerkezet tényleges teherbírására vagyunk kíváncsiak. Régebbi (tervek nélkül maradt) szerkezetek, többletteherre megvizsgálandó új szerkezetek, esetleg építési hibából csökkent teherbírású szerkezetek tényleges teherbírásának meghatározására is alkalmas a megfelelőségi reláció: ilyen esetben azt a legnagyobb (de megint csak egyparaméteres!) terhet keressük, amelynek működése esetén a szerkezet minden pontban kielégíti a szilárdsági megfelelőségi kritériumo(ka)t. 
3. A FESZÜLTSÉGEK
A szilárdsági megfelelőségi vizsgálatok tárgyalása során láttuk, hogy a metszet teljes belső erői (igénybevételei) mellett a metszet pontjaiban, a pontonként meglévő anyagi kapcsolat pótlására beiktatott fajlagos belső erők is alkalmasak a megfelelőség igazolására. 

A tartó egy metszetében a pontonkénti anyagi kapcsolat pótlására beiktatott fajlagos belső erőt (mechanikai) feszültségnek nevezzük. 

A feszültség (mint belső erő) maga is vektormennyiség, de mértékegysége (a fajlagosság miatt) N/mm2, azaz MPa. 

Általánosságban a pA,n feszültségvektor függvénye az A pont koordinátáinak, és függvénye az A ponton át felvett n normálisú metszősík állásának. 

A tartóban a metszősík állását rögzítve a metszetben ébredő feszültségek (kétirányú) eloszlását kapjuk meg. A metszetet leginkább a tartó tengelyére merőlegesen szoktuk felvenni, és az ebben a (kereszt)metszetben ébredő feszültségeket szoktuk a leggyakrabban vizsgálni (a konkrét esetek vizsgálatát később tárgyaljuk). 

A tartóban a vizsgálandó pontot rögzítve a ponton át felvehető metszősíkokban keletkező feszültségek halmazát kapjuk meg. E feszültségi halmazt a vizsgált pont feszültségi állapotának nevezzük (tulajdonságait később tárgyaljuk). 
A tartó egy metszetének belső erői és az e metszetben ébredő feszültségek között egyértelmű kapcsolat állapítható meg: a metszeterő valójában a pontonkénti fajlagos belső erőknek a metszeten vett eredőjeként értelmezhető, míg a feszültségek a metszeterő(k)ből a keresztmetszet kialakításának és a pont helyzetének ismeretében határozhatók meg.

A feszültségösszetevők

Az A pontban felvett, n normálisú metszetben keletkező, általános állású feszültségvektort komponensekre bontva tudjuk kezelni. A felbontást célszerűen a vizsgált metszősík normálisához kötött, derékszögű koordinátarendszerben végezzük.  Az ilyen lokális koordinátarendszer használata azért előnyös, mert a metszősík normálisában álló feszültségösszetevő és a metszősíkban lévő feszültségösszetevők jellegzetes, de eltérő módon veszik igénybe az anyagot, ezekre más lesz a jellemző deformáció, és más lesz a jellemző anyagellenállás is. 
Az A pontban felvett, n normálisú metszősíkhoz tartozó pA,n általános feszültségvektornak az n normálisba eső vetületét pA,nn=An normálfeszültségnek, a metszeti síkba eső vetületét pA,nt=Ant vagy pA,nq=Anq nyíró- (vagy csúsztató) feszültségnek nevezzük. A metszősík (ill. a normális) kiválasztása egyértelműen meghatározza a lokális koordinátarendszerünk egyik tengelyét, és ezzel a normálfeszültségi-nyírófeszültségi összetevőt is. Azonban míg a normálfeszültségi komponens a normális ismeretében a koordinátarendszer másik két tengelyének megválasztásától független marad, a teljes metszeti nyírófeszültséget a síkban választott két tengelyre is vetítenünk kell. 
A pontok feszültségösszetevőinek számíthatósága, kezelhetősége jelentősen függ a választott lokális koordinátarendszer felvételétől. Ha a szerkezet geometriai sajátosságai alapján bizonyos metszetek feszültségmentesnek tekinthetők, akkor célszerű a metszősíkokat, és ezzel a lokális koordinátarendszer tengelyeit ezekhez a kitüntetett irányokhoz igazítva felvenni.  

Rúdszerkezetekben várható, hogy a keresztmetszetekben sem a magasság, sem a szélesség mentén összenyomó erő nem ébred, így az ezekkel párhuzamos metszetek normálfeszültségmentesek lesznek. Rúdszerkezetekben tehát a metszősíkot a tartótengelyre merőlegesen célszerű felvenni, azaz a lokális koordinátarendszerünk egyik, természetesen kitüntetett tengelye a rúd tengelye, a keresztmetszet normálisa lesz. A másik két kitüntetett irányt a keresztmetszeti síkidom tehetetlenségi főirányai jelentik, a feszültségszámításhoz mindig ezeket kell lokális koordinátatengelyekként alkalmaznunk. Szimmetrikus keresztmetszetekben az így kiadódó lokális koordinátarendszer tengelyei többnyire párhuzamosak a keresztmetszeti síkidom kerületi egyenesszakaszaival, de nem tengelyesen szimmetrikus keresztmetszetekben előfordulhat, hogy a keresztmetszet elemei-oldalélei alapján kínálkozó tengelyek nem tehetetlenségi főirányok.

A szerkezet méretei alapján hasonló egyszerűsítések alkalmazhatók a felületszerkezetek (lemezek, tárcsák, héjak) esetében is, amikoris a lokális koordinátarendszer egyik tengelyét a felület normálisához igazodva vesszük fel feltételezve a vastagság menti feszültségeloszlás egyszerűsíthetőségét. 

Az alábbi ábrán egy A jelű pontban, az n normálisú metszeten keletkező pA,n feszültségvektor n-t-q irányú vetületeit mutatjuk be. A feszültséget, mint fajlagos belső erőt a dq×dt infinitezimális felületen működőnek tekintjük. Ezen az elemi felületdarabon a feszültségértéket állandónak véve az elemi erő pA,n×dq×dt,  a tartó teljes, n normálisú metszetén ébredő erő pedig pA,n×dq×dt elemi erők vektoriális eredője lesz.
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A szerkezet egy pontjában a keletkező feszültségeket a legjobban egy elemi hasáb oldalfelületein mutathatjuk meg. Az elemi hasábot három, egymásra kölcsönösen merőleges, egymástól infinitezimálisan kicsiny távolságra lévő síkpárral vágjuk ki a szerkezetből, a síkok normálisait pedig az alkalmazandó lokális koordinátarendszer tengelyei irányába választjuk meg. 

Az A pont kicsiny környezetéből kivágott elemi hasáb feszültségei
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[image: image265.bmp]
A feszültségösszetevőket mátrixba rendezve kapjuk a pont feszültségi tenzorát. Az x-y-z tengelyhármasra meghatározott feszültségértékek, azaz a pont x-y-z tengelyhármasra felírt feszültségi mátrixa a pont teljes feszültségi állapotát meghatározza, segítségével a ponton át felvett tetszőleges állású metszősík feszültségösszetevői előállíthatók.
A nyírófeszültségek dualitása

Az dx-dy-dz méretű, határátmenetben zérus kiterjedésű elemi hasáb szemközti oldallapjain a feszültségek egymás ellentettjei lesznek. Ennek alapján az elemi hasábra felírt tengelyirányú vetületi egyenletek zérust adnak (páronként az azonos nagyságú felületeken ellentett vektorú feszültségek működnek). A tengelyekre felírható nyomatéki egyenletek azonban csak akkor adnak zérust, ha a tengelyre forgatónyomatékot kifejteni képes két nyíróerő-pár nyomatéka ellentétes (az ábrán a nyírófeszültségvektorokat már ilyen elrendezésben rajzoltuk meg). 
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A fenti egyenleteket a dx-dy-dz szorzattal végigosztva látható, hogy az egy pontban felvett elemei hasáb egymásra merőleges oldallapjain a nyírófeszültségek nagysága mindig azonos, irányuk pedig mindig vagy a közös oldalél felé, vagy attól el mutat. 
A nyírófeszültségek dualitása azt jelenti, hogy az egymásra merőleges metszősíkokon ugyanabban a pontban működő nyírófeszültségek azonos nagyságúak, és a két sík metszésvonalával párhuzamos tengelyre ellentétes irányú forgatóhatást fejtenek ki. 

A nyírófeszültségek előjelezése eltérő lehet, pl. a síkbeli feszültségi állapot tárgyalásában az indexcserével kapott két nyírófeszültség-összetevőt ellentett előjelűnek tekintjük, míg az általános szilárdságtan a pont feszültségi tenzorában a főátlóhoz szimmetrikus pozícióban lévő nyírófeszültségeket azonos előjelűként kezeli. 

A feszültségek – alakváltozások összefüggése

A szilárd anyagú test pontjaiban a feszültségek és az alakváltozások kölcsönösen egyértelmű kapcsolatban vannak: a feszültségösszetevők ismeretében meghatározhatók a pontban felvett elemi hasáb alakváltozásai, és viszont: az alakváltozások ismeretében előállíthatók az elemi hasáb felületein működő feszültségek. Az összefüggés elemzéséhez először a legegyszerűbb feszültségi és alakváltozási állapotokat vizsgáljuk meg (csak az x tengely mentén működjön normálfeszültség, ill. csak az xz síkban működjön nyírófeszültség).
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A pozitív x normálfeszültség hatására az elemi hasáb x irányban megnyúlik. A fajlagos megnyúlás a rugalmas tartományban arányos a működő normálfeszültség értékével. 
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A normálfeszültség és a hatására létrejött tengelyirányú nyúlás arányszámát az anyag E rugalmassági modulusának nevezzük. 
A húzás hatására azonban az elemi hasáb keresztirányú alakváltozást is (harántkontrakció) szenved: keresztmetszeti méretei csökkennek. Az  fajlagos (hosszirányú) alakváltozás mintájára bevezetve az k fajlagos keresztirányú alakváltozást, a mérések alapján megállapították, hogy a rugalmas anyagú szerkezet pontjaiban a hosszirányú és a keresztirányú fajlagos alakváltozások aránya állandó. A hosszirányú és a keresztirányú fajlagos alakváltozások hányadosát m betűvel jelöljük, és POISSON számnak nevezzük. Ez az arányszám mindig 1-nél nagyobb. A mérnöki gyakorlatban használatos e szám reciproka is, annak neve POISSON tényező, jele pedig . 
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A normálfeszültség okozta alakváltozás nem változtatja meg az elemi hasáb éleinek állását, a közöttük lévő (derék)szögeket, ugyanakkor megváltoztatja az elemi hasáb térfogatát. Az is látható az ábrából, hogy egyirányú normálfeszültségből háromirányú alakváltozások származnak. (Később látni fogjuk, hogy ennek a fordítottja is igaz: ha meggátoljuk a keresztirányú deformációk kialakulását, mindhárom irányban kell feszültségekkel számolnunk.) 
A xz nyírófeszültség-pár az elemi hasáb x normálisú lap-párjait a saját síkjukban mozdítja el, ezzel a hasáb oldalnézete téglalapból parallelogrammára torzul. A torzulás az x és a z tengelyek közötti szög változásában jelenik meg, és ez a xz nyírási szögtorzulás a rugalmas anyagban arányos a nyírófeszültség nagyságával. 
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A nyírófeszültség és a hatására létrejött nyírási szögtorzulás arányszámát az anyag G nyírási rugalmassági modulusának nevezzük.
A valóságban az elemi hasáb torzulásában az x normálisú lap-pár nem kitüntetett, a hasáb nyírási torzulása úgy következik be, hogy mind az x normálisú, mind a z normálisú lap-párok kissé elfordulnak. Az elemi hasáb x és z irányú éleit azonosnak véve a lap-párok elfordulása a fentiekben megállapított g nyírási szögtorzulás fél értéke lesz. A pont alakváltozási értékeit összefoglaló alakváltozási mátrixban, alakváltozási tenzorban ezeket az értékeket szokás szerepeltetni. 
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Az általánosított HOOKE-törvény
A rugalmas anyagú szerkezetben a pontok feszültségösszetevői és alakváltozásösszetevői között kölcsönösen egyértelmű kapcsolat van, amelynek egyirányú esetre felírt változatát HOOKE-törvényként ismerjük. A pont környezetében felvett elemi hasáb lapjain értelmezett feszültségkomponensek és az ugyanezen hasábon bekövetkezett alakváltozások közötti általános összefüggést az általánosított HOOKE-törvény teremti meg:
Az alakváltozások egytengelyű normálfeszültség esetén
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A feszültségek és az alakváltozások kapcsolatát meghatározó három anyagjellemző összefüggése:
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Az alakváltozások mindhárom tengelyben működő normálfeszültségek, ill. nyírófeszültségek esetén:
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Vegyük észre, hogy a különböző tengelyekben működő normálfeszültségek nemcsak a saját tengelyükbe eső alakváltozást okoznak, hanem keresztirányú alakváltozást is.
A normál- és nyírófeszültségek az alakváltozások függvényében:
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A rugalmas anyag pontjaiban ébredő feszültsége és alakváltozások részletes vizsgálatával (a fenti alapokra építve) a rugalmasságtan foglalkozik. 
4. RÚDSZERKEZETEK KERESZTMETSZETI FESZÜLTSÉGEI

Szerkezeteink megfelelőségi vizsgálatában (több más kritérium mellett) azt kell igazolnunk, hogy a szerkezet pontjaiban ébredő feszültségek (még a számításba veendő legkedvezőtlenebb esetekben sem) haladják meg az anyag ellenállóképességét jelző anyagszilárdság értékét. Az anyagszilárdság vizsgálatát törési-szakítási próbasorozatok eredményeiből matematikai statisztikai módszerekkel határozzák meg, a mi elsődleges feladatunk a különböző igénybevételekből szerkezetek pontjaiban ébredő fajlagos belső erők, mechanikai feszültségek értékének meghatározása. 

Eddigi tanulmányainkban megismerkedtünk a síkbeli rúdszerkezetek külső és belső kapcsolati erőinek, valamint a tartótengely mentén függvényszerűen definiált keresztmetszeti belső erőinek, igénybevételeinek meghatározási módjával. Erre alapozva a továbbiakban a rúdszerkezetek keresztmetszeti pontjaiban keletkező, a keresztmetszet síkjában értelmezett feszültségek meghatározási eljárásaival fogunk foglalkozni. 

4.1. Alapfeltevések 

4.1.1. A rúdszerkezet fogalma

A tartószerkezetek tárgyalása során megállapítottuk, hogy a szerkezeti méretek arányai alapján megkülönböztethetünk vonalszerű, felület vagy tömb szerkezeteket. A vonalszerű szerkezetek esetében a szerkezeti elemek egyik (hossz-) mérete lényegesen meghaladja a másik két (keresztmetszeti) méret értékét. Az ilyen elemekből álló tartószerkezetet rúdszerkezetnek nevezzük. 

RÚD: olyan egyenes tengelyű tartószerkezet, melynek egyik mérete a másik kettőnél lényegesen kisebb  (L>>h, b)
RÚDSZERKEZET: rudakból csomóponti kapcsolatokkal és támaszokkal összeállított tartószerkezet. A görbe tengelyű rúdszerű szerkezeteket egyenes tengelyű darabokból poligonálisan összeállítottnak tekinthetjük.
MEGJEGYZÉS: szűkített értelemben (RÁCS)RÚDnak azokat a rudakat nevezzük, amelyekben CSAK normálerő működik, azokat a rudakat pedig, amelyek a terhelést jellemzően nyíróerőkkel és nyomatékokkal veszik fel, GERENDÁknak nevezzük.
A rúdszerkezetek méretarányai az általános vizsgálatokhoz képest jelentős egyszerűsítéseket tesznek lehetővé, amelyek a tapasztalatok szerint a végeredményben csak kismértékű pontatlanságot okoznak, de a számítási összefüggéseket jelentősen egyszerűsítik.  

4.1.2. A geometriai egyszerűsítő feltételezések

· A vizsgálandó rúdelemeink EGYENESTENGELYŰ, PRIZMATIKUS (a km. alakja-mérete a hossz mentén nem változik) rudak. Ha a szerkezet ezt a feltételt nem elégíti ki, akkor olyan méretű elemekre kell bontanunk, amelyekre az egyenes tengely és az állandó keresztmetszet elfogadható közelítéssel igaz. 

· A feszültségeket a rúd KERESZTMETSZETEIBEN (a rúd tengelyére merőlegesen felvett metszet) keressük.
· A vizsgálatok során a rúd tengelye és a keresztmetszeti síkidom által meghatározott LOKÁLIS KOORDINÁTARENDSZERT alkalmazunk (x a rúd tengelye,  y a keresztmetszet síkjában a vízszintes tengely, z a keresztmetszet síkjában a függőleges tengely). A fenti koordinátarendszerben az x tengely természetes kitüntetett irány, az y és a z tengelyek viszont csak a számíthatóság szempontjából választott célszerű állású tengelyek. Találkozunk majd olyan számítási eljárással is, amely a keresztmetszeti síkidomban is kitüntetett irányokat (nevezetesen a keresztmetszeti síkidom két tehetetlenségi főirányát) igényli. A keresztmetszeti síkidom tehetetlenségi főirányait u és v betűkkel jelöljük, u az 1 főirány („erős” tengely, v a 2 főirány („gyenge” tengely).

4.1.3. Az anyagra vonatkozó egyszerűsítő feltételezések

Az alkalmazott szerkezeti anyagról feltételezzük, hogy 

· HOMOGÉN 
Az anyagot akkor nevezzük homogénnek, ha az anyagtulajdonságok a térben állandóak, nem függenek a vizsgált pont helyzetétől, koordinátáitól. A homogenitás az acélanyagra igen jó közelítéssel igaz, a fára kevésbé, a betonra még kevésbé, a talajra, mint építőanyagra pedig csak igen komoly fenntartásokkal, rétegenként fogadható el.

· IZOTROP 
Az anyagot akkor nevezzük izotropnak, ha az anyagtulajdonságok nem irányfüggőek, azaz a vizsgált pontban minden irányban azonosak. Az izotrópia az acélanyagra igen jó közelítéssel, a betonra jó közelítéssel, a talajra, mint építőanyagra elfogadható közelítéssel igaz, a fára viszont egyáltalán nem fogadható el. A gyárilag előállított fatermékekre (forgácslap, funérlemez) a technológia folytán az izotrópia vélelmezhető, a ragasztott fatartók esetében viszont számolnunk kell az anizotróp tulajdonságokkal.

· (ideálisan) RUGALMAS 
Az ideális rugalmasság azt feltételezi, hogy az anyagban az erő-eltolódás, vagy fajlagos erő-fajlagos megnyúlás függvénykapcsolata a teljes tartományban lineáris. Az ideális rugalmasság az acélanyagra igen jó közelítéssel igaz, a fára kevésbé, a betonra még kevésbé, a talajra, mint építőanyagra pedig csak igen komoly fenntartásokkal, rétegenként fogadható el.

· lokálisan RUGALMAS-KÉPLÉKENY
A rugalmas-képlékeny viselkedés azt jelenti, hogy az anyag a folyási határig ideálisan rugalmasan viselkedik, azt elérve viszont ideálisan képlékeny lesz (azaz a keresztmetszet megfolyt pontjaiban az elmozdulások-alakváltozások további tehernövekedés nélkül is folytatódnak. Rugalmas-képlékeny tulajdonságot alapvetően az acélanyagban találunk, de bizonyos mértékig a vasbetonszerkezetekben is lehet-szokás a képlékeny teherbírást figyelembe venni.

4.1.4. A viselkedésre vonatkozó egyszerűsítő feltételezések

Rúdszerkezeteink terhelés közbeni viselkedéséről feltételezzük, hogy: 
· A rúdban az ALAKVÁLTOZÁS ELÉG KICSINY ahhoz, hogy hatását az igénybevételek számítása során elhanyagolhassuk (megmerevítés elve, I. rendű számítás).  

· az alakváltozás során a rúdban a KERESZTMETSZETEK SÍKOK MARADNAK
· az alakváltozás során a rúdban a hossztengellyel párhuzamos ELEMI SZÁLAK a keresztmetszeti síkokra MERŐLEGESEK MARADNAK (ez utóbbi feltevés nem minden esetben tartható!)
Ez utóbbi két feltételezés Bernoulli és Navier nevéhez fűződik, és a rúdszerkezetekben a (legtöbbször) domináns normálfeszültségek meghatározásában használható jól. A Bernoulli - Navier hipotézist a merev keresztmetszeti lapok tengelyirányban álló rugós kapcsolatával szemléltethetjük:
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Megjegyezzük, hogy a fenti rugós modell a nyírófeszültségek vizsgálatára nem alkalmas.
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A rúdszerkezetekben vizsgálandó keresztmetszeti igénybevételek

Egy térbeli rúdszerkezet egy keresztmetszetében a fenti keresztmetszeti igénybevételek fordulhatnak elő, és a feszültségszámítás összefüggéseit, algoritmusait ezekre az igénybevételekre kell levezetnünk. 

4.1.6. Az igénybevételek FÜGGETLENSÉGE: 
A keresztmetszeti feszültségek meghatározása során a tapasztalatok azt mutatták, hogy a tartószerkezet egyes igénybevételei (általában, az extrém esetektől eltekintve) egymástól függetlenül terhelik a szerkezetet, így a belőlük származó feszültségek is függetlenül számíthatók. Ennek alapján 

· A számítások során arra törekszünk, olyan közelítéseket alkalmazunk, hogy az egyes igénybevételekből származó feszültségek a többi igénybevételtől FÜGGETLENÜL legyenek számíthatók.

MEGJEGYZÉS: a Tz nyíróerővel egyidejűleg MINDIG van My , ill. a Ty nyíróerővel egyidejűleg MINDIG van Mz hajlítónyomaték! d(My(x)/dx=-Tz(x); ill. d(Mz(x)/dx=-Ty(x)
· Alapállapotban a megfelelőséget a normál- ill. a nyírófeszültségekre KÜLÖN-KÜLÖN ellenőrizzük, a különböző hatásokból származó, de azonos jellegű (normál- ill. nyíró-) feszültségeket (vektoriálisan) összegezve.

Erős kihasználtság esetén e kétfajta, ugyanazon pontban egyidejűleg működő feszültség EGYÜTTES hatását is vizsgálni kell (összehasonlító feszültségvizsgálat, törési feltételek, főfeszültség-vizsgálat). 
4.2. Feszültségek egyszerű igénybevételekből

Egyszerű igénybevételűnek tekintjük a tartókeresztmetszetet, ha a lehetséges igénybevételfajták közül csak egy működik a keresztmetszeten. Ilyen esetekben az igénybevétel-feszültség összefüggés egyszerűbben levezethető, és a függvénykapcsolatok linearitásának érvényessége esetén az egyszerű igénybevételekre meghatározott algoritmusok kombinációja alkalmazható.

4.2.1. Tiszta húzás (-nyomás) igénybevételi állapota

 Tiszta húzás (nyomás) esetén CSAK tengelyirányú, centrikus (a teherbírási középponton támadó) erő terheli a keresztmetszetet. Az ébredő p(x,y,z) keresztmetszeti feszültségeknek biztosan lesz x irányú, azaz  feszültségkomponense, vagy másként: ez a normálerő a keresztmetszeti  feszültségrendszer eredőjeként értelmezhető.
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A tiszta nyomás esetére levezethető szilárdsági összefüggések megegyeznek a tiszta húzás összefüggéseivel, de a nyomott (különösen a kis keresztmetszetű, karcsú) nyomott elemek jellemzően nem szilárdsági, hanem stabilitási elégtelenség miatt mennek tönkre. Ezért a nyomott elemek megfelelőségi ellenőrzésekor a szilárdsági vizsgálat mellett mindig el kell végezni a stabilitásvizsgálatot is. 
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A feszültségeloszlás a tiszta húzással terhelt keresztmetszetben
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Tiszta nyírás igénybevételi állapota
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Az elméleti lehetetlenséget elismerve mégis adódik olyan terhelési eset, amelyben a keresztmetszet pontjaiban a nyíróerő hatása dominál. Ezekre a (kapcsolatokban, kötőelemekben előforduló) esetekre (közelítő megoldásként) alkalmazhatónak elfogadjuk a TISZTA NYÍRÁSi igénybevételi állapotát. 
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A tiszta nyírás igénybevétele a keresztmetszeteket a tartótengelyre MERŐLEGESEN mozdítja el, és így az elemi szálaknak a keresztmetszetekkel bezárt (eredetileg merőleges) állása megváltozik. Az elemi hasáb tengelyre merőleges elmozdulásának a tartótengely mentén mért hosszhoz viszonyított értékét a nyírásra jellemző deformációnak,  NYÍRÁSI SZÖGTORZULÁSnak nevezzük.
[image: image301.bmp]Általános esetben az elemi hasáb torzulása szimmetrikus, így a /2 jelenik meg az ábránkon.

Ha a keresztmetszetben a nyíróerőből a fentiek szerint egyenletes nyírófeszültséget tételezünk fel minden pontban, ellentmondásra jutunk.
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Az egyenletes fiktív nyírófeszültség alkalmazása a kötőelemek tiszta nyírású metszeteiben részben a képlékeny kiegyenlítődés, részben pedig az anyagellenállás hasonló módon történt meghatározása miatt elfogadható. A gerendatartók (hajlított-) nyírt keresztmetszeteiben viszont tiszta nyírással NEM SZÁMOLHATUNK
Lemezek szegecselt-csavarozott kapcsolata

A tiszta húzás és a tiszta nyírás igénybevételi állapotai a (húzott) lemezek kötőelemes kapcsolataiban jelentkeznek és kerülnek alkalmazásra. Az elégtelen hosszúságú lemez toldására, az erő átadására az egyik leggyakoribb módszer a toldandó és a toldó lemez furataiban elhelyezett hengeres kötőelemek alkalmazása. Alaphelyzetben a kapcsolat közvetlenül a két lemez között is megvalósítható, de így a lemezelemek eltérő tengelyvonala miatt a két lemezben működő húzóerők nem esnek egy hatásvonalba (a szerkezet persze gondoskodik a hatásvonalak azonosságáról: a kapcsolati részen alkalmasan meggörbül). 
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A kapcsolati szakasz deformálódásának elkerülésére a kapcsolatot legtöbbször szimmetrikus, hevederes kapcsolatként alakítjuk ki: a bütüsen (homloklapjaikkal) illesztett lemezekre alul-felül egy-egy hevederlemezt helyezünk, és a kötőelemekkel először az egyik lemezből átvisszük az erőt a hevederlemezekbe, majd a csatlakozási metszet után visszavisszük a másik lemezbe. Valójában tehát a szimmetrikus hevederes kapcsolat két kapcsolat együttes alkalmazását jelenti, erre majd a kötőelemszám meghatározása során kell figyelni. Kötőelemként szegecseket, csavarokat, vagy akár hengeres acélcsapokat is alkalmazhatunk. A kötőelemek tulajdonságaitól függő szabályokat a szaktárgyakban fogják megismerni, itt csak a kapcsolat működési elvét tisztázzuk. 
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A húzott lemez a furatokba helyezett kötőelem palástjára támaszkodik, a kötőelem pedig egy másik palástfelületén adja át az erőt a hevederlemezeknek. A palástfelületen ébredő feszültség valós eloszlása sugárirányú, változó nagyságú vektorokkal írható le, de ezek húzásirányra merőleges összetevői a húzóerő átadása szempontjából lényegtelenek (csak a kötőelemben okoznak keresztirányú nyomófeszültségeket). A számítási munka egyszerűsítése érdekében ezért a valós eloszlás helyett a tengelyirányú erővel párhuzamos, egyenletes megoszlású palástnyomási feszültséggel számolunk, amelyet az átmérő mentén működőnek tételezünk fel.  A palástnyomási feszültségeke a lemezelemk vastagsága mentén (is) egyenletes megoszlásúnak tekintjük.
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Az alapanyag-lemez és a hevederlemez csatlakozási felületein az ellenkező irányban működő palástnyomási feszültségek a kötőelemben tiszta nyírási igénybevételi állapotot ébresztenek. Ennek megfelelően a kötőelem nyíródó felületein egyenletes nyírófeszültségekkel számolhatunk. 

[image: image313.bmp]
A húzóerőt a kötőelemek között (is) egyenletesen elosztottnak tekintjük, minden kötőelemre ugyanakkora erőhányadot tételezünk fel.
A húzóerőt mind az alapanyag-lemez, mind a hevederlemez a furatba helyezett kötőelemnek a húzásiránnyal ellentétes oldali palástjára támaszkodva továbbítja. Ez azt jelenti, hogy a lyuk(ak)kal gyengített  keresztmetszetnek még azt az erőhányadot viselnie kell, amit az aktuális lyukban lévő kötőelem továbbít. Az alapanyag-lemez első lyuksorának tengelyében tehát a gyengített keresztmetszetben a teljes húzóerővel kell számolnunk. 
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Ha a lemezben az erők továbbítását erővonalakkal szemléltetjük, akkor az is látható, hogy a kötőelemekre történő erőátadódáshoz az erővonalaknak a lyukakat meg kell kerülniük, ehhez pedig a lyuk környezetében nagyobb erővonal-sűrűség tartozik. Az erővonalak sűrűsége a kialakuló feszültségeloszlást tükrözi, tehát a gyengített keresztmetszetekben a feszültségeloszlás még centrikus erő esetén sem lesz egyenletes. Ugyanakkor az acélanyag képlékeny tulajdonsága miatt számolhatunk a feszültségi csúcsok leépülésével, a feszültségek képlékeny átrendeződésével, végső soron a gyengített keresztmetszetben is egyenletes feszültségeloszlással.
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A fenti ábrán egy, mindkét végén egyenletesen megoszló erővel húzott acéllemez számított hosszirányú normálfeszültségeinek eloszlását mutatjuk be. Látható, hogy a feszültségeloszlás egyenletes, csak a lyukak közvetlen környezetében van anomália: a lyukak szélességében a lyuk előtt-mögött a hosszirányú normálfeszültség lecsökken, a lyuk mellett viszont jelentősen megnő. 
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A kinagyított ábrán látható, hogy a lemezre jellemző 200 N/mm2 (itt: 20 kN/cm2) értékű normálfeszültség a lyuk mellett több, mint kétsze-resére ugrik fel, de az is látható, hogy ez a túlfeszültség csak rövid szakaszon alakul ki, azaz a képlékeny átrendeződés  elfogadható.
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A szegecsszámítás egyszerűsítéseinek összefoglalása

A szegecsszámítás során a számítási eljárás egyszerűsítését szolgáló megállapításainkat az alábbiakban pontokba szedve is összefoglaltuk. Az egyszerűsítéseket egyrészt az acélanyag képlékeny viselkedése, az ebből fakadó feszültségátrendeződési képesség indokolja,  a számítási munka csökkenése indikálja és a gyakorlati tapasztalatok összessége igazolja. 

A szegecsszámítás egyszerűsítő feltételezései

· A valós palástnyomási feszültségek helyett (is) fiktív, az átmérő mentén egyenletes, a húzóerővel párhuzamos „feszültségeket” alkalmazunk
· A palástnyomási (fiktív!) „feszültségeket” az egy irányban dolgozó lemezek (összegzett) vastagsága mentén (is) állandónak vesszük

· A kötőelemek elnyíródó felületein a csak (fiktív) nyírófeszültségekkel számolunk, és ezek eloszlását a teljes nyíródó felületen egyenletesnek tekintjük

· A több nyíródó felülettel rendelkező (többször nyírt) kötőelemekben az egyes nyíródó felületek között egyenletes erőeloszlással számolunk

· A gyengített keresztmetszet (számítási!) „feszültségeit” mind a keresztirányú (hatékony) szélesség, mind az egy irányban dolgozó le-mezek (összegzett) vastagsága mentén állandónak vesszük

· A teljes húzóerőt mind a palástnyomási vizsgálat, mind a nyírásvizsgálat során a kötőelemek között egyenletesen elosztottnak tekintjük.
A szegecsszámítás méretezési-ellenőrzési összefüggései

A szegecskapcsolatot tekinthetjük összetett szerkezetnek, amely többféleképpen, több „szakadási metszet” mentén is elemeire bontható. A tartórészek egyensúlya megkívánja, hogy a vizsgált tartórészre működő erők eredőjének zérust kell adnia, tehát a vetületi-nyomatéki egyenletek ezekre a tartórészekre is felírhatók. A centrikus húzás miatt a szegecskapcsolatban csak a tengelyirányú, a húzóerővel párhuzamos vetületi egyenletnek lesz információtartalma, ezt viszont minden tönkremeneteli formára, minden szakadási metszetre fel kell írni.  

Az összefüggésekben 

· a vmin az egyirányban dolgozó lemezelemek összegzett vastagsága, 

· az n az egy kapcsolatban szereplő kötőelemek darabszáma, 

· a d a kötőelemek (névleges) átmérője, 

· a k az egy kötőelemben egyidejűleg nyíródó síkok száma, 

· a j a kapcsolatban a húzóerőre merőlegesen elhelyezett kötőelemek száma. 
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ellenőrzés palástnyomásra
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ellenőrzés nyírásra
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ellenőrzés húzásra
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A fenti összefüggések természetesen bármelyik adat keresése során alkalmazhatók, mindig a keresett mennyiséget kell kifejeznünk, és a megengedett feszültség ismeretében a szükséges méret, kötőelemszám meghatározható. 

Megjegyezzük, hogy a kapcsolat megfelelőségéhez a fenti három egyenlőtlenség mindegyikének teljesülnie kell, tehát ellenőrzés esetén mindhárom egyenlőséget ellenőriznünk kell, méretezés esetén pedig a három egyenlőtlenségből kapott adatok legerősebbikét kell (kerekítve) alkalmaznunk.  
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Vizsgálatunkat egy x-z síkra szimmetrikus tartón, a szimmetriasíkban működő My nyomatékra végezzük. Ez esetben az y tengellyel párhuzamos egyenesek mentén (a szimmetria miatt) az  fajlagos nyúlások értéke állandó. A Bernoulli-Navier hipotézist érvényben tartva a keresztmetszeteket a bekövetkező deformációk után is síknak, a tengellyel párhuzamos elemi szálakat pedig a keresztmetszetekre merőlegeseknek tekintjük.
4.3.1. A semleges tengely fogalma

A tiszta hajlítás igénybevételi állapotában a tartókeresztmetszetben a nyomaték mellett sem normálerő, sem nyíróerő nem működik. 

Nyíróerő hiányában a keresztmetszet pontjaiban nem kell nyírófeszültségekre számítanunk. Ugyanezt láthatjuk az elemi szálak és a keresztmetszetek merőlegességét kimondó Bernoulli-Navier hipotézisben is: ha a pontok kicsiny környezetében felvett elemi hasábokban a bekövetkező deformációban nem okoz nyírási szögtorzulást, akkor ezekben a pontokban nyírófeszültség sem ébredhet. 

A keresztmetszeti normálerő hiánya viszont azt eredményezi, hogy a nyomatékból a keresztmetszet pontjaiban ébredő normálfeszültségeknek a teljes keresztmetszeten vett összegzett hatása csak nyomaték lehet. Ennek megfelelően a keresztmetszeti síkidomnak bizonyosan lesz olyan része, amelyben húzófeszültségek, és olyan része, amelyben nyomófeszültségek alakulnak ki. A húzott és a nyomott zónákat elválasztó vonalban sem nyúlás, sem összenyomódás nem jöhet létre, itt a normálfeszültség értéke zérus. 

A keresztmetszeti nyomatéki igénybevétel nyomán kialakuló deformáció miatt a húzott zónában az elemi szálak megnyúlnak, a nyomott zónában összenyomódnak. Az alakváltozott elemi szálak végpontjai a keresztmetszet új állását rajzolják ki. Minthogy azonban (a rúdszerkezetek körében elfogadott feltételezésünk szerint) a keresztmetszet a rúdelem deformációja után is sík maradt, a húzott és nyomott zónákat elválasztó (nyúlás- és összenyomódásmentes pontok halmazaként definiált) vonal az eredeti keresztmetszeti sík és az alakváltozás utáni keresztmetszeti sík metszésvonala, azaz egyenes, éspedig a szimmetria miatt az x-z szimmetriasíkra merőleges egyenes lesz. 

A húzott és nyomott zónákat elválasztó, nyúlás- és összenyomódásmentes pontok halmazaként definiált vonalat a keresztmetszet semleges tengelyének nevezzük. A Bernoulli-Navier hipotézisben megfogalmazott feltételezések miatt a rúdszerkezetek keresztmetszeteiben a semleges tengely mindig egyenes. A tiszta hajlítás igénybevételi állapotában a semleges tengely a szimmetriasíkra merőleges, az y tengellyel párhuzamos lesz.

4.3.2. A nyomatékból származó normálfeszültségek
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 A keresztmetszetben a külső erőkből meghatározott  nyomatéki igénybevételt valójában a keresztmetszet pontjaiban az anyagi kapcsolat veszi fel. A pontonként meglévő anyagi kapcsolatot viszont a fajlagos belső erőkkel, a feszültségekkel helyettesítettük, tehát a keresztmetszeti nyomatéki igénybevétel az elemi felületdarabokon ébredő (fajlagos) belső erők, a feszültségek nyomatékainak összege. Az egy pontban ébredő elemi erő (dF) a pont z koordinátájával, az általa kifejtett elemi nyomaték (dM) a pont z koordinátájának négyzetével arányos.
Az ábrán a P ponthoz tartozó dA=dy×dz elemi felületet a láthatóság végett nagyra rajzoltuk, de ez a határátmenet képzésekor tart a zérushoz, azaz a dF elemi erő helye tart a P pont y-z koordinátáihoz. 
A keresztmetszet P pontjának dy×dz méretű elemi felületén a nyomatéki igénybevételből keletkező elemi erő nagysága: 
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A keresztmetszet P pontjában a nyomatéki igénybevételből keletkező elemi erő (elemi) nyomatéka a hajlítási semleges tengelyre:
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A keresztmetszet P pontjában a nyomatéki igénybevételből keletkező elemi erők összegzett nyomatéka a hajlítási semleges tengelyre:
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A keresztmetszetben a külső erőkből számított keresztmetszeti nyomatéki igénybevétel valójában a megszüntetett anyagi kapcsolat pótlására pontonként alkalmazott fajlagos belső erők, feszültségek összegzett nyomatékával azonos, azaz 
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A keresztmetszet pontjainak feszültségeiből előállított nyomaték és a keresztmetszet nyomatéki igénybevételének azonossága alapján a nyomatéki igénybevételből származó normálfeszültség a keresztmetszet P pontjában:

A keresztmetszetben a maximális normálfeszültség a semleges tengelytől legtávolabbi, legnagyobb z ordinátájú pontban, a szélső szálban keletkezik. Ennek meghatározásához a z koordináta helyére a szélsőszál-távolságot kell írnunk. 

4.3.3. A keresztmetszeti modulus

A keresztmetszeteink méretezése-ellenőrzése során a legtöbbször a maximális feszültségre vagyunk kíváncsiak, hiszen erre kell kimutatnunk, hogy alatta marad az anyagra megengedett határértéknek, az anyagszilárdságnak. Ezekben a számításokban mindig a szélső szál pontjait kell ellenőriznünk, ezért a pont semleges tengelytől mért távolsága mindig a szélsőszál-távolság lesz. 

A mérnöki gyakorlat a keresztmetszeti tehetetlenségi nyomaték és a szélsőszál-távolság hányadosát külön mennyiségként, keresztmetszeti modulusként (vagy más néven: keresztmetszeti tényezőként) definiálja. Ha a keresztmetszetben a hajlítási semleges tengely nem szimmetriatengely, akkor természetesen a két szélső szál a semleges tengelytől mért távolsága nem azonos, ilyen esetekben két keresztmetszeti modulussal kell számolnunk. A keresztmetszeti modulus jele W, indexben pedig jelölnünk kell a semleges tengelyt, amelyre a tehetetlenségi nyomatékot számítottuk, és a szélső szál irányát. 
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A keresztmetszeti modulus használata a gyakorlatban azért célszerű, mert az alkalmazandó keresztmetszeti alakok-méretek általában nem szabadon választhatók, hanem az ipar által gyártott, a kereskedelem által forgalmazott termékekből kell kiválasztanunk a megfelelőt. Ennek során igen jól használható a gyártó által a termék valós geometriai tulajdonságai alapján kiszámított, és közzétett keresztmetszeti modulus értéke. 

4.3.4. A semleges tengely helye

A tiszta hajlítás igénybevételi állapotában a keresztmetszetet tengelyirányú erő nem terheli, ezért a normálfeszültségekből pontonként számított elemi erők tengelyirányú vetületösszege zérus lesz. 

Felhasználva a P pontban a nyomatéki igénybevételből keletkező elemi erő nagyságának korábban levezett összefüggését, felírhatjuk az x tengely irányú vetületi egyenletet: 
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A fenti összegzésben azonban az E rugalmassági modulus, az emax szélsőszál-alakváltozás és a zmax szélsőszál-távolság a keresztmetszet egészének adata, és a pontonkénti összegzés során állandó. Az állandó szorzók az összegzésben kiemelhetők, így: 
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A fenti kifejezés csak akkor lehet zérus, ha 

· E=0 
(végtelen hajlékony anyag, ilyen nincs)

· emax =0 
(végtelen merev anyag, ilyen nincs

· zmax = ( 
(végtelen méretű keresztmetszet, ilyet nem használunk)

· (z×dA)=0 
(a keresztmetszetnek a semleges tengelyre számított statikai nyomatéka zérus.

A keresztmetszetben a nyomatékból keletkező normálfeszültségek vetületi összegzése alapján tehát kimondhatjuk, hogy a semleges tengely, amit az alakváltozás- ill. feszültségmentesség alapján definiáltunk, a keresztmetszetnek mindig súlyponti tengelye lesz. 

Tiszta hajlítás igénybevételi állapotában a semleges tengely emellett a hajlítás síkjára merőleges, azaz egybeesik a hajlítónyomaték vektorával. 

4.3.5. A tiszta hajlításból származó feszültségek eloszlása

A tiszta egyenes hajlítással terhelt keresztmetszetben tehát a normál-feszültségek a nyomatékkal egyenes arányban, a keresztmetszet (nyomatékvektorral megegyező állású semleges tengelyére vett) inercianyomatékával fordított arányban alakulnak, és a vizsgált pontnak csak a semleges tengelytől mért z távolságától függnek (egyenes arányban).
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A keresztmetszet pontjaiban ébredő x normálfeszültségek (elvileg) a pont helykoordinátáinak háromváltozós függvényei. A szimmetria miatt a szimmetriatengelyre merőleges irányban a feszültségek nem változnak, így az y változótól való függés elhagyható. A rúd prizmatikus kialakítása, a keresztmetszetek alakjának-méretének állandósága miatt a különböző x koordinátájú, de ugyanazon z koordinátával jellemezhető pontokban a feszültség csak az My nyomaték függvényében fog változni, míg egy keresztmetszetben, ahol az x koordináta állandó, és a z koordinátát változtatjuk, a feszültségek a csak az x-től függő nyomaték állandósága miatt csak a pont z koordinátájának lesznek a függvényei.  

4.4. A hajlítással egyidejűleg működő nyírás

4.4.1. A keresztmetszeti nyírófeszültség meghatározása

Rúdszerkezeteink leggyakoribb terhelése a tengelyre merőlegesen működő koncentrált vagy megoszló teher. Ez a terhelési mód a tartó keresztmetszeteiben hajlítónyomatékot ÉS nyíróerőt ébreszt. (A differenciális összefüggésben bebizonyítottuk, hogy a nyíróigénybevétel léte előírja a keresztmetszetben a nyíróerővel azonos síkú hajlítónyomaték létét is.) 
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A tiszta egyenes hajlítás esetében feltételeztük a sík keresztmetszetek és a tengellyel párhuzamos elemi szálak merőlegességének állandóságát. Emiatt a pontok környezetében felvett elemi hasábokban szögtorzulás nem léphet fel, azaz a xz feszültség a keresztmetszet minden pontjában zérus.
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A tiszta egyenes hajlítás esetében feltételeztük a sík keresztmetszetek és a tengellyel párhuzamos elemi szálak merőlegességének állandóságát. Emiatt a pontok környezetében felvett elemi hasábokban szögtorzulás nem léphet fel, azaz a xz feszültség a keresztmetszet minden pontjában zérus.
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A hajlítással egyidejűleg működő nyírás esetén a keresztmetszeti síkok és a tengellyel párhuzamos elemi szálak merőlegessége NEM tartható, hiszen akkor nem ébredhetne nyírófeszültség, ami viszont a nyíróerő léte miatt nem lehetséges. Ennek ellenére (a tapasztalatok szerint) a nyomatékból származó normálfeszültségek értékének és eloszlásának meghatározására jó közelítéssel elfogadható a tiszta egyenes hajlítás összefüggése.  Ugyancsak elfogadható az a feltevés, hogy a hajlítónyomatékból CSAK normálfeszültség, a nyíróerőből CSAK nyíró-feszültség keletkezik.
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A tartó x koordinátájú keresztmetszetében működő igénybevételek: My(x) és Tz(x). Az x+dx koordinátájú keresztmetszetben működő igénybevételek: My(x+dx) és Tz(x+dx).  Az My(x) és a Tz(x) függvényeket sorba fejtve, a másod- és magasabb fokú tagokat elhanyagolva
A fentiek szerint a tartó dx vastagságú szeletére az x koordinátájú (vég)keresztmetszetben –My(x), az x+dx koordinátájú keresztmetszetben +My(x)+dMy(x) nyomaték működik. Ennek alapján a tartó dx vastagságú szeletének két oldalán működő  normálfeszültségeknek az My(x) nyomatékból származó része x irányú vetületben kiegyenlíti egymást, x irányú kiegyenlítetlen erő csak az x+dx koordinátájú metszetet terhelő dMy nyomatéki növekményből származik. Ha a tartószeletet egy z koordinátájú magasságban vízszintesen (is) elvágjuk, a megmaradó (alsó vagy felső) elemre felírva a Fix=0 vetületi egyenletet, a dMy nyomatékból származó kiegyenlítetlen normálfeszültségeket csak a vízszintes metszetben keletkező nyírófeszültségek kompenzálhatják.

Az alábbi ábrán a rúdból kimetszett, dx vastagságú szeleten az My nyomatéki hányadból származó, egymást kioltó normálirányú feszültségeket kihagyva csak a dMy nyomatéki növekményből keletkező  normálfeszültségeket rajzoltuk fel. A normálfeszültségek a teljes keresztmetszeten összegezve egyensúlyban vannak, de ha a szeletet egy z koordinátájú pont magasságában az xy síkkal párhuzamosan elvágjuk, a megmaradó részre működő normálfeszültségek x irányú eredőjét csak a z normálisú síkon ébredő zx nyírófeszültségek egyensúlyozhatják (a homlokfelületek x irányú feszültségeit már figyelembe vettük, az alkotófelületen pedig csúsztatófeszültség nem ébredhet). A zx nyírófeszültségeket a vízszintes síkú metszeten keresztirányban a szimmetria miatt, hosszirányban  a határátmenetben 0-hoz tartó vastagság miatt állandónak tekinthetjük. 
(Az ábrán a jobb láthatóság érdekében a normálfeszültség-növekményeket az x tengely pozitív ága felé vettük fel, ehhez pedig negatív nyírófeszültségek és ennek megfelelően negatív nyíróerő társul.)
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Az A’ homlokfelületű szeletdarabra a normálfeszültség-növekmények A’ felületen integrált összege és a nyírófeszültségek by szélességen és dx hosszon integrált összege működik. A dMy nyomatéknövekmény és az Jy inercianyomaték a keresztmetszetben állandó, így az A’ felületen történő integrálás során az integráljel elé kiemelhető. A z×dA szorzat a dA felületelemnek az y tengelyre számított statikai nyomatéka, összegzése tehát az A’ rész-felület y tengelyre vonatkozó statikai nyomatékát adja. 

[image: image378.wmf](

)

(

)

(

)

dA

c

y

c

x

dA

y

x

C

x

y

y

x

ò

ò

+

+

=

=

'

'

'

'

Felírva az x irányú erők egyenlőségét :
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A x feszültségek itt már csak a nyomaték növekményéből származnak, dMy/dx pedig a differenciális összefüggés alapján (negatív) nyíróerőt adja.
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A hajlított-nyírt tartó egy pontjában a nyíróerőből származó és vele párhuzamos vektorú nyírófeszültség tehát egyenesen arányos a Tz nyíróerővel, az A’-vel jelölhető „elcsúszni akaró rész”-nek a hajlítási semleges tengelyre vett statikai nyomatékával, fordítottan arányos a keresztmetszeti síkidomnak a hajlítási semleges tengelyre vett inercianyomatékával és a keresztmetszetnek a pontban, a hajlítási tengellyel párhuzamosan mért szélességével. Az összefüggésből előjelet nem kapunk, a keresztmetszetben keletkező nyírófeszültség vektora mindig az őt okozó keresztmetszeti nyíróerő vektorával megegyező állású.

Az ábrából és a levezetésből látható, hogy közvetlenül nem is a keresett keresztmetszeti nyírófeszültséget tudtuk meghatározni, hanem annak duális párját. Ebből természetesen az is kitűnik, hogy a hajlított-nyírt tartóban a hossztengellyel párhuzamos síkokban is ébrednek nyírófeszültségek. Ezek a hossztengellyel párhuzamos síkban keletkező nyírófeszültségek akadályozzák meg a sík alatti és feletti tartórészek hosszirányú elcsúszását, biztosítva ezzel a két tartórész együttműködését. A keresztmetszeti nyírófeszültség számítási képletében ezért neveztük az A’ felületdarabot „elcsúszni akaró rész”-nek. 

4.4.2. A kétfás tartó

A hajlított-nyírt tartóban keletkező tengelyirányú nyírófeszültségek hatását legjobban az ún. kétfás tartón vizsgálhatjuk. A tartó két, egymásra helyezett, téglalap keresztmetszetű fagerendából áll. Ha a gerendák között nincs kapcsolat (mondjuk még a súrlódás együttdolgoztató hatásától is eltekintünk), akkor a két gerenda individuálisan külön-külön dolgozik, együttes merevségük és teherbírásuk az egy gerendára számítható merevség és teherbírás kétszerese.  

A hajlított-nyírt szerkezetben normáligénybevétel nincs, ennek megfelelően a tartók tengelyvonalában, a hajlítási semleges tengely magasságában sem megnyúlás, sem összenyomódás nem alakul ki. 

Az ábrán jól látható, hogy a véglapok elfordulása miatt a csatlakozási felületen (a szimmetriatengelytől távolodva egyre növekvő) relatív eltolódás, elcsúszás alakul ki az egymáson lévő tartókban. 
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Ha az egymásra helyezett gerendák csatlakozási felületén az elcsúszást (pl. ragasztással, csavarozással, keményfa ékek beépítésével, stb.) megakadályozzuk, azaz az individuális tartókat „team”be szervezzük, az együttműködő tartók alakváltozása lecsökken, merevsége és teherbírása megnő. 
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A 2h magasságú együttdolgozó keresztmetszet tehetetlenségi nyomatéka a külön-külön számolt tehetetlenségi nyomatékok összegének a négyszerese, a hajlításra számított határnyomatéki teherbírása a külön-külön számított határnyomatékok összegének kétszerese. Ha tehát az együttdolgoztatandó elemek között az elcsúszást meg tudjuk akadályozni, a merevség (a tehetetlenségi nyomaték) négyszeresére, a nyomatéki teherbírás a kétszeresére növelhető. 

Megjegyezzük, hogy a fenti teherbírásnövelési arány csak akkor realizálható, ha a csatalakozó felületeken valóban semmiféle relatív elmozdulás nem alakul ki. Ez csak folytonos, nagy merevségű kapcsolat (ragasztás, hegesztés) alkalmazásával valósítható meg. Ha a kapcsolatot csak lokálisan tudjuk megteremteni, esetleg ott is csak bizonyos elmozdulások árán mobilizálódnak a kapcsolati erők (csavaros-ékes kapcsolat), akkor az együttdolgozás a kapcsolt elemek között nem lesz tökéletes, a tehetetlenségi nyomaték, ill. a teherbírás növekedése nem éri el az elvi maximumot.  

A keresztmetszeti nyírófeszültségek meghatározására levezetett összefüggésünk a z normálisú síkokon tengelyirányban álló nyírófeszültségek számítására is alkalmas. Ha az i jelű koncentráltan alkalmazott kapcsolati elemben kell meghatároznunk a Hi vízszintes csúsztató erőt, a zx nyírófeszültségeket a szélesség mentén konstansnak vehetjük, a tartó tengelye mentén pedig a nyíróerő függvénye alapján vehetjük fel. Ennek során a C és D jelű határpontokat a szomszédos kötőelemek közötti szakaszok felezőpontjaiban szokás megválasztani. A rögzített, z magasságban állandó keresztmetszeti jellemzőket kiemelve azt látjuk, hogy a Hi horizontális csúsztatóerő a vizsgált szakaszon lévő nyíróerőábra-területtel arányos. 
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Azonos teherbírású kapcsolóelemek alkalmazása esetén a kiosztás (célszerűen) nem lesz egyenletes, hiszen azonos terheléshez a nyíróerőábra területeknek kell azonos értékűeknek lenni.

4.4.3. A keresztmetszeti nyírófeszültség eloszlása

A hajlított-nyírt keresztmetszetben a nyíróerővel párhuzamos állású nyírófeszültségek mindig keletkeznek. Minthogy a nyírásvizsgálatban kikötöttük, hogy a nyíróerőnek szimmetriatengelyben kell működnie, így (a szimmetriatulajdonságok alapján a nyírófeszültségek keresztirányban, a nyíróerőre merőleges egyenesek mentén konstans értékűek lesznek. Egy keresztmetszetben a nyíróerő is, és a keresztmetszet tehetetlenségi nyomatéka is konstans, tehát a különböző magasságokban, a nyíróerővel párhuzamos egyenesek mentén a nyírófeszültség-értékek változását a vizsgált ponthoz tartozó elcsúszni akaró rész statikai nyomatékának és keresztmetszeti szélességének a hányadosa határozza meg.  

A tiszta nyírás igénybevételi állapotának elemzése során megállapítottuk, hogy a tartószerkezeteink határoló felületén, az érintősíkban (a VALAMI és a SEMMI határán) semmilyen irányú nyírófeszültség nem ébredhet. Ennek következtében a nyíróerővel terhelt keresztmetszet szimmetriatengelyének végpontjaiban a (keresztmetszeti) nyírófeszültségek értéke zérus. 

Néhány hajlított nyírt keresztmetszet nyíróerővel párhuzamos nyírófeszültségeinek a nyírás irányával párhuzamos eloszlása. 

Általános keresztmetszet nyíróerővel párhuzamos nyírófeszültségei
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Általános keresztmetszet nyíróerőre merőleges nyírófeszültségei
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Általános keresztmetszet eredő nyírófeszültségei
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A nyíróerőből tehát a keresztmetszetben keresztirányú nyírófeszültség is keletkezhet. A z irányú nyíróerőből a keresztmetszet z=konstans koordinátájú pontjaiban a nyíróerővel megegyező állású nyírófeszültségek értéke konstans, a nyíróerőre merőleges nyírófeszültségek pedig az y koordináta függvényében lineárisan változnak (a szélső pontokban veszik fel maximális értéküket, a szimmetriatengelyben pedig zérus értékűek lesznek. 

A z=konstans koordinátákkal jellemezhető, a hajlítási semleges tengellyel párhuzamos egyenes és a keresztmetszet határoló vonala metszéspontjában az eredő nyírófeszültség (a dualitás miatt) mindig az eredő irányában áll. Ha ez az eredő a nyíróerővel párhuzamos, akkor az érintési pontban, sőt a z=konstans egyenes összes pontjában a keresztirányú nyírófeszültség zérus. 

Téglalap keresztmetszet nyíróerővel párhuzamos nyírófeszültségei
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T  keresztmetszet nyíróerővel párhuzamos nyírófeszültségei
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I  keresztmetszet nyíróerővel párhuzamos nyírófeszültségei
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4.5. Ferde hajlítás
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Ha a keresztmetszetre működő eredő hajlítónyomaték vektora nem főirányban áll, a keresztmetszet igénybevételét ferde hajlításnak nevezzük.
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A ferde hajlításból származó normálfeszültségek
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Csak centrálisan szimmetrikus elem ferde hajlítása

Az M nyomaték vektora az y tengelyben áll, de minthogy y nem tehetetlenségi főirány, az igénybevételi állapot ferde hajlítás.
A tehetetlenségi főirányok, és a rájuk eső nyomatéki vetületek valamint a főtehetetlenségi nyomatékok meghatározása után a vizsgálandó pontok u-v koordinátarendszerben értelmezett helykoordinátáira lesz szükségünk. Az x-y és az (elfordított) u-v koordinátarendszerek közötti transzformációs mátrix elemeit egy pont kiválasztása után le is vezethetjük.
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esetünkben zP negatív, tehát az általános összefüggésben előjele megfordul
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A lineáris transzformációs összefüggést mátrixalakba írva:
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A keresztmetszeti síkidomnak nincs szimmetriatengelye, így a nyíróerőből ébredő nyírófeszültségeket nem tudjuk meghatározni.

A ferde hajlításból származó nyírófeszültségek
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Kétszeresen szimmetrikus, görbe határvonalú keresztmetszet  nyírófeszültségei
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A keresztmetszet kerülete mentén az érintősíkokban (a „valami és a semmi határfelületén”) nyírófeszültség nem ébredhet. Emiatt a keresztmetszeti eredő nyírófeszültségek a kerületi pontokban érintőirányúak lesznek. Ez azonban csak úgy lehetséges, ha a Ty nyíróerő irányára merőleges nyírófeszültségek is ébrednek. A keresztirányú nyírófeszültség nagyságát a z irányú nyírófeszültség nagyságából a geometriai hasonlóság felhasználásával kaphatjuk:
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A keresztirányú nyírófeszültség a szimmetriatengelyben mindig zérus, a hajlítási semleges tengellyel párhuzamos egyenesek mentén pedig lineárisan változik. 
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A keresztmetszet kerülete mentén az érintősíkokban (a „valami és a semmi határfelületén”) nyírófeszültség nem ébredhet. Emiatt a keresztmetszeti eredő nyírófeszültségek a kerületi pontokban érintőirányúak lesznek. Ez azonban csak úgy lehetséges, ha a Ty nyíróerő irányára merőleges  nyírófeszültségek is ébrednek. A keresztirányú nyírófeszültség nagyságát a z irányú nyírófeszültség nagyságából a geometriai hasonlóság felhasználásával kaphatjuk:


A keresztirányú nyírófeszültség a szimmetriatengelyben mindig zérus, a hajlítási semleges tengellyel párhuzamos egyenesek mentén pedig lineárisan változik.

A kerületi pontokban az eredő nyírófeszültségvektorok mindig érintő irányúak lesznek, ezért a két szimmetriatengelyben működő nyíróerőből kapható nyírófeszültségvektorok skalárisan összegezhetők. 




A keresztmetszet belső pontjaiban a szimmetriatengelyekben működő nyíróerőkből számítható nyírófeszültségek állása eltérő lesz, ezért összegzésük csak vektoriálisan lehetséges!











Kéttámaszú tartó számított feszültségeloszlása

A hajlított-nyírt tartók feltételezéseink szerinti viselkedése alapján meghatározhatók a tartókeresztmetszetek pontjaiban a normál- és nyírófeszültségek. Az alábbi ábrákon számítógépi modellen elvégzett számítások eredményeiben mutatjuk meg a feszültségek tartómagasság és hossz szerinti eloszlását.

A hajlított-nyírt gerendában az  alakváltozás  az alsó és a felső szélső szálban gyakorlatilag azonos görbületű, a keresztmetszetek az alak-változás után is síkok maradnak.
Az ábrában a színek határvonalai az azonos normálfeszültségű pontokat mutatják. A hajlított-nyírt gerendában a keresztmetszeti normál-feszültségek változása a tartó közbenső szakaszán a legerősebb

Az ábrában a színek határvonalai az azonos nyírófeszültségű ponto-kat mutatják. A hajlított-nyírt gerendában a keresztmetszeti nyíró-feszültségek változása a tartóvégek közelében a legerősebb.

Kéttámaszú tartó feszültségei egyenletesen megoszló teherre 

Az alábbi ábrák az AXIS-VM végeselemes szerkezetszámító programmal készültek.






Kéttámaszú tartó feszültségei koncentrált megoszló teherre 

Az alábbi ábrák az AXIS-VM végeselemes szerkezetszámító programmal készültek.




4.6. Külpontos nyomás (húzás

Ha a keresztmetszetre működő, a rúd tengelyével párhuzamos vektorú erő nem centrikusan, nem a keresztmetszet súlypontjában terhel, a keresztmetszet igénybevételi állapotát külpontos nyomásnak, külpontos húzásnak nevezzük (a gyakorlati szerkezetekben a külpontosság elsősorban a nyomott oszlopokban-pillérekben jelenik meg, ezért az összefüggések tárgyalása során legtöbbször csak külpontos nyomásról beszélünk, de természetesen a megállapítások a külpontos húzásra is érvényesek. 

Meg kell említenünk, hogy a nyomott rudak esetében (amint azt már a tiszta húzás - tiszta nyomás igénybevételi állapotának vizsgálata során rögzítettük) a szilárdsági vizsgálat mellett mindig el kell végezni a stabilitásvizsgálatot is, ennek módszereit, eljárásait a későbbi szaktárgyakban fogják megismerni. 

A külpontosan terhelő tengelyirányú erő mindig redukálható a keresztmetszet súlypontjára, amikoris a külpontos erőt egy vele azonos vektorú, most már centrikusan terhelő normálerővel, és egy, az erőnagyság és a külpontosság szorzataként előállítható hajlítónyomatékkal helyettesítjük. Ha az erő támadáspontja és a keresztmetszet tengelye által meghatározott nyomatéki sík normálisa nem esik egybe a keresztmetszet valamelyik tehetetlenségi főirányával, akkor a nyomatékvektort még a tehetetlenségi főirányokra vetítenünk kell, és így a külpontos erő egy normálerővel, és két, most már bizonyosan egyenes hajlítást okozó nyomatékkal helyettesíthető. Ennek megfelelően azokat az igénybevételi állapotokat is külpontos nyomásként – külpontos húzásként kezeljük, amelyekben a keresztmetszetet a centrikus normálerővel egyidejűleg (akár teljesen más terhelésből származó) hajlítónyomaték is terheli. 

Az igénybevételek függetlenségét érvényesnek elfogadva a normálerőből és a hajlítónyomatékból a keresztmetszet pontjaiban számítható normálfeszültségeket a külpontos nyomás-húzás esetén egyszerűen skalárisan összeadhatjuk.  

Az összegzés során az egyes tagok előjeleit szemléletből, a keresztmetszeti síkidom eltolódás-elfordulási „szándéka” alapján is meghatározhatjuk, de a szokásos koordinátarendszert alkalmazva általános érvényű előjelszabályt is megállapíthatunk. 

A külpontos nyomás tartószerkezeti alapesetei


A ténylegesen külpontosan működő tengelyirányú erővel terhelt keresztmetszetben a normálfeszültségek háromféle hatásból származhatnak:

· az erő súlypontra redukálásából származó N normálerőből

· a redukálás során alkalmazandó M=N×e hajlítónyomatéknak az 1. tehetetlenségi főirányba eső vetületéből 

· a redukálás során alkalmazandó M=N×e hajlítónyomatéknak a 2. tehetetlenségi főirányba eső vetületéből 

Az egyes hatásokból származó normálfeszültség-összetevők nagyságát az igénybevételek függetlensége alapján a tiszta igénybevételi állapotokra meghatározott összefüggésekkel állíthatjuk elő. A feszültségkomponensek előjeleit szemléletből mindig meg tudjuk határozni. 
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A képletben a +- előjel arra utal, hogy az igénybevételeknek és a pont helykoordinátáinak nem tulajdonítunk előjelet, az egyes feszültség-összetevők előjeleit pedig szemlélet alapján határozzuk meg.

A feszültségkomponensek előjeleinek meghatározására azonban előjelszabályt is meghatározhatunk. Ehhez rögzítenünk kell a keresztmetszet síkjában alkalmazott koordinátarendszert, és a keresztmetszeti síkidomot úgy kell elhelyeznünk, hogy tehetetlenségi főirányai a választott koordinátatengelyekkel egybeessenek (az 1. és 2. főirány felcserélődhet, de a tengelyekkel egybe kell esniük). 



A fenti általános kifejezésbe az F erőt, a külpontossági értékeket, a helykoordinátákat ill. a nyomatéki vetületeket előjelhelyesen beírva a képlet előjelhelyesen szolgáltatja a normálfeszültségi összetevőket. 

A csak nyomásnak ellenálló anyagú keresztmetszet

Az építőiparban alkalmazott anyagaink egy része a húzó és a nyomó igénybevételekkel szemben nagyon eltérően viselkedik (pl. kő, beton, öntött vas). Az ilyen „kő-szerű” anyagok húzásra már kis terhelésnél megrepednek, elvesztik ellenállóképességüket, húzószilárdságuk a nyomószilárdságnál lényegesen (kb. egy nagyságrenddel) kisebb. Ezt a kicsi húzószilárdságot a keresztmetszet vizsgálata során el szoktuk hanyagolni, és olyan anyagmodellt alkalmazunk, amely húzófeszültség felvételére egyáltalán nem képes. Az ilyen anyagú keresztmetszetek esetén a repedésmentesség, a csatalakozó rúdmetszetek folytonos, szakadásmentes illeszkedése csak úgy biztosítható, ha az igénybevételekből a keresztmetszetben sehol nem keletkeznek húzófeszültségek. Ez a feltétel a központos nyomás igénybevételi állapotában természetesen teljesül, de a nyomóerő külpontos elhelyezkedése nyomán fellépő hajlítónyomatéki komponensekből már húzófeszültségek is származnak. Meg kell tehát vizsgálnunk, hogy a keresztmetszeti súlypont körül a különböző irányokban mekkora külpontossággal működtethetjük a tengelyirányú nyomóerőt úgy, hogy a keresztmetszet egyetlen pontjában se keletkezzék húzófeszültség. 

A vizsgálatot téglalap keresztmetszeten végezzük el. Nyilvánvaló, hogy a külpontos F nyomóerőből származó nyomatékok az átellenes sarokpontban ébresztik a legnagyobb húzófeszültségeket. Ha tehát ebben a G jelű pontban nem keletkezik húzás, akkor a teljes keresztmetszet húzófeszültség-mentes, azaz repedésmentes lesz. Az F nyomóerő külpontos elhelyezésének határát, a külpontosság maximumát éppen az jelenti, hogy a nyomóerővel átellenes sarokpontban a normálfeszültség éppen zérus. 

Írjuk fel tehát a G pontra a normálfeszültség összefüggését a külpontos F nyomóerőből, az ey és ez (tehetetlenségi főirányokra vonatkozó) külpontosság-paraméterek függvényében. A normálfeszültség-komponensek előjelében vegyük figyelembe, hogy az F erő nyomóerő, és támadási pontja a koordinátarendszerünk pozitív síknegyedében van. A képletben a keresztmetszeti jellemzőket fejezzük ki a téglalap oldalhosszúsági adataival.  






Ez az alak az F erő y és z tengelytől mért külpontosságának azokat a kombinációit foglalja össze, amelyekre az erővel átellenes sarokpontban a normálfeszültség-összeg zérus. Másként fogalmazva ez az egyenes az y-z síkot két „térfélre” osztja: az egyiken működtetve az F nyomóerőt a G pontban bizonyosan nyomófeszültség ébred, míg a másikra helyezve az F erő támadáspontját, a G pontban biztosan húzófeszültség keletkezik. Ha a G pontban nem engedjük meg húzás kialakulását, akkor ez az egyenes a megengedett és a tiltott zóna határvonalát jelenti a G pont vizsgálata alapján. 






A csak nyomásnak ellenálló anyagú keresztmetszetekben természetesen minden pontban garantálnunk kell a húzófeszültség-mentességet. A fenti levezetés analóg alkalmazásával a G sarokpont után a többi sarokpont húzófeszültség-mentessége alapján is meghatározhatjuk a nyomóerő támadáspontja számára tiltott zónákat, amelyek határvonalai a súlyponttól szintén a/6 ill. b/6 távolságban metszik az y és z tengelyeket. A tiltott zónák határvonalai a keresztmetszeten belül egy jellegzetes alakú és tulajdonságú síkidomot határoznak meg: a keresztmetszet belső magját, vagy magidomát. 

A külpontosan nyomott keresztmetszet azon pontjainak halmazát, amelyekben működtetve a nyomóerőt a keresztmetszet egyetlen pontjában sem ébred húzófeszültség, a keresztmetszet belső magjának, vagy magidomának nevezzük. 

A téglalap-keresztmetszet belső magja egy a/3 – b/3 átlójú rombusz lesz. 



A keresztmetszeti belső mag tulajdonságai

A belső mag határvonalán mozgó külpontos erőből a keresztmetszetben legalább egy pontban a normálfeszültség zérus. Ez a pont természetesen a nyomott és a (fiktív, a valóságban nem létező) húzott zónákat elválasztó semleges tengelynek pontja lesz. Ha megrajzoljuk néhány támadáspontra a semleges tengely helyét, azt látjuk, hogy amíg az erő a belső mag egy oldalélén mozog, a semleges tengely a keresztmetszet átellenes csúcspontja, sarokpontja körül fordul el: ez a sarokpont mindvégig zérus feszültségű lesz. A belső mag csúcsában álló erőből viszont a keresztmetszet átellenes oldalélében, annak minden pontjában egyidejűleg ébred zérus feszültség, azaz a semleges tengely ez az oldalél lesz. 



Mindezek alapján megállapíthatjuk, hogy a (konvex) keresztmetszeti síkidom oldalélei a magidom csúcspontjaival, a (konvex) keresztmetszeti síkidom csúcspontjai pedig a magidom oldaléleivel kölcsönösen egyértelmű kapcsolatban vannak. E tulajdonság figyelembevételével a magidom összetett keresztmetszetekre is előállítható. 

A belső magon kívül terhelt kapcsolat feszültségei és teherbírása

A csak nyomásnak ellenálló tulajdonság, a húzószilárdság teljes hiánya nemcsak egy anyagra, hanem egy kapcsolatra is lehet érvényes (pl. az alaptestek és a talaj kapcsolatára). Az alaptestek esetében a terhelő erők eredőhatásvonalának az alapsíkkal alkotott döféspontját kell támadáspontnak tekintenünk, és ha ez a támadáspont az alaptest síkidomának belső magján belül van, a kapcsolatban csak nyomófeszültségek lépnek fel. Egyszeres külpontosság és téglalap keresztmetszet esetén jól szemléltethető a normálfeszültségek alakulása a tengelyirányú erő külpontosságának függvényében. Az alábbi ábrán egy a×b méretű, téglalap alakú alaptestre működő talajfeszültségeket mutatjuk be különböző külpontosságú tengelyirányú erőkre. Látható, hogy az erő súlypontra redukálásával a normálerő, és a belőle származó, egyenletes normálfeszültség minden külpontosság-állás mellett azonos, a nyomatéki összetevőből pedig lineáris, a súlyvonalban zérus értékű normálfeszültség származik. 

Rugalmas állapotban az elemi szálak  normálfeszültségei arányosak az  fajlagos összenyomódásokkal, amelyek viszont a (merevnek tekintett) alaptest elmozdult (esetünkben azonos függőleges eltolódású, és egyre növekvő elfordulású) helyzetét rajzolják ki.


Amikor a külpontosság növekedése miatt a támadáspont a belső mag határvonalára (pontosabban: esetünkben a belső mag csúcspontjára) kerül, a keresztmetszet átellenes oldalegyenesének minden pontjában a normálfeszültség zérus. A külpontosság további növelésével a keresztmetszet a megnövekedett nyomatékot csak az átellenes oldalon ébredő húzófeszültségek révén tudná egyensúlyozni. Ha az anyag, vagy a kapcsolat húzószilárdsággal nem rendelkezik, a nyomaték okozta elfordulás miatt a „húzott” oldalon a kapcsolat folytonossága megszakad, a szerkezet megreped, az alaptest és a talaj elválik. A repedés-elválás nyomán azonban lecsökken a hatékony keresztmetszeti felület, ami a feszültségek növekedésével, és ezáltal a repedés-elválás mélységének növekedésével jár együtt. Szerencsére, ez az önmagát erősítő folyamat konvergens, létezik egy olyan (kissé lecsökkent méretű) nyomott felület, amely a külpontos erőt csak nyomófeszültségekkel egyensúlyozni tudja. 

A megoldást a terhelő erő és a nyomófeszültségek által meghatározott feszültségi test eredőnagyságának és hatásvonalának azonossága jelenti. A keresztmetszetek deformációmentessége alapján a terhelt keresztmetszet merevtest-szerű elmozdulása a kapcsolatban egy síkra illeszkedő  fajlagos tengelyirányú elmozdulásokat, és ideálisan rugalmas anyag esetén ugyanilyen eloszlású  normálfeszültségeket ébreszt. Egyszeres külpontosságú terhelés esetén a téglalap keresztmetszetben így a normálfeszültségek feszültségi testje ék alakú lesz. Az ék alakú test súlypontja keresztirányban középen, hosszirányban a harmadolópontban lesz, és az egyensúlyi állapothoz ennek a súlypontnak egybe kell esnie a külpontos terhelő erő támadáspontjával. Az erő külpontosságát ez vel jelölve az ék-háromszög alapjának harmada c=(a/2-ez), azaz az alapél 3c=3×(a/2-ez), tehát a nyomott felület hossza rendelkezésünkre áll. Ennek ismeretében felírhatjuk az ék alakú feszültségi test térfogatát, azaz a nyomott felületen működő normálfeszültségek eredőjének nagyságát is. 


A feszültségi test térfogatának összefüggése alapján a lineáris feszültségi ábra maximális ordinátája is számítható.


A belső magon kívül támadó erőt a csak nyomásnak ellenálló kapcsolat a húzásra-nyomásra egyaránt dolgozó keresztmetszethez képest mindenképpen kisebb felületen kénytelen egyensúlyozni, hiszen az eredetileg húzott felületek mellett az elfordulás növekedése folytán az újonnan elváló-megrepedő keresztmetszetrész is kiesik a teherviselő felületből. Nyilvánvaló, hogy ennek ára a maximális nyomófeszültség értékének növekedése lesz. 

Hasonlítsuk össze egy a-b oldalú téglalapkeresztmetszet nyomott felületének és maximális nyomófeszültségének értékét húzásra és nyomásra egyaránt dolgozó, és csak nyomófeszültség felvételére képes kapcsolat esetén. 





A külpontosság további növelése esetén a nyomott felület további csökkenésével és a maximális nyomófeszültség további növekedésével kell számolnunk. A külpontosság növelésének határát végül az anyag nyomószilárdsága jelenti: a maximális nyomófeszültség ezt nem lépheti túl. 

A fenti gondolatmenet lényege az elemi szálak x tengelyirányú alakváltozásainak és x tengelyirányú feszültségeinek (bi)linearitása, valamint a normálfeszültségek eredőjének és a külpontosan terhelő erőnek az egyensúlya. Ezek alapján (elvileg) tetszőleges keresztmetszetre és tetszőleges külpontosságra el lehet végezni a normálfeszültségi ellenőrzést: a feszültségi testet a keresztmetszeti sík, a rúd (meghosszabbított) határoló felülete és a keresztmetszet merevtest-szerű elmozdulásai folytán kialakuló sík határolja. A külpontosan terhelt kapcsolatban ébredő normálfeszültségek eredőjét a feszültségi test térfogataként kaphatjuk meg, az eredő helye pedig a feszültségi testnek az erőiránnyal párhuzamos súlyvonalában lesz. Az eredő nagyságának a külpontosan terhelő erő nagyságával, helyének pedig a külpontosan terhelő erő hatásvonalával meg kell egyeznie, így ezek alapján a maximális nyomófeszültség értékének meghatározására alkalmas egyenletek felírhatók. 

Megjegyezzük, hogy a csak nyomószilárdsággal rendelkező anyagban-kapcsolatban a belső magon kívül támadó erő hatására a „húzott” (valójában húzószilárdság híján feszültségmentes) zónában mindig megszűnik a folytonosság: az elemi szálak elszakadnak, az anyag megreped, a kapcsolat elemei elválnak egymástól. A folytonossági hiány a terhelési-tehermentesítési folyamat elmozdulásainak reverzibilitását veszélyezteti (a gyakorlatban: megszünteti). Pl. az alaptest és a talaj között kialakuló hézagba talajszemcsék kerül(het)nek, és emiatt a tehermentesülő alaptest nem képes teljesen visszakerülni kezdeti pozíciójába. Ha ez a folyamat sokszor ismétlődik, az egyébként kicsiny elmozdulások olymértékben halmozódhatnak, hogy a szerkezet geometriája, kapcsolati erői, igénybevételei is kedvezőtlenül megváltoznak. Mindezek miatt a külpontosan nyomott elemekben a belső magon kívüli külpontosságot (különösen ismétlődő, fárasztó terhelés esetén) célszerű elkerülni.

4.7. Tiszta csavarás

A tartó tengelyével párhuzamos állású nyomaték által a keresztmetszetben kialakuló, a keresztmetszetet a rúd tengelye körül elcsavarni akaró igénybevételi állapotot csavarásnak nevezzük.  Ha a csavaró nyomaték egyedüli keresztmetszeti igénybevétel, tiszta csavarásról beszélünk. 

A csavarás az eddigiekben tárgyalt, a síkbeli tartókra vonatkozó igénybevételektől eltérően nem a tartó, hanem a keresztmetszet síkjában okoz alakváltozásokat. Ugyancsak eltérés az eddigiektől, hogy a csavarás tárgyalása során szimmetriatulajdonságként a keresztmetszeti síkidomban csak a centrális szimmetria értelmezhető. 

A keresztmetszet csavaró igénybevételét (az igénybevételi függvények definíciójának logikus kiterjesztésével) a keresztmetszetet megelőző csavaró terhek algebrai összegeként definiáljuk. A csavarónyomaték pozitivitását a haladási irány szerint megmaradó tartórész végkeresztmetszetének pozitív x tengelyével megegyezőnek választjuk. 

A koncentrált csavarónyomatékok a gyakorlatban pl. egy keresztirányú (fiók)tartó befogási nyomatékának ellentettjeként jöhetnek létre. Megoszló csavarónyomatékkal kell számolnunk pl. egy konzolos erkélylemezt az éle mentén megtámasztó (koszorú)gerenda esetében. A csavarónyomatéki igénybevételek függvényei, ábrái a nyíróerőfüggvényekhez hasonló tulajdonságúak: a koncentrált csavarónyomaték helyén a függvényben a nyomaték értékével megegyező nagyságú ugrás jelenik meg, a megoszló csavarónyomaték terhelési hosszán az igénybevételi függvény lineáris.




Körszimmetrikus szelvény csavarása

A csavarási hatás centrális szimmetriája miatt a csavarásból származó feszültségek vizsgálatát először körszimmetrikus tulajdonságú keresztmetszeteken végezzük el. 

A csavarónyomaték centrálisan szimmetrikus teher, így az ezt egyensúlyozó feszültségeknek is centrális szimmetriát kell mutatniuk. Ez azt jelenti, hogy a feszültségek csak sugárirányban változhatnak. Az x tengely irányú vetületi egyenlet kielégítéséhez a normálfeszültségeknek a keresztmetszeten belül előjelet kellene váltaniuk, ami a keresztmetszeti síkok hullámszerű deformációjával járna, így a csatlakozó metszetekben a folytonosság megszakadna, a metszetek nem illeszkednének. A folytonosság, a megelőző-követő keresztmetszetek illeszkedése csak akkor biztosítható, ha a csavarónyomatékból származó normálfeszültség a teljes keresztmetszetben azonosan zérus. A Bernoulli-Navier hipotézisnek az első fele, amely szerint a keresztmetszetek a bekövetkező alakváltozások után is síkok maradnak, a csavarás esetében is igaz. 

A csavarásból tehát a keresztmetszetben csak nyírófeszültség keletkezik, azaz egy dx vastagságú lamella vastagsága az elcsavarodás nyomán nem változik. Az anyag folytonossága, szakadás és torlódásmentessége a csatlakozó metszetekben csak akkor áll fenn, ha a  feszültségnek nincs sugárirányú összetevője, azaz a csavarásból származó nyírófeszültség vektora (a körszimmetrikus keresztmetszetekben) mindig érintő irányú. 

A fenti összefüggések felhasználásával felírható a lamella x tengelyre vett nyomatékainak egyenlősége, figyelembe véve, hogy az általános P ponthoz tartozó dA felületelemen ébredő x×dA elemi nyíróerő r sugáron fejt ki nyomatékot az x tengelyre.


[image: image33.wmf]ò

ò

ò

´

´

´

´

=

´

´

´

=

´

´

=

=

dA

dx

d

r

G

r

dA

G

r

dA

r

M

M

cs

x

j

g

t


A keresztmetszet pontjain elvégzett összegzés során a G nyírási rugalmassági modulus és a d/dx fajlagos elcsavarodás értéke állandó, így 
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A csavarásból a körszimmetrikus keresztmetszetű rúdon keletkező fajlagos elcsavarodás tehát az Mcs csavarónyomatékkal egyenesen, a G×J○ csavarómerevséggel pedig fordítottan arányos.  
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Felhasználva a nyírófeszültségre levezetett x=G×=G×r×(d/dx) összefüggést: 
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és ebből kifejezve x-et:


A körszimmetrikus szelvények csavarási nyírófeszültségi-fajlagos elcsavarodási képletei tehát struktúrájukban teljesen megegyeznek az egyenes hajlítás normálfeszültségi-fajlagos elfordulási összefüggéseivel, a különbség csak annyi, hogy a csavarásból nyíró, a hajlításból normálfeszültségek keletkeznek.

Vékonyfalú zárt szelvény csavarása (BREDT-képlet)









A vékonyfalú zárt szelvény csavarásából származó nyírófeszültségek számítási összefüggése igen egyszerű, de tudnunk kell, hogy közelítés, hiszen a falvastagság mentén állandó nyírófeszültségekkel számol, pedig a csavarási elcsúszás a tengelytől mért távolsággal lineárisan növekszik. A közelítéssel elkövetett hiba a falvastagság növekedésével nő. Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy a zárt szelvény csavarási ellenállása, csavarómerevsége igen nagy, így a csavarónyomatékokból általában kis értékű nyírófeszültségek keletkeznek. A közelítéssel elkövetett hiba tehát egy (relatíve) kicsiny feszültségnek (az esetleg magas százalékos) hányadaként is a teljes nyírófeszültség abszolút értékében (az egyéb hatásokból származó nyírófeszültségekkel összevetve) nem okoz nagy hibát. 

Ide kívánkozik a mérnöki számításoknak egy fontos elve: 

a pontos eredménytelenségnél hasznosabb 
a pontatlan eredmény
A BREDT-képlet lehetővé teszi bonyolult szekrénytartók csavarási (nyíró-)feszültségeinek egyszerű meghatározását, igaz, hibával terhelten. Az alternatíva az, hogy vagy nem tudjuk ezeket a feszültségeket kiszámítani, vagy igen bonyolult matematikai apparátust kell alkalmaznunk. A közelítő számítás révén kapott érték hibáját megbecsülve szerkezeteink megfelelősége egyszerűen és kielégítő pontossággal ellenőrizhető. 



Körszimmetrikus szerkezeten alkalmazva a pontos és a BREDT-féle feszültségszámítást, a falvastagság függvényében adhatunk becslést a hasonló középvonal-területű, de nem szabályos idomok feszültségértékeinek hibájára.

Téglalap szelvényű rúd csavarása

Sajnos, a tényleges szerkezetekben alkalmazott rúdkeresztmetszetek nem mindig sorolhatók be a körszimmetrikus, vagy a vékonyfalú zárt szelvény kategóriába. Az alábbiakban a leggyakoribb téglalap szelvények csavarásának legfontosabb kérdéseit érintjük. 

A derékszögű négyszög keresztmetszetek sarokpontjaiban a dualitás miatt keresztmetszeti nyírófeszültség sem az y, sem a z irányban nem ébredhet. Ennek megfelelően a sarokpontokban nyírási szögtorzulás sem keletkezhet. Ugyanakkor a keresztirányban kivágott dx vastagságú lamellán a csavarónyomatékot csak a keresztmetszet síkjában ébredő, tx nyírófeszültségek képesek egyensúlyozni (ill. másként fogalmazva: a csavarónyomaték (közvetlenül) a keresztmetszet síkjában okoz alakváltozásokat, tehát itt kell keletkezniük az alakváltozásokhoz igazodó fajlagos belső erőknek, feszültségeknek is). 

A téglalapszelvényben a z tengellyel párhuzamos oldalélek belső pontjaiban a dualitás már nem tiltja a xz nyírófeszültségek létét, így e vonal mentén kell számítanunk z irányú nyírófeszültségekre. A feszültségekkel összefüggő, az x-z síkban kialakuló nyírási szögtorzulás viszont csak a pontok hossztengely irányú eltolódásai révén valósulhat meg, azaz a Bernoulli-Navier hipotézisnek már az első fele (a keresztmetszetek a bekövetkező alakváltozások után is síkok maradnak) sem tartható. 

A nem körszimmetrikus szelvények csavarása során a keresztmetszet pontjaiban hosszirányú, rúdtengely-irányú alakváltozások is létrejönnek, a keresztmetszet öblösödik. 

Ha a rúdvégek megtámasztottsága olyan (merev), hogy e hosszirányú alakváltozások kialakulását meg tudja akadályozni, gátolt csavarásról beszélünk, A gátolt csavarás esetében x irányú nyúlások nem ébrednek, a keresztmetszet sík marad, nem torzul, viszont az x irányú nyúlások-összenyomódások gátlása miatt a keresztmetszetben x irányú, azaz normálfeszültségekkel is számolnunk kell. 


A téglalapszelvény csavarása során a hosszabbik oldal középpontjában keletkező maximális nyírófeszültség értéke a következő közelítő összefüggéssel határozható meg: 
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Ha a szelvény kisebbik mérete a nagyobbikhoz képest lényegesen (nagyságrenddel) kisebb, a b/h a zérushoz közelít, így a (mindig a hosszabbik oldal felezőpontjában keletkező) maximális nyírófeszültség: 


[image: image38.wmf]h

b

M

cs

MAX

x

´

´

»

2

,

3

t


Ebben az esetben az A-B szakaszon kialakuló elcsavarodás szögét a következő kifejezéssel közelíthetjük:
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A b3×h/3 kifejezést mind a nyírófeszültség, mind az elcsavarodás képletében megtalálhatjuk. Ezt a kifejezést, amely funkcióját tekintve a hajlított keresztmetszet tehetetlenségi nyomatékával, ill. a csavart körszimmetrikus szelvény poláris inercianyomatékával egyezik meg, keresztmetszet csavarási ellenállóképességének, Jcs csavarási inerciájának nevezzük. 

A csavarási inercia felhasználásával a maximális nyírófeszültség, ill. az állandó csavaróigénybevétel esetén az A-B szakaszon kialakuló elcsavarodás összefüggése a következőkre egyszerűsödik
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Vegyük észre, hogy a csavaróinercia közelítő összefüggésében mindig a rövidebbik oldal van a harmadik hatványon, a maximális nyírófeszültség viszont mindig a hosszabbik oldalak felezőpontjaiban keletkezik. 

Összetett szelvények csavarása esetén a keresztmetszetet téglalap-elemekre bontva határozhatjuk meg a csavaróinerciát. Ne feledjük, a közelítő összefüggésben mindig a téglalap-elem rövidebbik oldala van a harmadik hatványon, függetlenül az elem állásától. 

A mérnöki gyakorlatban az ipari termékként kapható rúdszelvények keresztmetszeti jellemzői táblázatosan hozzáférhetők, a szerkezetszámító programok pedig tetszőleges termék vagy általunk felvett síkidom-elem felhasználásával képesek bármilyen összetett szelvény keresztmetszeti jellemzőit meghatározni. 
Végül jegyezzük meg, hogy az elemekből összeállított zárt szelvény csavaróinerciája mindig sokszorosa az ugyanazon elemekből összeállított, de nem zárt szelvény csavarási ellenállásának. Ennek megfelelően ha egy rúdban csavaróigénybevételekre számítanunk kell, keresztmetszeti kialakításként igen erősen ajánlott zárt szelvényt alkalmazni.

4.8. A képlékeny teherbírási többlet

Az anyagmodellek tárgyalása során definiáltuk a képlékeny alakváltozás fogalmát és megismerkedtünk a képlékeny tulajdonságú anyagokkal. 

Tartószerkezeteink méretezése-ellenőrzése során általában kerüljük a képlékeny állapot kialakulását, hiszen ez esetben irreverzibilis folyamatok játszódnak le a szerkezet (túlterhelt) pontjaiban, ami ismétlődő terhek esetén a belső mikrostrukturális átalakulások és a külső alakváltozások állandó növekedéséhez vezethet. 

Ugyanakkor nem feledkezhetünk el a képlékenység igen kedvező, a szegecselt-csavarozott kapcsolat tárgyalása során említett feszültség-kiegyenlítő, túligénybevétel-leépítő hatásáról, amellyel (többlet-deformációk elviselése árán) akár a statikailag határozatlan szerkezetek igénybevételeinek átrendezésére is lehetőségünk nyílik.

A képlékenységtan a rugalmasságtan mellett a Mechanikának szintén fontos területe, itt azonban csak egy alkalmazási területével, a képlékeny teherbírási többlettel foglalkozunk.

A képlékeny állapotba került anyagrészek további terhek felvétele nélkül folyamatos (állandó sebességű) alakváltozást végeznek, így azokban a szerkezetekben, amelyekben a feszültségeloszlás a keresztmetszet pontjaiban konstans, tehát minden pont egyidejűleg kerül(ne) képlékeny állapotba,  képlékeny teherbírási többletről nem beszélhetünk. 

Azokban az igénybevételi állapotokban, amelyek a keresztmetszetben változó nagyságú feszültségeket ébresztenek (hajlítás, nyírás, csavarás), a legnagyobb feszültségű pontok képlékeny alakváltozása a keresztmetszet elmozdulásának növelésével újabb pontokban-elemi szálakban teszi lehetővé a maximális szilárdság elérését, és ezzel a keresztmetszetet többletigénybevétel felvételére teszi alkalmassá. Ez a lokális képlékeny alakváltozásokat megengedő teherbírásnövelő folyamat addig folytatható, míg a keresztmetszet minden pontja, elemi szála eléri a képlékenységi határt, hiszen ekkor már a keresztmetszetelmozdulások további igénybevételnövekedés nélkül is folytatódnak, a keresztmetszet képlékeny teherbírása (is) kimerült. 

Az alábbi ábrákon egy hajlított téglalapkeresztmetszet normálfeszültségi ábráin mutatjuk be a képlékeny teherbírási többlet kialakulását és határát. A gondolatmenet a csavarás esetében is analóg módon alkalmazható. A nyírófeszültségek a gyakorlatban alkalmazott  rúdszerkezetekben nem  szoktak mértékadó értékűek lenni, így ezekre képlékeny teherbírási többletet nem szokás meghatározni. 

Megemlítjük, hogy a nyírófeszültségek képlékeny kiegyenlítődését a szegecselt-csavarozott kapcsolatokban a kötőelemek nyíródó felületein ébredő nyírófeszültségek egyenletességének, állandó nagyságának vélelmezésénél használtuk ki. 








A képlékeny teherbírási többlet meghatározását egy hajlított téglalap-keresztmetszet nyomatéki teherbírásán mutatjuk be. 



A rugalmas határállapotban a téglalap-keresztmetszetben a húzó- és a nyomó feszültségi test ékalakú (oldalnézetben háromszög), a húzó- és a nyomóerő pedig a b szélességű és h magasságú keresztmetszetben: 


A keresztmetszet rugalmas határnyomatéka:



A képlékeny határállapotban a téglalap-keresztmetszetben a képlékeny többletből adódó feszültség-növekmények feszültségi testjei (fordított) ék alakúak (oldalnézetben háromszögek) a húzó- és a nyomóerő pedig a b szélességű és h magasságú keresztmetszetben: 


A keresztmetszet képlékeny határnyomatéka:



A levezetés alapján látható, hogy a téglalap szelvényben a képlékeny hatásból származó nyomatéki többletteherbírás a rugalmas határnyomaték 50 %-a.

A képlékeny hatás figyelembevételével megnövekedett teherbírás értékét a képlékeny növekmények helyett meghatározhatjuk a képlékeny határállapotban kialakuló teljes húzó- és nyomóerők nyomatékaként is. 


A képlékeny határállapotban a téglalap-keresztmetszetben a képlékeny hatásból származó feszültség-növekményeket is figyelembe véve a feszültségi testek téglatest alakúak (oldalnézetben téglalapok), a húzó- és a nyomóerő értékei pedig a b szélességű és h magasságú keresztmetszetben: 


A keresztmetszet teljes képlékeny határnyomatéka:



A képlékeny hatást is figyelembe vevő teljes nyomatéki teherbírás így is a rugalmas határnyomaték 1,5-szeresére adódik. Azt is mondhatjuk, hogy a téglalap keresztmetszet képlékeny keresztmetszeti modulusa a rugalmas keresztmetszeti modulus másfélszerese. 


Az ábrák nyomán a terhelési folyamatot végiggondolva beláthatjuk, hogy a képlékeny többlet a nyomaték növekedésének függvényében egyre lassabban nő, a modellünkben bemutatott képlékeny határállapotot a keresztmetszet csak végtelen nagy alakváltozások árán érheti el. A gyakorlati szerkezetekben tehát ez az elméleti teherbírási tartalék nem érhető el. 

A keresztmetszetben a képlékeny teherbírási növekmény lokális folyási-morzsolódási hatás révén mobilizálódik, amely irreverzibilis többletdeformációt ébreszt a szerkezetben.



Képlékeny nyomatéki határállapot elérésekor a keresztmetszet (képlékeny) csuklóvá alakul, nyomatéki merevsége zérusra csökken, így a statikailag határozott szerkezeteink teherbírása megszűnik, a szerkezetek mozgási mechanizmussá alakulnak. 

A statikailag határozatlan szerkezeteknek legalább egy külső vagy belső többletmerevsége van, így a egy keresztmetszet nyomatéki merevségének elvesztése csak eggyel csökkenti a szerkezet belső merevségét, de a szerkezet állékony, teherbíró marad. Az ilyen szerkezetek a képlékeny csukló(k) kialakulása után is terhelhetők, mégpedig a képlékeny csuklót valós csuklóként megjelenítő statikai vázon. A szerkezet csak akkor tekintendő tönkrementnek, ha a képlékeny csuklók száma meghaladja a statikai határozatlanság fokszámát. 


A belső és a külső erők egyensúlya a képlékeny állapotú tartókra, tartórészekre is érvényes. A képlékeny határállapotban lévő keresztmetszetben azonban minden elemi szálban, minden pontban a folyási szilárdság, a rugalmas határfeszültség jelenik meg. A húzófeszültségek eredője tehát a húzott felület és a rugalmas határfeszültség szorzataként, a nyomófeszültségek eredője pedig a nyomott felület és a rugalmas határfeszültség szorzataként adódik. Ha a keresztmetszetünket csak hajlítónyomaték terheli, akkor a képlékeny határállapotban a húzott és a nyomott felületek területének meg kell egyeznie, azaz a képlékeny határállapothoz tartozó hajlítási semleges tengely a húzott és a nyomott felületek területazonossága alapján számítható. 


Ha a keresztmetszetben a hajlítónyomaték mellett normálerő is működik, akkor az egyensúlyi egyenletek a következőképpen alakulnak: 





A két egyenletből két ismeretlen határozható meg. A képlékeny határállapotban tehát ismert normálerőhöz meghatározhatjuk a nyomott zóna magasságát és az egyidejűleg működtethető nyomatékot, vagy fordítva: ismert nyomatékhoz meghatározhatjuk a nyomott zóna magasságát és az egyidejűleg működtethető normálerőt. Ha a keresztmetszetben mind a normálerő, mind a nyomaték ismert, akkor nem biztos, hogy a keresztmetszetben kialakul a képlékeny határállapot. 

4.9. Összetett igénybevételi  állapot

A rúdszerkezet egy keresztmetszetében előfordulható hatféle igénybevétel mindegyikét megvizsgáltuk, és (a keresztmetszet geometriájára vonatkozó megszorításokkal) meg is határoztuk az igénybevételekből származó feszültségek jellegét és számítási algoritmusát. 

Egyszerűsítő feltételezéseink alapján, amelyeket a gyakorlati vizsgálatok kielégítő pontosságúnak igazoltak, az egyes igénybevételekből származó feszültségeket egymástól függetlennek tekinthetjük. 

A keresztmetszetre működő normálerőből és a keresztmetszetet egyenes hajlításra igénybevevő hajlítónyomatékokból a keresztmetszet síkjára merőleges, normálfeszültségek származnak, amelyek pontról pontra skalárisan összegezhetők. 

A hajlítónyomatékokkal egyidejűleg működő nyíróerők alapvetően a nyírás irányában álló nyírófeszültségeket ébresztenek a keresztmetszet pontjaiban, de görbe határolóvonalú keresztmetszetben keresztirányú nyírófeszültségekre is számítanunk kell. A csavarónyomatékok (az általunk vizsgált keresztmetszettípusokban érintő irányú nyírófeszültségeket okoznak, és belőlük normálfeszültség nem származik. A keresztmetszet pontjaiban az eredő nyírófeszültségeket a különböző hatásokból számított nyírófeszültség-vektorok vektoriális összegzésével állíthatjuk elő. 

Megjegyezzük, hogy az igénybevételekből számítható feszültségek függetlensége csak akkor tartható fenn, ha az anyag ellenállóképessége nincs teljesen kihasználva. Nyilvánvaló, hogy ha egy anyagi pontban a normálfeszültség eléri az anyag által elviselhető határértéket, akkor ugyanebben a pontban már egyidejű nyírószilárdságra nem számíthatunk. Szerencsére a szerkezeteinkben álzalában nem azonos pontokban ébrednek a normálfeszültségek és a nyírófeszültségek szélső értékei, sőt a maximális normálfeszültségek helyén sok esetben a nyírófeszültség zérus (hajlított tartó szélső szálai) és fordítva (hajlított tartó semleges tenegelye). A feszültségszámítás függetlenségét (éppen egyszerűsége miatt) érdemes megőrizni, de valóban szükség van olyan eljárásra is, amellyel a normál- és nyírófeszültséggel egyidejűleg terhelt pontban a feszültségek együttes hatását elemezzük. Ezt a feladatot az Általános Szilárdságtan fejezetben, a pontok feszültségi állapotának vizsgálata során tárgyaljuk. 

5. ÁLTALÁNOS SZILÁRDSÁGTAN

5.1. A rúdszerkezetek keresztmetszeti feszültségei

A rúdszerkezetek vizsgálata során meghatároztuk, hogy a rúdkeresztmetszetek igénybevételeiből milyen keresztmetszeti feszültségek származhatnak, és azokat hogyan lehet kiszámítani. A számítási algoritmusok levezetése során azonban sok (a gyakorlat számára elfogadható!) közelítést, egyszerűsítő feltételezést tettünk, amelyek azonban az eredmények értékelésénél sohasem hagyhatók figyelmen kívül. 

Az alábbiakban a legfontosabb keresztmetszeti feszültségszámító összefüggéseket és azok alkalmazási korlátját foglaltuk össze.


Az így kapott (rúdszerkezeti keresztmetszeti) feszültségekkel háromféle alkalmazási korlát merül fel: 

· A feszültségszámítás során mindvégig vélelmeztük a normál- és a nyírófeszültségek függetlenségét, azaz azt feltételeztük, hogy a szerkezet megfelelőségéhez elegendő, ha a normálfeszültségek és a nyírófeszültségek külön-külön alatta maradnak a megengedett értéknek. Ez a feltételezés a határértékénél lényegesen kisebb feszültségek esetén érvényben tartható, de a nagyon kihasznált pontokban már nem tekinthetünk el a normál- és a nyírófeszültségek egységes kezelésétől.

· A feszültségvizsgálatokat csak a tartótengelyre merőleges metszetekben, a keresztmetszetekben végeztük el, pedig tudjuk, hogy a feszültség nemcsak a pont helykoordinátáinak, hanem a ponton át felvett metszősík állásának, normálisának is függvénye.






A feszültségek metszősíkfüggését használhatjuk ki a kapcsolati feszültségek jellegének módosítására: pl. a ragasztóanyagok tipikusan jó nyírószilárdsággal és gyenge húzószilárdsággal rendelkeznek. Ha egy húzott elemben a ragasztási síkot a húzóerőre nem merőlegesen, hanem elfordítva alakítjuk ki, akkor a felületen (akár dominánsan!) nyírófeszültségek ébrednek, amelyekkel szemben a ragasztás jó ellenállóképességű. (Ezt a megoldást alkalmazza a faipar a lécáruk fűrészfogas toldásában.)

· A feszültségszámítási módszerek csak a rúdszerkezetekre megfogalmazott egyszerűsítő feltételezések megléte esetén adnak kielégítő pontosságú eredményt. Ha más geometriai arányú szerkezeten kell feszültségvizsgálatot tartanunk, arra már a rúdszerkezetekre levezetett eljárások nem alkalmasak. 

A probléma megoldását az általános szilárdságtan jelenti, amely nem tesz megszorításokat a tartószerkezet geometriájára, bármilyen állású metszetben megadja a feszültségkomponensek értékét és együttesen kezeli a pontokban ébredő normál- és nyírófeszültségeket.

A következőkben az általános szilárdságtan szerteágazó témakörei közül a tartószerkezet pontjaiban ébredő feszültségek irányfüggőségével, és (ehhez kapcsoltan) a normál- és nyírófeszültségek együttes hatásának (egyfajta) vizsgálatával foglalkozunk. A rúdszerkezettől eltérő geometriájú szerkezetek szilárdságtanával, a pontjaikban keletkező feszültségek számítási eljárásaival a későbbi szaktárgyakban találkozhatnak. 

5.2. Egy pont feszültségi állapota

A tartószerkezet egy pontjában a terhekből a különböző metszősíkokon keletkező feszültségkomponensek egymástól nem függetlenek, és ha elegendő számú (ugyanazon pontban felvett, eltérő metszősíkon keletkező) feszültségösszetevőt ismerünk, akkor ezek birtokában már a ponton át felvett tetszőleges állású metszősíkhoz meghatározhatjuk az ott ébredő feszültségösszetevőket. Az általános térbeli pont esetében ez három, egymásra kölcsönösen merőleges metszősík(pár)t jelent. Az ily módon felvett merőleges síkhármason értelmezett, és mátrixba rendezett feszültségkomponenseket együttesen a pont feszültségi tenzorának nevezzük. 


A számtáblázat (feszültség-mátrix vagy feszültségtenzor) egy-egy SORA az illető normálisú sík eredő feszültségének három, tengely irányú vetületét adja. E kilenc (a nyírófeszültségek dualitása miatt csak hat független) feszültségösszetevő segítségével a P ponton át felvett BÁRMILYEN állású metszősík feszültségösszetevői meghatározhatók, ezért azt mondhatjuk, hogy ez a számtáblázat a P pont FESZÜLTSÉGÁLLAPOTÁT határozza meg.
Egy pont feszültségi állapotán a ponton át felvehető metszősíkokon ébredő (normál- és nyíró-) feszültségek összességét értjük.

Egy tartószerkezeti pont feszültségi állapota általános esetben térbeli, azaz a feszültségmátrixnak minden eleme zérustól különböző. Speciális geometriájú, vagy speciális terhelésű szerkezetek pontjaiban bizonyos jellemző irányokban a feszültségértékek zérus (vagy igen jó közelítéssel zérusnek tekinthető) értékűek, így a feszültségmátrix megfelelő elemei nullák lesznek.  

Ha a P pont kicsiny környezetében párhuzamos (nem feltétlenül tengelyirányú!) síkpárokkal kivágott elemi kockának VAN olyan lap-párja, amelye(ke)n NEM ÉBRED feszültség, akkor a feszültségmátrixnak az illető normálishoz tartozó SORában minden elem zérus. A nyírófeszültségek dualitása miatt ilyenkor az illető normálfeszültség OSZLOPában is minden elem zérus, tehát a kilenc elemből csak NÉGY marad: a pont SÍKBELI FESZÜLTSÉGI ÁLLAPOTBAN VAN.

Egy pont feszültségi állapota SÍKBELI, ha a pont infinitezimálisan kicsiny környezetéből három, egymásra kölcsönösen merőleges síkpárral kimetszhető olyan elemi hasáb, amelynek egyik lap-párja feszültségmentes. Másként fogalmazva: síkbeli a pont feszültségállapota, ha az elemi hasáb lapjain ébredő feszültségvektorok mind egy síkra illeszkednek.


Ha a P pont kicsiny környezetében párhuzamos (nem feltétlenül tengelyirányú!) síkpárokkal kivágott elemi kockának VAN KÉT olyan lap-párja, amelye(ke)n NEM ÉBRED feszültség, akkor a feszültségmátrixnak az illető normálishoz tartozó SORaiban minden elem zérus. A nyírófeszültségek dualitása miatt ilyenkor az illető normálfeszültség OSZLOPaiban is minden elem zérus, tehát a kilenc elemből csak EGY marad: a pont LINEÁRIS FESZÜLTSÉGI ÁLLAPOTBAN VAN.

Egy pont feszültségi állapota LINEÁRIS, ha a pont infinitezimálisan kicsiny környezetéből három, egymásra kölcsönösen merőleges síkpárral kimetszhető olyan elemi hasáb, amelynek két lap-párja feszültségmentes. Másként fogalmazva: lineáris a pont feszültségállapota, ha az elemi hasáb lapjain ébredő feszültségvektorok mind egy egyenesre illeszkednek.





Megjegyezzük, hogy a feszültségi állapot síkbeli mivolta, vagy linearitása csak abban a koordinátarendszerben észlelhető, amelyben a feszültségmentes metszősíkok normálisai a tengelyek. Egy ettől eltérő síkhármassal kivágott elemi hasábon ugyanabban a pontban is minden lapon találunk feszültségeket, és a feszültségmátrix is telemátrix lesz. 

Ha arra keressük a választ, hogy milyen tulajdonságokkal rendelkezik a térbelinek látszó, de síkbelivé transzformálható feszültségmátrix, két esetet figyelhetünk meg:

· ha az általánosan kimetszett elemi hasábon van két olyan lap-pár, amelyen nem ébred normálfeszültség, akkor a harmadik tengely körül alkalmasan elforgatva a síkhármast, mindig található olyan állás, amelyben az egyik lap-pár feszültségmentes

· ha az általánosan kimetszett elemi hasábon az egyik lap-páron ébredő eredő nyírófeszültség vektora párhuzamos a másik két lap-páron keletkező normálfeszültségvektorok eredőjével, akkor a harmadik tengely körül alkalmasan elforgatva a síkhármast, mindig található olyan állás, amelyben az egyik lap-pár feszültségmentes

A kérdés úgy is felmerülhet, hogy pl. egy lineáris feszültségi állapotú (tehát a vizsgált elemi hasábon csak az egyik lap-páron, és ott is csak normálfeszültséget mutató) pontban keletkezhet-e nyírófeszültség. A helyes válasz: IGEN, hiszen a metszősík-hármas elfordításával a feszültségkomponensek értéke-állása megváltozik, a lineáris feszültségállapot jellemző feszültségmátrixa csak abban a speciális koordinátarendszerben alakul ki, amelyben az egyik tengely épp a feszültségállapot tengelye.

5.3. Síkbeli feszültségtranszformáció

Válasszuk ki a szerkezet egy P jelű pontját, és a pont infinitezimálisan kicsiny környezetéből az x-y-z-n normálisú síkokkal vágjunk ki egy dy magasságú, dx-dy befogójú háromszögalapú hasábot. A feszültségtransz-formációt az x-z-n síkban végezzük, így a hasábot elegendő az y tengely felőli nézetével ábrázolnunk. A hasáb x normálisú lapján működjön pozitív x és xz, a z normálisú lapján pozitív z és (a dualitásnak megfelelően) negatív zx feszültség, az n normálisú felületen pedig működjön pozitív n normál- és ugyancsak pozitív nt nyírófeszültség. Az n normálisú lap az x normálisú lappal  szöget zár be. A feladat: a x, xz, z, zx és az  szög ismeretében határozzuk meg n és nt értékét és előjelét.
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a trigonometriai összefüggések alapján:
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a jobb oldali tagokban elvégezve a behelyettesítést, minden tagban szerepelni fog ds és dy, ezekkel tehát az egész egyenlet végigosztható.
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A fenti egyenletek megadják a keresett összefüggést az ismert a x, xz, z, zx és , valamint a keresett n és nt között. A további átalakítások már csak az egyszerűsítést szolgálják. Az átalakításban felhasználjuk, hogy számértékét tekintve a xz  zx.
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A n és nt értékére kapott összefüggésben megjelenő sincos a sin(2) fele, a (cos2-sin2) pedig a cos(2), így felmerül az ötlet, hogy nem lehet-e a x, z és xz együtthatóit is  kétszeres szögfüggvényével felírni.
x×cos2-hoz és z×sin2-hoz adjunk hozzá a 0-t, a következő módon:




A kapott eredményeket behelyettesítve:


[image: image50.wmf]a

t

a

s

s

a

s

s

s

2

sin

)

2

(cos

2

2

)

2

(cos

2

2

´

+

´

-

+

´

+

+

=

xz

z

z

x

x

n



A n és nt tehát a x, xz, z, zx valamint  ismeretében a fenti összefüggésekkel határozható meg.

5.4. A főfeszültségek

Az n-t koordinátarendszert forgatva minden állásban értelmezhetők és előállíthatók a síkon ébredő n és nt  feszültségkomponensek, azaz a n és nt az  elfordítási szögnek folytonos függvénye. Ugyanakkor 360 fokos elfordítás után a koordinátarendszer az eredeti helyzetbe kerül vissza, tehát az n és nt az  elfordítási szögnek periodikus függvénye. Ha pedig egy függvény egyidejűleg folytonos  és periodikus, akkor korlátos is.

Ha pedig a n és nt elfordítási szög szerinti függvénye korlátos, akkor meg lehet (és meg is kell!) határoznunk a szélső értékeit, és az azokhoz tartozó elfordítási szögek értékeit. 






Az átalakítások eredményén látható, hogy az a nt képletével azonos, azaz a normálfeszültség a tengelykereszt forgatása során abban a tengelyállásban veszi fel a szélső értékeit, amelyben a normálishoz tartozó síkon a nyírófeszültség  értéke zérus.
Azokat a tengelyeket, amelyekhez, mint normálisokhoz tartozó síkokon a normálfeszültség a maximális és minimális értéket veszi fel, a síkidom feszültségi főtengelyeinek, főirányainak nevezzük. A maximális normálfeszültséget adó tengelyt 1-es, a minimális értéket szolgáltató tengelyt 2-es főiránynak nevezzük.

A feszültségi főirányok állását, az alkalmazott koordinátarendszer tengelyeivel bezárt szögét a nt nyírófeszültség összefüggéséből határozhatjuk meg.




Megjegyezzük, hogy a tangensfüggvény 180(-ra periodikus, a 
tangens(2 így 90(-ra periodikus, ezért a fenti összefüggés alapján ugyan meghatározható a feszültségi főirányok állása, de nem választható ki, hogy melyik lesz az 1-es, és melyik a 2-es főirány. A pont környezetében felvett elemi hasábra megrajzolt feszültségek azonban lehetővé teszik a főirányok közelítő (45(-os intervallumra korlátozó) megállapítását, és ennek alapján már egyértelműen meghatározhatjuk, hogy a számításból adódó szögérték melyik főtengely állását adja meg.  Ugyancsak biztosan megállapítható a főtengelyek állása a feszültségi MOHR-körből. 

A főirányokra érvényes tehetetlenségi nyomatékértékek összefüggését levezetés nélkül közöljük:


Természetesen a 12 nyírófeszültség mindig zérus!

5.5. A feszültségi főirányok meghatározása

A főfeszültségek mindig azon a metszősíkon ébrednek, ahol nyírófeszültség nem keletkezik. Ennek megfelelően a lineáris feszültségállapotú pontok esetében, a főirányok szemléletből felvehetők. Ugyanígy azonnal látható a főirányok állása, ha a pontban (a vizsgált metszősíkpáron) nyírófeszültség nem ébred. Az ábrákba berajzoltuk az elemi hasáb (közelítő) alakváltozását is.


Ha a pontban (a vizsgált metszősíkpáron) csak nyírófeszültségek ébrednek, a négyzetes elemi hasáb rombusszá torzul. Ez esetben a legnagyobb-legkisebb alakváltozások, és ezzel együtt a normálfeszültségek szélsőértékei is az átlók irányában alakulnak ki.


Ha a pontban felvett elemi hasábon mind nyíró, mind normálfeszültségek lesznek, akkor az egymásrahalmozás segítségével közelíthetjük a főirányok állását. 


Ha a pontban a felvett elemi hasáb metszősíkjain nyírófeszültség nem ébred, és a két normálfeszültség azonos értékű és előjelű, a 1 és a 2 értéke is azonos lesz. Az ilyen tulajdonságú pontokban minden irányban ugyanakkora lesz a normálfeszültség, és egyik irányhoz sem tartozik nyírófeszültség, azaz minden irány feszültségi főirány. Az ilyen tulajdonságú pont feszültségi állapotát hidrosztatikus feszültségi állapotnak nevezzük. (Ilyen feszültségi állapot uralkodik a vizskozitásmentes folyadékok belsejében.)

5.6. A feszültségi MOHR-kör

A feszültségtranszformáció összefüggései alapján bizonyítható, hogy egy pont különböző állású metszősíkjaira számított normálfeszültség-nyírófeszültség értékpárok egy speciális, a vízszintes tengelyen a normálfeszültségeket, a függőleges tengelyen a nyírófeszültségeket ábrázoló koordinátarendszerben egy körön, az ún. feszültségi MOHR körön sorakoznak. Az ábrázolás során a x-hez a xz, a z-hez pedig a zx=-xz nyírófeszültség tartozik. A MOHR kör szemléletesen jeleníti meg a főfeszültségeket (a  tengely és a kör metszéspontjai), a számított tengely és a főtengelyek közötti szög (kétszeresének) állását és értékét, és leolvasható róla a főfeszültségek előállítási képlete is (a MOHR kör középpontjához kell hozzáadni ill. kivonni a sugár értékét).

A feszültségi MOHR kör csak síkbeli feszültségi állapot ábrázolására alkalmas, tehát a harmadik tengelynek, amely körül az elemi hasábot forgatjuk, feszültségi főiránynak kell lennie, azaz ahhoz a síkpárhoz nem tartozhat nyírófeszültség.

A feszültségi MOHR-kör minden pontja a szerkezeti pont kicsiny környezetéből kimetszett elemi hasáb egyik metszősíkján ébredő  értékpárral van kölcsönösen egyértelmű kapcsolatban (ha a metszősík feszültségeit ismerjük, ez meghatározza a MOHR-kör megfelelő pontját, a MOHR-kör pontjának ismeretében meghatározhatjuk a metszősíkon ébredő feszültségösszetevőket). A feszültségtranszformációban a szögértéknél megjelenő 2-es szorzó már utal rá, hogy a MOHR-körös feszültségábrázolásban a valós geometriában mérhető szögek kétszerese szerepel. A feszültségi főirányok a szerkezet vizsgált pontjában mindig merőlegesek egymásra, a MOHR-körben viszont a  tengelyen lévő átmérő két végpontján jelennek meg. Ennek megfelelően minden merőleges metszősíkpárt ábrázoló pontpár a MOHR-kör egy átmérőjén lesz rajta. A feszültségösszetevők ezen tulajdonsága alapján a feszültségi MOHR-kör mindig megszerkeszthető, ha a szerkezet vizsgált pontjában két, egymásra merőleges metszetben ismerjük a  feszültségösszetevőket (a harmadik, e két sík normálisára merőleges normálishnak feszültségi főiránynak kell lennie, és a MOHR-kör valójában az elemi hasáb e harmadik tengely körüli forgatása során ébredő  feszültségpárokat jeleníti meg. 

Rúdszerkezetek esetében (általában) az x a rúdelem tengelyét, a z a keresztmetszet szimmetriatengelyét, az y pedig a hajlítási semleges tengelyt jelöli. Ilyenkor y, yz, yx mindig zérus, xy és yx pedig csak akkor nem zérus, ha a keresztmetszeti síkidom érintője a vizsgált pont magasságában nem z irányú, z pedig csak akkor nem zérus, ha a tartóelemen közvetlen, koncentrált z irányú teher van. Így az átlagos, leggyakrabban előforduló hajlított-nyírt gerendatartó pontjaiban a keresztmetszeti feszültségek (x, xz) ismerete elegendő a (síkbeli) feszültségi állapot meghatározásához és a MOHR-kör megrajzolásához. 

A következő ábrákon a MOHR-körrel megjeleníthető adatokat mutatjuk be, külön jelölve a MOHR kör pontjaiként megjelenő metszeti normálisokat és a hozzájuk rendelhető  feszültségpárokat. A középponti és a kerületi szögek geometriából ismert összefüggése alapján a MOHR-körből a feszültségi főirányok állásának meghatározása is egyszerűen és szemléletesen lehetséges.

A P pont kicsiny környezetéből kimetszett,  normálisú síkján feszültségmentes elemi hasáb feszültségei, és az ezek alapján megrajzolható MOHR-kör a főfeszültségekkel.



Egy körben az ugyanazon ívhez tartozó kerületi szög mindig a középponti szög fele. Ennek felhasználásával a feszültségi főtengelyek könnyen és szemléletesen előállíthatók.



Az alábbi ábrákon a legegyszerűbb (síkbeli) feszültségállapotok MOHR köreit mutatjuk be.









Ha az x normálisú síkon mindkét  feszültség-komponens létezik, (de y=z=0), akkor a metszősík x körüli elfordításával még lelhető olyan állás, amelyben az egyik határoló síkpár feszültségmentes, tehát a pont  feszültségi állapota SÍKBELI.


Az n normálisú sík feszültségmentes, így a pont feszültségi állapota síkbeli, és a feszültségi állapot síkja az x-t sík.

5.7. Főfeszültségi ábrák

Kéttámaszú gerenda feszültségei

Az alábbi ábrákon egy kéttámaszú hajlított-nyírt gerenda normálfeszültségeinek és feszültségi főirányainak alakulását szemléltetjük.(Az ábrák az AXIS végeselemes szerkezetszámító program segítségével készültek.)
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Húzott lyukaslemez feszültségei

A húzott lemezkapcsolatokat a hegesztés mellett csavarozással szokás megoldani. A csavarok számára készített lyukak viszont az akadályozzák az anyagban az egyenletes erőátadódást. Az alábbiakban egy végeselemes modellen mutatjuk be a lyuk környékén a főfeszültségi irányok, ill. a tengelyirányú (keresztmetszeti) normálfeszültségek alakulását.


[image: image55]
Látható, hogy a lyuk környezetében a szerkezetvégen még egyenletes, párhuzamos vektorok elferdülnek, az erővonalak kénytelenek a lyukat megkerülni. 


[image: image56]
A perspektivikus ábrán jól látható, hogy a lyukat megkerülő erővonalak a gyengített keresztmetszetben a lyuk mellett igen jelentős feszültségi csúcsot okoznak. (Az ilyen lokális túlfeszültséget az acélanyag képlékenysége révén „leépíti”, de a rideg anyagokban a gyengítések, különösen az éles, hirtelen geometriai változások helyén mindig jelentős feszültségi csúcsok alakulnak ki.  

A feszültségi állapot alkalmazásának érdekes esete az építőanyagvizsgálatban szokásos hasítási próba, amikor egy hengeres próbatesten az anyag húzószilárdságát úgy ellenőrzik, hogy két szemközti alkotó mentén a hengerre működtetett nyomóerőt növelik a henger elhasadásáig. Az alábbi ábra a henger végeselemes modelljének keresztmetszetén mutatja az átmérő végpontjain működtetett koncentrált (élmenti) nyomóerők hatására a henger belsejében, az átmérő mentén a nyomóerő irányára merőleges normálfeszültségek alakulását. 

Látható, hogy a nyomáspont közvetlen környezetében a nagy lokális nyomófeszültség után az átmérő (majdnem) teljes hosszán gyakorlatilag konstans húzófeszültség alakul ki hengerben, azaz a tönkremenetelhez tartozó erő és a henger mérete alapján meghatározhatjuk a hengert alkotó anyag tényleges húzószilárdságát.

szemközti élei mentén nyomott henger átmérőmenti normálfeszültségei


5.8. A főfeszültségi trajektóriák

A szerkezet pontjaiban meghatározott feszültségi főirányok mindig merőlegesek egymásra, és ezekben az irányokban ébrednek a pontban a legpozitívabb, és a legnegatívabb normálfeszültségek. Ha az egész szerkezetben szeretnénk a főnormálfeszültségek térbeli alakulását megjeleníteni, olyan ortogonális (minden metszéspontban egymásra merőleges érintőjű) függvénysereg(párt) kell választanunk, amelynek érintői minden pontban az aktuális feszültségi főirányokkal párhuzamosak. Az ilyen (a teherfüggvénytől és szerkezet geometriájától-megtámasztási viszonyaitól függő) görbesereg-párt a tartó főfeszültségi trajektóriáinak nevezzük. A főfeszültségi trajektóriák (közelítő) megjelenítését az előző pont számítógéppel készült feszültségi ábráin láthatják.

A főfeszültségi trajektóriák ismerete a szerkezet belsejében futó „erővonalak” láthatóvá tételével segít pl. a vasbetonszerkezetek vasalásának elhelyezésében, a feszített vasbeton szerkezetekben a helyes kábelvezetés kialakításában, vagy akár egy szerkezet (e nélkül) igazolhatatlan, de kimérhető, megfigyelhető többletteherbírásának értelmezésében.

Az alábbi ábra egy (torzított arányú) kéttámaszú tartó főfeszültségi trajektóriáinak rajzát mutatja. Az ábrából látható, hogy pl. a húzások felvételére szolgáló betonacélokat a tartóvég környezetében ~45(-os állásban, a tartó középső részén alul, tengelyirányban célszerű elhelyezni. Ugyanakkor az is kiolvasható az ábrából, hogy nagy(obb) tartómagasság esetén, ha a tartóvégek tengelyirányú eltolódása gátolt, a szerkezet a nyomó főfeszültségek révén boltozati hatással is képes a teherviselésre. 



5.9. A feszültségi állapot alkalmazása

A szerkezet pontjainak feszültségi állapota, a főfeszültségek ismerete az első (sikeres!) kísérletünk arra, hogy a keresztmetszetvizsgálatok során meghatározott, és egymástól függetlennek tekintett normál- és nyírófeszültségek hatását együttesen vizsgálhassuk, értékelhessük. Különösen szükséges a főfeszültségvizsgálat a bonyolult terhelésű tartószakaszok, vagy a lokálisan terhelt tartószakaszok környezetében (feszített tartó tartóvég-vizsgálata, koncentrált erőbevezetés helye, stb.) A főfeszültségvizsgálattal elkerülhetjük az anyag akaratlan túlterhelést, amikoris a mind normálirányban, mind nyíróirányban nagyon kihasznált szerkezeti pontban a
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A feszültségi állapot vizsgálata, nevezetesen a MOHR-kör tulajdonságainak ismerete segíthet megoldást találni azokban a problémákban, amikor a nyírási tönkremenetelre veszélyes anyagok nyomószilárdságát kellene emelnünk. 



A fenti ábrán jól látható, hogy az egyirányú normálfeszültség növelése a MOHR-kör sugarát, tehát a pontban ébredő nyírófeszültség nagyságát is növeli. Ha a maximális nyírófeszültség eléri a nyírószilárdságot, a normálirányú terhelés nem növelhető tovább. Ha viszont keresztirányú normálfeszültséggel is számolhatunk, ugyanahhoz a sugárhoz, azaz ugyanakkora maximális nyírófeszültséghez nagyobb (az előbbi terhelési irányban értelmezett) normálfeszültség működtethető. Ez a hatás a lokálisan terhelt anyagokban jelenik meg, és a terhelt pontok környezetében lévő terheletlen anyagrészek „segítő” hatásával (is) magyarázható. Ez a jelenség teszi lehetővé, hogy a mélyebb alapsíkon nagyobb talajszilárdsággal számolhassunk, vagy hogy az acélköpenyű vasbetonpillér a köpeny nélküli pillérnél lényegesen kisebb keresztmetszettel is megfelel.-
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(a feszültségvektorok jeleit csak a látható lapokon jelöltük)
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Ha a keresztmetszetben általános állású feszültségvektorokat tételezünk fel, akkor az egyes pontokban a nyírófeszültségek a két csatlakozó darabon ellentétes keresztirányú deformációkat okoznának, és emiatt az átvágott keresztmetszetben a két tartódarab végmetszetei nem illeszkedhetnének, ami viszont sérti az anyag folytonosságát.





EZ A FELTEVÉS TEHÁT HIBÁS!





Ha a keresztmetszetben csak normál-feszültséget tételezünk fel, de annak eloszlását nem egyenletesnek tekintjük, akkor az egyes pontokban az eltérő normálfeszültségi értékek miatt a fajlagos nyúlások is különbözők lennének, és emiatt az átvágott kereszt-metszetben a két tartódarab végmetszetei nem illeszkedhetnének, ami viszont sérti az anyag folytonosságát.





EZ A FELTEVÉS TEHÁT HIBÁS!





A centrikusan húzott rúd közbenső keresztmetszeteiben az anyag folytonossága csak úgy biztosítható, ha a keresztmetszetekben CSAK x fajlagos nyúlás keletkezik és ennek eloszlása a teljes keresztmetszetben EGYENLETES azaz a keresztmetszetben CSAK x normálfeszültség ébred, és ennek eloszlása a teljes keresztmetszetben (szintén) EGYENLETES. 





EZ A FELTEVÉS TEHÁT HIBÁS!





x=Nx/A   x/x=E   x=dx/dx





A keresztmetszeti igénybevételek differenciális összefüggése miatt a keresztmetszeti nyíróerő léte megkívánja a (vele azonos síkban működő, azonos terhelésből származó) nyomatéki igénybevétel létét. 


A tiszta (más igénybevételektől mentes) nyírás tehát tényleges rúdkeresztmetszetekben valójában NEM FORDULHAT ELŐ!!! 	
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Ha terhek hatására a szerkezet két darabja egy sík mentén ellenkező irányba akar elfordulásmentesen eltolódni, azaz e sík mentén sem nyomatékra, sem normálerőre nem kell számítanunk, a szerkezet igénybevételi állapotát tiszta nyírásnak nevezzük. A tiszta nyírásban a metszetben egyenletes nyírófeszültségekkel számolunk.
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A tiszta nyírásban a nyíróerőből csak  t feszültségekre számítunk.





xz=Tz/A   xz/xz=G   xz=dz/dx
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MÉGIS:


a gyakorlat számára a kap-csolóelemekben egy ÁT-LAGOSÍTOTT, FIKTÍV nyírófeszültséget ve-szünk figyelembe, amelynek IRÁNYÁT a nyíróerő irányával azonosnak, ELOSZLÁSÁT pedig egyenletesnek vesszük.





A rúd oldalfelületén, az érintősíkokban (a VALAMI és SEMMI határfelületén) SEMMILYEN IRÁNYÚ NYÍRÓFESZÜLTSÉG NEM ÉBREDHET. Emiatt a keresztmetszet SÍKJÁBAN a kerület mentén CSAK ÉRINTŐIRÁNYÚ NYÍRÓFESZÜLTSÉG keletkezhet. A dualitás miatt tehát a keresztmetszeti nyírófeszültségek pontról-pontra mind állásukban, mind nagyságukban ELTÉRŐK lesznek.





A húzott-nyomott acéllemezek csavarozott-szegecselt kapcsolatában a lemezek a csavarok palástjára támaszkodnak. Az ellenkező irányba mozdulni akaró lemezelemek közötti sík(ok)ban a kötőelemek igénybevétele TISZTA NYÍRÁS, a lyuk és a hengeres kötőelem csatlakozó felületein pedig PALÁSTNYOMÁS alakul ki.





a palástnyomási feszültség valós eloszlása és működési felülete





a palástnyomási feszültség számított eloszlása és működési felülete





A kötőelem palástjára működő feszültségeket az alapanyag és a he-vederlemez vastagsága mentén (is) egyenletes eloszlásúnak tekintjük. 





A húzott lemez ill. a heveder mértékadó gyengített keresztmetszete(i)





A számított feszültségeloszlás a keresztirányú metszetekben





a gyengített keresztmetszet �(a lyuktengelyben)
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Ha a rúd keresztmetszeteit CSAK nyomaték terheli, TISZTA HAJLÍTÁSról beszélhetünk. Ha e nyomaték VEKTORA a keresztmetszeti síkidom valamelyik tehetetlenségi főirányában áll, a hajlítás EGYENES HAJLÍTÁS. 


A (tiszta) egyenes hajlítás esetén a keresztmetszetet terhelő hajlító-nyomaték SÍKJÁT a tartó tengelye és a keresztmetszet másik tehetetlenségi főiránya határozza meg.





x





z





y





Mz





a hajlítás síkja





Nx Ty Tz Mx My Mz





	Ha a rúd keresztmetszeteit CSAK nyomaték terheli, TISZTA HAJLÍTÁSról beszélhetünk. Ha e nyomaték VEKTORA a keresztmetszeti síkidom valamelyik tehetetlenségi főirányában áll, a hajlítás EGYENES HAJLÍTÁS. 


A (tiszta) egyenes hajlítás esetén a keresztmetszetet terhelő hajlító-nyomaték SÍKJÁT a tartó tengelye és a keresztmetszet másik tehetetlenségi főiránya határozza meg.





A keresztmetszetek torzulás-mentessége miatt a nyomaték hatására elforduló keresztmetszet pontjai egy SÍKRA illeszkednek, azaz a keletkező  fajlagos nyúlások-összenyomódások a semleges tengelytől mért távolság lineáris függvényei.
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Az anyag ideális rugalmassága miatt ( =E×) a nyomaték hatására elforduló keresztmetszet  feszültségvektorainak végpontjai (is) egy SÍKRA illeszkednek, azaz a keletkező  normálfeszültségek (is) a semleges tengelytől mért távolság lineáris függvényei. Az x-z síkra szimmetrikus tartón, a szimmetriasíkban működő My nyomatékra az y tengellyel párhuzamos vonalak mentén (a szimmetria miatt) a  normálfeszültségek értéke állandó.)
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dF=x×dydz=x×dA=E××dA=E×max/zmax×z×dA





dMy=z×dF=z×x×dA=z×E××dA=
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dF=x×dydz=x×dA=E××dA=E×max/zmax×z×dA





(dFx)=(x×dA)=(E×max/zmax×z×dA)=0





(dFx)=(x×dA)=E×max/zmax×z×dA)=0
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(Jy: főirány!)





x= Mkülső/Jy× z





(x,y,z)= My,külső (x) /Jy (x) × z
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dA=dy×dz
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A tartó x koordinátájú keresztmetszetében működő igénybevételek: My(x) és Tz(x). Az x+dx koordinátájú metszetben működő igénybevételek: My(x+dx) és Tz(x+dx).   A dx vastagságú tartószeletre a véglapokon működő nyomatékok nem egyenlítik ki egymást, és így az ezekből származó normálfeszültségek sem lesznek egyenlő nagyságúak. Az x irányú vetületi egyensúly csak a szelet belsejében �(a z normálisú síkon) ébredő zx nyírófeszültségek révén biztosítható.





y





z





� EMBED Equation.3  ���





z





y





dMy





dx (y,z)





x





T





y





zx(x,y)





T’x=∫∫zx(x,y)dx×dy





dx





by





dx (y,z)





A’





N’x=∫∫dx(y,z)dy×dz





� EMBED Equation.3  ���





SFix=0





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





h





h





2h





b





h





b





z





q





az i-ik kapcsolóelem





Tz





ATzC-D





C





D





� EMBED Equation.3  ���





A nyírófeszültségek eloszlását (a normálfeszültségi eloszlásokkal megegyezően) a keresztmetszeti síkra merőlegesen szokás ábrázolni. Maguk a nyíróerőből közvetlenül számítható nyírófeszültségek természetesen a keresztmetszet síkjában, a nyíróerővel párhuzamos állású feszültségvektorok lesznek.
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A határfelület érintősíkjának nyírófeszültség-mentessége azt jelenti, hogy az n normálisú érintősíkban (egyebek mellett) nem keletkezhet tartótengely-irányú, azaz a nx jelű nyírófeszültség.  A dualitás miatt ennek megfelelően zérus értékű lesz a nx nyírófeszültség-komponens is. Minthogy a keresztmetszeti síkidom határoló vonalában (a legalsó és legfelső pontok kivételével) nyíróerővel párhuzamos, xz jelű nyírófeszültség keletkezik, az érintési pontokban az eredő nyírófeszültség csak akkor nem tartalmaz az érintősík normálisának irányába eső összetevőt, ha vektora a normálisra merőlegesen, azaz a keresztmetszeti síkidom érintőjével párhuzamosan áll. Az érintő meredekségének ismeretében xy és xz aránya egyszerűen felírható 
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A hajlítási semleges tengellyel párhuzamos egyenesek mentén a xz feszültségösszetevők értéke konstans, a xy összetevők értéke pedig az y koordináta függvényében lineárisan változik. Ennek megfelelően az eredővektorok hatásvonala minden pontban az érintők metszéspontjába tart. A  xy nyírófeszültségkomponensek és az eredő x nyírófeszültségek hasonlósági összefüggésekkel meghatározhatók.
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a hajlítási semleges tengellyel párhuzamos egyenesek szélső pontjaiban:





xz (y,z)





xy (y,z)





=





t





b/2





xz (y,z)





x (y,z)





=





t





(((b/2)2+t2)





xz (y,z)





xy (y,z)





=





t





y





a hajlítási semleges tengellyel párhuzamos egyenesek belső pontjaiban:
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Tz, Jy és  by konstans, így a feszültség változása S’y függvényében alakul.





Az S’y függvénye parabola, z=0 ( S’y = b×h/2×h/4


z=±h/2 ( S’y =0 b×h/2×h/4
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A T keresztmetszetben a szimmetriatengellyel párhuzamos állású nyíróerőből keresztirányú nyírófeszültség sehol sem keletkezik. A nyíróerővel párhuzamos állású nyírófeszültségek értéke a magasság mentén parabolikusan változik, de (az elfogadott összefüggés szerint) a szélességváltás helyén ugrásszerűen változik (a felső lemez alsó felületén a xz-nek zérusnak kell lennie, ezért a felső lemezben a képletünkből adódó függőleges nyírófeszültséget csak közelítésként fogadhatjuk el.
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Az I tartó gerincében a szimmetriatengellyel párhuzamos állású nyíróerőből keresztirányú nyírófeszültség sehol sem keletkezik. Az övlemezekben azonban a számítási képletünk „csal”, hiszen az övlemez alsó felületére ad értéket, pedig ott a határoló felület feszültségmentessége és a dualitás miatt nem keletkezhet xy. Az övekben az elcsúszni akaró rész értelemszerű megválasztásával az y irányú nyírófeszültségeket határozhatjuk meg, de ezek általában kicsiny értékűek, és a szimmetria miatt hatásuk az egész keresztmetszetre kiegyenlítődik.





1. alapeset: a keresztmetszet szimmetrikus, de állása miatt a terhelés síkja nem főirányban áll
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A terhelés síkjára merőleges nyomatékvektornak a keresztmetszet tehetetlenségi főirányaira számított vetületei  a keresztmetszetben egyenes hajlítást okoznak, így a teljes nyomatéki teherből származó normálfeszültségek a két nyomatékvetület feszültségeinek (skaláris) összegzésével kaphatók. Ha a tehetetlenségi főtengelyek egyúttal szimmetriatengelyek is, az eredő nyírófeszültségek is előállíthatók a vetületi nyíróerők feszültségeinek (vektoriális) összegeként.





2. alapeset: a keresztmetszet szimmetrikus, de mindkét főirány síkjában terhelt





A külön-külön, de egyenként tehetetlenségi főirányokban működő nyomatékvektorokból a normálfeszültségek az egyenes hajlítás szabályai szerint számíthatók, pontonként (skalárisan) összegezve a két hatásból származó feszültségértékeket. Ha a tehetetlenségi főtengelyek egyúttal szimmetriatengelyek is, az eredő nyírófeszültségek is előállíthatók a vetületi nyíróerők feszültségeinek (vektoriális) összegeként.





z





y





terhelési sík





terhelési sík





3. alapeset: a keresztmetszet nem szimmetrikus, �a teher az oldalélekkel párhuzamosan működik
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A terhelési sík, és így a nyomatékvektor állása csak a keresztmetszet munkatengelyeivel egyezik meg, a hajlítás nem egyenes. A normálfeszültségek a keresztmetszeti síkidom tehetetlenségi főirányaira vetített, egyenes hajlítást okozó nyomatéki vetületek feszültségeinek (skaláris) összegeként kaphatók. A főirányok nem szimmetriatengelyek, így az ilyen keresztmetszetekben nyírófeszültséget számítani nem tudunk.
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Ha a keresztmetszet csak az egyik tehetetlenségi főirányban álló nyomaték terheli, a semleges tengely a nyomatékvektorral egybe esik, a normálfeszültségek a semleges tengellyel párhuzamos metszetekben konstans értékűek, a semleges tengelyre merőleges met-szetekben lineárisan változó értékűek lesznek.





Ha a keresztmetszet csak az egyik tehetetlenségi főirányban álló nyomaték terheli, a semleges tengely a nyomatékvektorral egybe esik, a normálfeszültségek a semleges tengellyel párhuzamos metszetekben konstans értékűek, a semleges tengelyre merőleges met-szetekben lineárisan változó értékűek lesznek.
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Ha a keresztmetszet tehetetlenségi főirányai ismertek, a nyomatékvektor mindig felbontható főirányokba eső összetevőkre, amelyek külön-külön egyenes hajlításként kezelhetők. A keresztmetszet pontjaiban a két egyenes hajlításból származó normálfeszültségeket skalárisan összegezve kapjuk a ferde hajlításból adódó normálfeszültség-eloszlást. Ferde hajlítás esetén a semleges tengely átmegy a súlyponton, de nem esik egybe a nyomatékvektorral.
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Ha a keresztmetszeti síkidom tehetetlenségi főirányai az oldalélekkel nem párhuzamosak, egyetlen (akár y vagy z tengelyű) nyomaték is ferde hajlításként kezelendő. Az u-v koordináták az y-z koordinátákból a fenti transzformációval előjelhelyesen kaphatók.
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xz = xy  0!





xz





Ha a keresztmetszetet csak az egyik szimmetriatengelyben álló nyíróerő terheli, a nyírófeszültségek a(z egyidejűleg működő nyomatékhoz tartozó) semleges tengellyel párhuzamos metszetekben konstans értékűek, a semleges tengelyre merőleges metszetek-ben (téglalap keresztmetszet esetén) parabolikusan változó értékűek lesznek (az ábrán a parabola csak az eloszlást mutatja, a nyírófeszültségek a nyíróerővel párhuzamosak)!





Ha a keresztmetszetet csak az egyik szimmetriatengelyben álló nyíróerő terheli, a nyírófeszültségek a(z egyidejűleg működő nyomatékhoz tartozó) semleges tengellyel párhuzamos metszetekben konstans értékűek, a semleges tengelyre merőleges metszetek-ben (téglalap keresztmetszet esetén) parabolikusan változó értékűek lesznek (az ábrán a parabola csak az eloszlást mutatja, a nyírófeszültségek a nyíróerővel párhuzamosak)!
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Ha a keresztmetszetet mindkét szimmetriatengelyben nyíróerő terheli, a nyírófeszültségek pontonként a kü-lön-külön meghatározott nyí-rófeszültségek vektoriális összegzésével határozhatók meg. (Ha a keresztmetszet határoló élei a nyíróerőkkel párhuzamosak, keresztirányú nyírófeszültség egyik nyíróerőből sem származik.)
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A Ty nyíróerőből keletkező nyírófe-szültségek meghatározhatóságához az szükséges, hogy az y tengely a ke-resztmetszet szimmetriatengelye legyen. Ez esetben a nyíróerővel megegyező állású xy nyírófeszültség:
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(a szimmetria miatt a xz a pont y koordinátájának nem függvénye!)
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A Ty nyíróerőből keletkező nyíró-feszültségek meghatározhatóságá-hoz az szükséges, hogy az y ten-gely a keresztmetszet szimmetria-tengelye legyen. Ez esetben a nyíróerővel megegyező állású  xy nyírófeszültség:
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(a szimmetria miatt a txy a pont z koordinátájának nem függvénye!)
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(a szimmetria miatt a txy a pont z koordinátájának lineáris függvénye!)
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Ha mind az y, mind a z tengely szimmetriatengely, mindkét tengely mentén működhet keresztmetszeti nyíróerő. A kerületi pontokban a Tz és a Ty hatására ébredő eredő nyírófeszültségek vektora egy egyenesbe esik, értékük tehát skalárisan (is) összegezhető.





(az ábra a keresztmetszet negyedét mutatja!)
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A Tz és a Ty nyíróerőkből a belső pontokhoz más-más érintőket kell figyelembe vennünk! 





Ha mind az y, mind a z tengely szimmetriatengely, és mindkét tengely mentén működik keresztmetszeti nyíróerő, akkor a belső pontokban a Tz és a Ty hatására ébredő eredő nyírófeszültségek vektora nem egy egyenesbe esik, értékük tehát csak vektoriálisan összegezhető.





(az ábra a keresztmetszet negyedét mutatja!)





(az ábra a keresztmetszet negyedét mutatja!)





A hajlított-nyírt gerendában a normálfeszültségek a magasság 	mentén lineárisan, a hossz mentén a nyomatéki ábrának 		megfelelően (itt: parabolikusan) alakulnak. 





(Az ábra technikai okokból 


egy (gerendára jellemző geometriai 


arányokkal rendelkező) kéttámaszú tárcsa metszet-


erőinek eloszlását mutatja, az irányok emiatt szokatlanok.)





A hajlított-nyírt gerendában a nyírófeszültségek a magasság 	mentén parabolikusan, a hossz mentén a nyíróerő 			ábrának megfelelően (itt: lineárisan) alakulnak. 





(Az ábra technikai 


okokból egy (gerendára 


jellemző geometriai arányokkal 


rendelkező) kéttámaszú tárcsa metszet-


erőinek eloszlását mutatja, az irányok emiatt 


szokatlanok. Ugyancsak emiatt látható a tartóvégeknél 


az egy ponthoz kötött nyíróerőváltozás helyett a metszeterőkre-feszültségekre  jellemző átmenetes változás.)





A hajlított-nyírt gerendában a normálfeszültségek a magasság 	mentén lineárisan, a hossz mentén a nyomatéki ábrának 		megfelelően (itt: lineárisan) alakulnak. 





(Az ábra technikai okokból egy 


(gerendára jellemző geometriai arányok-


kal rendelkező) kéttámaszú tárcsa metszeterőinek elosz-


lását mutatja, az irányok emiatt szokatlanok. A koncentrált erő


 helyén a lokális z irányú feszültség hatása jelenik meg.)





(Az ábra technikai 


okokból egy (gerendára 


jellemző geometriai arányokkal 


rendelkező) kéttámaszú tárcsa metszet-


erőinek eloszlását mutatja, az irányok emiatt 


szokatlanok. Ugyancsak emiatt látható a tartóvégeknél 


és a koncentrált erő helyén az egy ponthoz kötött nyíróerőváltozás helyett a metszeterőkre-feszültségekre  jellemző átmenetes váltoás.)





A hajlított-nyírt gerendában a nyírófeszültségek a 	magasság mentén parabolikusan, a hossz 			mentén a nyíróerő ábrának megfele-				lően (itt: konstansként) alakul-					nak. 





A szó szoros értelmében vett külpontos nyomás az igénybevételi állapota a rövidkonzolján terhelt pillér befogási keresztmetszetének, mert a terhelő erő eredőjének hatásvonala nem a keresztmetszet súlypontjában metszi a befogási síkot. 





A centrikus nyomóerővel és keresztirányú terheléssel (pl. földnyomás) terhelt falszerkezet befogási keresztmetszetének igénybevételi állapotát a normálerő és a hajlítónyomaték együttes előfordulása miatt kell külpontos nyomásnak minősítenünk. �Megjegyezzük, hogy ez esetben nyíróigény-bevétel is ébred a befogási keresztmetszetben, de az abból származó nyírófeszültségeket a normálfeszültségektől függetlenül kezelhetjük.





Külpontos nyomás alakul ki a központosan feszített, hajlítással és nyírással terhelt gerenda keresztmetszeteiben is. 
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Vegyük fel a külpontos F erőt húzóerőnek, helyezzük el úgy a keresztmetszetben, hogy támadáspontjának mindkét koordinátája pozitív előjelű legyen, és keressük a normálfeszültséget a mindkét koordinátájában pozitív D sarokpontban. A z tengelyre kapott nyomaték előjele negatív lesz, így az előjelre helyes kifejezés:
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Az egyenletet végigosztva F/(a×b)-vel az alak az y-z sík egy egyenesének egyenletét szolgáltatja:





ha ey=0(ez=a/6


ha ez=0(ey=b/6





� EMBED Equation.3  ���





D





y





z





b





a





G





H





E





A G sarokpont húzófeszültség-mentessége tehát akkor áll fenn, ha az F nyomóerő támadáspontja nem kerül a tiltott zónába.  
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Az alaptest által az alapsíkra átadott erőt a talajfeszültségek egyensúlyozzák, így a talajfeszültségek eredője és a (külpontos) terhelő erő nagyságának és hatásvonalának azonosnak kell lennie (az előjelük természetesen ellentett!). 


Amikor az erő kilép a belső magból, a húzófeszültségek kiesése miatt a külpontos nyomás általános képletével meghatározott nyomófeszültségek már nem tudják egyensúlyozni a terhelő erőt.
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maxhúzás-nyomás =


2,5×(F/ab)





ez=a/4





c=a/2-ez





3×c=0,75×a





5/6×a=0,833×a
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maxcsak nyomás =


2,666×(F/ab)
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A fióktartó végkeresztmetszetén működő F erőt a főtartó csavarónyomatékokkal (emellett nyíróerőkkel és hajlítónyomatékokkal) egyensúlyozza.
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Végül az elcsavarodásból származó  nyírási szögtorzulás mértéke a pontnak a tengelytől mért távolságával arányos, azaz a  szögtorzulásból számítható x nyírófeszültség az r sugár lineáris függvénye lesz.


A dx vastagságú lamellán a kerület mentén a d elcsavarodásból szár-mazó (ívmenti) eltolódás meg fog egyezni a hossz mentén a  szögtorzulásból adódó eltolódással: 


r×d = ×dx


=r×(d/dx)
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K középvonal





Mx=Mcs





Vágjunk ki az általános csőszelvényű rúdból egy dx vastagságú szeletet, majd ebből a súlyponton átmenő két, sugárirányú síkkal vágjunk ki egy kis d középponti szögű da-rabot. A két hosszirányú vágási síkon működő nyí-rófeszültségek eredői az x irányú vetületi egyenlet alapján egyenlők lesznek. 
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A fal vékonysága miatt a v falvastagság mentén a nyírófeszültségeket egyenletes eloszlásúnak tekinthetjük, így: 1×v1×dx=2×v2×dx, azaz a vékonyfalú zárt szelvény csavarása során a keresztmetszetben ébredő (a falvastagság mentén állandó) nyírófeszültségek és a falvastagságok szorzata (a nyírófolyam) állandó.  





1×v1=2×v2=×v





A falvastagságok felezőpontjait összekötő görbén mért ds hosszúságú szakaszon ébredő nyírófeszültségek által az x tengelyre kifejtett elemi nyomaték körintegrálásával a teljes keresztmetszet nyírófeszültségeinek nyomatékát kapjuk, aminek a terhelő csavarónyomatékkal meg kell egyeznie. 





AK





dMcs=dMx=r×(×v)×ds=(×v)×r2×d 





Mcs=Mx=(r×(×v)×ds=2×(×v)×(r×ds/2=2×(×v)×AK =(×v)×(r2×d 





A nyírófeszültségek elemi csavarónyomatékait az  teljes 2 tartományán integrálnunk kell, de ennek során a (×v) szorzat állandóként kiemelhető, és az integrálkifejezés a K középvonal által határolt terület nagyságát adja. 





Mcs=Mx=×v×2AK (x=Mcs/(2AK×vmin)





	   A szekrénytartó valós falvastagsága mellett a hiba akár 50 % is lehet, de megfelelő „rátartással” a szerkezet jól kezelhető





Mcs





AK





a nyírófeszültség a falvastagság mentén lineáris





KÖZELÍTŐ számítás: 





PONTOS számítás: 





a nyírófeszültség a falvastagság mentén állandó
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xzMx= 0!
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xyMx= 0!
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Az ábrán a téglalapszelvény kerülete mentén az Mx csavarónyomatékból ébredő nyírófeszültségek alakulását be. 


Megjegyezzük, hogy a nyírófeszültségek a keresztmetszet síkjában keletkeznek, a berajzolt görbék csak a feszültségek nagyságának változását mutatják. 





Ha a mértékadó hajlítónyomaték nem éri el a rugalmas határértéket, a keresztmetszetben ébredő normálfeszültségek a magasság mentén (a z koordináta függvényében) lineárisan változnak, de még maximális értékük is kisebb az anyagra jellemző rugalmas határfeszültségnél.





Ha a mértékadó hajlítónyomaték a rugalmas határnyomatékkal megegyező értékű, a keresztmetszetben ébredő normálfeszültségek a magasság mentén (a z koordináta függvényében) lineárisan változnak, és maximális értékük az anyagra jellemző rugalmas határfeszültséggel (az anyag folyási határszilárdságával) azonos.





Ha a mértékadó hajlítónyomaték a rugalmas határnyomatékot meghaladja, a keresztmetszet azon (szélső) elemi szálai, amelyekben a megnyúlás-összenyomódás már elérte a folyási határt, a feszültség változatlan értéke mellett tovább alakváltoznak. Az ennek folytán kialakuló keresztmetszetelfordulás-növekmény a belső elemi szálak (rugalmas) feszültségeit is megnöveli. A belső erő-növekmény (egyre csökkenő erőkarral) a keresztmetszet nyomatéki ellenállását is növeli. Határesetben már minden elemi szál képlékeny állapotba került, és a keresztmetszet nem tud további nyomatékot felvenni, képlékeny csuklóvá alakul.


A képlékeny határállapotban a keresztmetszet pontjaiban csak a rugalmas, határ léphet fel. 
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 rugalmas, határ
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rugalmas állapot
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képlékeny alakváltozás a középkeresztmetszetben
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Az ábrán egy T keresztmetszetű tartó-darabon mutatjuk be a képlékeny határállapothoz tartozó húzó- és nyomófeszültségek axonometrikus rajzát. 
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az egyenletekben a nyomott és a HATÁR indexeket csak rövidítve írva:
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a nyomatéki egyenletet a szelvény alsó szélső szálára felírva:
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Nx          x=Nx/A  !!!		csak ha N centrális


Ty           xy=Ty×S’z/(Jz×bz) !!!	csak ha y szimmetriatengely


Tz           xz=Tz×S’y/(Jy×by) !!!	csak ha z szimmetriatengely


Mx          x=Mx/J0×r   !!!		csak ha A körszimmetrikus


My          x=My/Jy×z   !!!		csak ha y tehetetlenségi főirány


Mz          x=Mz/Jz×x   !!!		csak ha z tehetetlenségi főirány
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a szakirodalom alkalmaz olyan jelölésrendszert is, ahol minden feszültségkomponenst -val jelölnek, és a kettős index azonossága ill. különbözősége különbözteti meg a normál- és a nyírófeszültségeket 
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Ha a z normálisú metszősík feszültségmentes, akkor a pont feszültségi állapotának síkja az x-y sík.
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Ha az x normálisú metszősík feszültségmentes, akkor a pont feszültségi állapotának síkja az y-z sík.
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Ha az y normálisú metszősík feszültségmentes, akkor a pont feszültségi állapotának síkja az z-x sík.
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Ha az x és az y normálisú metszősíkok feszültségmentesek, akkor a pont feszültségi állapotának tengelye a z tengely.
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Ha az x és a z normálisú metszősíkok feszültségmentesek, akkor a pont feszültségi állapotának tengelye a y tengely.
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Ha az y és a z normálisú metszősíkok feszültségmentesek, akkor a pont feszültségi állapotának tengelye az x tengely.





dx





ds





dz





A szerkezetből kivágott elemi hasábra is érvényes a nyugalom követelménye, azaz a rá működő erőknek egyensúlyban kell lenniük. Az egyensúly alapján írjuk fel az n irányú és a t irányú vetületek egyenlőségét.


Az egyenletekben az egyes lapokon működő erőket egyenletes feszültségeloszlással számíthatjuk.
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A n összefüggésére alkalmazva a d/d differenciáloperátort keressük a derivált függvény zérushelyét.
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Az n-t tengelykereszt forgatása x, z és xz nem függvénye az a elfordítási szögnek, így a deriválásban konstansként viselkedik.
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a tiszta húzás feszültségállapota





a tiszta nyomás feszültségállapota
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a hidrosztatikus feszültségállapot





a tiszta nyírás feszültségállapota





a tiszta nyírás feszültségállapota
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a feszültségi mátrix a transzformáció előtt
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a feszültségi mátrix a transzformáció előtt
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határ
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-max, elérhető 





-max, elérhető (kereszt!)
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-max, elérhető 





-max, nyírásra tönkrement
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A későbbiekben alkalmazandó matematikai módszerek előkészítéseképpen most a keresztmetszeti terület meghatározását is kissé szokatlan eljárással ismertetjük. Készítsünk egy egyenletes osztású négyzet (téglalap) hálózatot, és jelöljük meg azokat az elemeket, amelyek teljes egészükben a vizsgálandó síkidom kontúrvonalán belül vannak. Ezeket összegezve a síkidom területének alsó korlátját kapjuk meg.





x
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x





y





A következő lépésben ugyanezen a hálózaton azokat az elemeket jelöljük meg, amelyek teljes egészükben a vizsgálandó síkidom kontúrvonalán kívül vannak. Ezeket összegezve a síkidom területének felső korlátját kapjuk meg.





A belülről közelítő és a kívülről közelítő lefedettséget egy ábrába rajzolva láthatjuk, ez az eljárás meglehetősen pontatlan, az alsó és a felső korlát között nagy a távolság.


Ha a pontosságot e módszer alkalmazása mellett kívánjuk növelni, sűrűbb, finomabb felosztásra lesz szükség.





A háló felosztását finomítva lát-ható, hogy a kék színű, minoráns és a piros színű majoráns terület mennyivel jobban közelíti a valódi terület nagyságát. A felosztás minden határon túli finomításával a minoráns és a majoráns terület határértéke megegyezik, és pontosan adja meg a görbe vonallal határolt terület nagyságát.
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a dx×dy felületű idom súlya: dg=g××v×dx×dy





a teljes idom összegzett súlya: G=(dg=((g××v×dx×dy





a dx×dy felületű elem nyomatéka az y tengelyre: dMy=x×g××v×dx×dy





a dx×dy felületű elem nyomatéka az x tengelyre: dMx=y×g××v×dx×dy





a teljes idom nyomatéka az y tengelyre: My=(dMy=((x×g××v×dx×dy)





a teljes idom nyomatéka az x tengelyre: Mx=(dMx=((y×g××v×dx×dy)





Az eredő erő xy síkkal képzett döféspontjának x koordinátáját, azaz a súlypont x koordinátáját az y tengelyre számított összegzett nyomaték és a teljes eredő hányadosa szolgáltatja. Az így kapott xS tekinthető az y tengellyel párhuzamos súlyvonal függvényének is.





x





dx
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y





dx×dy=dA
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A tehetetlenségi nyomatékokat mindig egy tengelyre (x, y, , , ...) számítjuk. A síkból kitekintve értelmezhető a sík normálisára, a z tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték is, amiben a négyzetesen szereplő távolságot a z tengely döféspontjától (a síkbeli koordinátarendszer origójától) mérjük. Az r2=x2+y2 összefüggés alapján pedig általánosan igaz, hogy J○=Jx+Jy
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r





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





cy





cx





x’





y’





y





x





x’





y’





x





y





A





dA





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





ha x súlyponti tengely, akkor az erre felírt statikai nyomaték mindig zérus!!
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ha y súlyponti tengely, akkor az erre felírt statikai nyomaték mindig zérus!!
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ha x és y súlyponti tengely, akkor az Sx és az Sy  mindig zérus!!
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minthogy y nem függvénye x-nek, az integráljel elé kiemelhető
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x=a/m×y





dA=dx×dy
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cx’’=2/3m





cx’=1/3m
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dA=dr×rd
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A félkör tehetetlenségi nyomatéka a szimmetriatengelyére ill. az oldal-átmérőre a teljes kör inerciájából egyszerűen származtatható.


VIGYÁZAT! A vesszős tengelyek NEM SÚLYPONTI TENGELYEK!!!





A súlypont-meghatározást célszerűen polárkoordinátarendszerben végezhetjük.
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y=xn
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Az origóból induló hatványfüggvények alatti terület nagysága és súlypontjának x koordinátája a befoglaló téglalap adataiból egyszerűen meghatározható.
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y=xn
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Az origóból induló hatványfüggvények alatti terület esetén a másodrendű nyomatékok értéke (a koordinátatengelyekre!!!) a befoglaló téglalap adataiból egyszerűen meghatározható.
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Első lépésként a súlypont helyét kell megállapítanunk, hiszen a másodrendű nyomatékokat a súlyponti tengelykeresztre keressük.





Vegyük észre, hogy a síkidom elemi, egyszerűen meghatározható keresztmetszeti jellemzőkkel rendelkező síkidomokból összeállítható, vagy ilyenre kiegészíthető.





Első elemként vegyünk fel (az ábra szerint) egy a1-b1 oldalú téglalapot. Ez a teljes síkidom nagy részét lefedi, de emellett olyan területeket is tartalmaz, amelyek az eredeti síkidomnak nem részei. Ezeket a területeket a későbbiekben negatív előjellel kell majd szerepeltetnünk.





Második elemként a téglalap feletti a2-b2 befogójú derékszögű háromszöget vegyük fel, ami szintén tartalmaz az eredeti síkidomon kívüli területrészt is.





Harmadik elemként az ábra szerinti a3-b3 befogójú derékszögű háromszöget vegyük fel, amit az eddigi összegzéshez negatív előjellel hozzáadva eltávolítjuk az 1. téglalapban figyelembe vett fölösleges felület egy részét.





Negyedik elemként az ábra szerinti b4 alapú és a4 magasságú egyenlőszárú háromszöget vegyük fel, amit az eddigi összegzéshez negatív előjellel hozzáadva eltávolítjuk az 1. téglalapban és a 2. háromszögben figyelembe vett fölösleges felület többi részét.





Ha a 4. jelű háromszög nem egyenlőszárú, két derékszögű háromszöggel kell helyettesítenünk.





Ötödik elemként az r5 sugarú (lyukmentes) félkörrel számoljunk. Ennek során a 6. jelű kör területének hatását is figyelembe vettük, amit a későbbiekben majd le kell vonni. 





A félkör súlypontjának he-lyét a  szimmetriatengelyen a 4r/3p összefüggés adja meg.





Végül hatodik elemként az 5. félkörben lévő r6 sugarú lyukat vegyük figyelembe, természetesen negatív előjelű területként 
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Ne feledkezzünk meg arról, hogy egy általános síkidom tengelykeresztjére a centrifugális nyomaték csak speciális esetekben (szimmetriatengely, tehetetlenségi főirány) lehet zérus! A centrifugális nyomaték általában számítandó!





dA=dx×dy





dA=d×d





az összefüggés az ábrába berajzolt két derékszögű háromszög felhasználásával igazolható
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az összefüggés mátrixos alakja feltárja az általános transzformációs mátrixot is





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





adjunk hozzá a jelölt kifejezéshez 0-t, a következő módon:
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adjunk hozzá a jelölt kifejezéshez 0-t, a következő módon:
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Mindezek alapján a  és  tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték a következő egyszerű(bb) alakban írható fel:  
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Egy téglalap esetében a súlyponti tengelyekre felírható inerciák értékei a kék színű ábra szerint változnak.
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Ennek megfelelően a szimmetriatengelyre a statikai nyomaték mindig zérus, és a szimmetriatengelyt (is) tartalmazó tengelykeresztre a centrifugális nyomaték mindig zérus. 
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Jx=Jy=J1=J2=Jx=Jh





esetünkben konkrétan:
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Ilyen, többszörösen szimmetrikus síkidomok a szabályos síkidomok, ezekben minden súlyponti tengely tehetetlenségi főirány, és az inerciát tetszőleges (a legkönnyebben számítható) tengelyre elegendő meghatározni. 





Jx=Jy=J1=J2=J=J
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