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Bevezetés

Lattuk korabban:
A természettudomany forradalmat a kézépkor tarsadalmi, technikai és tudomanyos
eredményei készitik eld.

Ezen alapoz6 tevékenységen kivil sok konkrét eredmény is szlletett, pl.:
e Tizes szamrendszer{l helyiértékes szamiras.
e Szogfliggvények.

Problémamegoldasi mddszerek, algoritmusok.

Egyenletrendezés szabalyai.

Pontos térképészeti, foldmérési modszerek.

Ezek az eredmények igen fontosak a fizika fejlédése szempontjabol is.
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A kezdetek

A 10 a legtébb 6kori szamirasban kitlintetett szerep( volt. (Lasd a korabban tanultakat.)
A mai rendszer: 10-es alapu, helyiértékes szamiras.
Els6 ismert helyiértékes rendszer: Mezopotamia.
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A kezdetek

A 10 a legtébb 6kori szamirasban kitlintetett szerep( volt. (Lasd a korabban tanultakat.)
A mai rendszer: 10-es alapu, helyiértékes szamiras.
Els6 ismert helyiértékes rendszer: Mezopotamia.

Az utobb 40 évben ismerték fel: Kinaban volt egy 10 alapu, helyiértékes rendszer mar
azi.e. 5.szazadban is.

Felejtés oka: Kinaban volt tébb kdnyv-égetd uralkodd. A részleteket még kutatjak.
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A kezdetek

A 10 a legtébb 6kori szamirasban kitlintetett szerep( volt. (Lasd a korabban tanultakat.)
A mai rendszer: 10-es alapu, helyiértékes szamiras.
Els6 ismert helyiértékes rendszer: Mezopotamia.

Az utobb 40 évben ismerték fel: Kinaban volt egy 10 alapu, helyiértékes rendszer mar
azi.e. 5.szazadban is.
Felejtés oka: Kinaban volt tobb kdnyv-égetd uralkodd. A részleteket még kutatjak.

Osi valtozat: 0 nélkiil. Helyiérték: racson levé pozicié és valtogatott irany.
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A kinai palcika-szamolas

Positive numbers (traditional)

1] i 2 3 4 5 6 7 8 9
veieadd O |0 Wme T T MMM
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Negative numbers (traditional)
[} =il -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 =
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0 megjelenése: pontosan nem ismert idében.

Kiilénbdzd valtozatai elterjednek Azsiaban.
Emellett Iétezik egy bonyolultabb, de nehezebben
hamisithat6 szamiras is.

Yanghui-haromsz6g: 1300-as évek.

Babiléniai — Kinai — Indiai kapcsolatok: kutatas alatt. Eurdpai megfeleld: Pascal-haromszég,
1600-as évek.
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A tizes szamrendszer: Attekintés
A szamjegyek fejlédése:

A mai rendszer kialakulasanak f6 Iépései:

e j.e. 2. évezred, Mezopotamia: helyiértékes -==¥"h ’ 25 @
jelolés otlete. (60-as alapu szamrendszer 10-es 27747/

csoportositasu szamjegyekkel.)

e j.e. 3. szd., Arkhimédész: 10-es helyiértéki

W?lﬂv‘k7\~6\°

hind

jelolés otlete. (Sajnos nem dolgozza ki a i
részleteket.) la2x c5(6 719

® j.sz. 2-6. szd., India: a 10-es rendszer arab

kidolgozasa egész szamokra. Otlet:
Arkhimédész és/vagy Kina.

® i.sz. 8-15. szd., Arab Birodalom:
alkalmazasok, tizedes jel6lés Gtlete. 11345 ‘ 6789

e 1600 korul, Napier, Kepler: mai tizedes tortek. Diirer

/2 3% G ‘6‘"\870

eurapai (15.sz.)
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Indiai eredmények

Az dtletet Arkhimédésztol veszik (Alexandriai Kényvtar).
Viragkor: 400—1200 kdzott.
Kiemelkedd tudds: Brahmagupta (598-668)

A szamabrazolas és szamolas fobb eredményei:
0 kdvetkezetes hasznalata

muveletek 0-val

végtelen fogalmanak kezelése

negativ szamok fogalma, értelmezése

sok gyakorlati probléma megoldasa

Egyéb eredmények:
e fliggvénytablazatok (pl. sin)
¢ masodfoku egyenletek megoldasa
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Erdekesség: mai szamjegyek tablazata

Symbol Used with alphabets Symbol Used with alphabets
0 1|2|3 4|5 6|7 /8|9 |Arabic, Latin, Cyrillic, and Greek 0 9/n m|o | n|6|n &l e Mongolian
SA[A RS RS Brahmi I @|eo|em|d | ¢ ||t & & Sinhala
o 9| | 3 |8y |&|6 |<c|R Devanagari 0 gl mledlelylal gl e Khmer
o a2 | 3 |s|u|g|e|c|e Guijarati o olew|lo|d ale|a|a|« Thai
o { I T I T 2 T - I Gurmukhi o o|é¢ | S| &[S0 v w Lao
o S| 2|0 |8 YV a|b | Bengali / Assamese o mog & &] e mn o o Javanese
O (0|38 |@ 8|2 2 |0|F Kannada Vvl e lelolalviala Pl
o |e|9|M|¥|& |29 |T|C Odia vy | r|elalF|v|Aals Persian / Dari / Pashto
S Ml Mt T - B - N - Balavalam vl |rloe|ls|v|ala Urdu / Shahmukhi
o |sle|m | & |@ & o | 1Tl wlala|T|aft|r|n|o Hebrew
0O (0|23 |®|(B|e|2a|0|F Telugu ozl—|=|=z|mla|xltIn|n East Asia
° |2yl |s|a|82|"]¢ =S o6 |[A'|B ' A E|(C|Z H @ Modem Greek
o 72 2|3 |s|y|s | @ K |p Tibetan
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Tortjelolés: kezdetek

Sexadecimalis jel6lés:

Sokaig csak az egészek jeldlésére hasznaltak a 10-es alapot, a térteknél maradtak a
60-asnal.

Mai szamjegyekkel pl. Ptoleimaiosz igy adta meg a =-:

m~3 830 (=3,1416666...)

El6ny: sok nevezetes tort pontosan kifejezhetd. (PI. 1/3, 1/6, ...)
Hatrany: nehezebb miveletvégzés, mert az egész részek 10-es, a tortek 60-as
alapuak.
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Tortjelolés: a mai alak
Elso tizedes tortek: Kina, i.e. 3. szd. 10 alapu, de nem helyiértékes jeldlés.

Tizedes, helyiértékes tortek otlete: Ghiyath al-Din Jamshid Mas’id al-Kashi
(1380—-1429)
Mai alak kialakulasa: Europa.
e Simon Stevin (1548-1620)
e John Napier (1550-1617)
e Johannes Kepler (1571-1630)
Sokféle jel6lés: 3,1415-re
e 3001142 1®)5; 3(0)1(1)4(2)1(3)5

1415 . 1415
* 3150007 9

e 3.1415 (Napier); 3|1415 (Kepler)

Tizedespont vagy tizedesvesszd? Ez a kettdésség azota is megmaradt. :-(
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A szamjelblés fontossaga

A tizedes tortekkel egységnyi idd alatt 10—100-szor tobb miivelet végezhetd el, mint az
okori szamjeldlésekkel.

Sok felfedezés (pl. Kepler bolygdépalya-szamitasai) enélkiil meg sem sziiletett volna.
Megsziletnek az els6 mechanikus szamologépek.

Szemléletformalas: a szamok egy egyszerlien kezelhetd rendszert alkotnak.
Csak ez utan valik lehetévé a szamok és miiveletek axiomatikus rendszerbe foglalasa.

Bonyolultabb miveletek, fliggvények értelmezése. (Pl. Napier: logaritmus-tablazatok.)
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Trigonometrikus fliggvények

Osszefoglalas
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Alapdétlet az 6korbol: a “harfliggvény”. A © kdzponti sz6ghéz
tartozo ivhossz az egységkorben.

Mai kifejtése: crd(©) = 2sin(©/2)
Ptolemaiosz tablazata: fél fokonként, sexadecimalis jeldléssel.
Mai pontossag: 4-5 tizedesjegy.

r crd@
Sokaig ezt hasznaljak szégfiiggvény-tablazatnak.
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Trigonometrikus fliggvények

Alapdétlet az 6korbol: a “harfliggvény”. A © kdzponti sz6ghéz
tartozo ivhossz az egységkorben.

Mai kifejtése: crd(©) = 2sin(©/2)
Ptolemaiosz tablazata: fél fokonként, sexadecimalis jeldléssel.

Mai pontossag: 4-5 tizedesjegy. r ordd
Sokaig ezt hasznaljak szégfiiggvény-tablazatnak.

Szinusz és koszinusz figgvények: India.

Tovabbi fiiggvények: inverz szinusz, koszinusz, é€s par hasonlé figgvény.
Tablazatok és 6sszefliggések felderitése.

Példaul Bhramagupta (7. szd.) (mai jeldléssel):

1 — sin?(x) = cos?(x) = sin® <g — X)
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Trigonometrikus fliggvények

Mai szégfliggvények: arab matematikusok, 9. szd.
Csucsteljesitmény: (14.szd-ban)
e Szogfliggvény-tablazatok 1’ 1épésekben 9
tizedesjegy pontossagig.
e Nevezetes 6sszefliggések megallapitasa. (pl.
sin(3a) kifejtése.)
e Gombfelszin geometrigja.

e Sorfejtés alapétlete
(0 =tanf — (1/3)tan®0 + (1/5)tan® 0 — .. .))

Alkalmazas a térképészetben, csillagaszatban, ... Egy gbémbi haromszdg.
Igen fontos volt a csillagaszat és a hajozas
fejlédésében.
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Al-Khwarizmi: Hiszab al-dzsebr w’al mukabalah.

Mohamed ibn Musa al-Khwarizmi (790-840): Hiszab al-dzsebr w’al mukabalah.

swm)?i})ﬂq
v |

e Egyenletrendezés szabalyai. al-dzsebr=

algebra. 0
e Mddszeres gondolkozas. al-Kharizmi= b
algoritmus. - A e
e Uil =

B B he ety e
& Crermnirenhs |

e Ezen a konyvon keresztil jon be Europaba az

SlAAY I .‘t: “—Jbﬁ..
“arab szamjelolés”. : ik s
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A tudomanytérténet egyik legnagyobb hatast miive!
Epit a korabbi gérég, mezopotamiai, indiai (és talan kinai) eredményekre, de hozza is
tesz.
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Algebra és algoritmus

Algebra: “a dolgok rendbe tétele”

A mai egyenletek fogalma megjelenik, de még szbévegesen. (“Ha 5 valami és még 2 az
7 valamivel egyezik meg, akkor mennyi a valami?”)

Egyenletrendezési szabalyok: mindkét oldalbél szabad azonosat elvenni, hozzaadni,
stb.

Masodfoku egyenletek pontos, harmadfoku egyenletek kdzelité megoldasa.
Algoritmus: al-Khwarizmi nevébdl.

Modszeres problémamegoldas: irjuk fel az alap 6sszefliggést, nézzik meg, mit
ismerlink, mit nem, rendezzik az egyenletet, ....
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Algebra és algoritmus

Algebra: “a dolgok rendbe tétele”

A mai egyenletek fogalma megjelenik, de még szbévegesen. (“Ha 5 valami és még 2 az
7 valamivel egyezik meg, akkor mennyi a valami?”)

Egyenletrendezési szabalyok: mindkét oldalbél szabad azonosat elvenni, hozzaadni,
stb.

Masodfoku egyenletek pontos, harmadfoku egyenletek kdzelité megoldasa.
Algoritmus: al-Khwarizmi nevébdl.
Modszeres problémamegoldas: irjuk fel az alap 6sszefliggést, nézzik meg, mit
ismerlink, mit nem, rendezzik az egyenletet, ....
Jelent6ség:

e Eszk6z és modszer sokféle probléma megoldasara.

¢ Tanithatd, elsajatithatd mindenki szamara.

e Mai napig hasznaljuk a szabalyokat.
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Tovabbi eredmények
Sok-sok kd6zépkori matematikai eredmeényrdl lehetne beszélni.
Peéldak:
harmadfokl egyenletek pontos megoldasa (Cardano, 16.szd.)
képzetes szamok Otlete

mai egyenletirasi forma
ey — e
| 4,28 . ——15.9 714,
Az elsb “egyenlet” 1557-bol

pontos térképészeti eljarasok
flggvény-grafikonok (Id. késdbb)
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Tovabbi eredmények
Sok-sok kd6zépkori matematikai eredmeényrdl lehetne beszélni.
Peéldak:
harmadfokl egyenletek pontos megoldasa (Cardano, 16.szd.)
képzetes szamok Otlete

mai egyenletirasi forma
ey — e
| 4,28 . ——15.9 714,
Az elsb “egyenlet” 1557-bol

pontos térképészeti eljarasok
flggvény-grafikonok (Id. késdbb)

A kdzépkor végére a matematika sokkal hasznalhatébba és szélesebb kérben
alkalmazhatéva valik, mint az 6korban volt.
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Osszefoglalas

A kbzépkori matematikai felfedezések megnyitottak az utat:
e bonyolultabb elméletek
e pontosabb mérési és kiértékelési modszerek
® a szamitasok automatizalasa
¢ absztrakt matematikai fogalmak megjelenése
elétt.

Sok felfedezést a mai napig valtozatlan formaban hasznalunk.
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