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Linearis harmonikus oszcillator

Egy harmonikus rezgést végz6 témegpont dsszenergiaja:

p?

E=— Dx
2m s

Mivel az dsszenergia (igy a Hamilton-fliggvény is) fiiggetlen az id6tél a
stacionér Schrodinger-egyenletet kell megoldanunk.
. 2 2 _ 2m(E—V(x,y,z))
AYp(x,y,z) = —k*Pp(x,y,2) ke = ===

h2
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Linearis harmonikus oszcillator

Egy harmonikus rezgést végz6 témegpont dsszenergiaja:

2
=P 4~ Dx

2m
Mivel az dsszenergia (igy a Hamilton-fliggvény is) fiiggetlen az id6tél a
stacionér Schrodinger-egyenletet kell megoldanunk. \

E-V W)y
A’l/)(x’y’z):_kzd’(xa}'az) kzzw
Ez a kdvetkez8 alakra rendezheté:
2

I
{ — A+ V(x,y,z)}‘Il(x,y,z) = E\Il(x,y,z)
2m

HY (x,y,z) = E¥(x,y,z)

Tehat a stacionér Schrodinger-egyenlet valéjaban az idéfiiggetlen
Hamilton-operator sajatérték-egyenlete!

3/40



Az el8bbi sajatérték-egyenlet megoldasa a harmonikus rezgések
Hamilton-operatorara:

Eo= (o4 )02 = (04D
bo(x) = e T H©), €=/ T

v — vibraciés kvantumszam

Ujfent azt latjuk, hogy a rendszer zérusponti energiaja nullatél kiilsnbozé
pozitiv érték!
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Kontinuitasi-egyenlet

Schrédinger-egyenlet:
2

h ..oV
—— AV + V.U =jh—
2m ot
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Kontinuitasi-egyenlet

Schrédinger-egyenlet:

h? ., 0w
—— AV 4+ V.¥ =ih—
2m ot
Ennek komplex konjugaltja:
h? ow*

———— AU* L V. O* = —jh
2m ot
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Kontinuitasi-egyenlet

Schrédinger-egyenlet:

2

h .. ov
—— AV 4+ V.¥ =ih—
2m ot
Ennek komplex konjugaltja:
h? ow*

———— AU* L V. O* = —jh
2m ot

Az els6 egyenletet szorozzuk W*-gal, mig a masodikat (—¥)-vel, majd a
kapott egyenleteket adjuk ssze:

—hz{\p*A\p — \IJA\II*} Pkl
2m ot
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Atrendezve: .
oy | ih RN N
ot 2m o

Tudjuk, hogy Af = div grad f ,ezért:

VAY* — U*AWY = Wdiv grad ¥* — U*divgrad ¥ =
= div (\Ilgrad v* — U*grad \I')
Vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:
. ih
p=0*"w, j= —(\Ilgrad U* — U*grad \Il)
- 2m
A kontinuitasi egyenlet:

9P | divi =0
— iv] =
ot 1

p-valésziniiségi siirliség, j-valdsziniiségi siirliség-aram
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-
Alagut-effektus

Egy elektron valamilyen meghatarozott E, mozgasi energiaval kdzelitsen
egy potencialléepcs6hdz. Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor az
elektron mozgasi energidja klasszikus értelemben nem elég a potencial
lekiizdéséhez, azaz E < V.
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-
Alagut-effektus

Egy elektron valamilyen meghatarozott E, mozgasi energiaval kdzelitsen
egy potencialléepcs6hdz. Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor az
elektron mozgasi energidja klasszikus értelemben nem elég a potencial
lekiizdéséhez, azaz E < V.

0,ha x<0

EP(X)
V = konstans, ha x>0
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llyenkor a klasszikus fizika szerint egy makroszkopikus test nem hatolhat be
abba a térrészbe, ahol nagyobb lenne potenciélis energiaja, mint az a
mozgasi energia, amivel kdzeledik ehhez a térrészhez.
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llyenkor a klasszikus fizika szerint egy makroszkopikus test nem hatolhat be
abba a térrészbe, ahol nagyobb lenne potenciélis energiaja, mint az a
mozgasi energia, amivel kdzeledik ehhez a térrészhez.

A kvantummechanikai eredmény azonban mast mutat.
A részecske Osszenergiaja:

2
E =E, + Eﬁ = é%; —+ Eﬁ
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llyenkor a klasszikus fizika szerint egy makroszkopikus test nem hatolhat be
abba a térrészbe, ahol nagyobb lenne potenciélis energiaja, mint az a
mozgasi energia, amivel kdzeledik ehhez a térrészhez.

A kvantummechanikai eredmény azonban mast mutat.
A részecske Osszenergiaja:

2
E =E, + Eﬁ = é%; —+ Eﬁ
Fejezziik ki a k hullamszam négyzetét az energia segitségével:

k? =27 (E — E,)
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llyenkor a klasszikus fizika szerint egy makroszkopikus test nem hatolhat be
abba a térrészbe, ahol nagyobb lenne potenciélis energiaja, mint az a
mozgasi energia, amivel kdzeledik ehhez a térrészhez.
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E =E, + Eﬁ = é%; —+ Eﬁ
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d%p(x) | 2m(E - E,)
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llyenkor a klasszikus fizika szerint egy makroszkopikus test nem hatolhat be
abba a térrészbe, ahol nagyobb lenne potenciélis energiaja, mint az a
mozgasi energia, amivel kdzeledik ehhez a térrészhez.

A kvantummechanikai eredmény azonban mast mutat.
A részecske Osszenergiaja:

2
E =E, + Eﬁ = é%; —+ Eﬁ
Fejezziik ki a k hullamszam négyzetét az energia segitségével:
k? =27 (E — E,)
A probléma Schrddinger-egyenlete:

d%p(x) | 2m(E - E,)

dx? h? p(x) =0

A potencial origébeli ugrasa miatt az x-tengely negativ és pozitiv oldalan
kiilon-kiilon meg kell oldani az egyenletet.
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x < 0, E, = 0. Tehat itt a megoldandé egyenlet:

d’pn(x) 2mE
dx? + h2 #n(x) = 0.
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x < 0, E, = 0. Tehat itt a megoldandé egyenlet:

d’pn(x) 2mE
dx? + h2 #n(x) = 0.

Legyen kg = 2%"—2’5 Ekkor

dz@n(x)

T2 then() =0.
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x < 0, E, = 0. Tehat itt a megoldandé egyenlet:

d’pn(x) 2mE
dx? + h2 #n(x) = 0.

Legyen kg = 2%"—2’5 Ekkor

d?pn(x)

T2 then() =0.

Keressiik ennek az egyenletnek a megoldasat a kdvetkezd alakban:
(Pn(x) — eikox —|—Ae_”‘°".

Itt i = +/—1 a képzetes egység.
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x < 0, E, = 0. Tehat itt a megoldandé egyenlet:

d’pn(x) 2mE
dx? + h2 #n(x) = 0.

Legyen k2 = 2%"—2’5 Ekkor
szOn(x) 2
“ae T Hen() =0

Keressiik ennek az egyenletnek a megoldasat a kdvetkezd alakban:
(Pn(x) — eikgx —|—Ae_”‘°".

Itt i = +/—1 a képzetes egység.
Fizikai jelentés: egységnyi amplitiddja sikhullam kozelit a
potenciallépcs6hdz + visszaver6dés utan egy A amplitdddja visszavert

sikhullam is hozzajarul a megoldashoz.
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x >0, E, = V. A megoldandé egyenlet:
P

dp,(x) , 2m(E — V)

dX2 hz (PP(X) =0.
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x >0, E; = V. A megoldandé egyenlet:

dpp(x) | 2m(E = V)
dx? K2

pp(x) = 0.

Ez esetben az w kifejezés negativ, mivel E < V.
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x >0, E, = V. A megoldandé egyenlet:
P

dp,(x) , 2m(E — V)

dX2 hz (PP (X) =0.

Ez esetben az w kifejezés negativ, mivel E < V.

Vezessiik be a —K?2 = w jelolést. Az egyenlet a kdvetkez8 alakot
olti:

d?pp(x)
T~ K0 =0,
vagy ami ugyanaz:
d’op(x) _ >
T =K (Pp(x).
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Keressiik a megoldast a kdvetkezg alakban:

op(x) = Ce ¥* 4 Dek*.
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Keressiik a megoldast a kdvetkezg alakban:

op(x) = Ce ¥* 4 Dek*.

Mivel a megoldas normalhaté kell legyen, igy: D = 0.
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Keressiik a megoldast a kdvetkezg alakban:

op(x) = Ce ¥* 4 Dek*.

Mivel a megoldas normalhaté kell legyen, igy: D = 0.
lgy
pp(x) = Ce™"x.
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Keressiik a megoldast a kdvetkezg alakban:

op(x) = Ce ¥* 4 Dek*.

Mivel a megoldas normalhaté kell legyen, igy: D = 0.
lgy
Pp(x) = Ce™ .
A potenciallépcsé magassaga az x = 0 pontban véges, a kapott
megoldasoknak és azok elsé derivaltjainak (kontinuitasi-egyenlet miatt a

val6sziniiségi siirliség-aramnak térben folytonosnak kell lennie) az x = 0
pontban azonosaknak kell lenniiik. Ezért:

1+A=C

iko(1 — A) = —KC

29 /40



Megoldva ezt az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy:
. iko + K
kg — K’
és ik
i
c=_"_,
ik — K
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Megoldva ezt az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy:

_ik0+K
kg — K’

2ikq
C=—.
ik — K

A megoldasban az a meglepd, hogy az elektront leiré ¢p(x) nem lesz nulla
a potenciallépcsében sem.
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Megoldva ezt az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy:

_ik0+K
kg — K’

2ikq
C=—.
ik — K

A megoldasban az a meglepd, hogy az elektront leiré ¢p(x) nem lesz nulla
a potenciallépcsében sem.

Azt mondhatjuk, hogy az elektron behatol a szdmara klasszikus értelemben
elérhetetlen térrészbe is.
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Ha a potenciallépcss véges szélességli, akkor az elektron atjut ezen a
klasszikus értelemben szamara lekiizdhetetlen akadalyon. Az atjutas
valésziniisége (T) a kovetkezd mennyiséggel aranyos:

2
T ~ Lpp(b) ~ e_%\/m
©2(0)
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Ha a potenciallépcss véges szélességli, akkor az elektron atjut ezen a
klasszikus értelemben szamara lekiizdhetetlen akadalyon. Az atjutas
valésziniisége (T) a kovetkezd mennyiséggel aranyos:

2
T ~ Lpp(b) ~ e_%\/m
©2(0)

T csokken ha b ng, vagy ha V — E nodvekszik.
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T csokken ha b ng, vagy ha V — E nodvekszik.
A jelenség neve alagit-effektus.
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Ez teszi lehetévé a radioaktiv bomlast, vagy az elektronok atlépését fémek
érintkezési feliiletein.
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Ez teszi lehetévé a radioaktiv bomlast, vagy az elektronok atlépését fémek
érintkezési feliiletein.

Az alagit-effektus legnagyobb sikerii alkalmazasa a ,Pasztazé alagit
mikroszkdp”, amely lehetévé tette feliiletek atomszerkezetének
feltérképezését, s6t egyedi atomok manipulalasat, athelyezését.
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Ez teszi lehetévé a radioaktiv bomlast, vagy az elektronok atlépését fémek
érintkezési feliiletein.

Az alagit-effektus legnagyobb sikerii alkalmazasa a ,Pasztazé alagit
mikroszkdp”, amely lehetévé tette feliiletek atomszerkezetének
feltérképezését, s6t egyedi atomok manipulalasat, athelyezését.

K6sz6nom a figyelmet!
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