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Rezgbmozgasnak neveziink egy mozgast, ha van a térnek egy olyan

pontja, amihez a mozgast végzo test tobbszor (esetleg végtelen
sokszor) visszater. (—inga, —bonyolult rezgés)
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Ekkor a mozgas egy x(t) fuggvénnyel jellemezhetd.
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pontja, amihez a mozgast végzo test tobbszor (esetleg végtelen
sokszor) visszater. (—inga, —bonyolult rezgés)

El6sz0Or a pontszeri testek egyenes menti rezgését targyaljuk.
Ekkor a mozgas egy x(t) fuggvénnyel jellemezhetd.

Ha van olyan xg, melyre x(t) = xg-nak sok megoldasa van t-re,
akkor rezgbmozgasrol beszélhetlnk.

Ha x(t) periodikus, akkor periodikus rezgémozgasrol beszélunk.
(Vigyazat! Nem minden rezgdbmozgas periodikus.)
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Rezgések kialakulasanak leggyakoribb médja a kdvetkezo:

Létezik egy olyan pont, ahol a test egyensulyban van.

Ha innét kissé kitéritjik a testet, és ekkor az egyensulyi hely felé
hato erd ébred, akkor a test visszatér az egyensulyi pontba, és
szinte mindig tul is lendul rajta.
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szinte mindig tul is lendul rajta.

A masik oldalon ugyanez ismétlodik, a testre ugyancsak az
egyensulyi pont felé hato er6 kezd hatni, visszatér oda, . ..
egy —rezges.

7”7 7

igy eloall
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A masik oldalon ugyanez ismétlodik, a testre ugyancsak az

77 r

egyensulyi pont felé hato er6 kezd hatni, visszatér oda, ... igy elball

egy —rezges.

Matematikailag:

Egyensulyi pont: F'(xg) =0

Visszatérités jobbrol: F'(x) < 0,haxz > xgésxz — xg < 9
Visszatérités balrol: F'(x) > 0,haz < xgésxzg—x <9
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F(X)A

Egyensulyi helyzet rezgéssel:

visszateritd erd

egyensul)\
0
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Ha egy egyensulyi helyzet korul F'(x) monoton fogyd, akkor ott
stabil egyensuly van, azaz kialakul rezgés, kilonben nem.

Egyszerl példak stabil és instabil egyensulyi helyzetre: labda

dombon és goddrben.

instabil egyensul

stabil egyensuly
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Amennyiben az egyensulyi helyzet kozelében az erofliggvény
linearis, harmonikus rezgdémozgas alakul Ki.
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Amennyiben az egyensulyi helyzet kozelében az erofliggvény
linearis, harmonikus rezgdémozgas alakul Ki.
Tegyilk az origot az egyensulyi helyzetbe. Ekkor az erofliggvény:

ahol D szokasos neve: direkcids allandé vagy rugéallando.
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Amennyiben az egyensulyi helyzet kozelében az erofliggvény

linearis, harmonikus rezgdémozgas alakul Ki.

Tegyilk az origot az egyensulyi helyzetbe. Ekkor az erofliggvény:

ahol D szokasos neve: direkcids allandé vagy rugéallando.

llyen er0 hat pl. egy —rugalmasan rogzitett testre.

A mozgas egyenlete:

F=—Dx =ma

Beirva a gyorsulas jelentését:

Pz
dt?

= a=——2z

D
m
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Ez ez olyan egyenlet, melyben csak az x(t) fuggvény az ismeretlen.
Bar pillanatnyilag nem tudjuk megoldani, mert az ismeretlen
derivaltja is szerepel, azért ki tudjuk talalni a megoldast. (Késobb
matematikabol szerepelni fog a preciz megoldas is.)
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A harmonikus

rezgémozgas derivaltja is szerepel, azért ki tudjuk talalni a megoldast. (Késobb
® alapegyenlet N 2 e 12 . 7 s o
o a7 alapegyenlet matematikabol szerepelni fog a preciz megoldas is.)
megoldasa
® Osszefoglalas ; N ; ; ] L N ;
T x(t) tehat olyan fuggvény, melynek masodik derivaltja 6nmaganak
o negativ konstans szorosa. llyenek pl. a sin és cos fliggvenyek.
rezgese
g " __ ! __ :
A csillapitott ((Sln x) T (COS .CC) — — S x)
rezgdbmozgas

A gerjesztett
rezgébmozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
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Ez ez olyan egyenlet, melyben csak az x(t) fuggvény az ismeretlen.

Bar pillanatnyilag nem tudjuk megoldani, mert az ismeretlen

derivaltja is szerepel, azért ki tudjuk talalni a megoldast. (Késobb

matematikabol szerepelni fog a preciz megoldas is.)

x(t) tehat olyan fuggvény, melynek masodik derivaltja 6nmaganak

negativ konstans szorosa. llyenek pl. a sin €s cos fuggvények.
((sinz)” = (cosx)’ = — sin x).

Keressiik a megoldast ilyen alakban: z(t) = Asin(B -t + C') ahol

77 V4

A, B és C egyel6re ismeretlen jelentés( allandok.
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A sebesség es a gyorsulas:

v(t) =2'(t) = Acos(B -t + C) - B,

a(t) =2"(t) =v'(t) = —Asin(B -t + C) - B

Kihasznalva a(t) = —D/m - x-et:

Ez csak akkor allhat fenn, ha B2

—Asin(B-t+ C)B* = —%A sin(B -t + C)

Elnevezések:

B=w = /D /m: korfrekvencia.
T = 27 /w: periodusidd.
f=1/T = w/(2m): frekvencia.
A: amplitado.

C=yq: kezdobfazis.

= D/m. (A és C tetszéleges.)
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a(t) = —Aw? sin(wt + )

D

3

z(t) = Asin(wt + @g)
v(t) = Aw cos(wt + @)
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z(t) = Asin(wt + @g)
v(t) = Aw cos(wt + pg)
a(t) = —Aw? sin(wt + )

D 27T m 1
v m’ W 7T\/D / T

Ez a mozgas a kdzépiskolabdl ismert harmonikus rezgdmozgas.
(Erdekesség: a korfrekvencia —nem fiigg az amplitidétol, de
—a tbmeg novekedesevel cstkken.)
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A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
megnyulasa folytonosan valtozik.
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A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
megnyulasa folytonosan valtozik. Ezeért valtozik a mozgasi és a

helyzeti energia is.
Mozgasi energia:

E,.(t) = 5T

1

= —m
2

(Aw)? cos? (wt + o)
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Baiezelcs A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
Fie/ytsek halk s megnyulasa folytonosan valtozik. Ezért valtozik a mozgasi és a
A harmonikus . 5 c

rezg6mozgas helyzeti energia is.

® alapegyenlet
® az alapegyenlet
megoldasa
® Osszefoglalas
1, 1

e energiaviszonyok Em (t) — §m’l} = §m(AW)2 COS2 (Wt + <700)

Mozgasi energia:

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott Helyzeti (potencialis) energia:

rezgdbmozgas

A gerjesztett ]. ].

rezgémozgas, V(t) = _sz — §DA2 Sln2 (Wt —|_ 900)

kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje
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Bevezetés

energiaviszonyok

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

® alapegyenlet
® az alapegyenlet
megoldasa

® Osszefoglalas

® energiaviszonyok
Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgdbmozgas

A gerjesztett
rezgébmozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
megnyulasa folytonosan valtozik. Ezeért valtozik a mozgasi és a

helyzeti energia is.
Mozgasi energia:

1

2

1

En(t) = =mv* = §m(Acu)z cos? (wt + o)

2

Helyzeti (potencialis) energia:

V(t) = — Dz’ =

1
§DA2 sin®(wt + @g)

Kihasznalva, hogy w? = D /m, D helyére mw? irhat6:

2 A% sin® (wt + o)
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Az 0sszes energia tehat:

1
E = Ep+V = sm(wA)? (sin®(wt + o) + cos®(wt + o) ) =
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Az 0sszes energia tehat:

1
E = En+V =gm(wA)? (sin*(wt + o) + cos®(wt + o)) =

= %m(u}A)2 = all.
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Amint az varhato volt, a harmonikus rezgés dsszenergiaja nem valtozik.
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Az 0sszes energia tehat:

1
E = En+V =gm(wA)? (sin*(wt + o) + cos®(wt + o)) =

= %m(u)A)2 = all.

Amint az varhato volt, a harmonikus rezgés dsszenergiaja nem valtozik.
Az energia a potencialis és a mozgasi energia kozt vandorol periodikusan:
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Az 0sszes energia tehat:

1
E = En+V =gm(wA)? (sin*(wt + o) + cos®(wt + o)) =

= %m(wA)2 = all.

Amint az varhato volt, a harmonikus rezgés dsszenergiaja nem valtozik.
Az energia a potencialis és a mozgasi energia kozt vandorol periodikusan:
— maximalis kitéréskor £,,, = 0,V = F
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Az 0sszes energia tehat:

1
E = En+V =gm(wA)? (sin*(wt + o) + cos®(wt + o)) =

= %m(wA)2 = all.

Amint az varhato volt, a harmonikus rezgés dsszenergiaja nem valtozik.
Az energia a potencialis és a mozgasi energia kozt vandorol periodikusan:
— maximalis kitéréskor £,,, = 0,V = F

— az egyensulyi helyzeten athaladva VV =0, E,, = F
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Bevezetés

Egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

® alapegyenlet
® az alapegyenlet
megoldasa

® Osszefoglalas

® energiaviszonyok
Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgdbmozgas

A gerjesztett
rezgébmozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Példa: Egy rugon l6go testet rezgésbe hozunk. Azt tapasztaljuk, hogy
10 s alatt 23 rezgést végzett. Mekkora a rezges periddusideje és korf-

rekvenciaja? Mekkora a rugoéallando, ha a test tomege 0,25 kg?
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Bevezetés

Egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

® alapegyenlet
® az alapegyenlet
megoldasa

® Osszefoglalas

® energiaviszonyok
Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgdbmozgas

A gerjesztett
rezgébmozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Példa: Egy rugon l6go testet rezgésbe hozunk. Azt tapasztaljuk, hogy
10 s alatt 23 rezgést végzett. Mekkora a rezges periddusideje és korf-

rekvenciaja? Mekkora a rugoéallando, ha a test tomege 0,25 kg?

Megoldas: 10s alatt 23 rezgés:
10s
T'= — =10,435s.
03 — 7000
A korfrekvencia: 5 |
s
= — =14,45 —.
“ T S

A kérdezett rugoallando is meghatarozhato:

m 41%m,
Do T?
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Bevezetés

Meg egy pelda

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

® alapegyenlet
® az alapegyenlet
megoldasa

® Osszefoglalas

® energiaviszonyok
Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgdbmozgas

A gerjesztett
rezgébmozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Példa: Egy 300 N/m-es rugoéallanddju rugén levd, 0,2 kg tomeg( tes-
tet 5m/s-os kezdbsebességgel meglokink. Milyen lesz a kialakuld

rezgés amplitudoja?
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Bevezetés

Meg egy pelda

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

® alapegyenlet
® az alapegyenlet
megoldasa

® Osszefoglalas

® energiaviszonyok
Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgdbmozgas

A gerjesztett
rezgébmozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Példa: Egy 300 N/m-es rugoéallanddju rugén levd, 0,2 kg tomeg( tes-
tet 5m/s-os kezdbsebességgel meglokink. Milyen lesz a kialakuld

rezgés amplitudoja?

Megoldas: A vg = 5 m/s-0s sebesség a test maximalis sebessége,

azaz Aw = vgmls.

w egyszer(ien meghatarozhaté: w = +/ D /m, igy azt allithatjuk,

hogy

”U()ZA

ahonnét a keresett amplitudo:

A:”U()

Tehat a test 12,9 cm-es amplitudoju rezgeseket fog végezni.

m

D

D

)
m

= 0,129 m.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadéja
rezgések

® kis amplitudoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Kis amplitidoju rezgesek

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje
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Bevezetés

kis amplitiddju rezgések

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Mi a helyzet, ha a testre hato erd6 nem linearis?

Altalanos esetben bonyolult megadni a rezgés paramétereit.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Mi a helyzet, ha a testre hato erd6 nem linearis?

Altalanos esetben bonyolult megadni a rezgés paramétereit.

Egyensulyi helyzet korili kis rezgések esetén kbzel harmonikus

rezgést fogunk kapni, hisz sima F'(x) esetén kis szakaszon F'(x)

grafikonja jol kdzelitheto érintojével.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyirdnyl rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ezért x korul kdzel lineéaris erotérveny ervényesdl.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ezért x korul kdzel lineéaris erotérveny ervényesdl.

Mivel az érinté meredeksége F'(x), ezért a kis rezgések gy
térténnek, mintha D = — F’(x) rugéallandoéjd rugdn lenne a test.
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Eaozelcs Ezért x¢ korul kozel lineéaris erotorvény ervényesul.

Rezgések kialakulasa

A harmonikus

e s Mivel az érinté meredeksége F'(x), ezért a kis rezgések gy

s amplitid6id torténnek, mintha D = — F’(x) rug6allanddjd rugén lenne a test.

rezgések

e kis amplitudéja
f.ezziss';da Tehat egyensulyi helyzet koruli kis amplitadéju rezgések
® egy masik példa frekvenCiéja:

A csillapitott /
rezgémozgas F (ﬂf) 1 dF

A gerjesztett m m daj

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyirdnyl rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje
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Eaozelcs Ezért x¢ korul kozel lineéaris erotorvény ervényesul.

Rezgések kialakulasa

A harmonikus

e s Mivel az érinté meredeksége F'(x), ezért a kis rezgések gy

s amplitid6id torténnek, mintha D = — F’(x) rug6allanddjd rugén lenne a test.

rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

A Tehat egyensulyi helyzet koruli kis amplitudoju rezgesek
® egy masik példa frekvenciaja:

A csillapitott /
rezgémozgas F (QU) 1 dF

A gerjesztett m m dx

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Eqyirany( rezgések Nem tévedés! Stabil egyensuly esetén F'(x) monoton fogy xq korl,

ereddje

SN igyitt F'(xg) < 0, ezért w képletében a gyokijel alatt pozitiv szam all.

rezgések eredéje
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Bevezetés

egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

5
Z_9
X

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
kortl? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2 kg?
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Bevezetés

egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(az)zé—Q

X

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
kortl? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2 kg?

Megoldas:

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0,
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i

Bevezetés

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

Rezgések kialakulasa

alabbi alaku:

A harmonikus 5

rezg6mozgas F(Qf) — 9

Kis amplitadéju X

rezgések . , ,

® kis amplitidojg Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
rezgések . ; . , 0z c c o

o egy példa korul? Mennyi a kis rezgéesek periodusideje, ha a test tomege 2 kg?

® egy masik példa

—— Megoldas: Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
P 5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

rezgémozgas,

kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(x) =

5
Z_9
X

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
kortl? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2 kg?

Megoldas:

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

Ty —

(Most csak egy megoldasunk van.)

0
9
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Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(x) =

5
Z_9
X

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
kortl? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2 kg?

Megoldas:

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

Ty —

(Most csak egy megoldasunk van.)
Stabil-e ez az egyensulyi helyzet?

0
9
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(x) =

5
Z_9
X

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
kortl? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2 kg?

Megoldas:

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

Ty —

(Most csak egy megoldasunk van.)
Stabil-e ez az egyensulyi helyzet? Azaz monoton fogy6-e F'(x) xg
egy kis kornyezeten?

0
9
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Azt, hogy monoton fogyo-e a fuggvény, legegyszeriibb az alapjan

elddnteni, negativ-e a derivaltja.
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Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Azt, hogy monoton fogyo-e a fuggvény, legegyszeriibb az alapjan
elddnteni, negativ-e a derivaltja.

Szamoljuk ki a derivaltat tehat:
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

az egyensulyi pontban:

F’(xo) —

(5/9)°

5

Azt, hogy monoton fogyo-e a fuggvény, legegyszeriibb az alapjan
elddnteni, negativ-e a derivaltja.
Szamoljuk ki a derivaltat tehat:
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Bevezetés Azt, hogy monoton fogyo-e a figgveny, legegyszeribb az alapjan

Rezgések kialakulasa elddnteni, negativ-e a derivaltja.
A harmonikus , . . 5 o ,
rezg6mozgas Szamoljuk ki a derivaltat tehat:

Kis amplitadoju

rezgések

rezgések — 5 / 5
e kis amplitadoju F’(x) — (_ _ 9) -

® egy példa
® egy masik példa

az egyensulyi pontban:

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett 5 8].

ger) /

rezgémozgas, F — T o aa = T T = —16,2
kén%/szerrgzgés (ZCO) (5/9)2 5

Egyirdnyl rezgések

ereddje Ez valoban negativ, tehat kialakulhat rezgés. A frekvencia:

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

F 16,2 1
W = _F=o) — /% ~ 2,85 -
m 2 S
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Azt, hogy monoton fogyo-e a fuggvény, legegyszeriibb az alapjan

elddnteni, negativ-e a derivaltja.
Szamoljuk ki a derivaltat tehat:

az egyensulyi pontban:

F(20) = — e

(5/9)2 ~

Ez valoban negativ, tehat kialakulhat rezgés. A frekvencia:

F/
] E (@) _
m

A periédusidé: T = (2m) /w = 2,21's

81

5

16,2

—= —16,2

1
~ 2,85 —
S

22/66



-1

N

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy kicsit segithet, ha felrajzoljuk F'(x) grafikonjat:

Latszik, hogy egy egyensulyi helyzet van, mely stabil.
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Bevezetés

egy masik példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(z) = 102 + 2* — 0,22

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat ki rezgés? Mennyi a kis
rezgések periddusideje, ha a test tdomege 7 kg?
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Bevezetés

egy masik példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(z) = 102 + 2* — 0,22

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat ki rezgés? Mennyi a kis
rezgések periddusideje, ha a test tomege 7 kg?

Megoldas:

Egyensulyi helyzet feltétele:

F(z) = 102° + 2* — 0,22 = 0
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ﬂ! egy masik példa
i,

Bevezetés

Egy egyenes mentén mozgo testre haté erd6 Sl-egységekben az

Rezgések kialakulasa

_ alabbi alaku:
A harmonikus

rezgémozgas F(a’j) = 101’3 + 372 — 07237
Kis amplitadoju
rezgések

ST L T Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat ki rezgés? Mennyi a kis
fezgése,kld rezgések periddusideje, ha a test tomege 7 kg?

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott Megoldas: Egyensulyi helyzet feltétele:

rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas, F(ﬂj) = ].0333 —+ 332 — 07233 = 0

kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések

ereddje Nyilvanvalé megoldas az x1 = 0. Az ezen kivili megoldasokat

Egymasra merdleges keresve eloszthatjuk az egyenletet x-szel:

rezgések eredéje

1022 +2—-02=0
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyirdnyl rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ennek gyokei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)

Lr9 — 0,1

L3 — —0,2
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ennek gyokei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)

Lo = 0,1

L3 = —0,2

Harom egyensulyi helyzetink van tehat.

25 /66
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ennek gyokei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)
Lo = O,l L3 = —0,2

Harom egyensulyi helyzetink van tehat.
A stabilitast £’ () el6jelébdl allapithatjuk meg:

F'(x) = 302% + 22 — 0,2

25 /66
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ennek gyokei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)

L9 = 0,1

L3 = —0,2

Harom egyensulyi helyzetink van tehat.
A stabilitast £’ () el6jelébdl allapithatjuk meg:

F'(x) = 302% + 22 — 0,2

F’(:Cl) — —0,2

F/(ZCQ) — 0,3

F’(:Cg) — 0,6

Ezek kozil csak az els6 negativ, tehat csak 1 = 0 kordl alakul ki

rezges.

25 /66
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ennek gyokei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)

L9 = 0,1

L3 = —0,2

Harom egyensulyi helyzetink van tehat.
A stabilitast £’ () el6jelébdl allapithatjuk meg:

F’(:Cl) — —0,2

F'(x) = 302% + 22 — 0,2

F/(ZCQ) — 0,3

F’(:Cg) — 0,6

Ezek kozil csak az els6 negativ, tehat csak 1 = 0 kordl alakul ki

rezges.

W =

F'(x1)

m

1
~ (0,169 —
S

T =2r/w = 37,25
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

® kis amplitadoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgémozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadéja
rezgések

A csillapitott
rezgbmozgas

@ a csillapodas oka

@ a csillapitott
rezgbmozgas
alapegyenlete

® kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

A csillapitott rezg 6mozgas

Egyiranyl rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések ereddje

27166



-1

N

Bevezetés

a csillapodas oka

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

A kozegellenallast, surlodast és egyéeb fekez6 hatasokat eddig
elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezgésbe hozok, de
magara hagyok, az egyre kisebb amplitidoval fog rezegni.
(—ritka kb6zegben, —s(ri kdzegben)
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Bevezetés

a csillapodas oka

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

A kozegellenallast, surlodast és egyéeb fekez6 hatasokat eddig
elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezgésbe hozok, de
magara hagyok, az egyre kisebb amplitidoval fog rezegni.
(—ritka kb6zegben, —s(ri kdzegben)

Vegyuk figyelembe a kézeg hatasat:

Fruge + Fkozeg = M - @

|tt Frugc') — — Dux, a kbzeg hatasat pedig irjuk fel a kdvetkezd
alakban:
Fiozeg = —C - v

Tehat sebességgel aranyos fékezoerot tételeziink fel. Ez pl. kis
sebessegl mozgasnal j6 kozelitéssel igaz a kbzegellenallasra.
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- = -

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések ereddje

Az el6zb6eket folytatva:

Atrendezve:

—D-x—C-v=m-a
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ﬂ! a csillapitott rezg 0mozgas alapegyenlete
i,

Bevezetés Az el6zb6eket folytatva:

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

—D-x—C-v=m-a

Kis amplitadoju

rezgések Atrendezve:
A csillapitott D C

rezgémozgas a = ——I1 — —

e a csillapodas oka m m
@ a csillapitott

rezg6mozgas D /m-ben felismerhetjik a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajanak

alapegyenlete , , 9
e kis csillapitasok esete negyzetet, azaz D/m — CUO .
® egy példa

® még egy példa

A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

29/66
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ﬂ! a csillapitott rezg 0mozgas alapegyenlete
i,

Bevezetés Az el6zb6eket folytatva:

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

—D-x—C-v=m-a

Kis amplitadoju

rezgések Atrendezve:
A csillapitott D O

rezgémozgas a = ——I1 — —

e a csillapodas oka m m
@ a csillapitott

rezg6mozgas D /m-ben felismerhetjik a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajanak

alapegyenlete , , 9
e kis csillapitasok esete negyzetet, azaz D/m — CUO .

:;géygp:;‘;apélda C'/m valamiképp a fékezés hatékonysagat méri. Jeloljik ezt 23-val.
A— (3 szok&sos neve: csillapitasi tényezo.

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje
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ﬂ! a csillapitott rezg 0mozgas alapegyenlete
i,

Bevezetés Az el6zb6eket folytatva:

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

—D-x—C-v=m-a

Kis amplitadoju

rezgések Atrendezve:

A csillapitott D C

rezgbmozgas Q= ——Ir — —U

e a csillapodas oka m m

@ a csillapitott ] . ; P p o -
rezg6mozgas D /m-ben felismerhetjik a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajanak
alapegyenlete , ,

e kis csillapitasok esete negyzetet, azaz D/m — w%

:;géygp:;japélda C'/m valamiképp a fékezés hatékonysagat méri. Jeloljik ezt 23-val.
A— (3 szok&sos neve: csillapitasi tényezo.

R Igy a csillapitott rezgémozgas alapegyenlete:

Egyiranyu rezgések

ereddje a = _w(Q) r — 2/8,0
Egymasra merdleges
rezgések eredbje

29/66
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ﬂ! a csillapitott rezg 0mozgas alapegyenlete
i,

Bevezetés Az el6zb6eket folytatva:

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

—D-x—C-v=m-a

Kis amplitadoju

rezgések Atrendezve:

A csillapitott D C

rezgbmozgas Q= ——Ir — —U

e a csillapodas oka m m

@ a csillapitott ] . ; P p o -
rezg6mozgas D /m-ben felismerhetjik a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajanak
alapegyenlete , ,

e kis csillapitasok esete negyzetet, azaz D/m — w%

:;géygp:;japélda C'/m valamiképp a fékezés hatékonysagat méri. Jeloljik ezt 23-val.
A— (3 szok&sos neve: csillapitasi tényezo.

R Igy a csillapitott rezgémozgas alapegyenlete:

Egyiranyu rezgések

ereddje a = _w(Q) r — 2/8,0
Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Masképp:
" = —wizx — 208z’
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések ereddje

Ennek megoldasara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkOzeink. Ezért a megoldast bizonyitas nélkil k6zlom:
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Ennek megoldasara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkOzeink. Ezért a megoldast bizonyitas nélkil k6zlom:

A megoldas jellege alapvetéen kulonbozik ha wg > G (kis
csillapitas) illetve ha wg < 5 (nagy csillapitas).
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Ennek megoldasara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkOzeink. Ezért a megoldast bizonyitas nélkil k6zlom:

A megoldas jellege alapvetéen kulonbozik ha wg > G (kis
csillapitas) illetve ha wg < 5 (nagy csillapitas).

Ezek kozul a kis csillapitas fordul el6 gyakrabban, igy ezt targyaljuk

részletesen.
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Bevezetés

kis csillapitasok esete

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések ereddje

Amennyiben wy > [, a csillapitott rezgémozgas az alabbiak szerint

zajlik:

ahol

z(t) = Ag - e Pt sin(west + @o)

Wes = \/W(Q) — 62
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Bevezetés

kis csillapitasok esete

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka

@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Amennyiben wy > [, a csillapitott rezgémozgas az alabbiak szerint

zajlik:

ahol

z(t) = Ag - e Pt sin(west + @o)

Wes = \/W(Q) - 52

Tehat a csillapitott rezgés frekvenciaja kisebb, mint a csillapitatlan
(wes < wp), amplitudoja pedig Ag-rél exponencidlis fliggvény szerint

csOkken.
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Bevezetés

kis csillapitasok esete

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka

@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Amennyiben wy > [, a csillapitott rezgémozgas az alabbiak szerint

zajlik:

z(t) = Ag - e Pt sin(west + @o)

ahol

Wes = \/W(Q) - 52

Tehat a csillapitott rezgés frekvenciaja kisebb, mint a csillapitatlan
(wes < wp), amplitudoja pedig Ag-rél exponencidlis fliggvény szerint

csokken.
Maga az amplitiddé idobeli valtozasa:

At) = Age™ P!
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka

@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések ereddje

-A

0
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Bevezetés

nagy csillapitasok esete

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka

@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje

Amennyiben wg < 3, nem is alakul ki rezgémozgas, hanem az x(t)
figgvény monoton cstkkenben 0-hoz tart.

eros csil

nagyon eros csill.

—+V
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Bevezetés

egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

@ a csillapodas oka
@ a csillapitott
rezgébmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések ereddje

Eqgy csillapodd rezgbmozgas amplitidéja 12 s-onként felezodik meg.

Mekkora a csillapitasi tényez6 értéke?
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i

Bevezetés

Eqgy csillapodd rezgbmozgas amplitidéja 12 s-onként felezodik meg.

Rezgések kialakulasa

Mekkora a csillapitasi tényez6 értéke?

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

Megoldas: A szbveg szerint:

A csillapitott

rezgémozgas AO

e a csillapodas oka — — A(t) — Aoe_ﬁt

@ a csillapitott 2
rezgébmozgas

alapegyenlete aholt = 12s.

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa

A gerjesztett

rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje
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Bevezetés

Eqgy csillapodd rezgbmozgas amplitidéja 12 s-onként felezodik meg.

Rezgések kialakulasa

Mekkora a csillapitasi tényez6 értéke?

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

Megoldas: A szbveg szerint:

A csillapitott

rezgémozgas AO

e a csillapodas oka — — A(t) — Aoe_ﬁt

@ a csillapitott 2
rezgébmozgas

alapegyenlete aholt = 12s.

@ kis csillapitasok esete

® egy péida Innen egyszerl atrendezeéssel:
® még egy példa

A gerjesztett ln )

1
rezgémozgas, /8 T - 070578 g

kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
eredbje

Egymasra merdleges
rezgések eredbje
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Bevezetés
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Egy csillapodd rezgbmozgas korfrekvencigja 1,3 Hz, amplitaddja

kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.

Mikor lesz amplitudogja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés

frekvencidja, ha nem lennének csillapitberok?
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Egy csillapodd rezgbmozgas korfrekvencigja 1,3 Hz, amplitaddja
kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.
Mikor lesz amplitudogja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés
frekvencidja, ha nem lennének csillapitberok?

Megoldas: A feladat szerint:

Ag =0,15m

A; =0,03m

tl — 10s

Wes = 1,3 Hz
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Tudjuk, hogy

A; =0,03m
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Wes = 1,3 Hz
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Egy csillapodd rezgbmozgas korfrekvencigja 1,3 Hz, amplitaddja
kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.
Mikor lesz amplitudogja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés
frekvencidja, ha nem lennének csillapitberok?

Megoldas: A feladat szerint:

Ag =0,15m

Tudjuk, hogy

innét egyszerl atrendezéssel:

A1 =0,03m t1 = 10s
A; = Age™ Pt
1
f=———In—=0,16 —
tl S

Wes = 1,3 Hz
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Keressik azt a to id6pontot, melyre A(t2) = Az = 0,001 m:
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Keressik azt a to id6pontot, melyre A(t2) = Az = 0,001 m:

1. A
A2 = A06_5t2 = l9 = —B lnA—2 = 31,15
0

(Figyelem! Az amplitidoé nem linearisan csotkkent!)
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Keressik azt a to id6pontot, melyre A(t2) = Az = 0,001 m:

1., A
AQ = A06_5t2 = l9 = _B 111A—2 = 31,15
0

(Figyelem! Az amplitido nem linearisan csdkkent!)

A csillapitatlan wq frekvencia a fenti

Wes — \/w(% - 62

dsszefliggésbol kaphaté meg:

wo = \/wgs + 32 = 1,31 Hz
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Mi torténik akkor, ha a kezdeti rezgésbe hozason kivil a testet egy

kils6 erd allanddan ,rezgeti”, azaz gerjeszti a rezgést. (PI. hinta

77 V4

kiils6 allando |6kodéssel.)
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Mi torténik akkor, ha a kezdeti rezgésbe hozason kivil a testet egy

kils6 erd allanddan ,rezgeti”, azaz gerjeszti a rezgést. (PI. hinta

77 V4

kiils6 allando |6kodéssel.)

Legegyszerilbb eset: amikor a gerjesztd erd szinuszosan valtozik:

ahol

ma = Frygs + Fkozeg T £

Fg = Fj sin(wg t)
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Mi torténik akkor, ha a kezdeti rezgésbe hozason kivil a testet egy

kils6 erd allanddan ,rezgeti”, azaz gerjeszti a rezgést. (PI. hinta

77 V4

kiils6 allando |6kodéssel.)

Legegyszerilbb eset: amikor a gerjesztd erd szinuszosan valtozik:

ma = Frygs + Fkozeg T £

ahol

Fg = Fj sin(wg t)

A fentiekhez hasonldéan:

0= —ws

ahol ag = Fy/m.

T — 20Bv + ap sin(wy t)

38/66



-1

N

Bevezetés

a gerjesztett rezgés id Obeli lefutasa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
id6beli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Kis csillapitasok esetén a megoldas:
x(t) = Ay - sin(wyt +6) + A - e P sin(west + o)

(A bizonyitast mell6zzik, a megoldas helyességét derivalassal
ellendrizhetd.)
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A
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Hosszu tavon tehat Ag szamit. Ennek kifejezése:

nincs csill.

ao

_ wg)? + 462w3

gyenge csill.

40
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A sajatfrekvencia kdrnyékén tehat a gerjesztett rezgés amplitudoja

igen megndbhet, ha a csillapitas kicsi. Ez a rezonancia jelensége.
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A sajatfrekvencia kdrnyékén tehat a gerjesztett rezgés amplitudoja

igen megndbhet, ha a csillapitas kicsi. Ez a rezonancia jelensége.
Egyszerl példa: —rezgetett végi rugon [6go test.

Ez sokszor fellép a gyakorlatban, —néha karos, néha hasznos.
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Egy rezgés sajatfrekvencidja wg = 12,4 1/s. A rezgés amplitudéja
3,2 s alatt felezodik meg. Hanyszor nagyobb amplitidéju gerjesztett
rezgések jonnek létre a sajatfrekvencian, mint igen kis frekvencia-
kon?

42 /66



-1

N

Bevezetés

egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
id6beli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egy rezgés sajatfrekvencidja wg = 12,4 1/s. A rezgés amplitudéja
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kon?

Megoldas:

A gerjesztett rezgések amplitudoja:

Ag(wg) =

ao

VL

2
Wo

_ wg)? + 462“}3
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Egy rezgés sajatfrekvencidja wg = 12,4 1/s. A rezgés amplitudéja
3,2 s alatt felezodik meg. Hanyszor nagyobb amplitidéju gerjesztett

rezgomozgas rezgések jonnek létre a sajatfrekvencian, mint igen kis frekvencia-

Kis amplitadoju konf)

rezgések

A csillapitott

rezgbmozgas MegOIdéS:

A gerjesztett

rezg6mozgas, A gerjesztett rezgések amplitudoja:

kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések a’O

alapegyenlete Ag (wg ) —

® a gerjesztett rezgés
id6beli lefutasa \/(W(Q) — wg)Q + 4ﬁ2w3

@ a rezonancia

® egy példa ., 0 L - 7 z z
A sajatfrekvencian kialakulo rezgések esetében ez:

Egyiranyu rezgések
ereddje

ao ao

Egymasra meréleges Ag (wo) —

rezgések eredéje

VB =g 2
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lgen kis frekvencian:

43/66



-1

N

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
id6beli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

lgen kis frekvencian:

ao

A, (0) =
(0) \/(wg — 02)? 4 45202

Ezek aranyat kérdezi a feladat:

Ag(wo) wo
Ay(0) 28
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Mennyi lesz 37?
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Mennyi lesz 3? Mivel a rezgés amplitiddja t = 3,2 s alatt felez6dik

meg:

Ap

— AO . e_ﬁt

=

In 2
P=

= 0,2171
S

4466



-1

N

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
id6beli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Mennyi lesz 3? Mivel a rezgés amplitiddja t = 3,2 s alatt felez6dik

meg:

2

A kérdezett arany tehat:

= AO . €_Bt =
Ag(wo) _wo
Ag(0) 28

In 2
P

— 28.6

= 0,2171
S

Tehat a rezonanciafrekvencian kialakulo rezgések amplitudoja

28,6-szor nagyobb a kis frekvenciak mellett kialakulé6 amplitadonal.
(Ez valdban jelentOs kilonbség: a frekvenciatél fliggben tehat kb.

30-szoros eltérés lehet a gerjesztett rendszer amplitiddjaban.)
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® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor t6bb
rezgés egyluttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek
kulon-kilon egyenes menti rezgések.

46 /66



-1

N

Bevezetés

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés
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rezgések eredéje

A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor t6bb
rezgés egyluttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek
kulon-kilon egyenes menti rezgések.

Nyilvan egész mas lesz az eredmény, ha a két rezgés egyiranyd,
vagy ha meroleges egymasra:
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® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor t6bb

rezgés egyluttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek

kulon-kilon egyenes menti rezgések.

Nyilvan egész mas lesz az eredmény, ha a két rezgés egyiranyd,

vagy ha meroleges egymasra:

Egyiranyl rezgések:
Merdleges rezgések:

ered6juk egyenes menti rezgés.
eredgjuk sikmozgas.
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® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor t6bb

rezgés egyluttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek

kulon-kilon egyenes menti rezgések.

Nyilvan egész mas lesz az eredmény, ha a két rezgés egyiranyd,

vagy ha meroleges egymasra:

Egyiranyl rezgések:
Merdleges rezgések:

Sot! Tovabb korlatozzuk a vizsgalatokat harmonikus rezgésekre.

ered6juk egyenes menti rezgés.
eredgjuk sikmozgas.
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ﬂ! Alapvet 6 meggondolasok
i

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés ereddje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Két harmonikus rezgés dsszege:

x(t) = Ay - sin(wit + 1) + Ag - sin(wat + 2)
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés ereddje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Alapvet 6 meggondolasok

Két harmonikus rezgés dsszege:
x(t) = Ay - sin(wit + 1) + Asg - sin(wat + ¢2)

Ha semmit nem tudunk az egyutthatokrol, semmi kiilonds nem
allithato a két rezgés 6sszegéral.

Példaul ha wl/w2 nem racionalis, az eredd nem is lesz periodikus.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés ereddje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Alapvet 6 meggondolasok

Két harmonikus rezgés dsszege:
x(t) = Ay - sin(wit + 1) + Asg - sin(wat + ¢2)

Ha semmit nem tudunk az egyutthatokrol, semmi kiilonds nem
allithato a két rezgés 6sszegéral.

Példaul ha wl/cug nem racionalis, az eredd nem is lesz periodikus.

Gyakorlat szempontjabdl fontos eset: w1 = wy = w
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szemléltetés: azonos frekvenciak

Nézzik meg el0szor bizonyitas nélkil a legjellemzobb eseteket!
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szemléltetés: azonos frekvenciak

Nézzik meg el0szor bizonyitas nélkil a legjellemzobb eseteket!

Al:AQZI,W1:w2:1,g01:O,g02:1

j j j

— 1 | _ 1 1 1
-50 -25 0 25 5 -50 -25 0 25 5

(kek, z6ld: eredeti rezgések, piros: eredo)
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szemléltetés: racionalis frekvenciaarany

(kek, z6ld: eredeti rezgések, piros: eredo)
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szemléltetés: kozel irracionalis frekvenciaarany

Természetesen nem tudunk egzaktul irracionalis frekvenciaaranyt bemutatni,

csak olyat, mely esetén a frekvenciaarany viszonylag nagy szamlaloju és
nevezojd tortként all eld.

12412142:1,001:1,&02:\/5,9012:90220
f | ol ]|

A L

i i
= -2
-50 -25 0 25 5 -50 -25 0

i
25 5

(kek, z6ld: eredeti rezgések, piros: eredo)
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ﬂ! megoldasi modszer
i

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Probléma: milyen mozgast takar a kbvetkez0 egyenlet:

z(t) = Ay - sin(wt + 1) + Ag - sin(wt + ¢2)

51/66



-1

N

Bevezetés

megoldasi modszer

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Probléma: milyen mozgast takar a kbvetkez0 egyenlet:

z(t) = Ay - sin(wt + 1) + Ag - sin(wt + ¢2)

Kétféle modszer lehetséges:

matematikai azonossagokkal (addicios téetelek)
grafikus szemléltetéssel
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Bevezetés

megoldasi modszer

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Probléma: milyen mozgast takar a kbvetkez0 egyenlet:

z(t) = Ay - sin(wt + 1) + Ag - sin(wt + ¢2)

Kétféle modszer lehetséges:

e matematikai azonossagokkal (addicios tételek)
e grafikus szemléltetéssel

Mi az utobbit valasztjuk. Modszer neve: forgovektoros abrazolas.
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ﬂ! megoldasi modszer
i

2 Probléma: milyen mozgast takar a kovetkez0 egyenlet:

Rezgések kialakulasa

Aligieias x(t) = Aq - sin(wt + 1) + Ao - sin(wt + 2)

rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

A csillapitott Kétféle modszer lehetséges:

rezgébmozgas

PN — e matematikai azonossagokkal (addicios tételek)
rezgémozgas, . , ,
e grafikus szemléltetessel

kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések

ereddie Mi az utobbit valasztjuk. Modszer neve: forgovektoros abrazolas.

® Bevezetés

® Alapvetd Alapotlet: forogjon egy A hosszisagu vektor Ugy, hogy iranyszdge

meggondolasok

e megoldési médszer wt + @ szerint valtozzon. Ekkor 2. koordinataja epp egy harmonikus

® két rezgés eredgje

® azonos frekvenciaju rezgéSt |,r Ie:
rezgések ereddje A . Sln(wt _|_ (70)

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Szinuszos rezgomozgas helyett egyenletes kbérmozgast vizsgalunk.
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ﬂ! a forgovektoros abrazolas
i,

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Szemléltessiuk az el6zOket:

Asin(wt + ¢
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Bevezetés

két rezgés ered 0je

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Forgbvektoros abrazolassal két rezgés ereddje is kiszamolhato.

Otlet: a vektorok komponensenként is 6sszeadhatok,

53/66



-1

N

Bevezetés

két rezgés ered 0je

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Forgbvektoros abrazolassal két rezgés ereddje is kiszamolhato.
Otlet: a vektorok komponensenként is dsszeadhatok, A

forgovektorokat adjuk dssze, és az 6sszeg 2. koordinatajat figyeljik.

Konnyd belatni, hogy o = m — 2 + 1
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A cosinus-tételbol:
A% = A% 4+ A5 — 2A, Ay cos a
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A cosinus-tételbol:
A% = A% 4+ A5 — 2A, Ay cos a

= Af 4 A3 + 24145 cos(ip2 — 1)

Innen az ered6 amplitado:

A= [A2+ A3+ 24 As cos(ip3 — 1)
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A cosinus-tételbal:
A% = A% 4+ A5 — 2A, Ay cos a

= Af 4 A3 + 24145 cos(ip2 — 1)

Innen az ered6 amplitado:

A= [A2+ A3+ 24 As cos(ip3 — 1)

Ha a rezgések frekvenciaja egyenld, a vektorok ugyanolyan ttemben fordulnak
korbe, igy az elozo abra vektorait csak elforgatni kell.

Ekkor az eredd tiszta szinuszos rezgés lesz a fenti A amplitidoval.
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Bevezetés

azonos frekvenciaju rezgések ered §je

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Az el6z6ek alapjan tehat az azonos frekvenciaju rezgések eredoje

tiszta szinuszos rezgeés, melynek amplitudoja:

A= /A2 + A} +241As cos Ay
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Bevezetés

azonos frekvenciaju rezgések ered §je

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
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Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Az el6z6ek alapjan tehat az azonos frekvenciaju rezgések eredoje
tiszta szinuszos rezgeés, melynek amplitudoja:

A= /A2 + A} +241As cos Ay

Adott A és A, esetén ez csak a Ay = o — 1 faziskilonbségtol

flgg.
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Bevezetés

azonos frekvenciaju rezgések ered §je

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Az el6z6ek alapjan tehat az azonos frekvenciaju rezgések eredoje

tiszta szinuszos rezgeés, melynek amplitudoja:

A= /A2 + A} +241As cos Ay

Adott A és A, esetén ez csak a Ay = o — 1 faziskilonbségtol

fligg. Ez a fliggés monoton: A akkor a legnagyobb, ha Ay a
legnagyobb és viszont.
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Rezgések kialakulasa
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Kis amplitadoju
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® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ez alapjan a lehet6 legnagyobb eredd amplitido esetén

Ap = 0+ k-2, ahol k tetsz6leges egész, hisz ekkor cos Ay = 1.

A legnagyobb eredd amplitado tehat:

A:\/A%—I—A%—FQAlAQ-l:\/(A1‘|_A2)2)

Ama,a: — Al + AQ
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ez alapjan a lehet6 legnagyobb eredd amplitido esetén

Ap = 0+ k-2, ahol k tetsz6leges egész, hisz ekkor cos Ay = 1.

A legnagyobb eredd amplitado tehat:

A:\/A%—I—A%—FQAlAQ-l:\/(A1+A2)2)

Ama,:zz — Al + AQ

Hasonl6an: legkisebb ered6é amplitudd akkor lesz, ha
Ap =1+ k - 2w, ekkor cos Ap = —1.
A legkisebb ered6 amplitudo tehat:

A= \/A% + A3+ 24,45 - (1) = \/(Al — A2)%)

Amin — ’Al — AQ‘
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Ez alapjan a lehet6 legnagyobb eredd amplitido esetén

Ap = 0+ k-2, ahol k tetsz6leges egész, hisz ekkor cos Ay = 1.
A legnagyobb eredd amplitado tehat:

A:\/A%+A%—|—2A1A2-1:\/(A1+A2)2)

Hasonldan: legkisebb eredd amplitud6 akkor lesz, ha

Ama,:zz — Al + AQ

Ap =1+ k - 2w, ekkor cos Ap = —1.
A legkisebb ered6 amplitudo tehat:

A= \/A% + A3+ 24,45 - (1) = \/(Al — A2)%)

Amin — ’Al — AQ‘

Az ered6 amplitddo tehat Ay + As és | A1 — As| kozt barmilyen

erték lehet.
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Bevezetés

Egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Példa: Egy aramkori elemre két forrasbol is érkezhetnek (azonos frek-
venciaju) szinuszos jelek. Ha csak az egyik jelforras mikdodik, 15 V-
0s, ha csak a masik, akkor 12 V-0s, ha mindegyik egyszerre, akkor
5V-0s amplitudoju jeleket kapunk. Feltéve, hogy a jelek 6sszeadod-
nak, hatarozza meg a két forras faziseltéreset!
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Bevezetés

Egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitidoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

® Bevezetés

e Alapvetd
meggondolasok

® megoldasi modszer
® két rezgés eredgje
e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

® A lebegés

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Példa: Egy aramkori elemre két forrasbol is érkezhetnek (azonos frek-
venciaju) szinuszos jelek. Ha csak az egyik jelforras mikdodik, 15 V-
0s, ha csak a masik, akkor 12 V-0s, ha mindegyik egyszerre, akkor
5V-0s amplitudoju jeleket kapunk. Feltéve, hogy a jelek 6sszeadod-

nak, hatarozza meg a két forras faziseltéreset!

Megoldas: Parhuzamos rezgések ereddjérél van sz6: A; = 15V

és Ay = 12V, az ered6 pedig A = 5 V.

A= \/A% + A% + 2A1 A9 cos Ap
atrendezésével a faziseltérés koszinusza;

|y
Ap = L2 — _0,9556.
CcosS A oA, A, :
Innen: Ap = +2,842 + k - 2m = +£162,9° 4+ k£ - 360°, ahol k
tetszOleges egész.
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A lebegeés

Mi torténik, ha a két 6sszeadott rezgés frekvenciaja csak kozelitdleg egyenlo?
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A lebegeés

Mi torténik, ha a két 6sszeadott rezgés frekvenciaja csak kozelitdleg egyenlo?
Ugy képzelhetjiik, hogy a két forgdvektor majdnem egyiitt forog,
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A lebegeés

Mi torténik, ha a két 6sszeadott rezgés frekvenciaja csak kozelitdleg egyenlo?
Ugy képzelhetjiik, hogy a két forgbvektor majdnem egyiitt forog, azaz Ay
lassan valtozik,
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A lebegeés

Mi torténik, ha a két 6sszeadott rezgés frekvenciaja csak kozelitdleg egyenlo?
Ugy képzelhetjiik, hogy a két forgbvektor majdnem egyiitt forog, azaz Ay
lassan valtozik, azaz az eredo amplitudo lassan, periodikusan
csOkken-nodvekszik.

A jelenseg neve: lebeges.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadéja
rezgések

A csillapitott
rezgbmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

Egymasra mer Oleges rezgések
eredQje

e Merbleges rezgések
ereddje

® azonos frekvencidk
esete

e 1:2 frekvenciaarany
e 1:3 frekvenciaarany

e 2:3 frekvenciaarany
® 1:1,4142136
frekvenciaarany
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Bevezetés

Meroleges rezgések ered 0Oje

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

e Merdleges rezgések
ereddje

® azonos frekvencidk
esete

e 1:2 frekvenciaarany
e 1:3 frekvenciaarany
e 2:3 frekvenciaarany
® 1:1,4142136
frekvenciaarany

x(t) = Ai-sin(wit + 1)
y(t) = As-sin(wot + @9)

A mozgas minden esetben belll marad egy olyan téglalapon,
amelynek x tengellyel parhuzamos oldala 2A1, y tengellyel
parhuzamos oldala pedig 2 A9 hosszusagu.
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Bevezetés

Meroleges rezgések ered 0Oje

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgémozgas

Kis amplitadoju
rezgések

A csillapitott
rezgébmozgas

A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés

Egyiranyu rezgések
ereddje

Egymasra merdleges
rezgések eredéje

e Merdleges rezgések
ereddje

® azonos frekvencidk
esete

e 1:2 frekvenciaarany
e 1:3 frekvenciaarany
e 2:3 frekvenciaarany
® 1:1,4142136
frekvenciaarany

x(t) = Ai-sin(wit + 1)
y(t) = As-sin(wot + @9)

e A mozgas minden esetben belll marad egy olyan téglalapon,
amelynek x tengellyel parhuzamos oldala 2A1, y tengellyel
parhuzamos oldala pedig 245 hosszisagu.

e Az amplittdok megvaltoztatasa a mozgas kepét csak megnyujtja

illetve zsugoritja. Ezért elegendd A; = Ay = 1 m esetet
targyalni.
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amelynek x tengellyel parhuzamos oldala 2A1, y tengellyel
parhuzamos oldala pedig 245 hosszisagu.

e Az amplittdok megvaltoztatasa a mozgas kepét csak megnyujtja

illetve zsugoritja. Ezért elegendd A; = Ay = 1 m esetet
targyalni.

e Ha a frekvenciak aranya racionalis, akkor a mozgas palyaja egy

Id0 utan dnmagaba tér vissza: Lissajous-gorbeék.
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x(t) = Ai-sin(wit + 1)
y(t) = As-sin(wot + @9)

e A mozgas minden esetben belll marad egy olyan téglalapon,
amelynek x tengellyel parhuzamos oldala 2A1, y tengellyel
parhuzamos oldala pedig 245 hosszisagu.

e Az amplittdok megvaltoztatasa a mozgas kepét csak megnyujtja

illetve zsugoritja. Ezért elegendd A; = Ay = 1 m esetet
targyalni.

e Ha a frekvenciak aranya racionalis, akkor a mozgas palyaja egy

Id0 utan dnmagaba tér vissza: Lissajous-gorbeék.
e Ha a frekvenciak aranya irracionalis, akkor a palya sosem
zarodik.
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Elso targyalt eset: w1 = w9y = w.
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x(t) =sin(wt + 1)  y(t) = sin(wt + p9)

Ha ¢1 = o9, akkor x(t) = y(t), azaz a mozgas az © = y
egyenlet( egyenes mentén fog torténni.
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Elso targyalt eset: w1 = w9y = w.

x(t) = sin(wt + ¢1)

Ha ¢1 = @9, akkor x(t) = y(t), azaz amozgas az r = y

y(t) = sin(wt + ¥2)

egyenletd egyenes mentén fog toérténni.

Ha 1 = @9 + /2, akkor:
z(t) = cos(wt + ©9)

Ez egy kdrmozgas!

y(t) = sin(wt + o)
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Elso targyalt eset: w1 = w9y = w.

x(t) =sin(wt + 1)  y(t) = sin(wt + p9)

Ha ¢1 = o9, akkor x(t) = y(t), azaz a mozgas az © = y
egyenlet( egyenes mentén fog torténni.

Ha 1 = @9 + /2, akkor:
r(t) = cos(wt + w2)  y(t) = sin(wt + 2)

Ez egy kdrmozgas!

Az el6z0 két eset kozti atmenetben a kor és az egyenes atmenetét

kapjuk. Bebizonyithatd, hogy pontosan ellipszis lesz az alak.
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Ay

Ay

(1/2)m

Ay

Ay
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1:2 frekvenciaarany

Bizonyitas nélkul, csak szemléltetjik az wo = 2w esetet.

Ay

Ay

(1/2)m

Ap = (1/4)m

Ap = (3/4)m
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1:3 frekvenciaarany

Bizonyitas nélkil, csak szemléltetjik az wy = 3w, esetet.

Ay

Ay

(1/2)m

Ap = (1/4)m

Ap = (3/4)m
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2.3 frekvenciaarany

Bizonyitas nélkll, csak szemléltetjik az 2wy = 3w esetet.

Ay

Ay

(1/2)m

3

R

Ap = (1/4)m

Ap = (3/4)m
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1:1,4142136 frekvenciaarany

Bizonyitas nélkul, csak szemléltetjik az wy =

? \
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/

T =100

T = 1000 T = 10000
Lathato, hogy a palya nem zarodik, ezért a teljes terlletet bet6lti a mozgas.
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