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Merev testek helyzete és
mozgasa



A merev test helyzete

A mereyv test helyzetét a térben egyértelmiien
meghatarozza a merev test harom tetszoleges, de
nem egy egyenesbe eso pontjanak helyzete.

A harom pont helyzetének megadasahoz 9 adatra lenne sziikség.

(Xa,Yar1Za) (Xg:Yg:Z5) (Xc:YerZe)

A harom pont azonban egymastol mindig ugyanolyan
tavolsagban marad, ezért:
(Xp —Xg)* +(Ya —Ya) +(Zo —25)° =dyg
:> A 9 adat koziil csak 6
fliggetlen egymastol.

(¢és még két hasonlo egyenlet)
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A merev test helyzete

A merev test helyzetét, ha a test szabadon mozoghat,
6 fiiggetlen adat hatarozza meg, azaz
a szabad merev testnek 6 mechanikal

wSzabadsagi foka” van.
(3 transzlacios és 3 rotacios)



A merev test halado mozgasa

Transzlacio

* A test minden pontja egyidejlileg egymassal parhuzamos ¢€s
egybevago gorbéket ir le.

e A test minden pontjanak sebessége ugyanaz.

* A test térbeli iranyitasa nem valtozik.

Halado mozgasnal elegendo a test egyetlen
pontjanak mozgasat megadnunk.



A merev test tengely koriili forgasa

Rotacio (forgas)

* Egy meghatarozott egyenesnek, a forgastengelynek
pontjai helyzetiket valtozatlanul megtartjak,

* A test tobbi pontjanak palyai pedig a forgastengelyre
meroleges sikokban fekvo korivek.




A merev test tengely koriili
forgasa

TRANSZLACIO ROTACIO



Merev testre hato erok
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A merev testre hato erok
osszetevése

A merev testre hato erdk tamadaspontja nem mindig ugyanaz.
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Az erovektor eltolhatosaga

A merev testre hato erok tamadaspontja nem mindig ugyanaz.

/ ELTOLASI TETEL

A mereyv test két egyenlo A mereyv testre hato ero
nagysagu és ellentétes iranya | tamadaspontja a testben a
ero hatasa alatt akkor van hatasvonal barmely mas

egyensulyban, ha az erok pontjaba athelyezheto
hatasvonalai egybeesnek. anélkiil, hogy az ero hatasa
megvaltozna. >




A merev testre hatd erok
osszetevése

Az erok tamadaspontjait a
hatasvonalak D metszéspontjaba
helyezziik és megszerkesztjiik az

E, és F, erovektorok eredojet,
amelynek tamadaspontja az F
hatasvonalanak barmelyik pontja
lehet.

Az F hatasvonalanak barmely P pontjara: F1 k 1= F2 k 9
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Parhuzamos erok osszetevése

Az A, €és A, pontokban felvessziik
az A, A, hatasvonalu, egymas
hatasat kompenzald F’ és —F’

erOket és ezeket az F,-hez €s az F,-

h0z hozzaadjuk.

Az erok tdmadaspontjait a
hatasvonalak D metszéspontjaba
helyezziik és megszerkesztjiik
eredojiiket.

OD F, OD F,
k, F k, F :VR F1k1 — szz
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Két parhuzamos, ellentétes

"

iranyu és nem egyenlo nagysagu
ero osszetevése
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Két antiparalel és egyenlo
nagysagu ero

EROPAR

£

Keét antiparalel, egyenlo nagysagu és Killonbo0zo
hatasvonali er6 EROPAR-t képez.

Az erOpar a legegyszerlibb olyan erOrendszer,
amely nem helyettesitheto egyetlen erovel.
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Merev testre hato erok
forgatdo hatasa
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Erok tengelyre vonatkozo
forgatonyomatéka

‘ 1.: Csak olyan ero forgathat,
amelynek hatasvonala nem
parhuzamos a forgastengellyel.
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2.: Az F ero csak akkor létesit
o forgast, ha a tAmadasvonala nem

¥ .
metszi a tengelyt.

i

Egy, a Z tengelyre meroleges sikban
hato F ero Z tengelyre vonatkozo
forgato képessége,

forgatonyomatéka:
M, =+F -k 19




A forgatonyomaték mint vektor

K=rsing

M=Fk=rFsin3
/

Az r és F vektorszorzatanak
abszolut értéke.

valamely O pontra vonatkozo
forgatonyomatcka:

A P pontban tamado F erdnek
M =r xF
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Pontra vonatkozd forgatonyomaték

Egy rogzitett O ponttal rendelkezd merev
test tetszés szerinti F,, F,, ... erOk hatasa Z M _ O
esetén akkor van egyensulyban, ha az erOk —
O pontra vonatkozo forgatonyomatékainak

vektori 0sszege ze€rus. )



Tetszoleges erorendszer
redukalasa

A merev test A,,....,A, pontjaiban

; tamado F,.....,F, erok rendszere
helyettesitheto egy, a test tetszoleges O
pontjaban tamado erovel és egy M
nyomatekua eroparral.

(\“\“% F=YFE M=XM
0 i=1 i=1

A merev test egyensulyanak feltétele:

N E:ZEi:O M:ZMi:O
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A merev test sulypontja
(tomegkozéppontja)

A sulypontjaban
alatamasztott merev test
barmely helyzetben
egyensulyban van.

A mereyv test sulyanak a sulypontra vonatkozo
forgatonyomatéka a test barmely helyzetében zérus.
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A merev test sulypontja

F1k1 — szz
mg(r, —r,)=m,g(r,—r.,)
m,r, +myr,
F, =
m,+m,
m. X, + m.X
X1 = T,nl +m2 21 Yio: 2
Példa: 1 2

Az x tengely mentén két, elhanyagolhato tomegiu ruddal
osszekotott test fekszik, a 0,4 kg tomegi test az x=2 m, mig
a 0,6 kg tomegu az x=7 m pontban. Hatarozzuk meg a
sulypont x koordinatajat! 29



A merev test sulypontja

Példa:

Egy L hosszusagu egyenes rud egyik vége az origoban van,
a masik vége pedig az x=L pontban. A rud hosszegységre
eso tomege p(x)=Px osszefiiggeés szerint valtozik, ahol P

allando. Hol van a tomegkozéppont?
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Merev testek dinamikaja
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Rogzitett tengely koriil forgd
merev test perdiilete

Niz — mi °V1 I/
Niz =m, - (ol)-|
|\Iiz — mlllz(D

N, =>N, =) mf’
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Rogzitett tengely koriil
forgd merev test perdiilete

N, = ZNiz = (Dzzmiliz
/

_ 2 A ,,z” tengelyre
®=>ml

vonatkozo tehetetlenségi
nyomatek

N =00
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A tehetetlenségi nyomaték
kiszamitasa

®=>'m|? © = [plFdV

Példa:

Egy 0,8 m hosszusagu elhanyagolhato tomegu rud két
végére kisméretu 2 kg és 3 kg tomegu testeket erositiink.
Mekkora az igy készitett merev test tehetetlenségi
nyomatéka olyan forgastengelyre vonatkozolag, amely a
rudra meroleges és a 2 kg tomegii testtol 0,2 m tavolsagra
van?
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Merev test forgasa rogzitett

tengely koriil
sz :Mz — d(@(DZ):M — ®d0)2 :Mz
dt dt “ dt

2
Rogzitett tengely koriil forgo ol® d () |\/|
merev test mozgasegyenlete dt2

Ha M,=0, akkor ?j—(f = o = allando
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Egyenletesen gyorsulo forgas

d? M , ,
Ha M.,=alland6, akkor —(2[) =—2 =3alland6 =f
dt O
‘;ﬂ Ha t=0-nal =0 és =0

_ %ir o(t)=p-t

7 1
= ty=—B-t°
o(t) 213
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Egyenletesen gyorsuld forgas

Ha M_=allando, akkor

Példa:

Egy 0,61 m sugaru, 36,3 kg
tomegii korong 360 min
fordulatszammal forog. A
fékezo surlodas
forgatonyomatéka 0,553 Nm.
Szamitsa ki, mennyi ido alatt
all meg a kerek!

Ha t=0-nal ¢=0 és ®=0

o(t) =Pt

ot) = Bt
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Forgd merev test mozgasi energiaja
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Forgd merev test mozgasi energiaja

E = - Ow’
2

Példa:

Egy 10 kg tomegi, 12 cm atméroju henger a tengelye
koriil 2 s szogsebességgel forog. Mekkora a forgasi
energiaja?
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Tehetetlenségi nyomatékok
egymassal parhuzamos tengelyekre

Steiner tétele

Példa:

Egy 2 m hosszu vékony rud tomege 8 kg. Mennyi a rud
tehetetlenségi nyomatéka az egyik végén atmeno tengelyre
szamolva, ha a rud tomegkozéppontjan atmeno, a rud
sikjara meréleges tengelyre vonatkoztatva ®=1/12mL?. ,,



A fizikai inga

dz_(p:_mg.s.sinq)
dt?
e e
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A fizikai inga

dz—q) =-mg-S-Ssin
dt? v
dt* o "

T =27 /i
mMgs
Példa:

Egy 60 cm hosszusagu homogeén rudat egyik végén
atmeno, a rudra meroleges tengely koril lengetiink.
Mennyi a lengésido?



Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Koordinata (ut) Szog (szogelfordulas)

X ®
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Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Sebesség Szogsebesseg
dx d
v, = & o, =3¢
dt dt
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Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Gyorsulas Szoggyorsulas

dv B d2X B _ dmz dZ(P

T dt dt? dt  dt?
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Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Mozgasegyenlet

m—:F dt2
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Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Tomeg Tehetetlenségi nyomaték

m ®=>ml
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Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Ero Forgatonyomaték

F M

X Z

50



Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Impulzus Impulzusmomentum
lendiilet perdiilet
P, =MV, N, = O,

o1



Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Impulzustétel Impulzusmomentum tétel

dp dN
X = F Z —
dt ' dt M,
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Megfelelések a halado és forgd
mozgas kozott

Kinetikal energia
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