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Ha van olyan xg, melyre x(t) = x¢-nak egynél tébb megoldasa

van t-re, akkor rezgomozgasrol beszélhetlnk.
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Ha egy egyensulyi helyzet koril F' () monoton fogyd, akkor ott
stabil egyensuly van, azaz kialakul rezgés, kilonben nem.
Egyszer( példak stabil és instabil egyensulyi helyzetre: labda
dombon és godorben.

instabil egyensuly

stabil egyensuly
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F(x) =—-D-«x
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TegyUlk az origot az egyensulyi helyzetbe. Ekkor az erofliggveny:

F(x) =—-D-«x

ahol D szokasos neve: direkcios allandd vagy rugoéallandé.
llyen erd hat pl. egy —rugalmasan rogzitett testre.
A mozgas egyenlete: (F' = ma atrendezve)

D
a=——=x
m
Beirva a gyorsulas jelentését:
d*x oy D
— = r = ——
dt? m
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Ez ez olyan egyenlet, melyben csak az x(t) fluggvény az
ismeretlen. Bar pillanatnyilag nem tudjuk megoldani, mert az
ismeretlen derivaltja is szerepel, azért ki tudjuk talalni a megoldast.
(Késdbb matematikabdl szerepelni fog a preciz megoldas is.)
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(Késdbb matematikabdl szerepelni fog a preciz megoldas is.)

x (t) tehat olyan figgvény, melynek méasodik derivaltja Gnmaganak
negativ konstans szorosa. llyenek pl. a sin és cos flggvények.
((sinx)” = (cosx)’ = —sinx).
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x (t) tehat olyan figgvény, melynek méasodik derivaltja Gnmaganak
negativ konstans szorosa. llyenek pl. a sin és cos flggvények.
((sinx)” = (cosx)’ = —sinx).

Kis probalgatassal:

x(t) = Asin(wt + ¢g)

ahol A és ¢ tetszéleges allanddk, w = /D /m.
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Ez ez olyan egyenlet, melyben csak az x(t) fluggvény az
ismeretlen. Bar pillanatnyilag nem tudjuk megoldani, mert az
ismeretlen derivaltja is szerepel, azért ki tudjuk talalni a megoldast.
(Késdbb matematikabdl szerepelni fog a preciz megoldas is.)

x (t) tehat olyan figgvény, melynek méasodik derivaltja Gnmaganak
negativ konstans szorosa. llyenek pl. a sin és cos flggvények.
((sinx)” = (cosx)’ = —sinx).

Kis probalgatassal:

x(t) = Asin(wt + ¢g)

ahol A és ¢ tetszéleges allanddk, w = /D /m.
(Erdekesség: a frekvencia —nem fligg az amplitidotol, de
—a tomeg ndvekedésével csOkken.)
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Valdéban megoldasa ez a mozgasegyenletnek? Ellenorizzik:

v(t) = x'(t) = Acos(wt + ¢g) * w
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Valdéban megoldasa ez a mozgasegyenletnek? Ellenorizzik:

v(t) = x'(t) = Acos(wt + ¢g) * w

a(t) = v'(t) = —Asin(wt + ¢g) - w - w
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ellenorzes
BRiEE Valdban megoldasa ez a mozgasegyenletnek? Ellenorizzik:
Rezgések kialakulasa
A harmonikus S / S .
rezgémozgas ’U(t) — (t) - A COS(Wt _I_ LPO) W
@ alapegyenlet
e az alapegyenlet _ / - s
S a(t) =v'(t) = —Asin(wt + ¢g) * w - w
® cllendrzés ;
® elnevezések ES Ilgy Valéban:

® energiaviszonyok

Kis amplitadéju

A csillapitott
rezgdmozgas

, 2 D
rezgések a(t) — _m(t) s WS = —a}(t)_
m
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Valdéban megoldasa ez a mozgasegyenletnek? Ellenorizzik:
v(t) = x'(t) = Acos(wt + ¢g) * w
a(t) = v'(t) = —Asin(wt + ¢g) - w - w

Es igy valéban:

a(t) = —x(t) - w? = —w(t)g

Tényleg ez a mozgasegyenlet egy megoldasa. Osszefoglalva:
x(t) = Asin(wt + o)

v(t) = Aw cos(wt + g)
a(t) = —Aw? sin(wt + ¢g)
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v(t) = x'(t) = Acos(wt + ¢g) * w

a(t) = v'(t) = —Asin(wt + ¢g) - w - w

Es igy valéban:

a(t) = —x(t) - w? = —w(t)g

Tényleg ez a mozgasegyenlet egy megoldasa. Osszefoglalva:
x(t) = Asin(wt + o)
v(t) = Aw cos(wt + g)

a(t) = —Aw? sin(wt + ¢g)

Ez a mozgas a kdzépiskolabdl ismert harmonikus rezgdomozgas. ,
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elnevezések

e w: korfrekvencia.

o T = 27 /w: periddusido.
o A: amplitido.

o (po: kezdofazis.

Vigyazat! Nem minden rezgdmozgas harmonikus!
(—labdapattogas, —kocsi ide-oda gurul)
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energiaviszonyok
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A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
megnyulasa folytonosan valtozik. Ezért valtozik a mozgasi és a
helyzeti energia is.

Mozgasi energia:

1 1
E. .(t) = 5’)’)’1/02 = Em,(Aw)2 cos?(wt + o)
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energiaviszonyok

A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
megnyulasa folytonosan valtozik. Ezért valtozik a mozgasi és a
helyzeti energia is.
Mozgasi energia:

1

1
E. .(t) = Emv2 = Em,(Aw)2 cos?(wt + o)

Helyzeti (potencialis) energia:

1 1
V(t) = 5D:132 = 5DA2 sin®(wt + o)
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A harmonikus rezgdmozgas kdzben a sebesség és a rugo
megnyulasa folytonosan valtozik. Ezért valtozik a mozgasi és a
helyzeti energia is.

Mozgasi energia:

1 1
E. .(t) = Emv2 = Em,(Aw)2 cos?(wt + o)

Helyzeti (potencialis) energia:
1o 1 2 .+ 2
V(t) = ti = §DA sin“(wt 4+ o)
Kihasznalva, hogy w? = D /m, D helyére mw? irhaté:

1
V(t) = 5mw2A2 sin?(wt + o)
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Az dsszes energia tehat:

1
E=FE,+V = 5771(4,‘)44)2 (sinz(wt + @) + cos?(wt + g00)> =
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Az dsszes energia tehat:

1
E=FE,+V = 5m,(<,uA)2 (sinz(wt + @) + cos?(wt + g00)> =

1
= ifm((.uA)2 = all.
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Az dsszes energia tehat:

1
E=FE,+V = 5m,(wA)2 (sinz(wt + @) + cos?(wt + goo)) =

1
= ifm,(wA)2 = all.

Amint az varhatd volt, a harmonikus rezgés 0sszenergiaja nem valtozik.
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Az dsszes energia tehat:

1
E=FE,+V = 5m,(wA)2 (sinz(wt + @) + cos?(wt + goo)) =

1
= ifm(wA)2 = all.

Amint az varhatd volt, a harmonikus rezgés 0sszenergiaja nem valtozik.
Az energia a potencialis €s a mozgasi energia kdzt vandorol periodikusan:
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Az dsszes energia tehat:

1
E=FE,+V = 5m,(wA)2 (sinz(wt + @) + cos?(wt + goo)) =

1
= E'rn(wA)2 = all.

Amint az varhatd volt, a harmonikus rezgés 0sszenergiaja nem valtozik.
Az energia a potencialis €s a mozgasi energia kdzt vandorol periodikusan:
— maximalis kitéréskor F,,, =0,V = F
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Az dsszes energia tehat:

1
E=FE,+V = 5m(wA)2 (sinz(wt + @) + cos?(wt + goo)) =

1
= E'rn(wA)2 = all.

Amint az varhatd volt, a harmonikus rezgés 0sszenergiaja nem valtozik.
Az energia a potencialis €s a mozgasi energia kdzt vandorol periodikusan:
— maximalis kitéréskor F,,, =0,V = F

— az egyensulyi helyzeten athaladva V=0, E,,, = E
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17/ 51



-1

Bevezetés

kis amplitudoju rezgések

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

@ kis amplitidoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Mi a helyzet, ha a testre hat6 erd nem linearis?
Altalanos esetben bonyolult megadni a rezgés paramétereit.

17/ 51



-1

Bevezetés

kis amplitudoju rezgések

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudéju
rezgések

e kis amplitudoji
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Mi a helyzet, ha a testre hat6 erd nem linearis?

Altalanos esetben bonyolult megadni a rezgés paramétereit.
Egyensulyi helyzet kortli kis rezgések esetén kdzel harmonikus
rezgést fogunk kapni, hisz sima F'(x) esetén kis szakaszon F'(x)
grafikonja jol kozelithetd erintojével.

F(x)A

érinto

17/ 51



-1

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

@ kis amplitidoju
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Ezért g korll kdzel linearis erdtérvény érvényesdl.
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Ezért g korll kdzel linearis erdtérvény érvényesdl.
Mivel az érinté meredeksége F’/(x), ezért a kis rezgések ugy
térténnek, mintha D = — F’(x) rugdallanddjd rugon lenne a test.
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Ezért g korll kdzel linearis erdtérvény érvényesdl.

Mivel az érintdé meredeksége F”(x), ezért a kis rezgések tgy
térténnek, mintha D = — F’(x) rugdallanddjd rugon lenne a test.
Tehat egyensulyi helyzet kérlli kis amplitudoéju rezgések
frekvenciaja:
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Ezért g korll kdzel linearis erdtérvény érvényesdl.

Mivel az érintdé meredeksége F”(x), ezért a kis rezgések tgy
térténnek, mintha D = — F’(x) rugdallanddjd rugon lenne a test.
Tehat egyensulyi helyzet kérlli kis amplitudoéju rezgések
frekvenciaja:

Nem tévedés! Stabil egyensuly esetén F'(x) monoton fogy g
korul, igy itt F'(xg) < 0, ezért w képletében a gyokjel alatt pozitiv
szam all.

18 /51



-1

Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudéju
rezgések

e kis amplitudoji
rezgések

® egy példa

® egy masik példa

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

egy példa

Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az
alabbi alaku:

F(w):g—g

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
Koril? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2kg?
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Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
Koril? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2kg?

Megoldas:

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = O,
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Megoldas:

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:
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Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az

alabbi alaku:

F(a:):é—g

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
Koril? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2kg?

Megoldas:

(Most csak egy megoldasunk van.)

Az egyensuly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

ro = —
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egy példa

Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az
alabbi alaku:

F(w):g—Q

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
Koril? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2kg?

Megoldas: Az egyenslly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

ro = —
79

(Most csak egy megoldasunk van.)
Stabil-e ez az egyensulyi helyzet?
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egy példa

Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az
alabbi alaku:

F(w):g—Q

Hol van a test egyensulyban? Kialakulhat-e rezgés az egyensuly
Koril? Mennyi a kis rezgések periodusideje, ha a test tomege 2kg?

Megoldas: Az egyenslly feltétele: F'(xg) = 0, azaz most
5/xg — 9 = 0. Ez egyszerlien megoldhato:

ro = —
9
(Most csak egy megoldasunk van.)
Stabil-e ez az egyensulyi helyzet? Azaz monoton fogy6-e F'(x) xg
egy kis kdrnyezetén?
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Azt, hogy monoton fogy6-e a fiiggvény, legegyszerlibb az alapjan

elddnteni, negativ-e a derivaltja.
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Szamoljuk ki a derivaltat tehat:

o= (2o -3
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Azt, hogy monoton fogy6-e a fiiggvény, legegyszerlibb az alapjan
eldonteni, negativ-e a derivalija.
Szamoljuk ki a derivaltat tehat:

5% ! 5%
F'(w)z(——Q) = ——
€T
az egyensulyi pontban:

5 81

F'(zo) = — = —16,2

(5/9) 5
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5% ! 5%
F’(w)z(——Q) = ——
€T
az egyensulyi pontban:

5 81
— —— = —16,2

Fi(@o) = =59y 5

Ez valéban negativ, tehat kialakulhat rezgés. A frekvencia:

_Fl(=o) _
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Azt, hogy monoton fogy6-e a fiiggvény, legegyszerlibb az alapjan
eldonteni, negativ-e a derivalija.
Szamoljuk ki a derivaltat tehat:

5% ! 5%
F’(w)z(——9> = ——
€T
az egyensulyi pontban:

5 81
— —— = —16,2

Fi(@o) = =59y 5

Ez valéban negativ, tehat kialakulhat rezgés. A frekvencia:

_Fl(=o) _

A periodusidé: T = (27) /w = 2,21s
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Egy kicsit segithet, ha felrajzoljuk F'(a) grafikonjat:

Latszik, hogy egy egyensulyi helyzet van, mely stabil.
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egy masik pelda

Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az
alabbi alaku:
F(x) = 10z° + 2 — 0,2z

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat ki rezgés? Mennyi a kis
rezgesek periodusideje, ha a test tomege 7 kg?
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Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az
alabbi alaku:
F(x) = 10z° + 2 — 0,2z

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat ki rezgés? Mennyi a kis
rezgesek periodusideje, ha a test tomege 7 kg?

Megoldas: Egyensulyi helyzet feltétele:

F(x) =10z + 22 — 0,22 =0
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egy masik pelda

Egy egyenes mentén mozgo testre hato er6 Sl-egységekben az
alabbi alaku:
F(x) = 10z° + 2 — 0,2z

Hol lehet a test egyensulyban? Hol alakulhat ki rezgés? Mennyi a kis
rezgesek periodusideje, ha a test tomege 7 kg?

Megoldas: Egyensulyi helyzet feltétele:
F(x) =10z + 22 — 0,22 =0

Nyilvanvalé megoldas az 1 = 0. Az ezen kivili megoldasokat
keresve eloszthatjuk az egyenletet ax-szel:

10224+ —0,2=0
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Ennek gyOkei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)

o = 0,1 rg = —0,2
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Ennek gyOkei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)
ro — 0,1 r3 — —0,2

Harom egyensulyi helyzetiink van tehat.
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Rezgések Osszetétele

Ennek gyOkei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)
ro — 0,1 r3 — —0,2

Harom egyensulyi helyzetlink van tehat.
A stabilitast F/(x) eldjelébdl allapithatjuk meg:

F'(x) = 30x® 4+ 22 — 0,2
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Ennek gyOkei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)
ro — 0,1 r3 — —0,2

Harom egyensulyi helyzetlink van tehat.
A stabilitast F/(x) eldjelébdl allapithatjuk meg:

F'(z) = 30x% 4+ 22 — 0,2

F'(x1) = —0,2 F'(z2) =0,3 F'(z3) =0,6

Ezek kdzll csak az elsd negativ, tehat csak @1 = 0 koérdl alakul ki
rezgés.
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Ennek gyOkei: (masodfoku egyenlet megoldasaval)

ro — 0,1 r3 — —0,2

Harom egyensulyi helyzetlink van tehat.
A stabilitast F/(x) eldjelébdl allapithatjuk meg:

F'(z) = 30x% 4+ 22 — 0,2

F'(x1) = —0,2 F'(z2) =0,3 F'(z3) =0,6

Ezek kdzll csak az elsd negativ, tehat csak @1 = 0 koérdl alakul ki
rezgés.

F'(x 1
Y A IV 0,169 -
m S

T =2nw/w = 37,25
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Rezgések Osszetétele

A kdzegellenallast, surlddast és egyéb fékezd hatasokat eddig
elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezgésbe hozok, de
magara hagyok, az egyre kisebb amplitudoval fog rezegni.
(—ritka kozegben, —slrl kdzegben)
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A kdzegellenallast, surlddast és egyéb fékezd hatasokat eddig
elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezgésbe hozok, de
magara hagyok, az egyre kisebb amplitudoval fog rezegni.
(—ritka kozegben, —slrl kdzegben)

Vegylk figyelembe a kozeg hatasat:

Frygs + Fkozeg = m - @
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A kdzegellenallast, surlddast és egyéb fékezd hatasokat eddig
elhanyagoltuk, pedig fontosak: ha egy testet rezgésbe hozok, de
magara hagyok, az egyre kisebb amplitudoval fog rezegni.
(—ritka kozegben, —slrl kdzegben)

Vegylk figyelembe a kozeg hatasat:

Frygs + Fkozeg = m - @

|tt Frugc') — — Dx, a kdzeg hatasat pedig irjuk fel a kbvetkezd
alakban:
Fipzeg = —C - v

Tehat sebességgel aranyos fékezoerot tételezlink fel. Ez pl. kis
sebességll mozgasnal j0 kdzelitéssel igaz a kozegellenallasra.
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Az el6zOeket folytatva:

—D.-x—C-v=m-a
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2
a=—wyr—20v

27 / 51



-1

a csillapitott rezgomozgas alapegyenlete

Bevezetés Az el6zOeket folytatva:

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdémozgas

—D-x—C-v=m-a

Kis amplitadéjd

el Atrendezve:

A csillapitott D C

rezgdmozgas a — ——o — —V

e a csillapodas oka m m

@ a csillapitott « sz
rezg6mozgas D /m-ben felismerhetjik a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajanak

alapegyenlete ; i 2
e kis csillapitasok esete negyzetet, azaz D/m = Wy-
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A gerjesztett 23-val. 3 szokasos neve: csillapitasi tényezo.
enysromongis lgy a csillapitott rezgémozgéas alapegyenlete:
Rezgések Osszetétele >
a=—wyr—20v
Masképp:
x' = —wgw — 283z’
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Ennek megoldasara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkOzeink. Ezért a megoldast bizonyitas nélkil kozIom:
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Rezgések Osszetétele

Ennek megoldasara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkOzeink. Ezért a megoldast bizonyitas nélkil kozIom:
A megoldas jellege alapvetden kiilonbozik ha wg > 3 (kis
csillapitas) illetve ha wg < 3 (nagy csillapitas).
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Rezgések Osszetétele

Ennek megoldasara jelenleg nincsenek meg a matematikai
eszkOzeink. Ezért a megoldast bizonyitas nélkil kozIom:

A megoldas jellege alapvetden kiilonbozik ha wg > 3 (kis
csillapitas) illetve ha wg < 3 (nagy csillapitas).

Ezek kézll a kis csillapitas fordul eld gyakrabban, igy ezt targyaljuk
részletesen.
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Amennyiben wg > 3, a csillapitott rezgdmozgéas az aldbbiak szerint

zajlik:

ahol

x(t) = Ag - e P sin(west + @o)

Wes — \/w(% — /32
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Amennyiben wg > 3, a csillapitott rezgdmozgéas az aldbbiak szerint
zajlik:

x(t) = Ag - e P sin(west + @o)

ahol

Wes = \/w(% — 162
Tehat a csillapitott rezgés frekvenciaja kisebb, mint a csillapitatlan
(wes < wo), amplituddja pedig Ag-rél exponencidlis fliggvény
szerint csokken.
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rezgdmozgas

@ a csillapodés oka

@ a csillapitott
rezgdmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Amennyiben wg > 3, a csillapitott rezgdmozgéas az aldbbiak szerint
zajlik:

x(t) = Ag - e P sin(west + @o)

ahol

Wes = \/w(% — 162
Tehat a csillapitott rezgés frekvenciaja kisebb, mint a csillapitatlan
(wes < wo), amplituddja pedig Ag-rél exponencidlis fliggvény
szerint csokken.
Maga az amplitud6 idobeli valtozasa:

A(t) — A()e_’@t
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ahol
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hagy csillapitasok esete

Bevezetes Amennyiben wg < 3, nem is alakul ki rezgémozgas, hanem az

Rezgések kialakulasa x (t) fuggvény monoton csokkenden 0-hoz tart.
A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplitudoju \
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas F

nagyon eros csill.

@ a csillapodés oka
@ a csillapitott
rezgémozgas
alapegyenlete

e kis csillapitasok esete er6 S C Sill .

® egy példa

® még egy példa
A gerjesztett
rezgémozgas,
kényszerrezgés —_—

Rezgések Osszetétele

~ V
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Rezgések Osszetétele

egy példa

Egy csillapodd rezgbmozgas amplituddja 12 s-onként felezodik meg.

Mekkora a csillapitasi tényezo értéke?
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egy példa

Bevezetés

Egy csillapodd rezgbmozgas amplituddja 12 s-onként felezodik meg.

Rezgések kialakulasa

Mekkora a csillapitasi tényezo értéke?

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

Megoldas: A szOveg szerint:

A csillapitott
rezgdmozgas AO

e a csillapodas oka ? — A(t) — AOB_'Bt

@ a csillapitott
rezgdmozgas

alapegyenlete aholt = 12s.

@ kis csillapitasok esete
® egy példa

® még egy példa

A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele
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@ a csillapodés oka
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@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

egy példa

Egy csillapodd rezgbmozgas amplituddja 12 s-onként felezodik meg.

Mekkora a csillapitasi tényezo értéke?

Megoldas: A szOveg szerint:

A
A0 _ At) = Age

aholt = 12s.
Innen egyszeri( atrendezéssel:
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Bevezetés

meg egy pelda

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

@ a csillapodés oka
@ a csillapitott
rezgdmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Egy csillapodo rezgbmozgas korfrekvenciaja 1,3 Hz, amplituddja

kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.

Mikor lesz amplitudoja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés

frekvenciaja, ha nem lennének csillapitoerék?
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meg egy pelda

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudéju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

@ a csillapodés oka
@ a csillapitott
rezgdmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Egy csillapodo rezgbmozgas korfrekvenciaja 1,3 Hz, amplituddja
kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.
Mikor lesz amplitudoja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés
frekvenciaja, ha nem lennének csillapitoerék?

Megoldas: A feladat szerint:

Ap=0,15m A; =0,03m t; =10s wes = 1,3Hz

33/ 51



-1

Bevezetés

meég egy peélda

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

@ a csillapodés oka
@ a csillapitott
rezgdmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Egy csillapodo rezgbmozgas korfrekvenciaja 1,3 Hz, amplituddja
kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.
Mikor lesz amplitudoja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés
frekvenciaja, ha nem lennének csillapitoerék?

Megoldas: A feladat szerint:
Ap = 0,15 m A1 = 0,03 m t1 = 10s Wes = 1,3 Hz

Tudjuk, hogy
Al = Aoe_’Btl
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Bevezetés

meg egy pelda

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

@ a csillapodés oka
@ a csillapitott
rezgdmozgas
alapegyenlete

@ kis csillapitasok esete

® egy példa
® még egy példa
A gerjesztett

rezgdmozgas,
kényszerrezgés

Rezgések Osszetétele

Egy csillapodo rezgbmozgas korfrekvenciaja 1,3 Hz, amplituddja
kezdetben 15cm, 10 s mulva mar csak 3 cm.
Mikor lesz amplitudoja kisebb, mint 1 mm? Mennyi lenne a rezgés
frekvenciaja, ha nem lennének csillapitoerék?

Megoldas: A feladat szerint:
Ap = 0,15 m A1 = 0,03 m t1 = 10s Wes = 1,3 Hz

Tudjuk, hogy
Al = Aoe_’Btl

innét egyszer(l atrendezéssel:

1 Aq 1
/8: ——ln— = 0,16—
{1 A() S
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Keresslk azt a to idopontot, melyre A(t2) = A2 = 0,001 m:
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Keresslk azt a to idopontot, melyre A(t2) = A2 = 0,001 m:

1 A
Ay = Age™P2 =ty = —_In 2 = 31,1s
16

Ap
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Keresslk azt a to idopontot, melyre A(t2) = A2 = 0,001 m:

1 A
Ay = Age™P2 =ty = —_In 2 = 31,1s
16

Ap

(Figyelem! Az amplitudd nem linearisan csokkent!)
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Keresslk azt a to idopontot, melyre A(t2) = A2 = 0,001 m:

1 A
Ay = Age™P2 =ty = —_In 2 = 31,1s
16

Ap

(Figyelem! Az amplitudd nem linearisan csokkent!)
A csillapitatlan wq frekvencia a fenti

Wes — \/wg — /32
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Keresslk azt a to idopontot, melyre A(t2) = A2 = 0,001 m:

1 A
Ay = Age™P2 =ty = —_In 2 = 31,1s
16

Ap

(Figyelem! Az amplitudd nem linearisan csokkent!)
A csillapitatlan wq frekvencia a fenti

Wes — \/wg — /32

osszefliggésbol kaphaté meg:

wo = \/wgs + (32 =1,31Hz
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A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

@ a rezonancia
® egy példa

Rezgések Osszetétele

A gerjesztett rezgomozgas,
kényszerrezgeés
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gerjesztett rezgések alapegyenlete

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Mi torténik akkor, ha a kezdeti rezgésbe hozason kivil a testet egy

kiils6 er6 allanddan “rezgeti”, azaz gerjeszti a rezgést. (Pl. hinta

VZé ’7

kllso allando lIokodéssel.)
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Bevezetés

gerjesztett rezgések alapegyenlete

Rezgések kialakulasa
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rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Mi torténik akkor, ha a kezdeti rezgésbe hozason kivil a testet egy
kiils6 er6 allanddan “rezgeti”, azaz gerjeszti a rezgést. (Pl. hinta

kllso allando lIokodéssel.)
Legegyszeriibb eset: amikor a gerjeszto erd szinuszosan valtozik:

ma = Fyygs + Fkozeg + £

ahol
Fy = Fp sin(wg t)
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Bevezetés

gerjesztett rezgések alapegyenlete
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A harmonikus
rezgdmozgas
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rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Mi torténik akkor, ha a kezdeti rezgésbe hozason kivil a testet egy
kiils6 er6 allanddan “rezgeti”, azaz gerjeszti a rezgést. (Pl. hinta

VZé ’7

kllso allando lIokodéssel.)
Legegyszeriibb eset: amikor a gerjeszto erd szinuszosan valtozik:

ma = Fyygs + Fkozeg + £

ahol
Fy = Fp sin(wg t)

A fentiekhez hasonloan:
_ 2 .
a = —wiT — 20v + ap sin(wgy t)

ahol ag = Fo/m.
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a gerjesztett rezgés idobeli lefutasa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

@ a rezonancia
® egy példa

Rezgések Osszetétele

Kis csillapitasok esetén a megoldas:

x(t) = Ay - sin(wgt + 6) + A - e P sin(west + o)
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@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Kis csillapitasok esetén a megoldas:

x(t) = Ay - sin(wgt + 6) + A - e P sin(west + o)

(A bizonyitas tul bonyolult, elvileg ellenorizhetjiok a megoldas
helyességét derivalassal.)
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a gerjesztett rezgés idobeli lefutasa

Bevezetés Kis csillapitasok esetén a megoldas:

Rezgések kialakulasa

A harmonik _ . a8t s

S x(t) = Ay -sin(wgt +0) + A-e sin(west + o)

Kis amplitudoju

o (A bizonyitas tul bonyolult, elvileg ellenorizhetjuk a megoldas
illapi s s « sy

- helyességét derivalassal.)

A gerjesztett

re’zgémozgés,’ x

kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete
® a gerjesztett rezgés

Ag ANANANAANANT

Rezgések Osszetétele
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® egy példa

Rezgések Osszetétele

Hosszu tavon tehat A4 szamit. Ennek kifejezése:

Ag =

nincs csill.

ao

\/(wg — w?)? + 46%w?

gyenge csill.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

@ a rezonancia
® egy példa

Rezgések Osszetétele

A sajatfrekvencia kornyékén tehat a gerjesztett rezgés amplitudéja

igen megnohet, ha a csillapitas kicsi. Ez a rezonancia jelensége.
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Bevezetés

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

A sajatfrekvencia kornyékén tehat a gerjesztett rezgés amplitudéja
igen megnohet, ha a csillapitas kicsi. Ez a rezonancia jelensége.
Egyszer( példa: —rezgetett végl rugdn 16906 test.

Ez sokszor fellép a gyakorlatban, —néha karos, néha hasznos.
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Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
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@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

egy példa

Egy rezges sajatfrekvenciaja wg = 12,4 1/s. A rezgés am-
plitiddja 3,2s alatt felez6dik meg. Hanyszor nagyobb amplitiddju
gerjesztett rezgések jonnek létre a sajatfrekvencian, mint igen Kis
frekvenciakon?
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Bevezetés

egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplitudéju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Egy rezges sajatfrekvenciaja wg = 12,4 1/s. A rezgés am-
plitiddja 3,2s alatt felez6dik meg. Hanyszor nagyobb amplitiddju
gerjesztett rezgések jonnek létre a sajatfrekvencian, mint igen Kis
frekvenciakon?

Megoldas:
A gerjesztett rezgések amplituddja:

ao

A —
Q(wg) \/(wg . wg)z + 4/32w3
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Bevezetés

egy példa

Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdmozgas

Kis amplitadéju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

® gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Egy rezges sajatfrekvenciaja wg = 12,4 1/s. A rezgés am-
plitiddja 3,2s alatt felez6dik meg. Hanyszor nagyobb amplitiddju
gerjesztett rezgések jonnek létre a sajatfrekvencian, mint igen Kis
frekvenciakon?

Megoldas:
A gerjesztett rezgések amplituddja:

ao

A —
Q(wg) \/(wg . w;)z + 4,320.)3

A sajatfrekvencian kialakul6 rezgések esetében ez:
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@ a rezonancia
® egy példa

Rezgések Osszetétele

lgen kis frekvencian:

AQ(O) —

aop

V(@3 — 02)2 + 45202

aop

2
Wi
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Rezgések kialakulasa

A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplitudoju
rezgések

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

@ a rezonancia
® egy példa

Rezgések Osszetétele

lgen kis frekvencian:

ao

Ag(O) —

\/(wg — 02)2 + 43202
Ezek aranyat kérdezi a feladat:

Ag(wo) “o
Ag(0) 28

ao

2
Wi
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Rezgések Osszetétele

Mennyi lesz 37
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Ecvocoles Mennyi lesz 3?7 Mivel a rezgés amplitidéja t = 3,2 s alatt

Rezgések kialakulasa feleZ6d|k meg .

A harmonikus
rezgdémozgas

Kis amplittdoju AO In 2

Bt 1
rezgések 7 — AO € — ,B — T — 0,217 g

A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
kényszerrezgés

@ gerjesztett rezgések
alapegyenlete

® a gerjesztett rezgés
idébeli lefutasa

@ a rezonancia
® egy példa

Rezgések Osszetétele
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® a rezonancia

® egy példa

Rezgések Osszetétele

Mennyi lesz 3? Mivel a rezgés amplitidéja t = 3,2 s alatt
felezddik meg:

A In 2 1
_O:AO.eIBt = 62—20,217—
2 t S
A kérdezett arany tehat:
Al (w w
g(wo) _ wo _ 28,6

Ag(0) 28

Tehat a rezonanciafrekvencian kialakulo rezgések amplitudoja
28,6-szor nagyobb a kis frekvenciak mellett kialakulé amplitidénal.
(Ez valéban jelentds kilonbség: a frekvenciatol fliggoen tehat kb.
30-szoros eltérés lehet a gerjesztett rendszer amplitudojaban.)
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Kis amplitudoju
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A csillapitott
rezgdmozgas

A gerjesztett
rezgdmozgas,
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A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor tobb
rezgés egyuttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek
kilon-kilon egyenes menti rezgések.
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A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor tobb
rezgés egyuttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek
kilon-kilon egyenes menti rezgések.

Nyilvan egész mas lesz az eredmény, ha a két rezgés egyiranyu
vagy ha meroleges egymasra:
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A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor tobb
rezgés egyuttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek
kilon-kilon egyenes menti rezgések.

Nyilvan egész mas lesz az eredmény, ha a két rezgés egyiranyu,

vagy ha meroleges egymasra:

Egyiranyu rezgések:
Meroleges rezgések:

eredojlik egyenes menti rezgés.
eredojik sikmozgas.
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A gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor tobb
rezgés egyuttes hatasa jelentkezik egy adott pontban.

Itt csak 2 rezgés eredodjének vizsgalatat végezzik el, melyek
kilon-kilon egyenes menti rezgések.

Nyilvan egész mas lesz az eredmény, ha a két rezgés egyiranyu
vagy ha meroleges egymasra:

Egyiranyu rezgések: ereddjik egyenes menti rezgés.
Meroleges rezgések: eredodjik sikmozgas.

Sot! Tovabb korlatozzuk a vizsgalatokat harmonikus rezgésekre.
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Két harmonikus rezgés 0sszege:

x(t) = A - sin(wit + 1) + Az - sin(wat 4+ ¢2)
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Két harmonikus rezgés 0sszege:

x(t) = A - sin(wit + 1) + Az - sin(wat 4+ ¢2)

Ha semmit nem tudunk az egyutthatokrol, semmi killonos nem
allithatd a két rezgés 6sszegérol.

Példaul ha w1 /w2 nem raciondlis, az eredd nem is lesz periddikus.
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x(t) = A - sin(wit + 1) + Az - sin(wat 4+ ¢2)

Ha semmit nem tudunk az egyutthatokrol, semmi killonos nem
allithatd a két rezgés 6sszegérol.

Példaul ha w1 /w2 nem raciondlis, az eredd nem is lesz periddikus.

Gyakorlat szempontjabdl fontos eset: w1 = w2 = W
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Probléma: milyen mozgast takar a kovetkezd egyenlet:

x(t) = Ay - sin(wt 4+ 1) + Az - sin(wt 4+ ¢2)
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Probléma: milyen mozgast takar a kovetkezd egyenlet:

x(t) = Ay - sin(wt 4+ 1) + Az - sin(wt 4+ ¢2)

Kétféle mddszer lehetséges:

e matematikai azonossagokkal (addicios tételek)
e grafikus szemléltetéssel
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x(t) = Ay - sin(wt 4+ 1) + Az - sin(wt 4+ ¢2)

Kétféle mddszer lehetséges:

e matematikai azonossagokkal (addicios tételek)
e grafikus szemléltetéssel

Mi az utébbit valasztjuk. Mddszer neve: forgdvektoros abrazolas.
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Probléma: milyen mozgast takar a kovetkezd egyenlet:

x(t) = Ay - sin(wt 4+ 1) + Az - sin(wt 4+ ¢2)
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e grafikus szemléltetéssel

Mi az utébbit valasztjuk. Mddszer neve: forgdvektoros abrazolas.

Alapotlet: forogjon egy A hosszusagu vektor Ggy, hogy iranyszoge
wt 4+ ¢ szerint valtozzon. Ekkor 2. koordinataja épp egy
harmonikus rezgést ir le:

A - sin(wt 4 ¢)

Szinuszos rezgdmozgas helyett egyenletes kérmozgast vizsgalunk.
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Szemléltessiik az eldzoket:

Asin(wt + ¢
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Forgbvektoros abrazolassal két rezgés ereddje is kiszamolhato.

Otlet: a vektorok komponensenként is 6sszeadhatok,
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Forgbvektoros abrazolassal két rezgés ereddje is kiszamolhato.
Otlet: a vektorok komponensenként is 6sszeadhatok, A

forgbvektorokat adjuk 6ssze, és az 0sszeg 2. koordinatajat figyeljuk.

Koénnyl belatni, hogy o = m — 2 4+ 1
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A cosinus-tételbdl:

A? = A% -+ Ag — 2A1A5 cos o
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A cosinus-tételbdl:

A? = A% -+ Ag — 2A1A5 cos o

A2 = A% + A% —2A1 Ay cos(m — w2+ 1) =
= A% + A% + 2A1 A3 cos(p2 — 1)

Innen az eredd amplitudo:

A= \/A% + A2 +2A1 A5 cos(p2z — 1)
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A cosinus-tételbdl:

A? = A% -+ A% — 2A1A5 cos o

A2 — A% i A% — 2A1 Az cos(m — 2 + 1) =
= A% + A% + 2A1 A3 cos(p2 — 1)

Innen az eredd amplitudo:

A= \/A% + A2 +2A1 A5 cos(p2z — 1)

Ha a rezgések frekvenciaja egyenlo, a vektorok ugyanolyan Gtemben fordulnak
korbe, igy az el6zo abra vektorait csak elforgatni kell.

Ekkor az eredd tiszta szinuszos rezgés lesz a fenti A amplitudéval.
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Az el6zOek alapjan tehat az azonos frekvenciaju rezgések eredoje

tiszta szinuszos rezgés, melynek amplitudéja:

A = /A? + A2 4+ 24,45 cos Ay
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Az el6zOek alapjan tehat az azonos frekvenciaju rezgések eredoje
tiszta szinuszos rezgés, melynek amplitudoja:

A = /A? + A2 4+ 24,45 cos Ay

Adott A1 és Ao eseténezcsaka Ap = 3 — 1
fazisktlonbségtol flgg.
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Az el6zOek alapjan tehat az azonos frekvenciaju rezgések eredoje
tiszta szinuszos rezgés, melynek amplitudoja:

A = /A? + A2 4+ 24,45 cos Ay

Adott A1 és Ao eseténezcsaka Ap = 3 — 1
faziskllonbségtol fligg. Ez a fliggés monoton: A akkor a
legnagyobb, ha A a legnagyobb és viszont.
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e azonos frekvencigju
rezgések ereddje

Ez alapjan a lehetd legnagyobb eredd amplitudd esetén
Ap = 0+ k- 27, ahol k tetszbleges egész, hisz ekkor
cos A¢p = 1.

A legnagyobb eredd amplitudo tehat:

A:\/A%—|—A§—|—2A1A21:\/(A1+A2)2)

Amaac — Al + A2
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Ez alapjan a lehetd legnagyobb eredd amplitudd esetén
Ap = 0+ k- 27, ahol k tetszbleges egész, hisz ekkor
cos A¢p = 1.

A legnagyobb eredd amplitudo tehat:

A:\/A%—|—A%—|—2A1A21:\/(A1+A2)2)

Ama:n — Al + A2

Hasonldan: legkisebb eredd amplitudd akkor lesz, ha
Ap =m+ k- 27, ekkor cos A¢p = —1.
A legkisebb eredd amplitudo tehat:

A= \JA3+ A3+ 24145 - (1) = /(A1 — A2)?)

Amin — |A1 — A2|
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Ez alapjan a lehetd legnagyobb eredd amplitudd esetén
Ap = 0+ k- 27, ahol k tetszbleges egész, hisz ekkor
cos A¢p = 1.

A legnagyobb eredd amplitudo tehat:

A:\/A%—|—A%—|—2A1A21:\/(A1+A2)2)

Ama:n — Al + A2

Hasonldan: legkisebb eredd amplitudd akkor lesz, ha
Ap =m+ k- 27, ekkor cos Agp = —1.
A legkisebb eredd amplitudo tehat:

A=A} + A3+ 2414, - (—1) = /(A1 — 42)?)
Amin = |A1 - A2|

Az eredd amplitudé tehat A1 + Ao és |A1 — Aa| kdzt barmilyen
|

érték tehet. 51/51
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