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Technikai megjegyzések a jegyzet hasznalatidhoz.

Ez a tananyag egy elektronikus jegyzet.

2013-ban, a megjelenés évében annyira elterjedtek az elektronikus tartalomfogyasztdsra alkalmas eszk6zok,
hogy batran feltételezhetjiik: az egyetemistdk tulnyomé tobbsége rendelkezik sajat szamitogéppel,
tablet-géppel vagy elektronikus kdnyvolvaséval. A tananyag elektronikus formdja sok elénnyel rendelkezik a
nyomtatotthoz képest:

e Aktiv tartalmak: az elektronikus valtozatban belsé kereszthivatkozasok, kiilsé linkek, mozgdképek, stb.
helyezhetok el. A tartalomjegyzék fejezetszamai, az egyenlet- és dbrasorszamok automatikusan belsé
linket jelentenek, igy biztositjak a kényelmes és gyors belsé hivatkozast, de a Szerz6 tetszoleges helyre tud
akar a dokumentum belsejébe, akar egy kiilsé webhelyre mutato linket elhelyezni, ami a szokasos
klikkentéssel aktivizalhato.

e Rugalmassag: a nyomtatott konyv statikus, mig az elektronikus jegyzet esetében konny( hibajavitasokat,
frissitéseket alkalmazni.

e Eré6forrds-takarékossdg, kornyezetvédelem: az elektronikus formaban valé terjesztés sokkal kisebb
terhelést jelent a kornyezetre, mint a nyomtatott. Kiilonosen igaz ez, ha a tananyagban sok a szines dbra.

A haszndlt fajlformatum: PDF.

A Portable Document Format az Adobe altal kifejlesztett formatum, mely igen széles korben elterjedt. Sok
helyrdl szerezhetiink be programot, mely a PDF fdjok olvasasara alkalmas. Ezek egy része azonban nem
tartalmazza a teljes szabvany minden elemét, ezért specidlis tartalmak nem, vagy nem pontosan jelenhetnek
meg, ha nem az Adobe olvaséjat, az AdobeReader-t haszndljuk. (Letolthet6 innen.)

A legtobb megjelenitéprogram jol fogja kezelni az alapszoveget, abrdkat és linkeket, de gondok lehetnek a
specialisabb funkcidokkal, pl. a beagyazott dokumentumok kezelésével, az aktiv tesztek, kérdoivek
haszndlataval.


http://www.adobe.com
http://get.adobe.com/reader/
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A jegyzet képernydn valé megjelenitésre lett optimalizdlva.

A jelenlegi altaldnosan elérhet6 konyvolvasé hardverek mérete és felbontasa kisebb, mint a nyomtatott
konyveké és a szamitégépek monitorai dltaldban fektetett helyzetiek. Ehhez igazitottuk a formatumot arra
optimalizalva, hogy fektetett kijelzon teljes képernyds tizemmaoddban lehessen olvasni. Ehhez allitottuk be a
karaktertipust és -méretet valamint azt is, hogy csak kis margoét hagyunk, minél tobb pixelt biztositva ezzel a
tartalomnak. Azért, hogy teljes képerny6s tizemmaddban is lehessen navigalni, a margén kis navigdlé-ikonokat
helyeztiink el, melyek a megszokott médon kezelhetok:

e Lapozas elOre és hatra: a fliggbleges oldalak kozepén elhelyezett, nyujtott nyilakkal.
e Cimoldalra ugras: kis haziké szimbolum a bal fels6 sarokban.

e Vissza és eléreugras a dokumentumban: két kicsi szimbdlum a bal fels6 részen. Ezek nem azonosak a

lapozassal, hanem a web-bongészok vissza- és elérelépéséhez hasonldan a hiperlinkeken valé navigaldst
szolgaljak.

A jegyzet segitséget nyujt a tanulds litemezésében.

A megtanulandé tanagyag a szokasos fejezet-alfejezet felosztason tul leckékre vald bontdst is tartalmaz. A
leckék kiilonb6zé szamu alfejezetbdl allhatnak, de kozos benniik, hogy a Szerzé megitélés szerint egy lecke
»egyllté helyben” megtanulhato, azaz varhatéan 1-1,5 éra alatt feldolgozhato.

A leckék elején rovid leiras talalhato a targyalt témakorokrol, a sziikséges el6ismeretekrol, a végén pedig
onellen6rzé kérdések, melyek sok esetben a PDF fajlban (AdobeReader-rel) aktiv tartalomként jelennek meg
feleletkivalasztds teszt, szamszer(i vagy képletszer kérdés formajaban. Erdemes tehat leckénként haladni a
tanulasban, mert ez segit az {itemezés tervezésében illetve a leckevégi ellenérzések segitenek annak
eldontésében, tovabb szabad-e haladni vagy inkdbb ezt vagy az el6zé leckéket kell tjra el6venni.



LIKILS

Tartalom

1. Bevezetd

2. Fontos fizikai allandok

lecke
lecke
lecke
lecke
lecke
A lecke

3. Pillanatnyi sebesség és gyorsulas

4. Egyenes vonalu egyenletes és egyenletesen gyorsul6 mozgas

5. Szabadesés és fiiggoleges hajitas

6. Vizszintes és ferde hajitas

7. Egyenletes és egyenletesen gyorsulé kormozgas

8. Newton I. torvénye
9. Newton II. torvénye
10. Newton III. torvénye

11. A dinamika alaptérvénye



LIKILS

12.
13.
14.

A lendiiletmegmaradas térvénye
Er6lokés

A tehetetlen tOmeg

lecke

15.

Er6torvények

BN lecke

16.

Munka, energia

EN lecke

17.

Merev testek stulypontja és mozgasa

lecke

18.

Deformalhato testek mechanikaja

lecke

19.

Rezg6mozgas 1.

lecke

20.

Rezg6mozgas II.

lecke

21.

HullAmmozgas

lecke



LIKILS

22.

Hangtan

lecke

23.
24.

A fény és optikai jelenségek

A fényvisszaverodés és a fénytorés

lecke

25.
26.

Fényhullamok interferenciaja

Fényelhajlas

lecke

27.

28.

Egyszerii képalkot6 eszkozok
27.1.Siktiikor képalkotasa
27.2.Gombtiikrok képalkotasa
27.3.0ptikai lencsék képalkotdsa

Optikai eszk6zok képalkotasa

lecke

29.
30.
31.
32.

Hotagulas
Idealis gazok termodinamikaja
Kinetikus gazelmélet

A hétan fotételei

lecke



LIKILS

33.

Hoétani folyamatok

34.

A Coulomb-torvény és az elektromos mezo

lecke

35.

Az elektromos mez6 munkaja. A fesziiltség

lecke

36.

Kapacitas, kondenzatorok

lecke

37.

Az egyenaram. Aramkorok

lecke

38.

Az elektromos aram munkaja. A teljesitmény

lecke

39.

Magneses indukcid. Az indukalt fesziiltség

lecke

40.

Toltott részecskék magneses mezoben. A Lorentz-erd

lecke

41.

Valtakozo aram és fesziiltség

lecke

42.

Relativitaselmélet

lecke



LIKILS

lecke
lecke
lecke
lecke
lecke

43. Fénykvantumok és anyaghullamok

44. Atomfizika

45. Molekulafizika

46. Anyagszerkezet

47. Magfizika



LIKILS

1. Bevezetd

Ez a példatar a Széchenyi Istvan Egyetem alapképzési (BSc) mérnok szakjai szdmara irddott, a Mérnoki fizika
(FIO02 1), tovabbd a két féléves Fizika villamosmérnokoknek (FIO03 1, FIO03 2) targyak konnyebb
elsajatithatésagat szolgalja.

A BSc képzés elinditdsakor elkészitettiik a targyak oktatdsahoz sziikséges jegyzeteket, amelyek mind
elektronikus, mind nyomtatott formaban hozzaférhet6k a hallgatok szamara. A jegyzetekben az elméleti
részeket rendszeresen megszakitjak kidolgozott szamolasi példak, amelyek megkonnyitik az elmélet
megértését. Az egyes fejezetek végén tovabbi kidolgozott, illetve megoldast nem tartalmazé gyakorlo feladatok
talalhatok. Mindazonaltal jogosan meriilt fel az igény arra, hogy a jegyzetek mellé 6ndllé példatar is késziiljon.

A példatarat a szokdsoknak megfeleléen ugy tagoltuk fejezetekre, hogy illeszkedjen a jegyzetek szerkezetéhez.
A példatar osszesen 326, kidolgozott és kidolgozatlan gyakorld feladatot tartalmaz. Javasoljuk a példatarat
haszndlé hallgatéknak, hogy el6szor a kidolgozott feladatokat probdljak megoldani és ellendrizzék le a
végeredményeket. Ha a végeredmények nem egyeznek, akkor nézzék at alaposan a feladatok megoldasat,
majd késébb térjenek vissza és ismét prébaljak onalléan megoldani azokat a feladatokat, amelyeket elsére nem
sikertilt megoldani.

A fejezeteken beliil taldlhaté kidolgozatlan gyakorld feladatok megoldasaval a hallgatdk ellenérizhetik, hogy
onalléan is képesek-e a kidolgozott feladatokhoz hasonld feladatok megoldasara. A gyakorlo feladatok jelent6s
részénél a végeredményt, (csak a szamértéket, a mértékegység elhagyasaval) be kell irni a vilagos kék szinnel
kiemelt téglalapba. Az "ENTER" gomb megnyomadsa utdn a szdmitogép azonnal értékeli a beirt végeredményt.
Ha t6bbszori probdlkozas utdn sem sikeriil a helyes eredményt kiszamolni, akkor a "Megold." gombra kattintva
lekérdezhetjiik az adott feladat helyes eredményét. A példatar ugy lett elkészitve, hogy az eredmények
megadasanal a tizedespont hasznalatat tdmogatja. Tizedesvessz6 hasznalata esetén mindig hibasnak tekinti a
végeredményt. Ahol azt kiilon nem jeloltiik, ott a végeredményt SI-ben kell megadni. A végeredmények a
szamologép tipusatol és az elvégzett miiveletek sorrendjétdl fiiggben a példatarban rogzitett értékektol kissé
eltérhetnek. Ezért minden gyakorlé feladat esetében megadtunk egy hibahatart, amin beliil a szamitégép még
helyesnek értékeli a végeredményt. Javasoljuk ezért, hogy a végeredményeket legaldbb 3 vagy 4 értékes jegyre
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pontosan adjdk meg. A végeredményekben torténd eltérések csokkentése érdekében készitettiink egy, a
feladatok megoldasahoz sziikséges fizikai allanddkat tartalmazé tablazatot.

A példatarat a palydazat kifrdsban rogzitett kovetelményeknek megfeleléen, elektronikus formdban tessziik
kozzé.
Bér a példatdr irdsakor torekedtiink arra, hogy ne maradjanak hibak benne, kérjiik jelezze, ha ilyet tapasztal.

Minden kedves hallgaténak jé tanuldst, j6 gyakorlast kivdnunk és mindenkit batoritunk, hogy sziikség esetén
éljenek a személyes konzultacidk adta lehet6ségekkel is!

Gyo6r, 2013. marcius 31.

Dr. Berta Miklds
Czéh Szabolcs
Dr. Giczi Ferenc

SZE, Fizika és Kémia Tanszék
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2. Fontos fizikai allanddok

Neve Jele | Ertéke

a fény terjedési sebessége vdkuumban c |2998-10% 2
gravitaciés allandé ~ | 6,672-10"1 Nk;'f
a gravitdcids gyorsulds értéke Magyarorszagon g 9815
Planck-allandé h |6,626-1073* Js
Boltzmann-allandé k |1,381-10723 %

. . 7 1
Rydberg-allandd R | 1,0973-10"
Stefan-Boltzmann-allandé o |5,669-107% W .

m2K
. . 23 1
Avogadro-allandé Ny | 6,022-10% =
univerzdlis (egyetemes) gdzallandé R | 8,314 WJJK
LT . e g 1 4 -3 m3
az idedlis gaz molaris térfogata normdl dllapotban Vo | 22,41-107° 7=
a hang terjedési sebessége (normadl koriilmények) c | 331,46 =
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folytatas...
Neve Jele | Ertéke
Wien-allandé c | 28971073 mK
Faraday-4llandé F | 9,649-10* &
az elemi elektromos toltés e |1,602-1071C
az atomi tomegallandé (tomegegység) u | 1,660-10727 kg
a vakuum permittivitdsa € | 885410712 A
a vdkuum permeabilitdsa po | 4m-1077 X—;L
az elektron tdmege me | 9,1094-1073! kg
a proton tdmege my | 1,6726 - 10727 kg
a neutron témege mp | 1,6749 - 10727 kg
a deuteron tomege mq | 3,3436 - 10727 kg
az a-részecske tomege Mma | 6,6447-10727 kg
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3. Pillanatnyi sebesség és gyorsulas

3.1. feladat: Egy csillapitott harmonikus rezgémozgdst végz test mozgasa a kovetkez6 hely-id6 fiiggvénnyel

irhato le:
z(t) =5-e b . 5in(3,72t + 2,23).

Hatdrozzuk meg a pillanatnyi sebességét a t = 1,2's id6pillanatban 3 tizedesjegy pontossaggal!

Megoldas: A feladat tobbféleképpen is megoldhatd.

Numerikus derivéldssal:

z(t + At) — a:(t)

B(tst+ At) = S

frjuk be z(t) helyére a feladatban szerepl6 kitérés-id6 fiiggvényt:

5. e 202 L gin(3,72(t + At) +2,23) — 5- e~ 42 . sin(3,72t + 2,23)
At

(st + At) =

A kovetkezd 1épésben helyettesitsiik be a ¢t = 1,2 s értéket:

e~ 2020 | gin(372(1,2 + AL) +2,23) — 5 - e~ 4212 L 5in(3,72 1,2 + 2,2
17(1,2;1,2+At):5 e sin(3,72(1,2 + )+A,t3) 5-e sin(3,72-1,2 + ,3)'

A feladat megoldasanak harmadik, egyben legutolsé 1épéseként egyre kisebb At id6tartamokra szamitsuk ki a
0(1,2; 1,2 + At) értékét. Mivel a pillanatnyi sebességet hdrom tizedesjegy pontossaggal kell kiszdmolnunk, At
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értékét addig kell csokkenteni, ameddig a tovabbi csokkentéssel a végeredmény harmadik tizedesjegye mar
nem valtozik.

A szamolas eredményét az alabbi tablazat tartalmazza:

At Erték

0,1 0,021

0,01 0,052
0,001 0,056
0,0001 0,056
0,00001 0,056
0,000001 0,056

A keresett sebesség tehat harom tizedesjegy pontossaggal 0,056 m/s.

Derivaldssal:

dx(t)
dt

v(t) =

Az x(t) figgvény az alabbi két elemi fiiggvény szorzatara bonthaté:

fA)=5-e % & g(t) = sin(3,72t + 2,23).

[rjuk fel ezeknek a fiiggvényeknek a derivalt fiiggvényeit:

fl(t)=—4,2-5-e 42 &  ¢'(t) = 3,72 cos(3,72t + 2,23).
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Alkalmazzuk a szorzatfiiggvény derivalasara vonatkozo alabbi szabdlyt:

dx(t)

o(t) = 2 = 10 90+ 1(0)- g'(0),

dx(t)
dt

v(t) = =—42-5-e 4. 5in(3,72t +2,23) + 5- e 1 . 3,72 cos(3,72t + 2,23).
Osszevonasok utdn:

v(t) = dzgf) = e 12 . (18,6 - cos(3,72t + 2,23) — 21 - sin(3,72t + 2,23)).

Végiil szamitsuk ki a sebesség-ido fliggvény értékét a ¢t = 1,2 s idépontban:

v(t =1,2) = e 12 (18,6 - cos(3,72 - 1,2 4 2,23) — 21 - sin(3,72 - 1,2 + 2,23)),

v(t =1,2) = 0,056 m/s.

3.2. feladat: Egy test egyenes mentén mozog. Hely-id6 fiiggvénye SI-egységekben:
z(t) = 6t* 4 3t2 — 2t.
Adjuk meg a gyorsulds-id6 fliggvényt!

Megoldas: A kitérés-id6 fliggvény id6 szerinti derivaldsdval megkapjuk a sebesség-id6 fiiggvényt:
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—=6-4-343.2.+—2=24-34+6-1t—2.

dt

A sebesség-idé fiiggvény id6 szerinti derivaltja adja meg a gyorsulds-id6 fliggvényt:

dv(t
a(t) = Z(t) =3-24-*4+6="T72-t*+6.

3.3. feladat: Az xy sikban mozgd pontszert test koordinatdi a kovetkez6képpen véltoznak:
z(t) = 5t2,

y(t) = 3 — 4t%

Hatarozzuk meg a sebesség-id6 és gyorsulas-id6 fiiggvényt! Milyen palyan mozog a test?

Megoldas: A test z-irdnyu, illetve y-irdnyt sebesség-idé fiiggvényét x(t) és y(t) id6 szerinti derivalasaval
kapjuk:

dx(t)
dt

v (t) = =10-¢ és vy(t) = —=—+=-8-1.

A sebesség-id6 fiiggvényt Pitagorasz-tételét felhasznalva adhatjuk meg:
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o(t) = Jv3(t) + v2(t) = \/(10t)% + (—8t)2,

o(t) = 12,81 - ¢.

Konnyen meghatarozhatjuk a pillanatnyi sebességnek az z-tengellyel bezart szogét:

t _
tan o = vy( ) = 78t = —0,8,
vg(t) 10t
a = —38,66Y.

Mivel az o nem fligg az id6tdl, a test pillanatnyi sebességének x-tengellyel bezart szoge idoben nem véltozik. A
test tehat egyenes vonaltii mozgast végez.

A gyorsulas-id6 fliggvényt az elébbiekhez hasonléan szamolhatjuk ki. A test z-irdnyu, illetve y-irdnyu
gyorsulds-id6 fiiggvényét v, (t) és v, (t) id6 szerinti derivdlasaval kapjuk:

du, (t
ax(t) = =10 és ay(t) = Udyt() = —8,

a(t) = 12,81.

Mivel a gyorsulas allando, a vizsgdlt mozgas egyenletesen gyorsulé mozgas.
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A mozgas palyaegyenletét tigy kaphatjuk meg, ha a test pillanatnyi helyzetének y-koordinatdjat kifejezziik az
r-koordinata fiiggvényében. Ehhez az x(t)-bél fejezziik ki t-et és helyettesitsiik be y(t)-be. Végeredményiil a
kovetkezd palyaegyenletet kapjuk:

y:3—gac.

3.4. feladat: Egy test gyorsulas-id6 fiiggvénye:
a(t) =3 —2t.
Tudjuk, hogy a test t; = 0s-kor 2m/s sebességgel mozgott. Mekkora a sebessége t5 = 2,5 s-kor?

Megoldéas: Ez a feladat is kétféleképpen oldhaté meg, grafikusan és integraldssal.

Grafikus megoldds: A test sebességvaltozasat az a(t) fliggvény grafikonja alatti, pontosabban a grafikon és a
t-tengely 4ltal kozbezart teriiletek eljeles Gsszegébdl kaphatjuk meg. Abrazoljuk ezért az a(t) fiiggvényt egy
derékszogli koordindta rendszerben. (Lasd 3.1. 4bra.)

Egy egyenest két pontja egyértelmlien meghataroz. Praktikus az egyenesnek azt a két pontjat meghatdrozni,
ahol koordindtarendszeriink tengelyeit metszi. Ezekre az adatokra a feladat megoldasahoz ugyis sziikségiink
lesz.

Ha kiszadmitjuk az a(t) helyettesitési értékét ¢ = 0-ban, megkapjuk, hogy hol metszi az egyenes a fiigg6leges
tengelyt:

a(t=0)=3-2.0=23.
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Az egyenesnek és a t-tengelynek a metszéspontjat pedig ugy kaphatjuk meg, ha kiszamitjuk, hogy milyen ¢
értékre lesz a(t) = 0:

a(t)=3—-2t=0, ahonnét

t=1p5.

Mivel mindkét haromszog derékszogl, a Ty és T teriiletek nagysaga konnyen szamolhat6, mindossze a
befogdik nagysagat kell ismerni:

A sebességvaltozas nagysaga a 17 és T teriiletek elbjeles Osszegével egyezik meg. A T; teriiletet, mivel a

t-tengely folott van, pozitiv, a T, teriiletet pedig, mivel a ¢-tengely alatt van, negativ el6jellel kell figyelembe
venni:

9 )
Av=Ti—Tp=2>—1=2=125.
v 1 2 4 4 75

Mivel v(t; = 0) = 2m/s, ezért

v(te) = v(t1) + Av =2+1,25 = 3,25m/s.

A feladat megolddsa integralassal Iényegesen egyszeriibb és gyorsabb:
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3.1. abra. Magyardzo dbra a 3.4. feladathoz

to 2,5
Av = / a(t)dt = / (3 —2t)dt = [3t — t*]5° =
t1 0

=(3-25-25%) - (3-0—0% =1,25.

Mivel v(t; = 0) = 2m/s, ezért
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v(ta) = v(t1) + Av =2+ 1,25 = 3,25 m/s.

3.5. feladat: Egy test gyorsulas-id6 fiiggvénye:
a(t) = 3,7sin(2t) + 4,2cos(t).
Tudjuk, hogy a test ¢; = 2s-kor 6 m/s sebességgel mozgott. Mekkora a sebessége t2 = 10 s-kor?

Megoldas: A sebességvaltozds nagysdga a gyorsulds-id6 fliggvény gorbéje és a t-tengely dltal kozbezart
teriilet nagysagaval egyezik meg. Az el6z6 feladatban arra lathattunk példat, amikor a fiiggvénygorbe alatti
teriilet meghatdrozdsa egyszer( geometriai alakzatok (téglalapok, hdromszogek, trapézok, stb.) teriiletének
meghatarozasdra volt visszavezethetd. Ilyenkor alkalmazhat6 a grafikus megoldas.

Altalénos esetben azonban a grafikus megoldas egyrészt tiil bonyolult, masrészt csak pontatlan eredményt ad,
ezért integraldssal hatarozzuk meg a gorbe alatti teriilet, egyben a sebességvaltozds nagysagat:

10

to 10
Av = / a(t)dt = / (3,7sin(2t) + 4,2cos(t))dt = [—3; cos(2t) + 4,2 sin(t)} =
t1 2 2

= <—3é7 cos(20) + 4,2 sin(10)> — <—3é7 cos(4) + 4,2 Sin(2)> = —8,068.

Mivel v(t; = 0) = 6m/s, ezért

v(ty) = v(ty) + Av =6 — 8,068 = —2,068 m/s.
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Gyakorl¢ feladatok
1. Egy test mozgasa a kovetkez6 hely-id6 fiiggvénnyel irhato le:

6—0,12t

=5 .
z(?) sin(3,72t + 2,23)

Hatdrozzuk meg a pillanatnyi sebességét a t = 5,5s id6pillanatban 3 tizedesjegy pontossaggal!
A test pillanatnyi sebessége (m/s):

2. Egy test sebességének id6beli valtozasa a kovetkezd fiiggvénnyel irhato le:
v(t) = 3-In(6,4t) - sin(2t + 6,72).

Hatdrozzuk meg a test gyorsulasat a t = 3,2s id6pillanatban egy tizedesjegy pontossaggal!
A test pillanatnyi gyorsuldsa (m/s?):

3. Egy test egyenes mentén mozog. Gyorsulas-idé fiiggvénye SI-egységekben:
a(t) = 3t> 4+ 5,6t — 2,7.

Szamitsuk ki a sebességvdltozds nagysdgat t; = 3 s és to = 4 s kozott egy tizedesjegy pontossaggal!
A sebességvaltozas nagysaga (m/s):
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4. Egyenes vonalu egyenletes és egyenletesen gyorsulé mozgas

lecke oldal

4.1. feladat: Egy teherautd épitéanyagot szdllit egyik varosbdl a masikba. Oda 50, vissza pedig 70 km/h
sebességgel halad. A odautat 45 perccel hosszabb id6 alatt teszi meg, mint a visszautat. Hany kilométerre

van egymdstodl a két varos?

Megoldas: Jeldljiik t-vel a visszaut idétartamat. Ekkor a kovetkezéképpen irhatjuk fel az odatt és a visszatt

hosszat:

Mivel s,qq = Svissza, €ZErt

Innen kifejezheto t:

A két vdros tavolsaga tehat:

Soda = 50(t + 0,75),
Svissza = T(OL.

50(t + 0,75) = 70t.

¢t =1,875h.

d = Spissza = T0t = 70 - 1,875 = 131,25 km.
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4.2. feladat: Egy vonat 1,2km tdvolsdgon egyenletesen fékez 70km/h sebességrél 40 km/h sebességre.
Mekkora a lassuldsa és mennyi idét vett igénybe a lassitas?

Megoldas: Induljunk ki az egyenletesen valtoz6 mozgas kinematikai alapegyenleteibdl:

2(t) = 20 + vot + %t2,
v(t) = vg + at.

Mivel a vonat kezdésebessége 70 km/h, azaz % m/s, tovabba 1,2 km(1200 m) tavolsagot tesz meg:

20 4+ 1200 = z0 + vot + —£2,

2
70 a
1200 = ——t + ~t2.
3,6 + 2
Helyettesitsiik be v(t)-be is az ismert adatokat:
40 70 4 at
= —+4a
36 36
30
——— =at
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Igy az aldbbi kétismeretlenes egyenletrendszert kell megoldanunk:

70 a9
1200 = —t+ =t
3,6 * 2

A masodik egyenletbdl helyettesitsiik be at-t az els6 egyenletbe:

70 15
1200 = —t — —
00 56 36"

1200 - 3,6 = 53¢,

t=78,55s.

Helyettesitsiik vissza ¢-t a mdsodik egyenletbe és hatdrozzuk meg a lassulds értékét

0
=a- 78,55
3,6 a i)

a = —0,106 m/s%.
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4.3. feladat: Allandé gyorsulassal haladé test palyajanak egy 10m hosszti szakaszat 1,06s alatt, az ezt
kovet6, ugyancsak 10 m hosszu szakaszt pedig 2,20 s alatt futja be. Szamitsuk ki a test gyorsuldsat! Mekkora
a sebessége az els6 szakasz kezd6pontjaban?

Megoldas: Az édllandé gyorsuldssal haladé test kitérés id6 fliggvénye:

z(t) = 20 + vot + %tg.

Mivel az 4llandé gyorsuldssal halad¢ test palydjdnak egy 10 m hosszu szakaszdt 1,06 s alatt teszi meg,
mozgdsara felirhatd:

x0+10:mo+v0-1,06+g-1,062,

10 = vy - 1,06 + g 1,062,

Ertelemszertien, a palyajanak a feladatban szereplé 10 + 10 m hosszi szakaszat pedig 1,06 + 2,20's alatt teszi
meg, ezért:

20 4 20 = 20 + vg - (1,06 + 2,20) + g - (1,06 + 2,20)2,

20 = vy - 3,26 + g 3,262,
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Igy tehét az alabbi kétismeretlenes egyenletrendszert kell megoldanunk:

10 = vg - 1,06 + g 1,062,

20 = vy - 3,26 + g 3,262,
A megoldésok:

vg = 11,02 m/s,
a=—2,999m/s>.
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Gyakorl¢ feladatok

1. Egy gépkocsi az 50 km/h sebességkorlatozas végét jelzé tablatdl kezdve 0,2 m/s? dllandé gyorsuldssal
gyorsit, amig a sebessége eléri az djabb, 80 km/h-s sebességkorlatozas megengedte hatdrértéket.
Szamitsuk ki a két sebességkorlatozas kozott megtett utat!

A megtett it (m):

2. Két kerékparos egyszerre indul el egymas felé az egymdstol 150 m-re 1évé A és B pontbdl v; = 14,4km/h
és vy = 21,6 km/h kezdbsebességgel és azonos 0,5m/s? gyorsuldssal. Hiny mdsodperc mtilva taldlkoznak?
A kerékparosok taldlkozasaig eltelt id6 (s):

3. Két villamosmegallé kozott 760 m a tavolsag. A villamos a megallobdl egyenletesen gyorsul, azutan
27 km/h sebességgel egyenletesen mozog, majd dllandé lassuldssal all meg a kovetkezé megalléban. A
gyorsitas ideje 30s, a fékezésé pedig 20 s. Hany masodperc alatt ér a villamos az egyik megallobol a
masikba?
A két villamos megall6 kozotti menetid6 (s):
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5. Szabadesés és fiiggbleges hajitas

lecke oldal

5.1. feladat: Milyen magasrdl esett szabadon a test, ha az utols6 méasodpercben egész utjanak a nyol-

cadrészét tette meg?

Megoldas: A feladat képlet formajaban az aldbbi médon irhato fel:

h(t) —h(t—1) = hét)
Szabadesés soran:
1
h(t) = =gt?
() =359

Behelyettesités utdn:

1, 1 , 11

—gt? — Zg(t —1)? = Z—gt>.

59t — 59(t—1) 339

g/2-vel egyszertisitve és az egyenlet mindkét oldaldt 8-cal megszorozva:

8t? — 8(t —1)% = 2.

A fenti masodfoku egyenletnek az alabbi két valds gyoke van: ¢; = 15,483 s és t, = 0,517 s, ezért a feladatnak is

két megolddsa van.



E lecke oldal

1
=5 981 15,4832 = 1176 m,

1
hy = 3 9,810,517 = 1,311 m.

5.2. feladat: Egy 80 m magas kildto tetejérdl leejtenek egy kovet, majd 1s-mal késébb egy madsik kovet
hajitanak utéana, fiiggélegesen lefelé. Mekkora kezddésebességgel kell a masodik kdvet ledobni, hogy mindkét
k6 ugyanabban a pillanatban érjen talajt?

Megoldéas: Az egyik test mozgésa szabadesés, a masiké fiiggbleges hajitds. Ha a koordinatarendszeriink
kezd6pontjat a kovek elejtésének, illetve ledobdsanak helyén rogzitjiik, koordinatarendszeriink fiiggéleges
tengelyét pedig lefelé iranyitjuk, akkor a két test mozgasa az alabbi dsszefliggésekkel irhato le:

a0 = 37,
so(t) = wolt — 1) + %g(t _1ye.

Mivel a foldet érésig megtett utak egyenléek és az elhajitott test 1 masodperccel kevesebb ideig mozog:
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1 1
ith = ot = 1) + 5g(t - 1)2.

A fenti egyenletbdl vg-t akkor tudjuk kifejezni, ha a gravitacids gyorsulds mellett ismert a ¢ esési idd is.
A 80 m magasrél szabadon esé ko esésének ideje:

1
= —.9,81#

80 = 5 - 9,81¢%,
t = 4,039s.

Behelyettesitve g és t értékét:

1
80 = - 3,030 4 7 - 9,81 - 3,039,

vo = 11,42m/s.

5.3. feladat: Egy hélégballonbdl, amely 4 m/s sebességgel emelkedik, kiejtenek egy nehezéket, amely 20s
alatt ér le a talajra. Milyen magassagban esett ki a nehezék? A l1égellenallastdl eltekinthetiink.

Megoldas: A nehezék mozgasa egy 4 m/s kezdGsebességli fliggbleges hajitasnak tekinthet6. Ha a
koordinatarendszeriink kezd6pontjat abba a pontba helyezziik, ahol a nehezék talajt ér, a fiiggbleges
koordinatatengelyt pedig folfelé iranyitjuk, akkor mozgédsanak a kinematikai egyenlete a kovetkezo:
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1
2(t) = 29 + vot — §gt2.

Mivel z(t = 20) = 0, ezért

1
0=zo—|—4-20—§~9,81'202.

Tehat

zp = 1882 m.
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Gyakorl¢ feladatok

1. A Sastéi kilaté 53 m magas. Epitése kozben az egyik munkas a kilaté tetejérdl leejtett egy villdskulcsot.
Mekkora sebességgel csapddott a szerszam a talajba?
A villaskulcs sebessége a talajba csapddaskor (m/s):

2. Egy kovet 20 m/s sebességgel felfelé hajitanak. 2s elteltével egy mdsik kovet is feldobnak ugyanezzel a
sebességgel és ugyancsak fiiggélegesen felfelé. A talajszint felett milyen magassagban taldlkozik a két k4?
A kovek talalkozasi helyének talajszint feletti magassaga (m):

3. Mekkora sebességgel kell egy testet 40 m magassagbdl fiiggblegesen inditani ahhoz, hogy a szabadesés
idejéhez képest 1 s-mal hamarabb érjen talajt?
A test kezdGsebessége (m/s):
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6. Vizszintes és ferde hajitas

6.1. feladat: A talajtél mérve 400 m magassagbdl szabadon ejtiink egy testet. Ezzel egyidében ugyanabbdl
a pontbdl vizszintesen is elhajitunk egy mdsikat. 5s mulva a két test kozotti tdvolsdg 40 m. Mekkora lesz a
talajra éréskor a két test kozotti tavolsag? Mekkora a vizszintesen elhajitott test sebességének nagysaga és
irdnya a leérés pillanatdban?

Megoldéas: A vizszintesen elhajitott test fiiggbleges sikti parabola palydn mozog. Mozgdsa sordn vizszintes
iranyban és fliggbleges iranyban is tavolodik az elhajitasi ponttol. Vizszintes irdnyu sebessége, mivel vizszintes
iranyban semmiféle er6 nem hat rd, mozgdsa soran valtozatlan marad. Azt szoktuk mondani, hogy a
vizszintesen elhajitott test vizszintes iranyban egyenes vonald egyenletes mozgast végez. Fliggbleges iranyu
mozgéasa pedig all6 helyzetbdl induld szabad mozgas, azaz szabadesés.

A fenti megallapitdsokbdl kovetkezik, hogy a szabadon es0, és vele egyidoben ugyanabbdl a pontbdl
vizszintesen elhajitott test ugyanolyan iitemben esik a fold felszine felé. A két testet 0sszekot6 szakasz a
mozgasuk minden pillanatdban vizszintes lesz. Ebbdl kovetkezik azonban, hogy a vizszintesen elhajitott test
vizszintes irdnyu sebessége:

_A:r_40m

T At 5s = 8m/s.

Vg
Mekkora lesz a talajra éréskor a két test kozotti tavolsag? El6bb meghatdroztuk, hogy a vizszintes irdranyu
tavolodasuk sebessége 8 m/s. Most hatdrozzuk meg, hogy mennyi id6 telik el a két test foldet éréséig, hiszen
ennyi ideig tdvolodhatnak vizszintes iranyban is.

Azt kell kiszdmolnunk, hogy egy 400 m magassagbdl szabadon esé test mennyi id6 alatt éri el a talajt. A
szabadon es6 test altal megtett utat a kovetkezoképpen szamithatjuk ki:
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1
h=—gt*.
59

o  [2-400
t=y] = =/ — 9,035,
g 981 08

A Kkét test kozotti tavolsag a talajra éréskor:

Ebbdl:

d=v,-t=8-9,03="7224m.

A test vizszintes irdnyu sebessége a foldet érés pillanatdban is v, = 8 m/s. Szamitsuk ki, hogy mekkora
fiiggbleges iranyu sebességre tesz szert a szabadon esé test ¢ = 9,03 s idejli esése utan:

vy = gt = 9,81-9,03 = 88,58 m/s.

A test sebességének nagysdga és irdnya a foldet éréskor:

v = \/m — /3% + 88,582 — 88,94 m/s,

v, 88,58
lgp=— =
v 8

x

= 11,07,

© = 84,84Y.
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6.2. feladat: Mekkora sebességgel és milyen szog alatt kell egy tdrgyat elhajitani a f6ldrél, hogy d = 100 m
messze repiiljon és az eldobds szintjétél h = 30 m magasra emelkedjék?

Megoldas: A ferdén elhajitott targy fiiggbleges irdnyd mozgésa fiiggbéleges hajitasnak, vizszintes irdnyu
mozgasa pedig egyenes vonalu egyenletes mozgasnak tekinthetd.

Fliggbleges irdnyu mozgds az alabbi mozgasegyenletekkel irhaté le:

y(t) = voyt — 512

vy(t) = voy — gt.
A masodik 0sszefliggésb6l meghatdrozhatjuk az emelkedés id6tartamat, hiszen a targy addig emelkedik, amig
a fliggbleges iranyu sebessége, v, (t) nulldra nem csokken:
vy(t) = voy — gtem = 0.

Innen:

Yoy
g

tem =

Ha az els6 egyenletbe behelyettesitjiik ¢.,,-et, akkor y(¢)-re az emelkedési magassdgot, tehat h-t kell kapjuk:

2 2
h= g .UOy_g_(vo@/) _ Yy
g 2 \y 29
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Ebbdl a fiiggbleges iranyu kezdésebesség:

voy = \/29h = /29,81 - 30 = 24,26 m/s.

Mivel a targy vizszintes irdnyd mozgasa egyenletes mozgas, felirhat6 az aldbbi kapcsolat a vizszintes irdnyu
sebesség, a vizszintes irdnyu elmozdulds és a hajitas idétartama kozott:

Voxr =— —

Megjegyzés: Nem tul nehéz belatni, hogy fliggbleges és ferde hajitasnal a hajitds id6tartama kétszerese az
emelkedés idétartamdanak. A hajitds idGtartama alatt a targy az elhajitasi ponton atmend vizszintes sikba
visszatér, azaz y(t) = 0 lesz:

0 = voytn — 583.

Innen:

Q’on
9

th — = Dlerine

Mivel t;, = 2tep,, €zért

\/2gh Sh
th:2‘tem:2-@:2~7g: on
g g g

Helyettesitsiik vissza tj-t vo,-be:
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_d g
Hor = JE =4\ &
g

1
98 0" 20,22 m/s.

voz = 100

Végiil az elhajitott targy kezdGsebessége és az elhajitas szoge:

v =/vd, + v}, = /20,222 + 24,267 = 31,58 m/s,

vy 24,26
tgp = 2 — 2220 g 9q
92 e 20,22

o = 50,19°.

6.3. feladat: Egy kovet vy = 25m/s kezdGsebességgel, a vizszinteshez képest a = 30"-os szdégben hajit el
egy ember, aki egy olyan hegy tetején 4ll, amelynek a lejtési szoge ¢ = 20°. Az elhajitds utdn mennyi idével
érkezik a ké a lejtére?

Megoldas: Legyen koordindtarendszeriink kezdépontja az elhajitds helye. Ebben a koordindtarendszerben a
ké vizszintes és fiiggbleges iranyt mozgasat az alabbi mozgéasegyenletek irjak le:
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y(t) = voyt — th,

x(t) = vogt.

Ha z(t)-bdl kifejezziik ¢-t és visszahelyettesitjiik y(¢)-be megkapjuk az elhajitott ké palyaegyenletét:

) g
y=—x— —5 z2.
Mivel vy, = vg sin a €s vo, = vg cos a, ezért
Vg sin o g 9

P )
Vo COS & 2vu cos® v

2vg cos® v
9,81
=t 300-95—’—952,
y=H 2252 cos? 300

y = 0,577z — 0,010z

Ha ezt a fiiggvényt x = 0 értékekre a koordinatarendszeriinkben abrazoljuk egy parabolaivet kapunk, azoknak
a pontoknak a halmazat, amelyeket az elhajitott k6 a mozgdsa soran bejar. Ertelemszer(ien ez a parabolaiv csak
addig a pontig irja le a k6 palydjat, amig az el nem éri a lejtét. Ezt a P(z,;y,) pontot kell meghatdroznunk.
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P egyszerre van rajta a k6 palydjat meghatdrozé parabolaiven és a lejt6 sikjanak és az x — y siknak a
metszésvonalan. Ez a metszésvonal egy egyenes, amely atmegy koordinatarendszeriink kezd6pontjan és
¢ = 20%-0s szoget zar be a vizszintessel. Ennek az egyenesnek a pontjai az aldbbi egyenlettel {rhatdk fel
koordinatarendszeriinkben:

y = tg340° - azaz y = —0,364x.

Mivel tehdt P egyszerre van rajta a parabolaiven és a lejtén, az x), és y,, koordinatdknak egyszerre kell
kielégiteniiik az aldbbi két egyenletet:

yp = 0,577z, — 0,010z,
yp = —0,364,,.
Az egyenletek bal oldalanak egyenl6ségébol kovetkezik a jobb oldalak egyenlésége:
—0,3642, = 0,577z, — 0,010z,

2
0,01022 = 0,941

Innen
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z, =94,1m,

yp = —34,252m.

Most mar valaszt adhatunk a kérdésre, hogy az elhajitas utdn mennyi idével érkezik a ko a lejtére. Tudjuk
ugyanis, hogy vizszintes irdnyban Az = 94,1 m tdvolsdgot tesz meg v, = vg cos a = 25 cos 30 = 21,651 m/s
sebességgel, ezért

Ax 94,1
t=— = L —4.346s.
vy 21,651

Gyakorl¢ feladatok

1. Milyen messze repiil a lejt6rél 10 m/s kezdGsebességgel vizszintesen elhajitott test, ha a talaj a hajitas
iranydban o = 30°-kal lejt? (Az elhajit4si és a foldet érési pont tdvolsdgat keressiik.)
Az elhajitott test repiilési tavolsaga (m):

2. Hatérozzuk meg a 12m/s kezdésebességgel 30°-0s szdgben elhajitott test elmozduldsat az elhajitds utdn 3
masodperccel.
Az elmozdulas nagysaga (m):

3. Fo6ldon fekvé locsolécsé végét a vizszinteshez képest 40°-0s szégben tartjuk ferdén felfelé. A csébél
kiaramlé viz sebessége 20 m/s. Milyen magasan tudjuk lelocsolni a 8 m tavolsagban 1év6 falat?
A keresett magassag (m):
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7. Egyenletes és egyenletesen gyorsulé kormozgas

7.1. feladat: Hdarom és négy éra kozott mikor, azaz harom dra utdn hdny perccel fedik egymast az 6ra
mutatoi?

Megoldas: Az 6ra mutatdinak végpontja egyenletes kormozgast végez. Egyenletes kormozgds esetén a
szogelfordulas idobeli valtozasat a kovetkezo fiiggvénnyel irhatjuk le:

@(t) = o + wt.

frjuk fel a nagymutaté szogelfordulds-idé fiiggvényét. Mutasson a vonatkoztatdsi irany, amihez a mutaték
szogelfordulasat mérjiik, a mutatok forgastengelyébdl fiiggblegesen folfelé, 12 éra irdnyaba. Mérjiik az id6t
attdl a pillanattdl, amikor 6rank harom érat mutat, azaz a nagymutaté a vonatkoztatasi irdnyba, a kismutato
pedig ahhoz képest 90°-kal elfordulva, 3 éra irdnydba mutat. Ekkor ¢y (t = 0) = 0, kovetkezésképpen ooy = 0,
ezért:

(pN(t) = th.

Hatdrozzuk meg wy-t, a nagymutatd szogsebességét. Mivel a nagymutatd 1 éra,azaz 3600 masodperc alatt
360%-ot tesz meg:

_Ap 2w
“NZUAL 73600 1800
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Tehat a nagymutaté szogelfordulas-id6 fiiggvénye:

™

.
1800

Hasonl6é moédon irhatjuk fel a kismutaté szogelfordulds-ido fliggvényét, o -t is. Mivel ¢ = 0-kor a kismutaté 3
ora irdnydban 4ll, ezért pox = w/2. Mivel a kismutat6 12 éra alatt tesz meg egy teljes kort, ezért:

en(t)

Ap 2m T
w = — = = .
B~ At ~12-3600 12-1800

Tehat a kismutatd szogelfordulés-id6 fliggvénye:

() e E— —
PR =5 T 1971800

Keresstik azt a pillanatot, amikor a mutatdk fedik egymadst, azaz ¢ (t) = pn(t). Ekkor:
™ s s
~ 4 t= t
2 12-1800 1800

w-vel egyszerlsithetiink, majd rendezés utan a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

1__u
2 121800
Az egyenlet megolddsa:
-1
t= 6 - 1800 = 981,8 s = 16,4 min.

11
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7.2. feladat: Egy test egy 10 m sugart koron 4116 helyzetbél indulva 2 m/s? érinté irdnyt gyorsuldssal egyen-
letesen gyorsulé mozgast végez. Mekkora a test sebessége, gyorsuldsa, szogsebessége és szoggyorsulasa 10 s-
mal az induléds utdn? Mikor volt egyenl6 nagysagu az érint6 irdnyu és a centripetdlis gyorsuldsa?

Megoldas: Az egyenletesen gyorsulé kormozgdsndl dllanddan valtozik a test keriileti sebessége. A sebesség
nagysaganak valtozasat az egyenes vonalt egyenletesen gyorsulé mozgasnal megismert Osszefiiggéssel
szamolhatjuk ki:

v(t) = vo + aet.

Mivel a test allé helyzetbdl indul:

v(t =10 8) = act =210 = 20m/s.

A test gyorsuldsanak két 6sszetevéje van. Egyik a 2m/s%. nagysdgu érinté irdnyu, tigynevezett tangencidlis
gyorsulas, a masik pedig a sugariranyt és a korpalya kozepe felé mutato centripetdlis gyorsulds. Ez utdbbit az
alabbiak szerint hatarozhatjuk meg:

v? 202
Qcp = E = ﬁ = 40m/82.

Mivel az érint6 irdnyu és a centripetalis gyorsulds egymasra meréleges, az ered6 gyorsulds:

a=/a?+ a2, = /22 +40% = 40,05 m/s>.

A szogsebesség és a szoggyorsulas a kertileti sebességbol hatarozhaté meg:
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v 20

2 _=_9
R 10 /5,

Aw 2
=" =_"=021/s%
b= =10 = 02 s

Végiil szamitsuk ki, hogy mikor volt egyenl6 nagysagu a test érintd irdnyu és a centripetalis gyorsuldsa?

GQcp = Qe,

U2

E = Qe,
(aet)z

R e,

Ebb6l:

t=\/§=\/10=x/5:2,236s.
Qe 2
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7.3. feladat: Egy egyenes henger alkotdjanak hossza 1,5 m. A hengernek papir alaplapjai vannak és tengelye
koriil 2,5 1/s fordulatszammal egyenletesen forog. A tengellyel parhuzamos irdnyban egyenletesen haladé

l6vedék a papirlapokat egy-egy pontban 4tfurja. Ezekhez a pontokhoz tartozé sugarak 30°-os széget zdrnak
be. Mekkora a 1ovedék sebessége?

Megoldas: Amig a l6vedék a henger alaplapjai kozotti 1,5 m tdvolsdgot megteszi, a henger 30°-os szoggel
fordul el a tengelye koriil. Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 telik el ezalatt. Mivel a henger fordulatszdma 2,5 1/s,
ezért masodpercenként 2,5 - 27 szoggel fordul el. Ebbél kiszamolhaté a 30°-os szoégelfordulds idétartama:

z 1
At=—5 = —5.
25-2r 30
Tehat a l1ovedék sebessége:
Al 1,5
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Gyakorl¢ feladatok

1. 12 éra utan hany perccel lesz el6szor meréleges egymasra az éra kis és nagymutatdja?
A keresett id6tartam (perc):

2.. Motorkerékpar all6 helyzetbol indulva egyenletesen névekvé sebességgel 20 m sugart vizszintes kérpalyan
halad. Erint irdnyt gyorsuldsanak nagysaga 2m/s>. Mennyi idé mtlva lesz a gyorsulds nagysiga
kétszerese a kezd6értéknek?

A keresett id6tartam (s):

3. Egy test korpdlyan egyenletesen lassulva mozog. Félkornyi ut megtétele sordn sebességének 2/3-4t
elvesziti. A korpalya hany szazalékat fogja 6sszesen befutni a megalldsig?
A korpalya keriiletének szazaléka (%):
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8. Newton I. torvénye

8.1. feladat: Az 50 km/h 4llandé sebességgel haladé autébuszon egy utas kapaszkodds nélkiil utazik. Mekko-
ra sebességgel mozog a talajhoz képest, ha az autébusz hirtelen fékez?

Megoldas: Newton I. torvénye szerint az utas mozgdasallapota nem véltozik, azaz 50 km/h sebességgel mozog
tovdabb.

8.2. feladat: Egy 90 km/h dllandé sebességgel, egyenes vonalban haladé motorcsénak orran egy kaszkador
egyenstilyoz. A csénak hirtelen balra kanyarodik, 50 m sugaru korivet leirva. Mekkora és milyen irdnyu
sebességgel csapddik a vizbe, ha a csonak orra a viz felszinét6l 2 m-re van?

Megoldas: Newton I. torvénye alapjan a kaszkadoér az eredeti iranyban halad tovabb 90 km/h sebességgel.
Miutan elhagyta a csénakot, mozgasa vizszintes hajitdsnak megfelel6en targyalhatd. A kaszkadér vizszintes
iranyban egyenletes mozgast végez v, = 90 km/h = 25 m/s sebességgel. Fiigg6leges iranyu mozgasa
kezd6sebesség nélkiili szabadesés. 2 m Ut megtétele utdn a sebességét a kovetkezd egyenletek segitségével
hatarozhatjuk meg:

]. 2 2 .S
S=—=-g-t"=>1=4/—.
2 g

2.
vf=g-t=g-\/7= V2 s-9=1/2-2-9,81 =6,26m/s.
A kaszkadér sebességének nagysagat a Pitagorasz-tétel segitségével kapjuk meg:

v=/v2+v3 =/(25)2 + (6,26)2 = 25,77 m/s.
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8.1. dbra. Magyardzé dbra a 8-2. feladathoz.

Megjegyzés: A kaszkador eredd sebessége a becsapddas pillanataban a vizszintes irdny, illetve a fiiggbleges
iranyd sebességvektorok vektoridlis 0sszege (mozgasok fiiggetlenségének elve alapjan). A paralelogramma
modszer szerint ennek nagysaga esetiinkben egy téglalap atldja lesz.

A sebesség iranyat szogfiiggvénnyel hatarozhatjuk meg:

6,26
t = - == ]_4 O-
an o 5% =« ,07
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9. Newton II. torvénye

m lecke oldal

9.1. feladat: A Trabant személygépkocsi 0 km/h-rél 100 km/h-ra 29 mdasodperc alatt egyenletesen gyorsul.
Mekkora er6 gyorsitja, ha a kocsi tomege 350 kg?

Megoldas: A Trabant gyorsuldsa:

a_g_27778
At 29

= 0,958 m/s>.
Az er6 Newton II. térvénye alapjan:

F=m-a=350-0,958 = 335,3N.

9.2. feladat: 160 kg tomegli motorkerékpdrt 5 s-ig 700 N nagysagu er6hatas gyorsit. Mekkora sebességre tesz
szert a motor?

Megoldas: A sebesség valtozas nagysdga a gyorsulds definiciéjabol adhaté meg:

A
a:Ai/lt)jA’U:a’At.
A motorkerékpar gyorsulasa:
F
F:m-aéa:—:@:4,375m/s2.
m 160

A sebesség valtozas tehat:

Av=a At =4375-5=21875m/s.
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9.3. feladat: Egy 2 g tomeg( l6vedék 700 m/s sebességgel mozog. Mekkora a fékezber6, ha a céltargyba valo

becsapddds utdn 10 cm-rel all meg?
Megoldas: A fékezberd nagysdga Newton II. torvényébdl hatdrozhat6é meg:
Fr=m-a.

A gyorsulas ismeretében az er6 nagysaga tehat szamolhatd. A gyorsulds a négyzetes uttorvénybdl kaphatd

meg:
t 1 t2
s=vy-t—=--a-t".
0 2

Megjegyzés: Mivel a l1ovedék egyenletesen lassulé mozgést végez, ezért a gyorsuldsa negativ.

A lassulé mozgas idejét a 16vedék megallasanak pillanataban szamitott sebességbol hatarozhatjuk meg. A

sebesség nagysdga ekkor természetesen nulla:
[ G
Upill = Vg — a - t, ezert O:vg—a-t:t:;.
frjuk be ezt a négyzetes tttérvénybe:
Vo 1 Vo 2
s=vyr——=-a- <—) )
a 2 a
v 1v3 103
S=———"= ——,
a 2a 2a

Ebbdl a gyorsulas nagysaga:
1v3 1700 6,2
a 5 501 ,45-10° m/s

A keresett eré nagysaga tehat:
Fr=m-a=2-10""-2,45-10° = 4900 N.
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10. Newton III. torvénye

10.1. feladat: 5kg tomeg csillart rovid lanccal a mennyezetre erésitve mekkora erd fesziti az egyes lancsze-
meket?

Megoldas: A csillarra haté gravitdcids eré nagysaga: Fy, =m-g =>5-9,81 = 49,05 N.
Mivel a lancszemek nyugalomban vannak, ezért a 1ancszemekre haté tartéerd, s ebb6l addddan a feszité erd
nagysaga is 49,05 N.

/
L

10.1. dbra. Magyardzo dbra a 10-1. feladathoz.

10.2. feladat: Egy fid, akinek sulya 300N, fiirdészobai mérlegen &llva hirtelen felugrik. Ekozben a mérleg
mutatdja 400 N nagysagu er6t mutat. Hatarozzuk meg a fit kezdeti gyorsulasat.
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Megoldas: A fit a mérlegre 400 N nagysagu, fiiggblegesen lefelé mutatd er6t gyakorolt. Newton III. térvénye
szerint a mérleg altal a fiara kifejtett er6 is 400 N nagysagu, de felfelé mutato erd.
A fitra hato erék eredéje tehat:

F, =400 — 300 = 100 N.

Mivel a fit tomege m = G/9,81 = 300/9,81 = 30,58 kg, a gyorsulas:

F. 100
a=—=

- —32 2,
m 3058 XTm/s

10.2. abra. Abra a 10-3. feladathoz.

10.3. feladat: Az abra szerint két érintkez6 hasab fekszik a vizszintes, surlédasmentes asztalon. Mekkora
er6vel hat a 7kg tomeg( test az 5kg tOmegtire, ha az 5kg-os testet tigy toljuk, hogy a rendszer gyorsuldsa
2m/s%?



E m lecke oldal

Megoldas: A 7kg tomegl testet csak az érintkezésnél fellépo erd gyorsitja. Newton II. torvénye alapjan
irhatjuk:

F1_2:m2-a27'2:14N.
Ezt az erét az 5 kg tomeg( test fejti ki a 7kg tomeg testre. A feladat az ellenerd nagysagat kérdezi, igy a
valasz: F5_; = 14N.

10.4. feladat: Egy rakéta hajtdmiivéb6l madasodpercenként 50kg tomegli gdz dramlik ki 4500 km/h
sebességgel. Mekkora a toléeré nagysaga?

Megoldas: A rakétdt a kidramlo gaz altal kifejtett ellenerd gyorsitja. Ennek nagységa:

A A(m-v)  50-1250

F= N~ a

= 62500 N.

11. A dinamika alaptorvénye

11.1. feladat: Kotélhuzo versenyen az egyik csapat 480N, a masik 510N erdvel huzza a kotél két végét.
Mekkora gyorsulassal mozog a kotélen elhelyezett jelz6szalag, ha a kotél tomege 2 kg?

Megoldas: A kotél a nagyobb erd iranyaba fog gyorsulni. A dinamika alapegyenletét felirva a gyorsulds
nagysaga meghatdrozhato:
- Fy, 510 —480

Fi—Fh=m-a=a= = = 15m/s>.
m 2
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11.1. abra. Abra a 11-2. feladathoz.

11.2. feladat: Két egyforma, fondllal 6sszekotott test az dbrdn lathaté mdédon vizszintesen, surléddsmentes
sik talajon mozog. Mekkora a testek gyorsuldsa, ha F' = T' = 2,4 N? Mekkora er6 fesziti a fonalat?
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Megoldés: T a talaj 4ltal a testre hatd tartéerd, melynek nagysaga: T' = F,, = m - g. Ebbdl a test tomege

meghatdrozhato:
T 24

g 981

Az 1. szdmu testet csak a fondl altal kifejtett F'; er6 gyorsitja. Ennek nagysagara irhatjuk:

= 0,24 kg.

F f=m:-a.
A 2. szamu test esetén a dinamika alapegyenlete alapjan a kovetkezo 0sszefliggés lesz érvényes:
F—-F f= m-a.

A két egyenletbdl a gyorsulas:
F—m-a=m-a,
F 24

_ 2
Som 2021 M/

F=2-m-a=a=

11.3. feladat: Egy lebegb hélégballonra fiiggélegesen felfelé mutatd, 6000 N nagysagu felhajtéer6 hat. A
kelet feldl fajo szé€l altal kifejtett (kozegellendlldsi) eré nagysdga 1500 N. Mekkora a hélégballon gyorsuldsa,
ha a tomege utasokkal egytitt 500 kg? Milyen irdnyban mozog?

Megoldéas: Az ered6 er6:

Ee = Efel + Ekoz + Egra

tehdt az eredé er6 az egyes er6k vektori ereddje.
Az édbra alapjan az ered6 erd nagysaga (Pitagorasz-tétel alapjan):
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A gyorsulds:

A mozgds irdnya:

11.2. dbra. Magyardzo dbra a 11-3. feladathoz.

F. = /(1095)2 + (1500)2 = 1857,16 N.

F, 1857,16 9
a - =00 3,71 m/s
095
t =— = 36,13°
an o 1500:>a 36,137,

tehdt a vizszintessel 36,13°-0s szoget bezdrva, keleti irdnyban mozog.

Elecke 0N oldal
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11.4. feladat: Egy 9m-es kotél egyik végét egy fahoz, mdsikat egy sdrba ragadt gépkocsihoz kotottiink. A
sof6r a kotél kozepét 360 N erével, 60 cm tavolsagban oldalra hiizza. Mekkora erét fejt ki a kotél a gépkocsira?

Megoldas: A rendszer egyensulyban van (nyugalomban van a foldhoz képest), ezért a kotél gyorsuldsa nulla.
Ebbdl kovetkezik, hogy a rd haté erék ereddje (vektori eredd!) is nulla. Ebb6l kovetkezik:

F,=F,+F+F=0.

e =

A fat és a kocsit 0sszekotd szakaszra merdleges komponenseket figyelembe véve:

F=2-Fj.

11.3. dbra. Magyardzo dbra a 11-4. feladathoz.



E mlecke Ly oldal

A rajzon lathatd, hasonlé haromszogek alapjan irhatjuk:

Fy 0,6 06

F /452 +0,62 454

A két egyenletbdl adodik:

11.5. feladat: A bevésarlékézpontokban papirtaskaba teszik a megvdsarolt arut. A taska fiilei 51 N-nal na-
gyobb eréhatas esetén elszakadnak. Mekkora tomegli arut pakolhatunk a taskaba anélkiil, hogy leszakadna-
nak a fiilei, ha a tdskaval egyiitt egy felfelé 1 m/s> gyorsuldssal indulé liftbe szallunk a vasarlds utdn?

Megoldas: A lift fliggblegesen felfelé gyorsul, ezért a taska is ebbe az irdnyba mozog, ugyanekkora
gyorsuldssal. A taskara hato eredé er6 is ebbe az irdnyba mutat, és a nagysaga:

F, = F, — F,,.

A dinamika alaptérvénye alapjan:
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11.4. dbra. Magyardzo dbra a 11-5. feladathoz.

Fo=F —Fy=m-a,
Atrendezve:
Fo=Fy+m-a=m-g+m-a=m-(g+a).

Ebbdl m-et kifejezve:
F 51

m:g+a: 14981

= 4,72kg.

11.6. feladat: Egy 15t tomegl vastti szerelvény hirtelen fékez. Egy utas, aki jojé jatékot tart a kezében azt
tapasztalja, hogy a fékezés kovetkeztében a jojo zsindrja a fiiggblegeshez képest 10°-os szogben tér ki. Az
utas fizikus, igy konnyen ki tudja szdmolni a szerelvényre hatd fékezéerét. Hatdrozzuk ezt meg mi is!
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Megoldas: A jojora hat6 eréket a foldhoz rogzitett koordinata-rendszerbdl nézve irjuk fel. Az abra alapjan a
szerelvény jobbra mozogva fékez, igy a jojé is jobbra haladva, egyenes vonald, egyenletesen lassulé mozgast
végez. Lassuld mozgasndl a testek gyorsuldsa negativ. Ebben az esetben tehat balra mutat a gyorsulas vektor.
Newton II. torvénye szerint a testre hato erék eredéje is ebbe az irdnyba kell, hogy mutasson.

11.5. abra. Magyardzo dbra a 11-6. feladathoz.
Az édbra alapjan a vizszintes eredé erdre a kovetkezot irhatjuk:
F.,=K -sina.
A testre hato erdk fliggbleges komponensei nulldra 6sszegzédnek:

F, m-
Fgr:K-cosaéK:izig.
cosa  Cosq

A jojora hato ered6 erd nagysaga tehat:

. m
F,.=K -sina=
cos

-sina=m-g-tana.
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Ebbdl a jojé gyorsuldsdnak nagysaga:

A fékezGer6 tehat:

Fy=M-a=M-g-tana = 15000 - 9,81 - tan 10° = 25946,5 N.
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1. Egy 15000 kg tomeg(i helikopter egy 4500 kg témeg(i teherautét emel 1,4 m/s?-es felfelé irdnyuld
gyorsuldssal.
a) Mekkora ero6t fejt ki a leveg6 a helikopter propellerére?
b) Mekkora er6 fesziti a helikoptert és a teherkocsit 6sszekot6 kabelt?

A propellerre haté er6 (N):
A kébelre haté er6 (N):

2. Egy vizszintes lapon nyugvo 10 kg tomeg testet 110 N nagysdgu erével felemeliink. Milyen magasan lesz a
test 2s mulva? Mekkora lesz ekkor a sebessége?
A keresett magassag (m):
A sebesség (m/s):

3. Egy lift mennyezetérsl lampa 16g egy kabelen. A lift lefelé haladt, de mar fékez 2,4 m/s? gyorsuldssal.

a) Mekkora a lampa tomege, ha a kabelt feszit6 erd 89 N?
b) Mekkora a kabelt feszit6 erd, ha lift ugyanilyen gyorsulassal lefelé gyorsit?

A ldmpa tomege (kg):
A feszit er6 (N):

4. Egy csatorndn egy felfelé haladd uszalyt a csatorna melletti iton haladé 16 vontatja. A 16 7900 N erével
htzza a kotelet a csatorna iranyaval 18°-ot bezard iranyban. Az uszaly toémege 9500 kg, gyorsulasa
0,12m/s? a csatorna irdnyaban. Milyen nagységu erdt fejt ki a viz az uszalyra?

A viz altal kifejtett er6 (N):
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12. A lendiiletmegmaradas térvénye

12.1. feladat: Egy 40kg-os gyerek egy befagyott pocsolya kozepén all. A gyerek kelet felé, a foldhoz
képest 5m/s sebességgel, vizszintesen elhajit egy 0,5 kg tomegli hégolyét. Mekkora a gyerek visszalokodési
sebessége, ha a surlédas elhanyagolhat6?

Megoldas: Kezdetben a gyerekbdl és a hogolydbdl all6 rendszer 6sszes lendiilete nulla:
Isss-1 = 0.
A hogoly6 elhajitasa utdn az 6sszes lendiilet:
Isss2,2 = mp - Vp — Mgy - Vgy.

A lendiiletmegmaradas szerint:

Iéssz,l = Ib’ssz,27
0=mp-vp — Mgy - Vgy-

Ebbdl a gyerek sebessége:
. 0,5-5
vgy = 2T 2210 0625 m/s.
Mgy 40

12.2. feladat: Egy 45kg tomegl gyerek egy 225kg-os palléon all. A pallé egy befagyott tavon, vizszintes,
surléddsmentes feliileten fekszik. A gyerek nekiindul, és végigsétdl a pallon, ahhoz képest 1,5 m/s sebességgel.
Mekkora a sebessége a jéghez képest? Mekkora a pall6 sebessége a jéghez képest?
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Megoldas: A pallobdl és a gyerekbdl all6 rendszer kezdeti 0sszes lendiilet nulla. Amikor a gyerek elindul, a
palld sziikségképpen az ellenkez6 iranyba kell, hogy mozogjon. A lendiiletmegmaradds torvénye szerint a
rendszer 0sszes lendiilete csak igy maradhat nulla:

Ib'ssz,l =0,

Tsssz2 = Mgy - Vgy — My - Up.

Itt vy, a gyerek foldhoz viszonyitott sebességét jelenti. A palléhoz viszonyitott sebességre irhatjuk:

* j—
Uy = Ugy + Up.
Ebbél v,-t kifejezve, majd beiva a médsodik egyenletbe, tovdbba a lendiiletmegmaradds torvényét alkalmazva a
kovetkez6t kapjuk:
Mgy - Vgy = Mp * Up,

*

Mgy - Vgy = Myp - (Up Vgy)-
Szamadatokkal:
45 - gy = 225 - (1,5 — vgyy).

Ebbél vy, -t kifejezve:
vgy = 1,25 m/s.

A pall6 sebessége pedig:

vp = U, — Vgy = 1,5 — 1,25 = 0,25 m/s.
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12.3. feladat: Vizszintes drétkotélpalyan 0,2m/s sebességgel haladé 300kg tomegl csillét feliilrél 150 kg
tomegl kaviccsal toltottek meg. Mennyivel valtozott ekozben a csille sebessége?

Megoldas: A csille kezdeti lendiilete:

ko -
I =my v :300-0,2:60%.
A kavics betoltése utan a lendiilet:
I, = (m1 + mg) - V9.

A lendiiletmegmaradas torvényét alkalmazva irhatjuk:
L =1,

I = (m1 +ma) - va,
60 = (300 + 150) - vo.
Ebbdl a keresett sebesség:

60

=% 0133mys.
300 1 150 _ i33m/s

V2

12.4. feladat: Rugalmasan és centrdlisan iitkozik vizszintes palydn két egymadssal szemben haladé 20 g és
30 g tomeg kiskocsi. Az els6nek 10 m/s, a masodiknak 5m/s a kolcsonhatds el6tti sebességének nagysaga.
Mekkora sebessége lesz a 30 g-os kiskocsinak iitk6zés utan, ha az 20 g-os kiskocsi 0,5 m/s sebességgel halad
tovabb az eredeti irdnyban?
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Megoldas: Hatarozzuk meg a rendszer iitkozés el6tti teljes lendiiletét. Mivel a két test mozgasa egy
egyenesbe esik, a lendiiletek el6jelesen adédnak 0ssze. Pozitiv irdnynak a jobbra mutaté irdnyt vessziik.

ke -
Ib’ssz:ml'Ul—mg-vz:0,02-10—0,03-5:0,05%

+
>
U 1 172
-

—, =/
Ull (%)
—— —

12.1. dbra. Magyardzo dbra a 12-4. feladathoz.

Az 1itkozés utani teljes lendiilet:

/

! !
Iyes, = my1 vy +ma - vy,

A lendiiletmegmaradas torvénye szerint:

/

Isss, = Ib'ssz7

0,05 = my -vll +mg - v;,

; 0,05—mp-v;  0,05-0,02-0,5
Y2 = ma - 0,03

=1,33m/s.
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12.5. feladat: Két, egyforma tomegi gépkocsi egyszerre ér egy keresztezddésbe. Az egyik 13 m/s sebességgel
halad kelet felé, a masik délrél érkezik ismeretlen sebességgel. A két jarmi 6sszelitkozik, és az 6sszeragadt
roncs féknyoma a keleti irdnytél 55°-kal észak felé huzdédik. Mekkora volt a dél feldl érkez6 auté sebessége?

Megoldas: Az abra alapjan irjuk fel a lendiiletmegmaradés torvényét K-Ny, illetve D-E irdnyokban:

. >
V] _y - sin 55° l v/
-2

cos 55°

1

12.2. dbra. Magyardzo dbra a 12-5. feladathoz.

Nyugat-Kelet irdny:

m-vy =2-m-vj_y-cosb5,

Dél-Eszak irdny:
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m-vg =2-m-vj_g - sinb5°.

Osszuk el a mésodik egyenletet az els6vel:
v
2 = tan55°.
U1

Ebbdl a keresett vy sebesség:

vy = vy - tan55° = 13 - tan 55° = 18,57 m/s = 66,84 km/h.

13. Erolokés

13.1. feladat: Egy golfjatékos 80 m/s sebességgel iiti el az 51 g tomeg( golflabdat. Feltételezve, hogy a labda
és az 1it6 0,006 s-ig érintkeztek, hatdrozzuk meg a labda eliités utdni lendiiletét és az iit6 4ltal ra kifejtett erd
atlagos nagysagat!

Megoldas: A labda lendiilete:
I=m-v=0051-80= 4,08kg%.

Az er6 nagysaganak meghatarozasdhoz irjuk fel Newton II. torvényét abban az alakjaban, amelyben a
lendiiletvaltozas szerepel:
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AT
F=—
VAN 5
Esetlinkben:
e g _ A(m-v)
At At

Mivel kezdetben a test sebessége nulla volt, ezért a kezdeti lendiiletének nagysaga is nulla. Irhatjuk tehat:

F_A(m-v) ~m-v—0 _0,051-80

_ — 680N.
At At 0,006 680

14. A tehetetlen tomeg

14.1. feladat: Egy m; tomegli golyot 5m/s sebességgel nekilokiink egy mo tomegli, nyugvd golydnak.
Mekkora legyen az mo tomeg, hogy az elsé golyo sebessége 1 m/s, a masodiké 2 m/s legyen?

Megoldas: A két test kolcsonhatédsa kozben az egyik testre haté eré nagysdga megegyezik a masik testre hato
er6 nagysagaval. A két eré irdnya azonban ellentétes (Newton III. torvénye). Ezért a kovetkezo6t irhatjuk:

El = _EQ-



E lecke E oldal

Newton II. torvényét felhaszndlva, illetve figyelembe véve, hogy az er6k hatdsvonala egy egyenesen van:

AL __ADL
At At
At-vel egyszer(sitve:
Al = —Aly,
A(ml . 'Ul) = —A(mQ - '02),
mi - Avl = —my - AUQ,
mg  Avp  —1-(-5) 4
mi Avy 2-0 2

A Kkét test tomegének ardnya tehdt 2. Ebben az esetben az 1. test az eredeti irdnyba halad tovdbb 1 m/s
nagysagu sebességgel.
A masodik megolddsban az 1. test visszapattan a 2. testrdl, tehat az eredeti irdnyhoz képest ellentétes
iranyban halad tovabb 1 m/s nagysagu sebességgel. Ez akkor teljesiil, ha:

mo Avq o 1-— (—5) 6

mq A’Ug 2—-0 2
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Gyakorl6 feladatok
1. Egy 240 kg tomeg allé csénakba egy 60 kg-os ember ugrik be, 5 m/s sebességgel. Mekkora sebességgel
indul el a csonak? Mekkora az er6lokés a csonak és az ember kozott?
A csonak sebessége (m/s):
Az er6lokés (kg - m/s):

2. Egy 24 kg tomegti, 500 m/s sebességli agyulovedéket 0,05 s alatt allit meg egy akadaly. Mekkora a
fékezber6 nagysaga? Mennyivel valtozik meg a l16vedék impulzusa a megallasig?

A fékez6er6 nagysaga (N):

Az impulzusvéltozds (kg - m/s):

3. Egy {jdsz olyan 0,3 kg tomeg(i céltdblara 16, mely 1égparnds sinen mozog felé 2,5 m/s sebességgel. A
2,25 dkg tomeg( nyilat 35 m/s sebességgel 16vi ki. A céltablat megallitja a becsapddas. A nyil
keresztiilhatol a céltdblan. Mekkora a sebessége ezutan?

A nyil sebessége (m/s):
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15. Erotorvények

15.1. feladat: Tarzan egy 10 m hosszu lidnon késziil atlendiilni egy t6 folott. Tomege 80 kg, sebessége a pdlya
legalsé pontjdban 8 m/s. Mekkora eré6vel fesziil a lidn?

Megoldas: Tarzan kormozgast végez, és a palya legalsé pontjaban a lidn 4ltal kifejtett kényszererd tartja
korpalyan. A centripetalis erére irhatjuk:

Fo,=m- -—.
P r

A
1

!

15.1. abra. Magyardzo dbra a 15-1. feladathoz.

A rajz alapjan:
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}Qp ::}{._’Ebrv
2
v
K—-Fy=m-—,
r
2 2 2

8
K:Fgr—i—m-v—:m~g+m-v—:80-9,81+80-E:1296,8N.
T r

15.2. feladat: A 350kg tomegli gépkocsi dombvidéken halad, 75km/h sebességgel. Egy 100m sugaru
simulokorrel leirhaté domb el6tt mekkora sebességre gyorsitson, hogy a dombtetén a nyoméder6 nulla legyen?

Megoldas: A dombon a gépkocsi kormozgast végez.

}Qp ::f%r'_<tha

v
lam =m:- ;Ta
2
v
Fop — Fpy=m - —.
T
A nyoméerd nulla, ha:
02
Foy=0=F,y=F; —m-— =0,

azaz
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Ebbdl a keresett sebesség:

v=1/g T =+/9,81- 100 = 31,32 m/s.

15.3. feladat: Egy 45cm magas, 30°-os hajlasszogi lejtérdl sturlddas nélkiil csuszik le egy test. Mekkora
sebességgel ér a lejt6 aljara? Mennyi ideig csuszik a lejtén?

Megoldas: A rajz alapjdn a testre haté er6k ereddjére irhatjuk:

Fe=m- g sina.
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15.3. dbra. Magyardzo dbra a 15-3. feladathoz.

Newton II. torvényét felhaszndlva a test gyorsuldsanak nagysagat kiszamithatjuk:

Fo=m-a=a=-°c="29M% Gna=0981-sin30° = 4,905m/s2.
m m

Mivel a test egyenletesen gyorsulé mozgast végez, a test altal megtett utat a négyzetes uttorvénybdl

szamithatjuk:
1 2 2 - S
Ss==-a-t"=>t=14/—.
2 a

A test dltal megtett tt a lejté hossza, mely az dbra alapjan konnyen meghatdrozhatoé:

0.45
= 2 090m.
= sinszoe 0™

A keresett id6 tehat:
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2-s /20,90
— = "~ = (,61s.
t . 1.9 0,61s

v=a-t=49-061=297m/s.

A test sebessége a lejto6 aljan:

15.4. feladat: A 70kg tomegl fest6 egy épiilet oldalan fiiggd "kotélszéken" iilve dolgozik. Egyszer csak,

gyorsan helyet akar valtoztatni, és olyan erével rantja meg a kotelet, hogy a széket csak 400 N er6vel nyomja.
Mekkora a fest6 és a szék gyorsuldsa, ha a szék 10 kg tomegl?

Megoldas: A kotél megrantdsanak pillanataban irjuk fel a festére hat6 erék alapjan Newton II. torvényét:
Fe_f=my-a,

Fe—f:F{""Fny_Fgr—fa

(1) my-a=F +Foy~ Fyy.
Ugyanezt felirva a szék esetében:

Fe_s. =mg; -a,
Fe—sz = Fl - F’y;y - FgT—827
(2) mgy-a=F — F,;y — Fyrs.

Az (1) egyenletbél vonjuk ki (2)-t. Haszndljuk ki, hogy Fy = F}:
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15.4. abra. Magyardzo dbra a 15-4. feladathoz.

/

my-a—mg,-a=Fy —Fy_5— (—Fny — Fyr_s2).

Mivel F,, = F,;y, irhatjuk:

a-(mg—mg) =2 Fpy— Fgr g+ Fyr_s.

Ebbdl a keresett gyorsulas:

. 2- Foy — Fory+ Fyrs: _ 2-400 —686,7 + 98,1 3.52m/s2.
prp—— 60
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15.5. abra. Abra a 15-5. feladathoz.

15.5. feladat: Hatdrozzuk meg a 4 kg tomeg test gyorsuldsat (a surlédastdl eltekintiink)!

Megoldas: Az 1. test esetén irjuk fel a dinamika alaptérvényét, ahol F; az eredé erd:

Fe—l :Fl =mi - a.

Irjuk fel ugyanezt a 2. testre vonatkozdan:

Fe o =m3-a,
Fe o= Fgr72 — Fe_1.
F._5-t behelyettesitve:

Fg'r—Q_Fe—l:mQ'a-

Az els6 egyenletbdl F,_;-t beirva kapjuk:
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Fyro—o—my-a=ms-a.
Ebbdl a gyorsulas meghatarozhato:

jo : 9,81
o tor—z _ m2rg G981 ool
m1 + ms m1 + mso 446

15.6. feladat: Egy 2 m széles asztalon egy tanyér van ugy, hogy kozéppontja 0,3 m-re van az asztal szélétol.
Mekkora vizszintes gyorsuldssal kell az asztalteritét mozgatni ahhoz, hogy a tanyér az asztal masik szélét6l
0,5 m-re keriiljon? A terité az asztalt éppen befedi, és a csuszasi surldédasi egyiitthat6 0,75.

Megoldas: Nézziik el6szor a tinyér mozgdsat. A tanyér vizszintes gyorsuldsat a cstszasi surlodasi eré
eredményezi. A mozgasegyenlet a kovetkezo:

ch,s =my-ay.

A csuszasi sturlddasi erére irhatjuk:
ch,s:N'Fny:,U/'ml'g-

A két egyenletet 0sszehasonlitva a tdnyér gyorsuldsat meghatdrozhatjuk:

mi-ay=p-my-g=a=pu-g=0,75-981=736m/s>.

Szamoljuk ki a mozgds idejét a négyzetes tuttdrvénybdl. A test dltal megtett it nagysaga az abra alapjan
s1=15om—-0,3m=1,2m.
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T 1T 0 . = 1

0,3m 1,2m

-< > < >

2m 52 0,5m

15.6. abra. Magyardzo dbra a 15-6. feladathoz.

1 ) 2 s 21,2
1T gpra \/ a \/7,36

Az abra alapjan jol lathatd, hogy a terit6 széle s, = 1,5 m utat tesz meg. A mozgas ideje megegyezik a tanyér
mozgasanak idejével. Ezeket felhasznalva a terit6 altal megtett ttra irhatjuk:

1
ngi'ag'tQ.

EbbdI a terit6 gyorsuldsat meghatarozhatjuk:

2-8 2-15 9
ag = 2 = 0572 =9,23m/s".
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15.7. feladat: Két, egymadstdl 0,5 m tévolsdgban 1évé pontban egy-egy ember dll. Mindegyik tomege 80 kg.
Egy harmadik, 55kg tomegli ember 1ép hozzajuk, a két embert 0sszekotd szakasz felezOmerdlegesének
irdnyabdl. Ha t6liik 1 m tdvolsagban 4ll meg, mekkora gravitaciés vonzder6 hat ra?

Megoldas: A harmadik emberre az els6 ember altal kifejtett gravitacids vonzderd nagysagat a gravitacids
er6torvénybol szamithatjuk ki:

mi-Mms

Fgr,lf?) = f

9

Fyri-3=6,67-10"". =2935-10""N.

A mdsodik ember 4ltal kifejtett eré ugyanekkora nagysdgu, hiszen a tomege ugyanugy 80kg, és szintén 1 m a
koztiik 1év6 tavolsag.

15.7. dbra. Magyardzo dbra a 15-7. feladathoz.

A rajz alapjan az ered6 gravitaciés eré nagysagat a kovetkezéképpen kaphatjuk meg:
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z 0,968

= =2 1077,
59310~ = ,836 - 10

Ebbdl a keresett er6 nagysaga:

F,=2.2=2-2836-10"" =5,672-10""N.

15.8. feladat: 25N/m és 40 N/m rugoéallanddju rugdbdl készitettiink két erdmérét. Ezeket dsszeakasztjuk,
majd széthuzzuk. A nagyobb rugdallandéju rugd ekkor 5 N nagysagu er6t jelez. Mekkora erét mutat a masik?
Mekkora az egyes rugok megnytlasa?

Megoldas: Az &bran az A jell pont egyenstlyban van, igy a masik rugo is 5 N nagysagu er6t jelez.
R C111111:1115)%

15.8. dbra. Magyardzo dbra a 15-8. feladathoz.

Ve 3
OO0 >

A megnyulasokat a rugder6bdl szamolhatjuk:

F
F.=D-Al=Al==-.
= D

Vagyis:
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F, 5
Al =L = —=02m =2
I D~ 25 0,2m 0cm,
F, 5
Aly=—"="=0,125m = 12,5cm.
2 Dy 10 , m ,0cm

15.9. feladat: Vizszintes talajon 10 m/s sebességgel ellokott test a surlddas kovetkeztében 6 m it megtétele
utan megall. Mekkora a talaj és a test kozotti surlédasi egyiitthat6?

Megoldas: A testet a cstiszasi surlodasi erd fékezi, mely a mozgds irdnydval ellentétes irdnyban hat:

ch,s =Hu- Fnyom-
A nyomoerd a test sulya:
ch,s:N'FgT:N'm'g'

A test gyorsulasat (lassulds) a dinamika alaptérvényébdl szamolhatjuk:

F.=m"-a.

Az eredd erd a csuszdsi surlédasi erd:
ch,s =m:-a,

A gyorsulds vektor a mozgds irdnyaval ellentétes iranyu, ezért a gyorsulds negativ elgjeld.
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Mivel ismerjiik a test altal megtett utat, irjuk fel a négyzetes uttoérvényt:

1 2
s:vo-t+§-a-t.

Esettinkben: {
s=uvy-t—=-a-t>.
07"
A test megallasdig eltelt id6 azonban ismeretlen. A megéllds pillanataban azonban a test sebessége nulla, ezért
irhatjuk:

vp =1 — a-t,
(Y
O:vg—a-tﬁt:—o.
a
Ezt beirva az uttorvény egyenletébe:

S:v.wl.a.<%)2:1.v§
0" 2 a 2 a

A gyorsulas helyére irjuk be a korabban kapott 0sszefiiggést:

102
6-9,81

i
neg

1

| =

15.10. feladat: Egy 2m hosszt sima deszkalap végére 200 g tomegli fahasdbot helyeziink. A deszka azon
végét, ahol a fahasab van lassan emelve azt tapasztaljuk, hogy a hasab akkor kezd el cstiszni, amikor a
deszkalap a vizszintessel 20°-os szoget zar be. Mekkora a hasab és a deszka kozotti tapaddsi surlédaési egyiit-
thaté? Hatdrozzuk meg a csuszdsi surloddsi egytitthatdt is, ha tudjuk, hogy a test a 2m-es utat 5 s alatt tette
meg!
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Megoldas: Amikor a test a lejtén éppen elindul, a testre hatd erdket figyelembe véve irhatjuk:
Fx = Ft,s—max;

F, = Fy -sina,

Ft,sfmax = Mo - Fny-

A nyomoerd nagysaga:

15.9. dbra. Magyardzé dbra a 15-10. feladathoz.

Fny = Fy - cosa.

A fentieket figyelembe véve irhatjuk:
Fyr - sina = pg - Fyy - cos a.

Ebbdl a tapadasi surlédasi egyiitthato értéke:
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sin «v

o = = tan a = tan 20° = 0,364.
Ccos a

A cstiszdsi surlddasi egyiitthaté meghatdrozdsa a dinamika alapegyenlete és a négyzetes uttdrvény segitségével
torténik. El6szor a test gyorsuldsat fejezziik ki:

Fx_ch,s:m'aa
F, = Fy -sina,
ch,s:N‘Fny:M'Fgr'Cosav
Fyr-sina— p- Fyr -cosa =m - a,
m-g-sina—pu-m-g-cosx=m-a,
g-sina—p-g-cosa=a.

A gyorsulds tehat:
a=g-(sina— p-cosa).

A test altal megtett it nagysagara irhatjuk:

1 1
s=—-a-t?==.g (sina—pu-cosa) -t
2 2
A keresett egyiitthato:
%-g'tQ'sina—s
v="1 S12.
59 cos «
39,81 5% 5in20° — 2

29,8152 cos20°
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15.11. feladat: Vizszintes talajon mozgathat6 2 kg tomegt kiskocsin 0,5 kg tomegt tégla nyugszik. A kocsi és
a tégla kozotti tapadasi surlddasi egytitthatd 0,2. A kocsi és a talaj kozott a surlédas elhanyagolhaté. Mekkora
az a maximalis vizszintes er6, amivel a kocsit mozgatva a tégla még éppen nyugalomban marad rajta?

Megoldas: irjuk fel a kocsi mozgasegyenletét:

Fe:mk-a.

Az eredé er6 nagysaga:

—

Fonaa
O O +_>

15.10. &bra. Magyardzo dbra a 15-11. feladathoz.

Qﬁjl <---9o

3

Fe = Fmax - Ft,s—maxa
Froz — Ft,s—ma:v =mg - a.

A tégla mozgdsegyenlete:

Ft,sfmam =my¢ - a.

Ebbdl a kocsi és a test gyorsuldsa:
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a = t,S max — /’LO ny — /’LO gr — IU’O mt g — /,LO 3 g — 072 . 9,81 — 1,962 m/52
me my my my

A keresett maximalis er6 nagysaga tehat:

Froe = Fts—maz + Mk -a=my-a+mg-a=a-(mg+mg) =1962-(2+0,5) =4,905N.

15.12. feladat: Egy 90 km/h sebességgel haladé autéra haté kozegellendlldsi erét az F' = C' - v? dsszefiiggés
alapjan szamithatjuk ki, ahol az dgynevezett kozegellendllasi tényezé értéke C' = 0,3 Ns?>/m?. Hatarozzuk
meg a 90 km/h sebességgel egyenletesen haladé jarmire haté kozegellenallasi er6t! Hany szazalékkal lesz
nagyobb ez az erd, ha a jarmi sebessége 108 km/h-ra né?

Megoldéas: Az er6 nagysdgat konnyen kiszamithatjuk:
F,=C-v?=0,3-25? = 187,5N.
108 km/h esetén a kozegellendlldsi eré nagysaga:
F,=C-v3=03-30>=270N.

Ez 44 %-os novekedést jelent.
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15.11. abra. Magyardzé dbra a 15-13. feladathoz.

15.13. feladat: Egy 80kg tomegli kerékparos 20%-os lejtéhoz érkezik. Mekkora maximalis sebességre tud
felgyorsulni tekerés nélkiil? A levegé stirtisége 1,2kg/m?, a kerékpdaros homlokfeliiletének nagysdga A =
0,55 m?, a kozegellendllasi tényez6 értéke C' = 1,15, a gordiilési surlédési egyiitthatd pedig iy = 0,16.

Megoldas: A maximadlis sebesség elérésekor a kerékpdrosra hatd, lejt6 irdnyu er6k ereddje nulla. Az eréket a
magyarazé abra szemlélteti. A kovetkezd igaz tehat:

Az erok lejté irdnyti komponenseit tekintve:
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F, —F,—F;5=0,
Fy,=Fy -sina=m-g-sina,
Fy=C " prey - A- 07,
Fos= g Fny.

A nyomoeré pedig:

Fyy =Fy -cosa=m-g-cosa.

Ezek alapjan irhatjuk:
m-g-sina—C-plev-A-vg—ug-(m~g'cosa):0

Ebbdl a keresett sebesség meghatarozhato, ha az « szég ismert. Ezt azonban kénnyen meghatarozhatjuk:

20% = tana = 0,2 = a = 11,31°,

m-g-sina—pig - (m-g-cosa)
v = =
C'plev'A

= 6,368 m/s = 22,93 km/h.

_/80-9,81-sin11,31° — 0,16 - (80 - 9,81 - cos 11,31°)
- 1,15-1,2- 0,55
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Gyakorlo feladatok
1. Legfeljebb hany km/h sebességgel haladhat a kicstszds veszélye nélkiil a 300 m sugaru, vizszintes sika
korpélyan a gépkocsi, ha a tapadasi surlédasi egyiitthaté értéke 0,2?
A sebessége (km/h):

2. Egy 30°-os lejtére fel akarunk juttatni egy 400 N sulyd testet. Mekkora erdt kell alkalmazni, ha a cstszasi
surlédés egytitthatdja 0,1, és az erd hatdsvonala vizszintes irdnyd?

Az er6 nagysaga (N):
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16. Munka, energia

16.1. feladat: Egy vasarlé 35N dlland6 nagysagu, a vizszintessel 25°-o0s szoget bezadrd erével tolja a bevasar-
l6kocsijat. Mekkora munkat végez, amig dllando sebességgel végigmegy egy 50 m hosszud polcsor mellett?

Megoldéas: A vasarlé éltal végzett munka:
W =F- cosa-s,

W =35 cos25° - 50 = 1586,04 J.

16.2. feladat: Egy 7kg tomegl tekegolyé 3 m/s sebességgel mozog. Mekkora sebességgel mozogjon egy
2,45 g-os pingponglabda, hogy ugyanannyi mozgasi energidja legyen, mint a tekegolyénak?

Megoldas: A tekegoly6é mozgdasi energidja:

1
Em:—-mt-v2:§‘7-32:31,5.].

2. E,, 2315
= = = 160,36 m/s.
=\ Tm, V000245 /

A pingponglabda sebessége:
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16.3. feladat: Egy bungee-jumping ugrds a 36 m magasan daru kosardbdl torténik gy, hogy az ugrd derekdra
egy rugalmas kotél van rogzitve. A kotél nyujtatlan hossza 25 m, az ugrd ember sulya 700 N. Mekkora legyen
a kotél rugdallanddja, hogy biztonsagos, 4 m magassagban fogja meg az embert?

Megoldas: Az ugrés elején az 6sszes mechanikai energia:

Eo,l = Egrav.helyzeti =m-g- h.

Al

h'min

16.1. dbra. Magyardzo dbra a 16-3. feladathoz.

Az ugrds legals6 pontjdban az 6sszes mechanikai energia:

1
Eo,2 = Egrav.helyzeti + Erugalmas =m-g- hmzn + 5 D - (AZ)Q

A mechanika energia megmaradds tétele miatt:
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Eo,l = EO,27
1
m-g-h:m-g-hmm—i—§-D-(Al)2.
ahol a rajz alapjdn irhatjuk, hogy Al = h — (lp + hmin). D ezek utdn meghatdrozhatd:

2-(m-g-h—m-g-hmn) 2-(700-36—700-4)

D= T o ) B 136 (51 )

= 914,3N/m.

16.4. feladat: Egy gyereknek és a szankdjanak egyiittes tomege 50 kg. Egy elhanyagolhato surlodasu lejton
cstusznak le 4116 helyzetbdl indulva, és a lejté aljan sebességiik 3 m/s. Milyen magas a lejt6?

Megoldas: A feladat a mechanikai energia megmaradds tétele alapjan konnyen megoldhatd. Tekintsiik
el6szor a lejto tetején a rendszer 0sszes energidjat:

Eo,l = Ehelyzeti =m-g- h.

Ugyanez a lejté aljan:

Eo,2 = Emozg =

| =

A mechanikai energia megmaradds tételét felhasznalva:
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AL
Eo,l = EO,27

1
m-g-h:§-m-v2.
Ebbdl a lejté magassaga kifejezhetd:
% 2 % .32
h= = = 0,46 m.
g 9,81 ’

16.5. feladat: Egy 5kg-os acélgolyét 10 m magasrdl leejtiink egy rézlemezre. A golyd 3,2 mm mély nyomot

hagy a lemezen. Mekkora er6vel fékezte a rézlemez anyaga az acélgolyot?
Megoldas: El6szor szamoljuk ki, mekkora sebességgel csapddott az acélgolyd a lemezbe. Ehhez a mechanikai

energia megmaradas tételét hasznaljuk.
A kiinduldsi dllapotban a golyé 0sszes mechanikai energidja:

Eo,l = Ehelyzeti =m-g- h.

-m -2,

| =

A becsapddaskor az Osszes energia:
Eo,2 = Emozg =

EO,l - EO,27
v?=0v=1/2-g-h=1/2-9,81-10 = 14,00714 m/s.

Ezutan a becsapddast szemlélve, hasznaljuk a munkatételt:



E ﬂ lecke oldal

Wer = A-E’rnozg-
We, az ered6 eré6 munkdja. Ebben az esetben ez megegyezik a fékez6 eré (Fy) munkdjaval:

Ff S8 = AE1mozg = Emozg,Q - Emozg,l-

A gravitdcios er6 munkdjat most elhanyagolhatjuk.
Mivel E,0.9,2 = 0, tovabba a fékez6 erd irdnya a mozgas irdnyaval ellentétes, a kovetkez6 egyenletet irhatjuk

—Ff S = _Emozg,l-

Ebbdl a fékezo er6 nagysaga:

Ernosgl  Emosg 3 -m-v>  3.5.142

o 1 _ - = 153281 N.
f s s s 3,2-10-3

16.6. feladat: Tarzan, akinek tomege 80 kg, egy fadgon 4ll, és egy vizszintes, 3 m hosszu liant tart a kezében.
Leugorva az agrol, egy korivet ir le, melynek alsé pontjdn magaval ragadja Jane-t, akinek tomege 60kg.

Milyen magasra jutnak fel a lidnon tovabblendiilve?
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Megoldas: Els6ként hatarozzuk meg Tarzan sebességét a palya legalsé pontjaban. A kiindulaskor az 6sszes
mechanikai energia gravitaciés helyzeti energia:

Eo,l = Ehelyzeti =m-g- h.

A pélya als6 pontjan csak mozgasi energidja van:

1
Eo2 = Epozg = 3 -m -2,
A mechanikai energia megmaradas tétele alapjan:
Eo,l = Eo,2'

A sebesség nagysaga ebbdl meghatarozhatd:

1
m'g-h:§‘m-v%$vT:\/2-g- =+2-981-3="7,67Tm/s.

A feladat szerint Tarzan magéaval ragadja Jane-t. Ez fizikai szempontbdl tokéletesen rugalmatlan {itkozésnek
szamit. Haszndljuk a lendiiletmegmaradds torvényét.
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o®

— —/
v 7 @ | h
T , 'max

16.2. dbra. Magyardzo dbra a 16-6. feladathoz.

Az utkozés elbtti 6sszes lendiilet:
I = mp - vp.
Az 1itkozés utani 0sszes lendiilet:
!

IQZmT"Ul—f—mJ'U/:<mT+mJ)'U.

A lendiiletmegmaradds torvénye szerint:
Il = 12,

’

mp-vpr = (mpr+my)-v.

Ebbdl a tovabblendiilés sebessége:

/ mr - vr 80 - 7,67
v = —

= = =438 .
mr +my 80 + 60 ,38m/s

Alkalmazzuk ismét a mechanikai energia megmaradas tételét. A kiindulasi allapotban (legalsé pont) a
rendszer (Tarzan és Jane) csak mozgasi energiaval rendelkezik.
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’ 1 /
Eo,l = Emozg = B . (mT + mJ) . (U )2.
Tovabblendiilve, a palya legmagasabb pontjan csak gravitacios helyzeti energidjuk lesz.

/7

Eo72 = Ehelyzeti = (mT + mJ) +g- hmax’

/ /

Eo,l - E0,27

/

“(mr4+my)- ()2 = (mr+my)-g- Pmaz

N | —

Ebbdl a maximalis magassag:
3o 1.438
Pomaw = 2 =2 " —098m.
max q 9,81




E m lecke ﬂ oldal

Gyakorl6 feladatok

1. Mekkora munkat végziink, ha allandé nagysagu vizszintes iranyu er6vel egy 4 kg tomegi kockat
nyugalombol 3 m/s sebességre gyorsitunk a vizszintes talajon 2 m-es uton? A talaj és a kocka kozotti
surlédasi egyiitthaté 0,3.

A munka (J):

2. Egy 200N sulyu 1adat 150 N nagysdgu erével huzunk fel egy 30°-os lejtén. Mennyi munkat végziink 100 m
ut megtétele esetén, ha az er6 hatasvonala 25°-os szoget zar be a lejtével?

A munka (J):

3. Egy 40 kg-os dobozt vizszintes padlén 130 N-os dllandé vizszintes erével 3 m-rel odébb tolunk. A doboz és a
padlé kozott a csuszasi surlddasi egyiitthatd 0,2. Mennyivel valtozott meg a doboz mozgasi energidja?
Mekkora a doboz végso6 sebessége?

A mozgasi energia megvaltozasa (J):
A keresett sebesség (m/s):

4. Egy 1000 N/m rugdallanddéju, fiiggblegesen 4lld, konny(i rugét nyujtatlan hosszahoz képest 6sszenyomunk
2 cm-rel, és rdhelyeziink egy 0,1 kg tomeg( testet, majd magara hagyjuk éket. Milyen magasra repiil fel a
0,1kg tomegt test a rugd eredeti magassagahoz képest?

A keresett magassag (m):
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17. Merev testek sulypontja és mozgasa

17.1. feladat: Hdény centiméterre van a homogén anyageloszlasu, dllandé keresztmetszeti 50 cm és 65 cm
hosszu rudakbdl késziilt T" beti sulypontja a talppontjatol?

Megoldas: Haszndljuk ki, hogy egy merev test sulydnak sulypontra vonatkozé forgatényomatéka a test
barmely helyzetében nulla. Helyezziik el a 7" bet(it az dbran lathaté helyzetben.

50 cm

mig m3g

65cm
17.1. abra. Magyardzo dbra a 17.1. feladathoz

Ekkor
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mig-1T1 = mag -T2,

65
mig - (65 — d) = mag - (d— ?)
mq és mo kifejezhet6 a Ty és Ty térfogataval és stirtiségével:
my1 = 504 - p, mo = 65A - p,
ahol A-val jeloltiik 77 és T keresztmetszetét.
Helyettesitsiink be, majd egyszer(sitsiik egyenletiinket:
65
50A~pg-(65—d):65A-pg-(d—?),
65
50 (65 —d) = 65 (d ~ ).

Végiil oldjuk meg az egyenletet:

d = 46,63 cm.

Tehat a T bett stlypontja 46,63 cm tavolsagra van a talppontjatol.
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17.2. feladat: Hatdrozzuk meg az egymadst érint6 tomor homogén aluminium és rézgémbok k6zos sulypon-
tjat, ha az alumfniumgoémb sugara 7,5 cm, a rézgémbbé pedig 2,5 cm! (p4; = 2,7kg/dm?, pc., = 8,96 kg/dm?)

Megoldas: Kovessiik a 17.1. feladat megoldasanak 1épéseit. Hasznaljuk ki ismét, hogy egy merev test
sulyanak stlypontra vonatkozd forgatdnyomatéka a test barmely helyzetében nulla. Helyezziik el az érintkezé
gomboket az dbrdn 1athatd helyzetben.

x| ()

17.2. dbra. Magyardzo dbra a 17.2. feladathoz

Ekkor

mal-g-T=mcy-g- (rar+rce — ).

m; és mey, Kifejezheté a gombok térfogataval és stirtiségével:
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4 3 4 3
mal = §7T7“Al " PALs Mcw = §7T7“Cu * PCu-
Helyettesitsiink be, majd egyszertsitsiik egyenletiinket:
4 3 4 3
3TTAL AL G T = STy POu g (rai+reu — ),

3 3
T4l PAL- T =TCy - PCu - (Tal +Touw — T),

3
A1 PAL
73’4[ p X =TAFTCu — X
TCw * PCu
Helyettesitsiink be és oldjuk meg az egyenletet:

7.5% 2,7

0 s 75425
258806~ °TE T

8,136-2=7,5+25—,

x = 1,09 cm.

Tehdt az alakzat sulypontja 1,09 cm tdvolsdgra van az aluminium gémb kozéppontjatol.
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17.3. feladat: Vizsintes tengely kortil forgathaté korong keriiletén atvetett fondl egyik végére m; = 4kg, a
masik végére mo = 6kg tomegi testet fiiggesztiink. Mekkora szoggyorsulassal forog a korong, ha a korong
tomege M = 10kg, sugara pedig R = 15cm? A fondl nem nyulik és a korong keriiletén nem csuszik meg.
A fonal végére filiggesztett testek szintkiilonbsége inditaskor 50 cm. Mekkora a korong szogsebessége akkor,
amikor a két test azonos szintbe keriil?

Megoldas: A fonal végeire akasztott testek tomegviszonyabdl kovetkezik, hogy az m; tomeg test folfelé, az

mo tomegt test pedig lefelé mozog. A 17.3. dbra mutatja a testekre haté erdket. frjuk fel Newton II. torvényét
a két test, illetve a forgomozgas dinamikai alapegyenletét a korong mozgasara:

K1 —mig = maq,
mag — Ko = maas,
M = 08.

Megjegyzés: Gyakran el6forduld hiba, hogy a korong két oldalan, a fonal két dgaban fellép6 fondlerGket
egyenl6 nagysdgunak feltételezik és mindkét test dinamikai alapegyenletébe K1, illetve K helyett K-t irnak.
Ez nyilvanvaldan hibas, hiszen K; és a K, er6k forgat6 hatasa kovetkeztében forog a korong. Ha K és Ky
egyenl6 lenne, a korong nem tudna forogni.

Nagyon fontos kovetkezményei vannak annak, hogy a fondl nem nyulik. Ekkor ugyanis a fondl végeire
rogzitett testeknek ugyanakkora a gyorsulasa, tehat a; = ay = a. Mivel a fondl a korong keriiletén nem cstszik
meg, a korong keriileti pontjainak a gyorsuldsa ugyanakkora lesz, mint a testek gyorsuldsa: a; = a. Mivel
azonban forg6 mozgdas esetén a keriileti gyorsulds és a szoggyorsulds egymadssal 6sszefiiggnek: a = 3 - R, az
alabbi 6sszefiiggés irhato fel a testek a gyorsuldsa és a korong széggyorsuldsa, 8 kozott:

a=p"-R.

A fentieket figyelembe véve az egyenleteinket a kdvetkezéképpen irhatjuk at:
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50cm

17.3. dbra. Magyardzo dbra a 17.3. feladathoz

Ky —mig = ma,
mag — Ko = maa,

a
M—@-E.

Mivel a korongra haté er6k forgatdnyomatéka és a korong tehetetlenségi nyomatéka
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M = KsR — KiR,

© = -MR?,
ezért tovabb alakithatjuk utolsé egyenletiinket:

K1 —mig = ma,

mag — Ko = maa,

1
A&R—MRziMﬁ-

e

Egyszer(sités utan:

K1 —mig = ma,

mog — Ko = maa,

1
Ky — K = EMa.

Az elsé egyenletbdl fejezziik ki K;-et, a masodikbdl pedig K-t és mindkettét helyettesitsiik be a harmadik
egyenletbe:

1
(maog — maa) — (m1g + mia) = §Ma.

Rendezés utan fejezziik ki a-t:
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1
(mg —mq)g = (§M +m1 + mo)a,

me —mq
a=7 g.
§M+m1+m2

Helyettesitsiik be a paraméterek értékeit és szamitsuk ki a-t:

—4
a= 16— -9,81 = 1,308 m/s>.
2-10+4+6
A szoggyorsulds:
a 1,308
= —= = ’ == 2 1 2.
I} 7 0.15 8,721/s

A fondl végére akasztott testek allé helyzetbdl indulva, egyenletesen gyorsuld mozgast végeznek. Az altaluk
megtett utat a kordbbiakban tanultak szerint tudjuk kiszdmolni:

s = —at>.
2

Mivel taldlkozdsukig, azaz amikor azonos szintbe keriilnek 25 — 25 cm utat tesznek meg, meg tudjuk hatdrozni
az induléstol a taldlkozasukig eltelt idot:

25 [2095
t=4/2 = /5% — 06183
\/: 1308 01838

A korong ezalatt az id6 alatt 4ll6 helyzetbdl indulva egyenletesen gyorsulé forgd mozgést végez. Az elért
szogsebesség:
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w=pB-t=8,72-0,62 =53911/s.

17.4. feladat: Egy L = 2m hosszisdgi homogén, dllandd keresztmetszet(i vékony rud vizszintes talajon
fiiggoleges helyzetben all. A rud dgy dol el, hogy ekozben a rdd alsé vége a talajon nem csuszik meg.
Mekkora sebességgel csapddik a talajhoz a rad fels6 vége?

Megoldas: A rud a délése soran rogzitett tengely koriil forgémozgast végez, mikozben a kezdeti helyzeti
energiaja forgasi energiava alakul:

1
mgh = i@wQ.

Mivel a rid homogén és dlland6 keresztmetszet(i, ezért tomegkozéppontja L/2 tdvolsdgban van a
végpontoktol. Ezért

L 1
mgy = i@wQ.

A rid tehetetlenségi nyomatéka az egyik végén atmend tengelyre vonatkoztatva:

1
@ = gmL2,

ezért
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Egyszersitsiink és fejezziik ki w-t:

Mivel az elddl6 riud kormozgast végez, a szogsebesség ismeretében meghatarozhato a forgastengelytdl adott
tavolsagra 1évé tomegpontjanak kertileti sebessége. Mivel a rud fels6 vége L tavolsdgban van a

forgastengelytdl:
39
—w-L=4/"2 . L=\/3¢L
v=w 7 gL,

v =1/3gL = /39,81 -2 =7,67Tm/s.
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Gyakorl¢ feladatok

1. Hany centiméterre van az egymassal érintkez6 aluminium és rézlemezek k6zos sulypontja az aluminium
lemez kozéppontjatél? Az aluminium lemez sugara 7,5 cm, a rézlemezé pedig 2,5 cm és vastagsaguk
azonos!

A sulypont tavolsdga az aluminium lemez kozéppontjatdl (cm):

2. Vizszintes tengely koriil forgathat6 10 kg tomeg( és 15 cm sugaru korong keriiletére csavart fondl végére
1,5 kg tomeg testet fiiggesztiink. Mekkora a korong szdggyorsuldsa?
A korong szoggyorsuldsa (1/s2):

3. Egy 30 fokos hajldsszogt lejtén 50 kg tomegl és 75 cm sugaru korong cstiszds nélkiil gordiil. Mekkora
sebességgel éri el a lejt6 aljat 5 m 1t megtétele utan?
A korong sebessége a lejt6 aljan (m/s):
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18. Deformalhaté testek mechanikaja

18.1. feladat: Mekkora eré nyujtja meg a 18,93 m hosszd, 5mm atmér6jl acéldrétot 13 mm-rel? Men-
nyivel nyujthaté meg a drét anélkiil, hogy maradandé alakvaltozdst szenvedne, ha a rugalmassdg hatdra
230 N/mm?? (E = 200000 N/mm?)

Megoldés: A Hook-torvény értelmében az acéldrét Al megnyuldsa ardnyos F'-fel, a nyujté erével, ha Al elég

kicsi:
1 F
Al=1ly = —.
"E A
Fejezziik ki a keresett nyujtoerot:
o EA,
lo

ahol az 5 mm atmérdjli acéldrot keresztmetszete

A =r?r =2,5%7 = 19,635 mm?.
Behelyettesitve:

_13-107°

-2 -1 = 2697N.
18.93 00000 - 19,635 697

Mivel a rugalmassag hatara
F
— = 230N/mm?
1 /mm~,

ezért
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Al = 18,93 -

-230 = 0,022m = 22 .
500000 30 =0,022m mm

18.2. feladat: Mennyivel nyulik meg a csupan a részecskéire hato nehézségi er6 kdvetkeztében az [ = 100 m
hossztisagy, felsé végén rogzitett fiiggblegesen lefelé 16g6 rézhuzal? (E = 120000 N/mm?)

Megoldas: Képzeletben daraboljuk fel a rézhuzalt n egyenld részre és az egyes részeket kossiik 0ssze
valamilyen nyujthatatlan fondllal. Ekkor az egyes részek hossza [/n, tomege pedig I/n - A - p lesz, ahol A a
rézdrot keresztmetszete, p pedig a stirtisége. Ha kiszamitjuk a rézhuzal egyes darabjainak a megnyulasat, majd
azokat 6sszeadjuk, megkapjuk a teljes megnytlast.

Vegyiik alulrdl az i-edik, az dbrankon fekete szinnel megjelolt szakaszt. Ezt a rézhuzal darabot az alatta 1évo
i — 1 rézhuzal darabra és az M tomeg( nehezékre haté nehézségi er6 nyujtja. Ennek nagysaga:

Fi=(Gi—-1)-l/n-A-p-g+ Mg.
A Hook-torvény értelmében az i-edik rézhuzal szakasz megnyulésa:

1

Behelyettesitve [;p-t és Fj-t:

Il
Al =~

!
. dG=1)-=2-A4-p- )
B (i—1) o Aprg+ Mg

Alakitsuk at a kifejezésiinket az aldbbiak szerint:



LIKILS

i. rézhuzal darab

18.1. dbra. Magyardzo dbra a 18.2. feladathoz

- Ppg 1My
A =(=D g+ oA

> pg  1?pg 1My
Al =it 2P0 9
! ‘2 E n2E + nEA

Igy a rézhuzal teljes megnytilasa:

lecke oldal
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*pg  1?pg  IMg
Al; = SN N
Z ; [ 2 E mE  nEA

Végezziik el a kovetkezé atalakitasokat:

12 pyg 12 pg 1My
Al=—PIN~ L PIN~ L PIINT
! n2 E 4 2F Z nEAZ
= =1 =1
Ppg ntn=1) PEpg . IMg
n? E 2 n? E nEA
l2pg n—1 12 IMg

Ppg Mg 12p9+l2p9 1
2F EA n’

Eredményiink anndl pontosabb lesz, minél t6bb részre daraboljuk a rézhuzalt. n — oo esetén:
12 IM
Al = PQ g
EA°
Igy az I = 100 m hossztisagy, felsé végén rogzitett fiiggblegesen lefelé 16g6 rézhuzal megnytilasa a részecskéire

haté nehézségi er6é kovetkeztében:

I2pg 1002 - 8960 - 9,81

Al = =
2F 21,2101

=3,66-10"°m = 3,66 mm.
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18.3. feladat: Egy | = 12,5cm hosszi, a = 1,5cm széles és b = 0,5 mm vastag acéllemez egyik végét
rogzitjiik, a masik végéhez pedig egy m = 0,5kg tomeg testet erdsitiink. A test tomegéhez képest a lemez
tomege elhanyagolhatd. A lemez végét a ra rogzitett testtel egyliitt kissé kitéritjiikk, majd magara hagyjuk.
Hatédrozzuk meg a kis kitérések esetén létrejévé harmonikus rezgdmozgés rezgésidejét. (E = 200000 N/mm?)

Megoldas: Ha egy acéllemezt egyik végén rogzitjiik, a masik végét pedig az egyensulyi helyzetébdl kitéritiink,
akkor az egyensulyi helyzet irdnydba hat6 rugalmas er6k ébrednek az acélszalban. Kis kitérések esetén ez az
er6 a kovetkezo alakban irhato fel:

_FE ab3

=TiE "
ahol x a lemez végpontjanak tavolsidga az egyenstlyi helyzettdl.
Ha a lemez végét elengedjiik, akkor a ra rogzitett m tomeg( testre ilyen nagysagu visszatérit6 eré hat. Minden
olyan esetben azonban, ha az egyensulyi helyzetébdl kitéritett testre a kitéréssel aranyos visszatérit6 erd hat
(F = —Dx), harmonikus rezgémozgds fog kialakulni. Ebben az esetben

_Eab® 2-10" 1,5-1072-(0,5-107?)3

D=—"2__
4 3 4 (12,5-10-2)3

=48 N/m.

Igy a rezgésidé:

m 0,5
T=2m==2" 14\/#: 4s.
T i) 3, 18 0,64s
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18.4. feladat: Felsé végénél rogzitett | = 50 cm hosszt és d = 2,5mm atmérdji rugalmas huzal aljara
Ry = 10cm sugard, m = 1,5kg tomegi korongot erdsitiink. A korong sikja vizszintes, és a huzal a korong
kozéppontjan megy at. Ha a korongot az egyenstlyi helyzetébdl egy kicsit elcsavarjuk, majd magara hagyjuk,
a korong forgd rezgést végez. Mennyi a rezgésids, ha a szal torziémodulusa G = 80000 N/mm??

Megoldas: Ha a fels6 végén rogzitett rugalmas huzal alsé végét az egyensulyi helyzetbdl kicsit elcsavarjuk,
akkor olyan er6k ébrednek a huzalban, amelyek igyekeznek a huzal elcsavarodasat megsziintetni. Ezeknek a
deformdci6 ellen haté er6knek a forgatényomatéka aranyos az elcsavarodas szogével:

Ha a huzal aljara egy korongot rogzitiink, akkor a huzal elcsavardsaval a korongra is ugyanekkora
forgatonyomaték hat, aminek kovetkeztében a korong forgd mozgast végez. A forgdmozgas dinamikai
alapegyenlete értelmében:

0-8=M,

ahol © = (1/2)mR3 a korong tehetetlenségi nyomatéka, 3 = ”C%” a korong szoggyorsuldsa.

frjuk be -t és M-et a dinamikai alapegyenletbe:

dzgo

. —X
dt?

A fenti differencidlegyenletet megoldva megkaphatjuk a forgdmozgast leird (t) fliggvényt. Mi azonban egy
egyszer(ibb utat valasztunk a rezgésid6 meghatarozasahoz. Vegyiik észre, hogy a korong forgémozgasara felirt
dinamikai alapegyenlet alakilag hasonl6 a harmonikus rezgémozgas dinamikai egyenletéhez:
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e
dt?

= — - X.

Ebbdl arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a korong is harmonikus forgé rezgémozgast fog végezni. A
rezgésido a

m
T=2m—=
VD
analégidjara:
T=2 .
T D+

Szamitsuk ki © és D* értékét:

1 1
0= 5mRi =515; 0,12 = 7,5 - 1073 kgm?,

G R*  3,14-8-10% (1,25-1073)4
Df = —.— =2 L = 0,6136 Nm.
5 ] 5 05 0,6136 Nm

Végiil a keresett rezgésidé:

' =2-3,14y ——— = )
3, 0.6136 0,695s
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Gyakorl¢ feladatok

1. Hany méter hosszu rézdrétot nyujt meg a ra fiiggesztett 6,6 kg tomeg( test 7,6 mm-rel, ha a drét atmérdje
3,5mm? (F = 120000 N/mm?)
A rézdrot hossza (m):

2. Hany méter hosszti "kétél" szakadna el a sajat stlya alatt, ha a szakitdszildrdsag 560 N/mm?, és a kotél
anyagénak stirtisége 12,3kg/dm??
A "kotél" hossza (m):

3. Egy 30 cm hosszd, 1,5 cm széles és 1 mm vastag miianyag vonalzé egyik végét rogzitjiik, a mésik végéhez
pedig egy 200 g tomeg( testet erdsitiink. A test tomegéhez képest a lemez tomege elhanyagolhatd. A lemez
végét a ra rogzitett testtel egylitt kissé kitéritjiik, majd magdra hagyjuk. A kis kitérések esetén 1étrejovo
harmonikus rezgémozgas rezgésidejét 0,7 s-nak mértiik. Adjuk meg a vonalzé anyaganak Young-modulusat
N/mm?-ben!

A vonalzé anyaganak Young-modulusa (N/mm?):

4. Ismeretlen anyag torziémodulusanak meghatarozasa céljabdl egy 50 cm hosszisdgud, 2 mm atméréjd huzalt
készitiink, amelynek a végére egy 40 cm hosszu és 0,5 kg tomeg(, henger alakt, homogén rudat erdsitiink.
A huzalt a rud kozepéhez kotjiik gy, hogy a rud vizszintes helyzettii legyen. A rudat rezgésbe hozva
megmérjiik a rezgésidét. Mennyi az anyag torziémodulusa N/mm?-ben, ha T' = 1's rezgésidét mértiink?
(6= 1—12mL2)
A torziémodulus nagysdga (N/mm?):
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19. Rezgémozgas 1.

19.1. feladat: Egy ,bungee jumping" ugras utdn az ugré a gumikotélen 5 m amplitadéju, 0,125 Hz frekven-
cidju harmonikus rezgémozgast végez. Az idémérés kezd6pontjat valasszuk meg ugy, hogy a kezddéfazis
o = 0 legyen. Hatarozzuk meg az ugrd kitérését és sebességét a kovetkezd idopillanatokban:

a) 0,25s,b) 0,5sésc) 1,0s.

Megoldéas: A rezgések korfrekvencidja:
wo=27f =0,257s L.
A rezgések kitérés — ido fliggvénye és sebesség — id6 fliggvénye a kdvetkezd alakban irhatok:
x(t) = A - sin (wot + ¢o) = 5 - sin (0,257t),
v(t) = woA - cos (wot + ¢o) = 1,257 - cos (0,257t).

Helyettesitsiik a fenti 6sszefiiggésekbe a feladatban meghatédrozott idépillanatokat!

a)

z(t=0,255) =0,98m, v(t=0,25s)=3,85m-s!
b)

z(t=0,50s) =1,91m, v(t=0,50s)=3,63m-s!
)

z(t =1,008) =3,54m, v(t=1,008)=2,78m s !

Megjegyzés: Ne feledkezzlink meg arrdl, hogy a szogfliggvények argumentumaban szereplé mennyiségek
radidnban értenddek!
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19.2. feladat: A széndioxid molekula egyszertien modellezhet6 tigy, mint hdrom golyd, amelyek egy egyenes
mentén helyezkednek el kozépen a szén atomjdval, mikézben a szén- és oxigénatomok kozotti kdlesonhatds
leirhaté egy — egy linedris rugder6vel. (Az ilyen molekuldk rezgései elnyelik az infravoros hésugarakat, és ez
a folyamat is hozzdjarul a globdlis felmelegedés jelenségéhez.)

A széndioxid molekula egyik rezgési médusa gy modellezhetd, hogy a szénatom egy helyben all, mig a két
oxigénatom harmonikus rezgémozgast végez ellentétes irdnyban. Ha az effektiv ,rugddllandd" 1,7kN - m~—1!,
mekkora a rezgési frekvencia?

Megoldas: A vizsgélt modellben a szén atomja all. Ezért a két oxigénatom ugy mozog, mintha egy — egy
rugdn rezegnének egymastol fiiggetlentil.

e === e =

19.1. dbra. A széndioxid molekula modellje

Az oxigén relativ atomtomege a Mengyelejev — féle periédusos rendszer alapjan Mo = 16 g - mol'. Egy mél
anyagmennyiség mindig N4 = 6 - 10?3 elemi 6sszetevét tartalmaz, ami ez esetben oxigénatom. Tehdt egy
oxigénatom tOmege:

Mo

—~ =267-10"%0kg.
N 67-10 g

mo =

Mivel a szénatom és oxigénatom kozti er6hatast modellez6 rugderd D effektiv ,rugéallanddja" ismert, igy
irhatjuk, hogy a v rezgési frekvencia:

1 /D
— = 4-10"3Hz.

V= —
2r VvV m
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19.3. feladat: Tekintsiink egy 0,2 kg tomeg testet, amelyik egy rugén harmonikus rezgéseket végez. Ha a
test tomegét megnoveljiik, akkor a periddusidé 20 % — kal névekszik meg. Mekkora volt a tdmegnovekedés?

Megoldas: Jeldlje Ty a tomegnovekedés nélkiili esetben a rezgések periddusidejét, mig 7' a rezgések
periddusidejét, amikor a megnoévelt tomeg( test rezeg.

Ezek a periédusidok kifejezheték a rezgb tomeggel és a D direkcids dllandéval:

mo
Ty = 2my |20
0 a Da

mg + Am
Tl =27 OT
Am a keresett tomegnovekedést jeloli.
A feladat sz6vege alapjan:
LR
o

A fenti egyenletbe helyettesitve a periddusidéket meghatarozo 6sszefiiggéseket azt kapjuk, hogy:

Am T
142 2L,
mo TO

Innen Am kifejezhetd.

7
Am = ( —5 —1]-mg = 0,088kg.
i
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19.4. feladat: Egy rugdét a plafonon rogzitiink és tigy légatunk le, hogy a mésik végére egy testet akasztunk.
Ez a test, mig egyensulyba nem Kkeriil, a nydjtatlan rugét d hosszal nyujtja meg. Ha a rugo6t tovabb nyujtjuk,
majd elengedjiik, akkor a végére akasztott test 1,04 s periédusidejii harmonikus rezgéseit figyelhetjiik meg.
Mekkora volt a rugd d megnyulasa?

Megoldas: A test akkor keriil egyenstlyba, amikor a gravitacids vonzast kiegyenstilyozza a rugé tartdereje,

azaz:
mg = Dd,
ahonnan: mg
D=—.
d

A test rezgéseinek periédusidejét meghatarozhatjuk a test tomegébdl és a rugd direkcids allanddjabdl a

kovetkez6 modon:
[T

A periodusidét meghatarozo osszefliggésbe helyettesitsiik a direkcios allandoéra kapott fenti 6sszefiiggést.
Egyszerlsitések utan (melyek soran kiesik a test tomege is!) kapjuk, hogy:

T() =27 g
g

Innen a keresett d megnytilds mar meghatdrozhato:

_ 9T _
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19.5. feladat: Egy vizszintes rugé egyik végét rogzitjiik, a masik végéhez pedig egy 0,23 kg tomegti légparnds
kocsit kapcsolunk. Ez a kocsi a vizszintes sikon stirlédds nélkiil mozoghat. A rugéallandé 25N - m~!.
A kocsi tetején egy 0,11 kg tomegt(i fakocka foglal helyet. A kocsi és a fakocka kozti tapadasi surlédési egyiitt-
haté értéke 0,14.
a) Amikor a két test egyiittesen rezeg a rugén, mekkora a rezgéseik periédusideje?
b) Legfeljebb mekkora lehet a rezgések amplituddja, ha azt akarjuk, hogy a fakocka ne csusszon meg a
légparnas kocsi tetején?

Megoldas: a) Amikor a két test egyiittesen mozog, akkor a kialakuld rezgések periddusideje:

Ty = QW,/W —0,73s.

my, - a légpéarnds kocsi tomege, m - fakocka tomege, D - rugééllandé

2

F
—HH—
L

i

19.2. 4bra
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b) A fakockat a tapadasi surlédas mozgatja egyiitt a 1égparnas kiskocsival. Ez biztositja a fakocka azonos
gyorsuldsat a kocsival. (Lasd 19.2. abrat!)

A tapadasi surléddsnak azonban van egy maximalis értéke, amit a p tapadasi sturlédasi egyiitthato, valamint a
surlodé feliileteket 6sszenyomo er6 hataroznak meg:

F" = pomysg = 0,15N.

Amikor a rendszer A amplitiddju rezgéseket végez, akkor a maximalis gyorsulds értéke:

472
amax:W(Q]A:FA
0

A tapadasi sturlédasnak a fakocka ezen gyorsuldsat is biztositania kell. Ez addig lehetséges, mig az ehhez
sziikséges erd kisebb vagy egyenl6é mint a tapadasi surlédasi er6 maximuma, azaz:

472
mf'F'ASMOmfg
0
Innen az aplitiddra a kovetkez6 korlatozast kapjuk:

pogTy
A<
Y 2

= 0,019 m.

Tehat a fakocka addig nem csuszik meg a 1égparnds kocsi tetején, mig a kozos rezgések amplitiddja el nem éri
az 1,9 cm-t.
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19.6. feladat: Egy dugattyu fliggbleges, 5 Hz frekvencidju harmonikus rezgéseket végez. A dugattyt tetejére
egy pénzérmét helyeztiink.
Legfeljebb mekkora lehet a dugattyt rezgéseinek amplitiddja, hogy a pénzérme ne kezdjen el ,,cs6rémpolni"
a dugattyan?

Megoldas: A pénzérmét a dugattytihoz az érmére haté gravitacids er6 nyomja, melynek nagysaga:

Fy =myg.

Az érme és a dugattyu addig érintkeznek (azaz nincs csérompolés), amig a dugattyd gyorsuldsa kisebb, mint a
gravitacids gyorsulds:
aq < g.

Mivel a dugattyt harmonikus rezgémozgast végez, ezért gyorsuldsa minden pillanatban valtozik. Legnagyobb
a mozgas sz€ls6 helyzeteiben lesz. Ennek a maximalis gyorsulasnak a nagysaga:

amw:wg'A:élﬂQfQ‘A.

Tehat addig nem cs6rompol a pénzérme a dugattyin, amig a rezgés maximalis gyorsuldsa is kisebb mint a
gravitdcids gyorsulds, azaz:
42 f2 . A< g.

A fenti Osszefiiggésbdl a rezgések amplitudéjara kapunk korlatozast:

9

Tehat a pénzérme mindaddig nem fog csérompolni a dugattyu tetején, mig a dugattyd rezgémozgasanak
amplitiddja kisebb lesz mint 1 cm.
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19.7. feladat: Egy rezgé test tomege 1,06 kg, és egy 94N - m~! direkcids dllandéju rugdn rezeg 0,56 m amp-
litadoval.
a) Hatdrozza meg a rendszer mechanikai energidjat!
b) Hatdrozza meg a rezgd tomeg sebességét akkor, amikor annak az egyensulyi helyzett6l mért kitérése
—0,21m!
c) A teljes mechanikai energia hany szazalékat teszi ki a mozgasi energia akkor amikor a rezgd test egyensulyi
helyzettél mért kitérése 0,5 m?

Megoldas: a) A rezgd rendszer 6sszes mechanikai energidja meghatarozhaté a rezgo rendszer amplituddja,
valamint a rugo direkciés allandéja alapjan:

1
Ey= 5D CA%=14,747J.
b) Amikor a rezg6 tomeg egyensulytol mért z kitérése kisebb mint az amplitidé, akkor a teljes mechanikai

energia egy része mozgasi energia, egy része pedig rugalmassagi potencialis energia, tehat:

1 1
Ey = imv% + §Dx%

Innen az adott kitéréskori sebesség meghatarozhatdé:

2Ey — Da?
vl = OT:L‘l == 4,89111-8_1.

c)Amikor a test kitérése x5 = 0,5 m, akkor a mozgdsi energia:
Lo o
B}, = By — 5 Daj = 2,99J.

Ez a mozgasi energia a teljes mechanikai energia

E
Ejo, = 100 - =X = 20,3 %-a.
Ey
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19.8. feladat: Egy 0,16 kg tomeg(i jégkorong surléddsmentesen csuszik a jégen 5,5m - s~! sebességgel. Ez a
korong nekititk6zik egy 15N - m~! direkcids allandéju, vizszintes rugd végének, és hozzdragad.
Hatarozza meg a kialakulé harmonikus rezgések amplitudéjat és periédusidejét!

Megoldas: Amikor a korong nekiiitkozik a rugéd végének, akkor mozgéasi energidja rovdsara elkezdi
Osszenyomni a rugoét. Ez addig tart, amig a korong 0sszes mozgdsi energidja az elvégzett deformaciés munka
altal at nem alakul a rugé rugalmassagi potencidlis energidjava, azaz:

1 2 1 2
imk’Uk, = iDA:EO

/ 2
mpv
Aﬂfo == Tk == 0,57m

Ezutan a rugo elkezdi visszafelé gyorsitani a hozzaragadt tomeget. Ennek az egyenstilyi helyzeten val
athaladdskor lesz maximaélis sebessége, melynek nagysdga éppen 5,5m - s~!. Azaz jél l14thatéan egy
harmonikus rezgémozgas alakul ki, melynek amplitidéja:

Ebbdl az 6sszenyomddds mértéke:

A=Axy = 0,57 m.

A periodusidét a rezgd tomeg €s a direkcids allandd hatarozzak meg a kovetkez6 Gsszefiiggés szerint:

my
Ty =2my/ — = 0,65s.
0 ™ D ,008
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Gyakorl¢ feladatok

1. Egy 10N - m~! rugééllandéji rugdn 2 kg témegti test rezeg 10 cm - es amplitiddval.
a) Mekkora a kialakul6 rezgések maximalis sebessége? (SI egységben mérve.)
A maximadlis sebesség (m/s):

b) Mekkora a kialakuld rezgések maximalis gyorsulasa? (SI egységben mérve.)
A maximadlis gyorsulés (m/s%):

2. Egy 250N - m~! rugdéllandéji rugd egyik végére 2 kg tomegti testet akasztunk. A rugd masik végét a
plafonhoz rogzitjiik. A testet egyenstlyi helyzetébdl kitéritjiik, majd magara hagyjuk. Mekkora a kialakuld
rezgés periddusideje? (SI egységben mérve.)

A rezgés periddusideje (s):
3. Egy 0,5 kg tomegt test 2s - os harmonikus rezgéseket végez 2 cm - es amplitiddval.

a) Mekkora a direkcios alland6? (SI egységben mérve.)
A direkcids allandé (N/m):

b) Mekkora a test sebessége akkor, amikor pillanatnyi kitérése 1 cm? (SI egységben mérve)
A test pillanatnyi sebessége (m/s):

4. Egy 50N - m~! rugééllandéji rugd egyik végére 2kg tomegli testet akasztunk. Ha testet rezgésbe hozzuk,
mennyi idébe telik, mig egyensulyi helyzetébdl el6szor éri el a maximalis kitérést dllapotot? (SI egységben
mérve.)

A keresett idGtartam (s):
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20. Rezgomozgas II.

20.1. feladat: Egy ingadra ingdjdnak hossza a hétdgulds miatt 5 - 10~° relativ megnyuldst szenvedett el.
Mennyit késik, vagy siet ez az éra ennek kovetkeztében egy nap alatt?

Megoldas: Az ingadra miikodési elve a kovetkez6: egy teljes lengés utdn a masodpercmutatd egyet ugrik
el6ére. Tehat amikor az 6ra pontosan jar, akkor egy nap alatt 86400-at ugrik a masodpercmutatd, ami ez esetben
pontosan 86400 mdsodpercnek felel meg.

Egy ly hosszusdgu matematikai inka lengésideje a kovetkez6 mddon fligg az inga hosszatol:
lo

To=2m-4/|—,
g

g - a gravitacids gyorsulas.

Ha az inga hossza megnovekszik Al értékkel a h6tagulas miatt, akkor lengésideje is valtozik:

lo + Al
T = on. [T
g

5—,/1+H—1+2510—5
TO_ lO - ) ’

ahol ZA—OZ = 5-107° - a relativ megnytilds.

Képezziik a két id6 hanyadosat:

Lathato, hogy a hosszabb inga esetében a masodperc mutatd egy elére ugrasa nem masodpercenként, hanem
(14 2,5 - 10~°) mdsodpercenként kovetkezik be.
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Tehat mig a masodpercmutaté 86400 - at ugrik, addig valéjdban — a hosszab inga miatt:
(1+2,5-107°) - 86400 = 86402's

telik el.

Ez azt jelenti, hogy az adott h6tdgulas miatt az ingadra 2 masodpercet késik. Egy nap elteltét mutatja, pedig
mar 2 masodperccel tobb id6 telt el!

1

20.2. feladat: 1,1kg tomeg( test csillapitott rezgémozgdst végez. A direkcids dllandd 9,25N - m~", a csil-

lapitasi tényezd pedig 5,55 .

A kialakulé mozgas a csillapitott rezgések melyik csalddjaba tartozik?

Megoldas: Hatdrozzuk meg a rezgd test sajat korfrekvencidjat:

D -1
Wy = 7:2’95 .
m

Mivel a megadott csillapitdsi tényezé (3 = 5,55~ !) lényegesen nagyobb mint a sajat kérfrekvencia, igy a
kialakulé csillapitott rezgés az erdsen csillapitott mozgdsok csaladjaba tartozik.

20.3. feladat:  0,5kg tomegti test csillapitott rezgdmozgast végez. A direkcids dllandé 12N - m~!. Azt
tapasztaljuk, hogy a rezgések amplitidéja 12 rezgési periodusnyi id6 alatt csékken a felére. Mekkora a
csillapitdsi tényez6?
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Megoldas: Elbszor hatarozzuk meg a rezg6 rendszer sajat korfrekvenciajat:

/D
wo=1/— =4,9s"%
m

A csillapitott rezgések korfrekvencidja a csillapitas miatt kisebb lesz, mint a sajat korfrekvencia:

s = \Juf = 52 = 2T

ahol T, - a csillapitott rezgések peridédusideje.

A kezdeti amplitido csillapodéds miatti megfelez6désének ideje a feladat szovege alapjan:
27

Vegyiik figyelembe az amplitidé csillapoddsanak exponencialis jellegét!

% _ Ay e T2

Tyjy=12-Tos =12

Az el6z6 egyenlet logaritmizaldsa utan:
27

1H2 = /BTl/Q = 12ﬁ

Innen a csillapitasi tényezo (3) kifejezheto:

n?2
f=_—0 1 — 10,0455,
57672 1 (In 2)2
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20.4. feladat: Hatdrozza meg a kis csillapitdsu, csillapitott rezgések egy periddusa sordn elveszitett mecha-
nikai energia hanyadat!

Megoldas: Az Aj kezdeti amplituddju csillapitott rezgés Osszenergidja a mozgas kezdetekor:
Lo a2
EO - §DAO

A csillapitott rezgések periddusideje:

21
Tcs = T

Y
Vwi — 32
ahol wy - a csillapitatlan rezgések sajat korfrekvencidja, 3 - a csillapitési tényezd.

A rezgés energidja egy csillapitasi periédus utan:

1 1
By = 5 DA} = DDAG e 2 Tes = Fy . 72 Tes,

Az egy csillapitasi periddus soran bekovetkez6 mechanikai energiacsokkenés kezdeti 6sszenergiahoz mért

hanyada:
Ey— F E 2
5E1:01:1—1:1—exp<—7rﬁ>.

Ey Ey Vws — 32

20.5. feladat: Egy 250N - m~! direkciés dllandéju rugé 4ll fiiggblegesen a talajhoz rogzitve. A rugd szabad
végére raejtiink egy 2,15 kg tomegl testtet a rugd ezen végétol szamitott 25 cm — es magassagbol tigy, hogy a
test hozzaragad a rugd végéhez.

a) Milyen mértékben nyomddik 0ssze a rug6?
b) Mekkora lesz a kialakul6 rezgések amplituddja és periodusideje?
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Megoldéas: a) A 20.1. abra alapjan irjuk fel a kiindula
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si allapot (bal oldali abrarész), valamint a maximalisan

0sszenyomott rugé allapota (jobb oldali &brarész) kozott a mechanikai energia megmaradasanak tételét!

®

<

D

—

Hili—e

D

20.1. abra. Rugdra szabadon esé golyo esete

1
mgh + mgAl = 5DAF

Az energiamegmaradas torvényét nullara rendezve egy masodfoku egyenletet kapunk Al - re.

1
§DAZ2 —mgAl —mgh =0

Az el6z6 egyenlet megoldasai:

mg | \/m2g2 + 2Dmgh
Al)1 g = — £
( )172 D D ?
Al =0,3m, Al =-0,14m.

A negativ 6sszenyomddas (Als) fizikai megfontoldsok alapjan kizarhaté.
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b) Az amplitudo az egyensulyi dllapottol mért maximalis kitérés. A golyd egyensulyi helyzetét a rugén az
hatarozza meg, hogy a rugdra helyezett golyo sulyereje a rugoét addig nyomja 6ssze, amig az ébredo, a
sulyerével ellentétes iranyu rugderd nagysdga egyenl6é nem lesz a sulyeréével. Azaz:

mg = DAlp.

Innen:
Alp = 0,08 m.

Az kialakul6 rezgések amplitiddja a maximalis 6sszenyomodas és az egyensulyi 6sszenyomaddas kiilonbsége:

A= All — Alo = 0722 m.

m
Ty = 24 /5 =0,58s.

A rezgések periddusideje pedig:

20.6. feladat: Egy 1,5 kg tomeg(i pontszertinek tekinthet6 test az F'(x) = 10e®” —20 er6fiiggvény hatasa alatt
mozog. Hatdrozza meg a test kis amplitiddju rezgéseinek periodusidejét! (Minden mennyiség SI mérték-
egységekben tekintendd.)
Megoldas: Elészor az egyensulyi helyzeteket kell meghatdrozni. Ehhez a
10¢*” — 20 = 0
egyenletet kell megoldani. Az egyensulyi helyzetek koordinatai:

r1=vVIn2, x9=-—VIn2.
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Rezgés azon egyensulyi helyzet koriil alakulhat ki, amelyik egyenstilyi helyzet stabil, azaz az eréfiiggvény
derivaltja ebben az egyensulyi helyzetben negativ. Az eréfiiggvény derivaltja:

F'(z) = 20z - e’
F'(z1)=333N-m ' >0, F () = —333N-m ' <0.

Tehat az x5 koordinatdju egyensulyi helyzet koriil alakulhatnak ki rezgések. Amennyiben ezek a rezgések kis
amplituddjuak, akkor korfrekvencijuk:

F'(2)

wo =1/ — =471s" L

A korfrekvencia alapjan a periédusidé pedig:

2
Ty = & — 1.33s.
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Gyakorl¢ feladatok

1. Egy fonalinga hosszat 10 % - kal megnéveljiik. Hany szédzalékkal n6 a lengésid6?
A lengésid6 novekedése (%):

2. Egy csillapitott rezgémozgas Osszenergidja 10 s alatt csokken a felére. Mekkora a csillapitdsi tényez6? (SI
egységekben mérve.)
A csillapitasi tényezd nagysaga (1/s):

3. Egy 2kg tomeg( test az F'(z) = 22 — 1 er6 hatésa alatt mozog.
a) Mekkora azon egyensulyi hely koordindtdja, amelyik koriil rezgések alakulhatnak ki? (SI egységekben
mérve.)
Az egyensulyi hely koordinataja (m):
b) Mekkora a kialakulé kis amplitudéju rezgések periédusideje? (SI egységekben mérve.)
A kis amplitudoja rezgések periddusideje (s):
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21. HullAmmozgas

21.1. feladat: Egy 0,75m hosszt, egyenletes tomegeloszlast fémhtr linedris témegstirtsége 2,51 - 10~* kg -
—il

m .

a) Hatdrozza meg az alaphang hullamhosszat ezen a htiron!

b) Ha azt szeretnénk, hogy a htr alaphangjanak frekvencidja 256 Hz legyen, mekkora erével kell fesziteni a

hurt?

Megoldéas: a) Mivel az alaphang ezen a hiron egy olyan dll6hulldm, amely )y hulldmhosszdnak fele pontosan

megegyezik a hur L hosszaval, igy:

2y,
2

Ezt atrendezve az alaphang hullamhosszara a kovetkez6t kapjuk:

M=2-L=15m

b) Az alaphang hullamhosszat, mint azt el6bb lathattuk, pusztan csak a hur hossza hatdrozza meg. Az
alaphang vy terjedési sebessége a htir mentén viszont fiigg a htr p linearis tomegstirtiségétdl valamint a hurt
feszit6 T er6tdl is a kovetkezd tanult Osszefliggés szerint:

T
CcCo = —.
o

Ugyanekkor a terjedési sebesség teremt kapcsolatot a frekvencia és hulldmhossz kozott:
co = Ao - fo-

Az el6z6 két Osszefliggést Osszevonva, és abbdl a feszitéerdt kifejezve, megkapjuk az el6allitandé alaphang kért

frekvencidjat meghatarozo feszitéer6t:
T=p- )\ f&=37N.
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21.2. feladat: Egy orvosi ultrahang berendezésben 4,8 MHz frekvencidju ultrahangot hasznalnak.

a) Hatdrozza meg ennek az ultrahangnak a hullamhosszat levegében, ha a hangsebesség ebben a levegében
340m-s~ L.

b) Hatdrozza meg ennek az ultrahangnak a hulldmhosszat az izomszovetben, ha a hangsebesség ebben a
kézegben 1580m - s~ L.

¢) Varhatéan mekkora lesz az izomszovetrdl késziilt ultrahangfelvétel térbeli felbontasa?

Megoldas: a) Mivel a hullamhosszat egyértelmtien meghatarozza a hullam terjedési sebessége és a

frekvencia, igy:

Aoy, = €% —71.10"5m,

Jo

b) mig az izomszovetben:

Aizom = 2™ _ 33,10~ m.
Jo
¢) Mivel a hullamokkal torténé képi megjelenités térbeli felbontasanak a targyon térténé hullamelhajlas szab
hatart, ami akkor valik jelentéssé, amikor a hullamhossz és a leképezett targy mérete egy nagysagrendbe
esnek, ezért az izomszovetrol késziilt ultrahang felvétel elvi térbeli felbontdsa ebben az esetben a milliméter
néhany tizede.

21.3. feladat: Két, egymadssal szembeforditott hanszérébdl ugyanaz a 86 cm hulldhoszzusagu hang szdl.
Amikor a hangszorék kozott pontosan kozépen allunk erdsitéses interferenciat tapasztalunk. Mennyivel kell
elmozdulnunk az egyik hangszéré irdnydban ahhoz, hogy az els6 kioltasi helyet megtaldljuk?

Megoldas: Jeloljiik a keresett elmozduldst A-val. Ekkor az egyik hangszéréhoz ennyivel kozelebb, mig a
masik hangszérotdl ennyivel tdvolabb keriiliink. Tehat a hangszordktol a hang dltal megtett utak kiilonbsége
éppen 2 - A lesz.
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Az els6 kioltési helyet ott tapasztaljuk, ahol az ttkiilonbségre a hulldmhossz fele éppen egyszer fér ra, igy:

Tehat a keresett elmozdulas:

21.4. feladat: Két hegediin ugyanazt az ,, A" hangot jatszdk. Az egyik hegedi helyes hangolasu, igy a keltett
hang 440 Hz frekvencidji, de a masodik heged kicsit elhangolddott, igy a rajta keltett hang frekvenciaja
439,6 Hz. Milyen lebegési frekvencidt hallanak ilyenkor a zenészek?

Megoldas: A lebegési, vagy liiktetési frekvencia a két, kicsit kiilonb6zé frekvencia kiilonbsége:

Ji=/fi— fo=0,4Hz.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a zenészek 10 masodperc alatt négyszer érzékelik a hegediik egyiittes
hangintenzitasanak lecsokkenését, majd feler6sodését.

21.5. feladat: Alléhullamot keltiink egy 78 cm hosszti hiron. Azt tapasztaljuk, hogy a keltett hulldm harom
duzzadohellyel rendelkezik a rogzitett végek kozott.

a) Mekkora az alléhullam hullamhossza?

b) Mekkora az 4l16hulldm fazissebessége és frekvencidja, ha a htr linedris toémegstir(isége 3,86 - 1075 kg-m~!,
és a haurt feszit6 erd 10,2 N?
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Megoldas: a) Mivel a két rogzitett vég kozott harom duzzadodhelye van a kialakult alléhullamnak, ezért a hur
L hosszara a kialakult all6hullam A hulldmhosszanak fele haromszor fér ra, azaz:

A
L=3.-Z.
2
Az el6z6ek alapjan:
2
A= 3 L =52cm.

b) A keltett all6hullam fazissebessége:

CcC =

T 10,2
=/ F— =5l4m s,
[ 3,86 - 107

C

f= Y= 988,5 Hz.

mig a frekvencidja:
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Gyakorl¢ feladatok

1. Viz felszinén 10 Hz frekvencidval keltiink hullamokat. Ezen hulldmok hulldmhosszat 2 centiméternek
mérjiik. Mekkora sebességgel terjednek a viz szinén ezek a hulldmok m/s - ban mérve?
A viz felszinén terjed6 hullamok sebessége (m/s):

2. Egy tengeralattjdr6 65 m - rel a viz alatt mélységmérést végez ultrahanggal. A tengerfenék fel¢ 1530m - s~ !

sebességgel hanghulldmokat sugaroznak. Azt tapasztaljak, hogy a ,,visszhang" 0,86 s mtlva ér vissza.
Milyen mély ezen a helyen a tenger?
A tenger mélysége (m):
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22. Hangtan

22.1. feladat: Négy méterre egy hangszoérétdl a hangintenzitds 6,2 - 1075 W - m~2.

(a) Mekkora az intenzitdsszint ebben a pontban?

(b) Mekkora a hangszéré altal sugarzott teljes teljesitmény?

(c) Milyen tavolsadgban kell allni ett6l a hangszorétdl ahhoz, hogy a hang intenzitdsdnak szintje 58 dB — re
csokkenjen?

Megoldas: a) Az intenzitdsszint definiciéja alapjdn az I; = 6,2 - 10> W - m~?2 intenzitdsnak megfelels
intenzitdsszint:

I
ny=10- logI—; = 77.9dB

ahol Iy = 107?W-m~2.

b) Ha A; feliileten merélegesen P teljesitmény halad keresztiil, akkor az intenzitds ezen a feliileten:

P

I = —.
1 A

Mivel a hangsz6ré méreteinél az Ry = 4 méteres tavolsag vélheten sokkal nagyobb, ezért ebbdl a tavolsagbdl
a hangszorét pontforrasnak tekinthetjiik. Ekkor a hang egy R; sugaru gombfeliileten halad keresztiil, azaz:

P

L =——.
! 47T'R%

Ebbdl a teljesitmény kifejezhetd:
P=4n-R? I, = 12,5mW.
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¢) Az ny = 58 dB intenzitasszintnek megfelel6 I, intenzitas:
Ip=1o-101 = 6,31-1077W-m™2.
Ilyen intenzitds egy Ro sugart gombfelszinen alakul ki. Ezért:

P
47 R3S

/| P
Ry = ir - I = 39,7m.

I

Innen Ry kifejezhetd:

22.2. feladat: Egy liveghengerben taldlhato viz felett levegé van. Ha az iiveghenger szadjahoz egy rezgé
hangvillat helyeziink, akkor a hengerben taldlhaté viz szintjének valtoztatdsaval a henger szdajanal hallhaté
hang intenzitdsa is valtozik. Amikor ez az intenzitds maximadlis, akkor a hangvilla és a vizfelszin kozott
alléhullam alakult ki. Ezt a jelenséget hangsebesség mérésére is ki lehet hasznalni.

Az egyik mérés soran, amelyben 510 Hz frekvencidval rezgé hangvillat hasznaltunk, azt tapasztaltuk, hogy
a henger szdjandl hallhaté hang intenzitdsa maximalisra n6tt minden alkalommal, amikor a vizszint tijabb
33,5 cm - rel csokkent. Mekkora volt a vizsgalt hang sebessége?
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PRI

22.1. abra. Egy hangsebességmérési eljdrds elvi dbrdja

Megoldas: A vizoszlop felett kialakul6 4dlléhulldmnak csomdpontja kell legyen a viz felszinén és duzzadohelye
az iiveghenger szdjanal. (Lasd. 22.1. 4brat) A vizfelszin szintjének csokkenésekor akkor hallunk maximalis
intenzitdst, amikor a kialakult levegéoszlop L hossza éppen egy félhulldimhosszal n6 meg.

Ezért:
A=2-AL=67cm.

Mivel a frekvencia ismert, igy a hangsebesség most mar kiszamolhato:

c=v-A=341,Tm-s %
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22.3. feladat: Egy sziréna 470Hz frekvencidju figyelmezteté hangjelzést ad le. Mekkora sebességgel
kozelitiink auténkkal a sziréndhoz, ha ezt a figyelmeztetést mi 510Hz frekvencidjunak halljuk? (A
hangsebesség értéke 340m - s~1.)

Megoldas: Ha egy hangforrdshoz v,, sebességgel kozelit egy megfigyeld, akkor az 1y magasabb frekvencidt
észlel az alabbi Osszefiliggés szerint:

V1 =1 <1 + Uﬂ) s
&
ahol ¢ - a hangsebesség.

Innen a megfigyel6 v, sebessége kifejezheto:

VU = (”—1) c=289m-s L.
Vo
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Gyakorl¢ feladatok

1. Egy hanghulldm intenzitdsa 10~7 W - m~2. Mekkora az ehhez tartozé intenzit4sszint?
A keresett hangintenzitasszint (dB):

2. Egy heged( G hurja 60 cm hosszu. A rajta kialakul6 alaphang frekvencidja 196 Hz. Mekkora sebességgel
terjed ezen a huron a hanghulldm? (SI egységekben mérve.)
A hanghullam terjedési sebessége (m/s):
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23. A fény és optikai jelenségek

23.1. feladat: 1,6 torésmutatdju tivegbe monokromatikus fénysugar 1ép be. Hany hullam talalhaté 1 mm-en
az livegben, ha vdkuumban a fény hulldmhossza 800 nm? Megvaltozik-e a fény szine?
Megoldéas: Az iiveg torésmutatdja vakuumra vonatkoztatva van megadva (relativ torésmutatd). A
torésmutato a fény kozegbeli terjedési sebességével felirhatd:
Cy
Niw = —-

Cii

A fény terjedési sebességét a hulldimhosszal felirva és az el6z6 Osszefiiggésbe beirva a kovetkezot kapjuk:

c=A-f.
Cy Ap - f Av v 800 nm
n v W = . 16 500 nm
Egy milliméteren talalhat6é hulldmok szama:
lmm  1mm 10~3m

= 2000.

Sz =

i 500nm _ 500-10—9m

A fény frekvenciaja allandé minden kozegben, ezért a fény szine nem valtozik meg.
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24. A fényvisszaverddés és a fénytorés

24 1. feladat: Egy siktiikor tlikrozé feliiletével felfelé, a vizszintessel 15°-0s szoget bezdrva fekszik. Egy
fénysugar fliggélegesen esik a tiikorre. Mekkora szoget zar be a visszavert fénysugar a a vizszintessel?

Megoldas: Az dbra alapjan a megoldas konnyen adédik.

24.1. dbra. Magyardzd dbra a 24-1. feladathoz.

A kérdéses szog: 60°.



E lecke oldal

24.2. feladat: Tiszta vizi medencében egy 2 m magas, fliggdleges oszlop all ugy, hogy a viz teljesen ellepi.
Milyen hosszt az oszlop arnyéka, ha a vizfelszinre es6 napsugarak a fiiggélegessel 50°-os szoget zarnak be?
A viz levegére vonatkoztatott torésmutatdja 1,33.

Megoldas: A torési torvény felhaszndldsdval a torési szog kiszdmithato:

sin « sinav  sin 50°
sng v sinf = =gy O

A tOrési szog ebbdl: § = 35,17°.

50°

24.2. dbra. Magyardzd dbra a 24-2. feladathoz.

Az abra alapjan irhatjuk:
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tanﬁz% = z=I[-tanf =15 tan35,17° = 1,057 m.

24.3. feladat: A viz feliiletén 1,4 torésmutatdju olajréteg van. Szamitsa ki a torési szoget a vizben, ha az
olajrétegre 35°-0s beesési szoggel érkezik a fénysugar! A viz torésmutatdja 1,33.

Megoldas: A fénytorés torvényét felirva a keresett szog meghatarozhato.

24.3. dbra. Magyardzé dbra a 24-3. feladathoz.

sin « sina  sin35°
= = i = = = 0,41.
sin 8 o sin.3 N 1,4 ’
i 1,4
S0 o= o sy —sing- " =041 1L 043,
sin vy No Ny 1,33

A keresett sz0g tehdt v = 25,5°.
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90°

24.4. 4bra. Abra a 24-4. feladathoz.

24.4. feladat: Az abran lathaté médon fénysugar érkezik egy 1,3 torésmutatdju tivegkocka bal oldali lapjara.

A beesés sikja fiigg6leges. Mekkora az a legnagyobb beesési szog, amely esetén teljes visszaver6dés 1ép fel a
kocka felsd, vizszintes lapjan?

Megoldas: Az abra jeloléseit haszndlva a hatarszog nagysagat a kovetkezo egyenlet adja meg:

1
SiNYpat = — = Yhat = 50,28°.
1,3
Az oldalso lapon beesé fénysugdrra felirva a fénytorés torvényét, az alabbi egyenletet kapjuk:
sin av
=1,3.
sin 3 ’

Mivel 8 + Ypar = 90° = 8 = 90° — Ypqr = 90° — 50,28° = 39,72°, a beesési sz0g meghatarozhato:
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sina=1,3-sinf = 1,3 -sin39,72° = 0,83
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24.5. feladat: Két, egyforma pohdr koziil az elsét vizzel (n, = 1,36), a masodikat olajjal (n, = 1,46) toltjiikk

meg. Ha a poharakra feliilr6l rdnéziink, melyiket latjuk mélyebbnek?

Megoldas: Feltételezve, hogy a pohar levegében van, az abra alapjan a vizzel telt pohdr esetében az alabbi

egyenletet irhatjuk:

sin «
. = Ny—|-
sin 8

Mivel feliilrél nézziik, az « és 3 szogek kicsik, igy irhatjuk:

Az é&bra alapjan:

A két egyenletbdl:

sina « Ty
- ~ = = Ny ] = —.
sing vt ng
x
tana%a:E,
T
tanf = = —.
BrB=7
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24.5. dbra. Magyardzo dbra a 24-5. feladathoz.

a h ny,

,3 - d - ny .
A pohér aljanak a folyadék felszinétdl valo latszolagos tavolsaga tehat:
_h
ny/ng

Ez a tavolsag az olaj esetében kisebb, tehat a vizzel telt pohar latszik mélyebbnek.

24.6. feladat: 4 cm vastag panparallel iveglemezre 60°-os beesési szog alatt fénysugarat ejtiink. A fénysugar
az livegben 5 cm hosszu utat fut be. Mennyi az iiveg torésmutatdja? Hany cm-t tolddott el a fénysugar?

Megoldéas: A fénytorés torvényét felirva:



E lecke E oldal

sin o

: — e
sin 3 it

A rajzon lathaté derékszog(i haromszog alsé, 3 szoggel szemkozti oldaldnak hossza: 3 cm. Irhatjuk tehat:

24.6. dbra. Magyardzo dbra a 24-6. feladathoz.

3
sin 8 = 5 B = 36,87°.

sinav  sin 60°
= o = = 1,44.
Ml sin 3 3/5 ’

A fénysugar eltoléddsa:
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sinfa — ) = —— = z=5cm-sin(a— ) =5cm-sin(60° — 36,87°) = 1,964 cm.

24.7. feladat: Egy téban uszkdlé buvér levegébuborékot bocsat ki. Hol bocsdsson vizszintes irdnyban kes-
keny lézerfényt a buborékra, hogy a 1ézernyalab eltériilése a vizszintes iranyhoz képest 80° legyen? A viznek
a levegore vonatkozé torésmutatdja 1,3.

Megoldas: Az &bra alapjan:

24.7. dbra. Magyardzo dbra a 24-7. feladathoz.

180° =100°4+2-2 =z =40°.

B=a+x=a+40°.

[rjuk fel a fénytorés torvényét:
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sin av 1
N =Nj—y =
sin 3 Np_1
sin o 1

sin(a +40°)  ny_;
sin av _ i
sin(a +40°) 1,3’
1,3 - sin @ = sin(« 4 40°),
1,3 - sina = sin a - cos 40° + sin 40° - cos a,
1,3 - sina = 0,766 - sin o + 0,643 - cos v,
0,534 - sina = 0,643 - cos a,

tan o 0,643
© 0,534
a =50,3°

24.8. feladat: Prizma lapjara 60°-os beesési szogben fénysugar érkezik, és a mdsik lapon kilép. A priz-
ma toroszoge 45°-os. Mekkora a fénysugar kilépési (torési) szoge, ha a fény terjedési sebessége a prizma
anyagéban 2 - 108 m/s?

Megoldéas: A prizma anyagéanak vdkuumra vonatkoztatott torésmutatdja:
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24.8. abra. Magyardzé dbra a 24-8. feladathoz.

c, 3-10%
= —=—>-=15.
S P T A
Az abra alapjan a fénytorés torvényét felirva:
sin « sina  sin60°
=np—y = sinf= = = B =23526"
sin 8 Mtp—v sin. 3 Np—v 1,5 B '

B =90° — 8 =90° — 35,26° = 54,74°.
v =180° — (B + 45°) = 180° — (54,74° + 45°) = 80,26°.
v =90° — 4 = 90° — 80,26° = 9,74°.

i 1
it = sind=siny-ny_, =sin9,74° 15 =02538 = §=14,7°.
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24.9. feladat: Fénysugdar egy része kvarckristdlyon megtorik, masik része visszaverédik. Mekkora a beesési
sz0g, ha a visszavert és a megtort fénysugdr meréleges egymasra? A torésmutatd 1,54.

Megoldas: A feladat Brewster-szoget kérdez:

sin o -
sinff
a+ [ =90°,
sin «v
—_——=n
sin(90° — «) ’

sin o

=tana=n=154 = o=57".
cos

24.10. feladat: Mekkora 3 szogben van a Nap a horizont felett, ha egy megfigyel6 a viz feliiletérol visszavert
fényt sikban polarizdltnak latja? A viz levegére vonatkoztatott torésmutatéja 1,33.

Megoldas: A polarizdcié akkor jon létre, ha a fénysugarak beesési szoge éppen a Brewster-szog.
tana=n=1,33 = «=53,06°.

A Nap latdszoge:
B=90°—a=90° — 53,06° = 36,94°.



E 16. 13.

Gyakorl¢ feladatok

1. A hélium-neon lézer fénye voros, hullamhossza leveg6ben 632,8 nm.
a) Mekkora a frekvenciaja?
b) Mekkora a hullamhossza 1,5 torésmutatdju iivegben?
¢) Mekkora a fénysebesség ebben az tivegben?

A frekvencia (Hz-ben):
A hulldmhossz (nm):

A fénysebesség (m/s):

2. Egy kozegbdl levegbbe jutdskor egy fénysugdr teljes-visszaver6dési hatarszoge 40°. Mekkora a kozeg
torésmutatdja a felhasznalt fény hullamhosszara vonatkozéan? Mekkora a fény fazissebessége a kbzegben?

A torésmutato:

A fazissebesség (m/s):

3. Planparalel iiveglemezre 45°-0s szogben fénysugar esik. Az {iveg torésmutatéja 1,5. Milyen vastag az liveg,
ha a fénysugar athaladds kovetkeztében 2 cm-rel tolédik el?

Vastagsag (cm):

4. Pistike egy t6 fenekén egy érdekes kavicsot pillant meg a sima viztiikron keresztiil 6°-os szogben, a
vizfelszin mer6legeséhez képest. Egy egyenes palcaval utana nyul, hogy megmozditsa, és a t6 fenekét a
kavicstdl 4 cm-re éri el. Milyen mély a td, ha a viz torésmutatdja 1,33?

A t6 mélysége (m):
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Egy prizma torésmutatéja /2, torészoge, pedig 75°. Mekkora lehet az a legkisebb beesési szog, melyre a
fénysugar még elhagyja a prizmat a masodik toréfeliileten?

A beesési szog °-ban:
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25. Fényhullamok interferenciaja

25.1. feladat: Monokromatikus, 400 nm hulldmhosszisdgu fénysugar esik egy 2 mm vastag iiveglemez sz€lsé
részére Ugy, hogy a fény egy része az iivegben, masik része vakuumban halad. Mekkora a faziskiilonbség az
tivegben haladé és a vakuumban haladé fényhullam kozott a kilépéskor, ha az {iveg térésmutatdja 1,6?

Megoldas: irjuk fel az egyes kozegekben haladé hulldmok egyenleteit:

Yu = A - sin {w(t—d>},
Cii

d
Yo = A - sin {w (t—)} .
Cy
[rjuk fel a faziskiilonbséget:

d d d
5:w<t—d)—w(t—d>:wd—w6{:2ﬁf-d—27rf‘“:27r>\—27r)\“.

Ci Cy Cy Cij Cv Cii v u
A térésmutatobol meghatarozhaté a fény tivegbeli )\, hullamhossza.

D W D W Ay 400 nm
ci  Mi-f M Y ngy 1,6 Hm

Nip—v =

2.1073 2.1073

5=2 _
T400-10-9 ~ “"250-10-9

= —2m - 3000 = —60007.
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25.2. feladat: Két koherens fényhulldmmal vildgitunk meg egy falfeliiletet. Ha a fényhulldmok tutkiilonbsége
1 pm, erésitést tapasztalunk. Az utkiilonbséget fokozatosan novelve, 1,25 um ttkiilonbség esetén teljes kioltas
jon létre. Mennyi a fény hulldimhossza?

Megoldas: Irjuk fel az erésités illetve kioltas feltételeit az ttkiilonbségekre a hullimhossz alapjan:
Erésités:
A31 =k- )\,

kioltas: \

Vonjuk ki az alsé egyenletbdl a felsot:

ASQ-ASlz(Qk—f-l)%—k')\:g

A
1,25 puym — 1 pym = 5

A
O,25um:§ = A =0,5pm = 500nm.
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26. Fényelhajlas

26.1. feladat: Két fényforrdst 2500 m tdvolsdgbdl néz valaki. A megfigyel6 szemének pupilldja 3mm at-
mér6jli. Ha a megfigyel6 szeme tokéletes volna, akkor a két fényforras megkiilonboztethetésége csak az elhaj-
las jelenségétol fiiggne. Milyen tavolsagra vannak egymastol a fényforrasok, hogy még elkiilonitve lehessen
latni azokat? (A fényforrds hulldmhosszat vegyiik 500 nm-nek.)

Megoldas: Az elhajlasi korong els6 maximumanak nyildsszogére igaz az aldbbi 0sszefiiggés:

A
ina =122 —.
sin v ) pi

A két fényforrast akkor tudjuk megkiilonboztetni, amikor az elhajlasi korongok éppen nem cstisznak

3 l X‘

26.1. dbra. Magyardzd dbra a 26-1. feladathoz.

egymasba (lasd az &brat), vagyis igaz a kovetkez6:
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X
tana = 7 = x=1[-tana.
Kis szogek esetén, ahogy ez ebben az esetben fenndll, sin « ~ tan o, ezét irhatjuk:

500 - 1079

3103 = 0,51 m.

x:l-1,22~%:2500~1,22-

26.2. feladat: A 633nm hullamhossziisagu fény keskeny réshez érkezik. Az interferenciaképen a kozponti
fényes csik két oldalan elhelyezked6 elsé sotét csikok a réstél 1,2°-os szogben latszanak. Milyen széles a rés?

Megoldas: A résen torténd fényelhajlas jelenségénél a kioltds feltétele:

A
sina=n-—,
a
ahol a a rés szélessége. Ezt kifejezve:
A
a=n-—
sin«
Mivel elsé kioltasrdl van szé, n = 1.
A 6331077
a= = =6,04-107°m = 60,4 pm.

sin o sin 0,6°
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26.2. dbra. Magyardzé dbra a 26-2. feladathoz.

26.3. feladat: Hany karcoldst tartalmaz milliméterenként az a rdcs, amely a rajta dthaladé lathat6 fény
elsérendii spektrumat 20°-os szogben vetiti ki? A lathat6 fény hulldmhosszanak hatarai 430 nm és 680 nm.

Megoldas: A feladathoz el6szor rajzot készitiink:
Az optikai racs elhajlasi képében a maximumhelyekre az aldbbi 0sszefliggés igaz:
a-sina=mn-A\,
ahol a a racsallandd. Esetiinkben n = 1, igy a kiilonboz6 hullamhosszakra felirva a maximumhelyeket, a
racsallandé meghatarozhatd.
a-sinop = A, illetve a-sinag = Aa.

Osszuk el a két egyenletet egymadssal:
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sin (6751 )\1

sin (%) - )\2 '

Az abra alapjan a1 — as = 20°.

sin(az +20°) A azaz

sin as - cos 20° + cos i - sin 20° )\
sin (65) a )\2 ’ sin (6% B )\2 '

Egyszertisitve sin asp-vel, majd tan as-t kifejezve:

IRV

20° in 20° - = —.
cos 4+ sin tan og e

in 20° in 20°
tanog = —oo —__ou = g = 28,06°.

A ° 680 _ o
S, — COs 20 130 — COS 20

Ezt visszairva a kordbbi, maximumot megado¢ kifejezésbe:

430 - 1079
0-sin28,06°=430-10°m = a=-—""" " _914.10 " m.
sin 28,06°
Az 1 mm-re jutd karcolasok, rések szama:
1 -3
x 0 ~ 1094.

T 914107

lecke E oldal
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26.4. feladat: El6szor egy 400 nm, majd egy 800 nm hulldmhosszisagt, monokromatikus fénnyel vildgitunk
meg egy 2 cm széles rést. Mekkora a rés szélein tapasztalt elhajlasi szogek aranya a két esetben?

Megoldas: Az els6 esetben az elhajlasi szog:
. 1
sina; = —,
a

a masodik esetben: \
2

sinag = —.
a
A két egyenletbdl a keresett szogek ardnya meghatarozhatoé:

o arcsin (%) B arcsin <4(2)91'(1)9;9) 1,146 - 1073

) i () 222109

xTr =

0,5.

@2 arcsin (

Az elhajlési szogek kicsik, igy végs6 soron az ardny a hulldmhosszak \; /A2 ardnyaval egyezik meg.
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Gyakorl6 feladatok

1. Az 1 mm szélességli rést 589 nm-es fénnyel vilagitjuk meg. Az elhajlési képet a réstél 3 m-re levé ernyén
vizsgaljuk. Milyen tdvolsagra van egymastdl (a kozéps6é maximum ugyanazon oldaldn levd) elsé és
masodik sotét csik?

A tavolsdg (mm):

2. Kozeled6 személyautd két fényszordja 1,4 m-re van egymastol. Milyen maximalis tavolsag esetén tudja a
szemiink megkiilonboztetni a két fényforrast? Milyen szogben latszanak ekkor a reflektorok? A szem
pupillajat 5 mm atmérojlnek, a fény hullamhosszat pedig 550 nm-nek vegye!

A keresett tavolsag (km):
A keresett szog (rad):

3. Egy 20 mm széles optikai racs 6000 karcoldst tartalmaz. A racsra merdlegesen 589 nm hulldmhosszu fény
esik. Hatdrozza meg egy tavoli ernyén megjelend interferenciaképen a legnagyobb, masodik legnagyobb és
harmadik legnagyobb szoget, amelyhez maximalis erdsités tartozik!

Az elsé: (°-ban):
A masodik: (°-ban):
A harmadik: (°-ban):

4. Tegyiik fel, hogy a lathaté fény hulldimhosszanak hatarai 430 nm és 680 nm! Hany karcolast tartalmaz
milliméterenként az a racs, amelyen dthaladé fény elsérendi spektruma 20°-os szogben latszik?

A karcoldsok szama 1 mme-en:
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27. Egyszeri képalkoto eszkozok

27.1. Siktiikor képalkotasa

27.1. feladat: Az abran lathaté moédon fénysugarat ejtiink két, egymassal 60°-os szoget bezard siktiikor
egyikére. A beesési szog 50°. Mekkora beesési szoggel érkezik a fénysugér a masik tiikorre?

Megoldas: A megoldashoz készitsiink rajzot:

27.1. dbra. Magyardzé dbra a 27-1. feladathoz.
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27.2. feladat: A vizszintes asztalon egy siktiikor fekszik, melyhez a sikjdra mer6legesen egy masik siktiikrot
illesztlink. A vizszintes tiikorre, a két siktiikor sikjara meroleges sikban, fénysugarat ejtiink 40°-os beesési
szogben. A beesési pont tdvolsdga a két tiikor érintkezési egyenesétol 1,25 m. Mekkora utat tesz meg a fény a

beesési ponttol a fiiggoleges siku tiikorig?

Megoldas: Ennél a feladatnal is célszert rajzot késziteni. A fényvisszaverédés torvényébdl illetve geometriai
megfontoldsokbdl egyszertien adédik a megoldas.

: X

40° 1 40°
/500

P
1

L ]
1,25m

27.2. dbra. Magyardzé dbra a 27-2. feladathoz.

1,25 1,25
T =

= =194 .
= cos 50° ,945m

cos 50° =
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27.2. Gombtiikrok képalkotasa

27.3. feladat: Egy homort gombtiikortél 1 m tdvolsdgban elhelyezett fényforrds fényét a géombtiikor a
tiikort6l 4 m tavolsagban gytijti 6ssze. Mekkora a gombtiikor gorbiileti sugara? (Készitsen rajzot!)

Megoldas: Elészor készitsiik el a rajzot:

27.3. dbra. Magyardzé dbra a 27-3. feladathoz.

Az ébra jeloléseit haszndlva:
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t X
ano ~x o= —
k; )
x
tanp =~ p = —,
Brp=1
x
tany ~ v = e
Az egyes haromszogek szogeit megvizsgdlva irhatjuk:
f=a+i,
v=p+6.
Kivonva egymasbdl a két egyenletet a kovetkez6t kapjuk:
B-y=a-p
Atrendezve:
a+ 7= 2. )
vz oz 2w
kKt R
x-szel egyszer(sitve:
L1 2
k't R

Ebb6l R meghatarozhatd:
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27.4. feladat: 40 cm gorbiileti sugart dombordt tiikor el6tt 10 cm tdvolsdgban egy 3 cm nagysagu targy van
Mekkora kép keletkezik a targyrol? (Készitsen rajzot!)

Megoldas: irjuk fel a tiikkéregyenletet:

ko f
Mivel a gombtiikrok fékusztavolsaga a gorbiileti sugar fele, irhatjuk, hogy f = R/2 = 20 cm. Vegyiik
figyelembe, hogy a domboru tiikor fékusztdvolsdga virtuélis, ezért f < 0.

1 1 1
t

L1 1
10k (-20)’
1 11 3

kK~ 20 10 20 b7 em
A nagyitas értékébdl adodik a kép mérete:

k —6,67
N:——:— ’

t 10

= 0,667

Mivel a nagyitds pozitiv el6jeld, a kép a targgyal egyez6 dllasu.

Nz% = K=N-T=0,667-3=2cm.
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P \//P/
| L [K — %
F F 0
k=06,67Tcm
< >
t=10cm f=20cm
— >

27.4. abra. Magyardzé dbra a 27-4. feladathoz.

27.3. Optikai lencsék képalkotasa

27.5. feladat: Mekkora a fényképezdgép-objektiv gyujtétavolsdga, ha a 60 m tdvolsdgban 1évé 15 m magas
épiiletrél 2 mm magassagu valodi képet allit el6 a CCD-chipen?
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Megoldas: A nagyités:
K 2-1073
N = — =
N1 T 15
Irjuk fel az oldalnagyitast a kép-, illetve targytédvolsag hanyadosaként:

=1,333-10"%

k
N =7 = k=|N|-t=1,333-107%-60=8-10"3m.

A fékusztavolsag a lencseegyenlettel hatarozhaté meg:

+

| =

| =
|~

k-t 8-1073-60

K1t 8103360 O lV m=8mm

f

Mivel a targy messze van, a kép kozelitéleg a lencse fokuszsikjaban keletkezik.

lecke oldal

27.6. feladat: Gytjtolencsével egy lampa izzdszalanak 1 cm nagysagu éles képét allitjuk elé egy erny6n. A
lencsével a ldmpédhoz kozelitve ismét éles képet kapunk, de most a kép 9 cm nagysdgu, ekozben az izz6 és az

erny6 helyzete nem valtozik. Mekkora az izzdszal?

Megoldas: A kovetkez6 dbra segit a feladat megoldasaban:
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tq

ki
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27.5. dbra. Magyardzo dbra a 27-6. feladathoz.

Szerkesztéssel konnyen beldthatd, hogy a lencse két helyzete szimmetrikus a ¢ + ki (= t2 + k2) szakasz
felezépontjara nézve. Legyen ¢, + k1 = [. Az 4bra alapjan a kovetkezd egyenletek igazak:

t1 = k‘g
to = kl =
A nagyitasok ez alapjan:

Ky ki
N = ——= — =
Ml=7 =3

Ko ko
Ny|==2=2
Nl =7 =4,

_1+d

|
W

-‘rw‘l
[sH IS

w‘l m‘-‘r )
QU [sH

l—d
l+d
l+d
l—d

Mivel a két esetben a képek méreteit ismerjiik, a kovetkez6 egyenletekhez jutunk:
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Ky 9 [1-d
T T Ivd
Ky 1 1+d
T T 1-d
A két egyenletbdl adodik: 0 1
T 7

27.7. feladat: Ultrahangot fékuszalunk viz alatt egy olyan lencsével, amelynek két gorbiileti sugara r; =
—100mm és r, = —200mm. A hang terjedési sebessége vizben 1500 m/s, a lencse anyagdban 2000 m/s. A

fénysugarakra megallapitott 0sszefiiggések a hangsugarakra is érvényesek. Szamitsuk ki a lencse fékusztavol-
sagat!

Megoldas: A lencse fokusztavolsagat megado Osszefiiggés:

-o-n(3+2)

A lencse anyagdnak vizre vonatkozd torésmutatdja:

e, 1500
v == 5000 07O

Helyettesitsiik be az adatokat az els6 0sszefliggésbe:
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1

1 1 1
== —1 = 3,75 —.
f (0.75 1) <-—100-10—3'+-—200.10—3) 3,

Ebbdl a lencse fokusztavolsaga:

1

f:&%

= 0,267m = 26,7 cm.

Mivel a fékusztavolsag értéke pozitiv, a lencse gytjtélencseként viselkedik.
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28. Optikai eszk6zok képalkotasa

28.1. feladat: Rovidlaté ember —3 dioptrids szemiiveget haszndl. Szemiiveg nélkiil milyen tévol elhe-
lyezked6 targyakat lat élesen?

Megoldas: Emberiink rovidlatd. A szemiivegének fokusztavolsaga: fiencse = —% m. Tegyiik fel, hogy
szemiiveg nélkiil ¢; tdvolsagban 1évé targyakat latja élesen. felirva a lencseegyenletet:

1 1 1

+- = :
751 k fszem

Szemiiveggel a messze 1évo targyakat is élesen latja. Erre az esetre felirva a lencseegyenletet (a szemiiveg
lencséjének dioptridja és a szem dioptridja 0sszeadddik):
1 1 1 1

+ o= + :
to k fszem flencse

A két egyenletet egymasbol kivonva:
1 1 1

t1 to - flencse .

Mivel t5 ~ oo, ezért:
1 1 = t 1 m = 33,3cm
= 1= = = s .
tl flencse 3
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28.2. feladat: Egy festémiivész csak a 75 cm és 2 m tadvolsdgtartomdnyban 1év6 targyakat latja tisztdn. Ahhoz,

hogy jol lassa a messze 1évé targyakat, valamint a szemét6l 25 cm-re elhelyezett fest6allvanyt, a szemorvos
bifokdlis szemiiveget javasol. Milyen jellegli és mekkora fékusztavolsagu lencsékbdl all a szemiiveg? A tdj
milyen tartomanya fog hidnyozni a képrél, ha a fest6 csak a bifokalis szemiivegét hasznélva dolgozik?

Megoldas: A bifokalis szemiiveg két, kiilonbozé optikai lencsébdl dll. Az egyik a tavolba nézéshez, a masik a
kozelre nézéshez korrigdlja a szem hibdjat. A feladat els6 részében hatdrozzuk meg a két lencse
fékusztavolsagat.

1. lencse:

A fest6 2 m-nél tavolabbra nem lat élesen. Ha pont 2 m-re néz egy targyat, a leképezési térvényre a kovetkezot
irhatjuk:
1 1

5 + E = Dszem—l-

ahol Ds.e—1 a szem dioptridja tavolba nézéskor. Ha a fest6 az 1. szemiiveglencsével néz a végtelen tavolba, a
leképezési torvény:

1 1 1
+ - = Dszem—l + Dlencsefl = 7 = Dszem—l + Dlencsefl-
oo k k

A két egyenletb6l adddik:

1 1 1 11
% = 5 + % + Dlencse—l = Dlencse—l = *5 a
Az 1. lencse fékusztavolsaga tehat:
1
freneset = ———— = —2m.
cnese Dlencse—l

A minusz elGjel szérdlencsére utal.
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2. lencse:

A fest6 75 cm-nél kozelebb targyat nem lat élesen. Ennél a tavolsagnadl a lencseegyenlet:

1 1
0’75 + % = Dszem—Q-
Ha a masik lencsével egy, a tisztanlatas tavolsagaban 1évé targyat szemlél, a kdvetkezd Osszefiiggés igaz:
1 1
0’25 + E = Dszem—2 + Dlencse—?-
A két egyenletbdl kapjuk:
1 1 1 1 1 1 1
g ~4+D _ = D — - = 2,667 —.
0725 + k 0775 + k + Diencse—2 lencse—2 0,25 0’75 ) m
A 2. lencse fékusztdvolsaga tehdt:
1
1= ———=0,375m.
flencse 1 Dlen03672 )

A pozitiv elgjel gytjtélencsét jelent.
A feladat masodik részében megvizsgaljuk, hogy a két lencsével milyen minimalis és maximalis tavolsagokra
lat.
1. lencse:
Tegyiik fel, hogy az elsé lencsével t1_,,;, legkisebb tavolsagra lat. Ekkor igaz a kovetkez6:
1 1

+ - = Dszem—Q + Dlencsefl'
tl—mm k

Beirva ide a kordbban Dy,.,, »-re meghatarozott egyenletet illetve az 1. lencse D51 dioptria értékét:

L ot 19m
tHmin k075 k2 L=min = 5250

2. lencse:
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A maésodik lencsével kapcsolatban hatdrozzuk meg a to_ 4, tdvolsdgot, amit még élesen ldt:

1 1
+ - = Dszemfl + Dlencse—2~
thmax k
1 1 1 1
=21+ 2192667 = to_ = 0,316 m.
tzfmaijk: 2+l{}+ , 2—mazx )

A kapott értékekb6l kovetkezik, hogy a festé a 31,6 cm és 1,2 m kozotti tdvolsagban elhelyezked6 targyakat
nem latja élesen.

28.3. feladat: Mekkora egy 5 cm fékusztdavolsagu egyszerii lencse szognagyitdsa nagyitéként haszndlva, ha a
kép a szemtdl 25 cm tévolsagban keletkezik?

Megoldas: Az dbra jeloléseit felhaszndlva a nagyité maximadlis szognagyitdsat keresstik:

tana  K/k  dy

l_tanao_T/do_ t

A leképezési torvénybdl fejezziik ki 1/¢-t:

1 1 1

t f Kk
A képnek a tisztanlatds tavolsagdban, vagy annal nagyobb tavolsagban kell keletkezni. Mivel virtualis képrol
van sz0, k < 0, igy —k = dy = k = —dj. Ezt beirva a kovetkezot kapjuk:

do 1 1 do
Ni=—=|—-4+—]:do=1+ —.
L= <f+do> 0=t

Esetlinkben:
0,25

0,05

Nl:1+ 0.
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do

28.1. dbra. Magyardzd dbra a 28-3. feladathoz.

28.4. feladat: Egy 24 mm x 36 mm-es diapozitivot 50-szeres linedris nagyitdsban kell kivetiteni a 100 mm
fokusztavolsagu vetit6lencsével. Mekkora tavolsagban kell elhelyezni az erny6t a lencsét6l?
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Megoldas: A feladat a képtavolsagot kérdezi. Induljunk ki a leképezési térvénybol:

111
t kf
A nagyitast megadd 6sszefliggésbol fejezziik ki a ¢ targytavolsagot:
k k
Nl=- = t=—.
IN| =~ N
Ezt irjuk be a leképezési torvénybe:
1 1 1
- 4 =",
E/INI ko f

Ebbdl a k képtavolsdg megadhatd:

k=f-(IN[+1)=01-(50+1)=5,1m.

28.5. feladat: Egy csillagdszati tdves6 targylencséje 1,25 dioptrids. Ez a tdvesé a Hold megfigyelésére van
bedllitva. Ha a tdrgylencse rogzitett, merre és mennyivel kell elmozditani a szemlencsét ahhoz, hogy egy
40 m tévolsdgra 1évé tdrgyat figyelhessiink meg?

Megoldas: A tavesé miikodésének ismeretében a keresett elmozdulds megadhato.
Az égitestek szemlélésénél a targy nagyon tavol van, igy a kép a fékuszsikban keletkezik. Ezt a képet nagyitja
fel a szemlencse. Az els6 lencsével készitett kép képtavolsaga az els6 lencse fokusztavolsagaval egyezik meg,

mig a mdsodik lencse leképezésénél a targytavolsag ezen lencse fokusztavolsagaval egyezik meg. J6l mutatja
ezt az alabbi rajz:

Hatdrozzuk meg, mekkora lesz az els6 lencse altal készitett kép képtdvolsdga 40 m-es tdrgytdvolsdg esetén:
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28.2. abra. Magyardzoé dbra a 28-5. feladathoz.

1 1 1
vt T
i+l:125 = k' =0,8163m = 81,63 cm.
40 K ’ ’ ’
Az objektiv fékusztavolsaga:
D = ;1 = fi= ;1 = 1’125 =0,8m = 80 cm.

A kép tehat 1,63 cm-rel tdvolabb keletkezik. A szemlencsét tehdt 1,63 cm-rel kell tavolitani a targylencséhez

képest.

28.6. feladat: Egy csillagvizsgalo tdvesove olyan objektivet tartalmaz, melynek fékusztavolsaga 18,6 m. Hany
km tavolsag figyelheté meg ezzel a tavesével a Holdon, ha az objektiv lencse errdl a részrdl 2,5 cm-es képet

allit el6?
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Megoldas: A feladat szerint a vizsgdlt teriilet kiterjedésének nagysagat kell meghatédrozni. Ehhez irjuk fel a
nagyitdsra vonatkozé 0sszefliggést, és hasznaljuk fel, hogy a nagy tavolsag miatt a kép a fékuszsikban
keletkezik:

Ebbdl a T' targy mérete kifejezhet6:

K-t 25-10"2m - 384000 km

T pu—
f 18,6 m

= 516,129 km.

28.7. feladat: Egy mikroszkdp objektiviének fokusztavolsdga 5 cm, okuldrjdnak fokusztdvolsaga 4 cm. A len-
csék kozotti tdvolsdg 17 cm. Szamitsuk ki a mikroszkép Osszes nagyitdsat!

Megoldéas: A mikroszkép eredd nagyitasa:

I fy do 0,17 — 0,04 0,25
N=N, N, = ) (18 = (2R (g —16-7.25=11.6.
ob " Yok < f1 >< Ty 0,05 *0.04 P ’
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Gyakorl6 feladatok

1. Gépkocsi domboru visszapillanto tiikre a vezet6t6l 50 cm-re van. A tiikortél 50 m-re a gépkocsi mogott 2 m
magas jarmi halad, melynek virtudlis képe a tiikorben 5 cm-es. Hatdrozza meg a linedris nagyitast, a tiikkor
fokusztavolsagat és a latdszognagyitast.

A linedris nagyitas:
A fékusztavolsag (m):
A latoszognagyitas:

2. Mekkora a borotvalkozétiikor fékusztavolsaga, ha arcunkrdl a tisztanlatds tavolsagaban (25 cm) kétszeres
nagyitdsu képet alkot?

A fékusztavolsag (cm):

3. A 20 cm fékusztavolsagu homor tiikor egy targyrol 10 cm-es nagyitott képet ad. Ha a targy és a kép helyét
feleseréljiik, akkor a kép nagysdga 2,5 cm. Mekkora a tdrgy nagysdga, az eredeti targytdvolsdg és a
képtavolsag?

A targy nagysdga (cm):
A targytavolsag (cm):
A képtavolsag (cm):
4. Egy —32 cm fokusztavolsdgu szérdlencsétol 20 cm-re elhelyeziink egy targyat.

a) Hol fog keletkezni a kép?
b) Mekkora a nagyitas?
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A képtavolsag (cm):
A nagyitas:

Egy diavetit6 objektivje egy vékony lencse. A dia 24 mm magas, és gy kell kivetiteni, hogy kitoltse a
180 cm magas vetitévdsznat. A dia és a vdszon tavolsdga 3 m.

a) Mekkora legyen az objektiv fokusztavolsaga?

b) Milyen tavolsagra helyezziik a lencsét a diatél, hogy éles képet kapjunk?

A fékusztavolsag (cm):
A lencse és a dia tavolsaga (cm):

Egy rovidlato fizikatandr, aki szabad szemmel csak 2 m tavolsagig lat, egy olyan révidlaté matematikatanar
szemiivegét teszi fel, aki 4 m tavolsagig lat ugyancsak szabad szemmel. Meddig lat el ezzel a szemiiveggel
az els6 rovidlato?

A tavolsag (m):
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29. Hotagulas

29.1. feladat: Egy rézbol késziilt telefonvezetéknek téli napokon, —20°C-os hidegben gyakorlatilag nincs
belégdsa az egymadstd 35 m-re 1év6 oszlopok kozott. Mennyivel hosszabb a vezeték 35°C-os nyari melegben?
A réz hétdgulési egyiitthat6ja: 17 -10761/°C.

Megoldas: Szilard testek hétaguldsara vonatkozé Osszefiiggést felirva:
Al =qa-ly-AT.
A feladatban adott szdmadatokat beirva:

Al=17-10"%-35- (35 — (—20)) = 3,27 cm.

29.2. feladat: Egy aluminiumlemezbe 8cm &tmérdjli kor alakd lyuk van vdgva. Mennyivel véltozik
meg a lyuk teriilete, ha 50°C-kal megnoveljiik a homérsékletet? Az aluminium hétaguldsi egyiitthatdja:
24-107%1/°C.

Megoldas: A lyuk mérete ugyanannyival né, mint amennyivel a kivagott korlap darab teriilete névekedne a
hémérséklet-valtozas miatt.
AA=2-«a-Ay-AT.

A lyuk tertilete:
Ag = r?or = (4- 10_2)2 - =5,03- 10~ m®.

A szamadatokat behelyettesitve:
AA=2-24-10"5.5,03-1072- 50 = 0,121 cm®.
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29.3. feladat: Higanyt melegitve azt tapasztaljuk, hogy stirtisége 3,5% -kal csokken. Ugyanilyen hdmérséklet-
valtozasnak kitéve hany %-kal csokken a vas stirlisége? A higany hétdgulasi egyiitthatéja: 1,82 -107%1/°C, a
vas hétdgulési egyiitthatéja: 11,7 -10761/°C

Megoldas: Irjuk fel a hémérséklet-valtozas hatdsara bekovetkezs stirtiség valtozast:

m m ~m 1 B 1
PV TV (1+3a-AT) Vo 1+43a-AT ' 1+3a.AT
p 1
po 143a-AT’
p0—0,035'p0 _ 1
Po 14 3a- AT

A higany adataira vonatkozéan szamoljuk ki a hdmérséklet-valtozdst. Vegytiik figyelembe, hogy a
folyadékoknak a hotagulasi egyiitthatdja térfogati hétagulasi egyiitthatd. A fenti dsszefiiggésben linedris
hétaguldsi egyiitthatéval szdmoltunk, igy a higany esetén a 3-as szorzot elhagyjuk:

1 1 - 0,965

0,965 = ——— = AT =

—— 7 —199,3°C.
1+ amy - AT 0,965 - ctrg ’

Vas esetén a slir(iség-valtozas:

P 1 _ 1
po  1+3ap.-AT 143-11,7-1076.199,3

=0993 = Ap—0,7%.
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30. Idealis gazok termodinamikaja

30.1. feladat: Harom liter 15°C hémérséklet(i 10° Pa nyomdsu gdzt —170°C-ra hiitiink gy, hogy kézben a
térfogata nem valtozott. Mekkora lesz a nyomasa?

Megoldés: Tekintsiik at az adatokat:

Ty = 15°C = 288K T, = —170°C = 103K

Az allapotvaltozas izochor. Gay-Lussac II. torvényét felirva, a nyomas meghatarozhato:

p_p

g 10
T, T

= Ty = — - 103 = 3,576 - 10* Pa.
Th

- P ~ 288

30.2. feladat: Egy als6 végén zart, feliil nyitott, fiiggbleges allast cs6ben [ = 15 cm magassagu higanyoszlop
hi = 60cm hosszd, szobahémérsékleti (20°C) levegboszlopot zar el tgy, hogy a higanyoszlop fels6 vége
pontosan az iivegcso szajanal helyezkedik el. Hany °C-kal kell csokkenteni a bezart levegé hémérsékletét,
hogy a higanyoszlop 5 cm-t mozduljon el?
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Megoldas: A folyamat izobdr allapotvaltozds. Gay-Lussac I. torvényét felirva:

“W_»"n
T Ty
A bezart gaz térfogatdt a levegboszlop hosszaval irjuk fel: V' = A - h. Helyettesitsiik be ezt az el6bbi
Osszefliggésbe:
A-hy A-hy
T T
A-val egyszertsitve:
hi  ho ha 55
— == = Ty=-—=-T=—-293 =2686K= —4,4°C.
T 2T 60 ’ ’

A bezart leveg6 hémérsékletét tehat 24,4°C-kal kell csokkenteni.

30.3. feladat: Egy pohar sorben figyeliink egy buborékot. A pohdr aljan 20 cm mélyen a buborék dtmérdje
2mm. Feltéve, hogy a felszine és az alja kozott a sor homérséklete allandd, mekkora lesz a buborék atméréje
2 cm-rel a felszin alatt? A kiils6 1égnyomas 100 kPa.

Megoldas: A felszdllé buborékban 1év6 gaz hémérséklete allandd, igy izoterm allapotvaltozas torténik.
A kiindulési allapotban a gaz nyomasa és térfogata:

pL=pctp-g-h

4 r3.om

=5

ahol p;, a kiilsé légnyomas értéke, h a buborék tavolsaga a sor felszinétdl. A sor slirliségét a tovabbiakban a
viz stirtiségével kozelitjiik.

Wi
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Amikor a buborék a felszin kozelébe ért, a nyomadsa, térfogata a kovetkez6képpen alakul:

p2=pr+p-g-he,

4-r3. 7
Vo = ; .

Az izoterm allapotvaltozasra irjuk fel a Boyle-Mariotte térvényt:

p1-Vi=p2-Va.

Behelyettesitve:
4-7r3 . 3w
(et peg-h) —5—=e+p-g-ha) —5—,

(pk+p-g-h)ri=(p+p-g-h)- 73,

a_ (Petpg-h)-ri
2 Petp-g-hy

ro = 3 (pk+p~g-h1)-7“:1)’:r1‘ 3 p—k—l—p-g-fu —
Prt+p-g-he Pk+p-g-he

: i3/100-103+1000-1o.0,2
s

— 1,006 - 7, = 1,006 mm.
100-10° + 100010 - 0,02 - "= Hbbmm

Az 1j atméro6 tehat ds = 2 - ro = 2 - 1,006 mm = 2,012 mm.
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30.4. feladat: Mekkora a ldmpa 10cm?® térfogati égdjében 1év6 argongdz témege, ha 120°C 4tlagos
hémérsékleten 9,7 - 10* Pa a nyomds? Mekkora az ég6ben 1év6 nyomds szobahémérsékleten?

Megoldas: Az egyesitett gaztorvénybol kiindulva a gaz anyagmennyisége meghatarozhato:
p-V=nR-T,

_p-V_97-10*-10-107°

— - =297-10"* mol.
"TRT 8,31 - 303 9710 "mo
Az anyagmennyiségbdl a gaz tomege kiszamithato:
n=-"""" & m=mn.-Msy =297-10""mol 39,9 -2 — 11,85 mg.
MAT‘ mol

A nyomas kiszdmitdsa konnyen megy, hiszen izochor folyamatot feltételezve az aldbbi egyenlet igaz:

h1_ P2

T, Ty
_ P g 97100 293 = 7.23.10% Pa
pQ—Tl 2 = 303 =1, .

30.5. feladat: Egy 20 literes palackban 107 Pa nyomdst és 0°C hémérséklet(i oxigén van. Az oxigénbdl
kiengediink 0,86 kg-ot. Az oxigén siirlisége 10° Pa nyomdson és 0°C-on 1,43 kg/m3.

a) Mekkora lesz a nyomas, ha a hémérséklet ismét 0°C?

b) Mekkora h6mérsékletre kell az oxigént melegiteniink, hogy nyomésa tjbdl 100 - 10° Pa legyen?

Megoldas: a)
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A géz anyagmennyisége megvaltozik. Az egyesitett gaztorvénybdl meghatarozhaté a nyomasvaltozas.

_107-20-1073

V=n:-R-T = =88.1 1.
pr-V=n-R-T1 = m 31273 88,16 mo

m1 =n1 - Mo, = 88,16 - 32 = 2821,12 g.
Az 4j tOmeg:
me =m; — 860g = 2821,12g — 860g = 1961,12g.
2
O2

= 61,285 mol.

ng =

A keresett nyomas tehat:
ny-R-Ty  61,285-831-273

— = = - 10° Pa.
P2 v 90103 6,95 - 10° Pa

b)

Az egyesitett gaztorvény felirva a keresett homérséklet egyszertien addodik:
p1-V=ng-R-T3,

T -V 107-20-107
5T hy R 61,285-831

= 392,7K = 119,7°C.

30.6. feladat: Egy 4dm? alapteriilet(i hengerben 32 g témegti, 0°C hémérsékleti oxigéngazt 150 kg tomeg
dugattyu zar el. A kiilsé nyomds 10° Pa. A henger tengelye fiigg6leges. A 32 g témeg(i 0°C-os gaz térfogata
10° Pa nyoméason 22,4 dm?.

a) Milyen magasan all a dugattyi?

b) A gazt melegitjiik egészen addig, amig a dugattyu kétszeres magassagra emelkedik. Mekkora most a gaz
hémérséklete?
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Megoldas: a)

A gaz nyomadsa a kiils6 légnyomas és a dugattyt stlyabdl szarmazd nyomas 0sszege:

Fy mq - g 5 150-9,81 5
= = - = =1 — =1 -10” Pa.
P1 =Dk +DPd =Pk + 2 Pk + 1 0° + 1.102 ,3675 - 10° Pa

A 0°C-on adott térfogatbdl kiindulva, izoterm folyamatot feltételezve a kovetkezot irhatjuk:

p2- Vo 10°-224 3
Vi =19 - V- Vi = = = 16,38dm".
p1-Vi=p2-Va2 = 1 P 1,3675 - 105 ) m

A keresett magassag:

\% 16,38
hy = Zl —
b)

~ 4,1dm.

Mivel a folyamat alland6é nyomdson megy végbe, Gay-Lussac I. torvényébdl kovetkezik a megoldas

i Vo 2-W

— = = = T, =2-T1=2-273K=546K = 273°C.
AT b 15 2 !
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31. Kinetikus gazelmélet

31.1. feladat: Hogyan ardnylik adott hémérséklet(i levegében a nitrogén és az oxigén molekuldk sebessége
egymashoz?

Megoldas: Az ekvipartici6 tételébdl kiindulva a kovetkezét irhatjuk:

ahol € az egy szabadsagi fokra juto energia.
Idedlis gaz esetén egy részecske Osszes energidjara a kovetkezo6 egyenloség igaz:
f
EFi==-k-T.

1T
ahol f az energiatdrold szabadsagi fokok szdma. Kétatomos molekuldkndl a szabadségi fokok szdma f = 5,
melybdl a mozgasi energia harom szabadségi fokra jut. A nitrogén és az oxigén molekuldk esetén a kovetkezo
egyenleteket irhatjuk fel:



LIKILS

A két egyenletet osszuk el egymdssal:

Az egyenletet atrendezve:

A Nj és az O, gazmolekuldk tomegét meghatarozva az eredmény konnyen adddik.

N N W

UNy Mo,

UO2 mN2

v No

VO,

. ’UNQ’

. ’1)02.

=4,6667-10"23 g,

=5,3333-10" 3 g,

My, 28
N4y 6-1023
Mo, 32
N4y 6-1023
[5,33-10-23
= == =1,0609.
4,67 -10-23 ’

Iecke ('8 oldal
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31.2. feladat: Mekkora munkdval lehet a 3-1027 darab molekuldt tartalmazé gaz térfogatét felére csékkenteni
alland6 nyomason, ha a gaz homérséklete 300 K?

Megoldas: Mivel a folyamat izobdr, érvényes Gay-Lussac I. torvénye:

Vi Vo Vi)2

i TQ:%:BOK.

A tagulasi munka kiszamitdsa (dlland6 nyomason) a kovetkez6 Osszefiiggéssel lehetséges:
W =—p-AV.

A kezd6-, és végallapotra felirva az allapotegyenletet:

p-Vi=N- k- T,
p-Vo=N- k- -Tb.
Vonjuk ki a masodik egyenletb6l az elsét:
p-(Va=WV1)=N-k- (T, - T1),
p-AV =N -k-AT.
A tagulasi munka tehat:

W=-p-AV =-N-k-AT =-3-10*"-1,38-1072% - (150 — 300) = 6,21 - 10°J.
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31.3. feladat: Egy 3dm?® térfogati edényben 3 - 102* darab kétatomos gazmolekula van. A gdz nyomésa
4-10° Pa.

a) Mekkora a gaz hémérséklete?

b) Mekkora egy molekula egy szabadsagi fokara juté6 atlagos energia?

¢) Mekkora a gaz bels6 energidja?

Megoldas: a)
A géz homérséklete az dllapot egyenletb6l meghatarozhaté:

p-V _ 4-10°-3-107°

V=N-k-T = T= -
p N-k  3-10%.138.10-28

= 289,9K.

b)

Az ekviparticio tétele alapjan:

1 1
e:g-k-T:5-1,38-10_23-289,9:2-10_211
c)

A gaz belsé energidja:

-

N -k-T= g-3-1023-1,38-10_23-289,9:3000J.
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32. A hoétan fotételei

32.1. feladat: Zart gaztartalyban 30 liter, 2 atm nyomasu hidrogén van. A gazt felmelegitve nyomasa 3,3 atm-
ra no.

a) Mennyivel valtozott a gaz bels6 energiaja?

b) Mennyi hét vett fel a gaz?

Megoldas: a)
A bels6 energia megvaltozasat a kovetkez6 Osszefiiggés adja meg:
AEbzg-N-k-AT.

Mivel a hétani folyamat izochor, az dllapotegyenletre a kdvetkezét irhatjuk:
Alp-V)=N-k-AT.

Allandé térfogaton:
Ap-V =N k- AT.

A bels6 energia tehdt:

f _/
5 N -k-AT = 5 Ap-V.
Mivel a hidrogéngdz kétatomos hidrogénmolekuldkbdl 4ll, a szabadségi fokok szdma f = 5.

AE, =

5 5
AEbzi-Ap-Vzi-(pQ—pl)-V: -(3,3-10° —2-10%)-30- 1073 = 9750 J.

Do | ot

b)
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frjuk fel a hétan I. fétételét:
AE,=Q+W.

Izochor folyamatndl a taguldsi munka nulla, ezért

Q = AE, = 9750J.

32.2. feladat: Allandé, 1 atm nyomason melegitiink 30 liter levegét, amig térfogata 34 literre né.
a) Mennyivel véltozott a gaz bels6 energidja?

b) Mennyi munkdt végeztiink a gdzon?

¢) Mennyi hot vett fel a gaz?

Megoldas: a)
A belsé energia:

!
2
A leveg6t alkotd gazok tobbsége kétatomos gaz, ezért a szabadsédgi fokok szama f = 5.

f

ABy =3 -N-k-AT = -p-AV.

5 5 :
AE,=3-p AV =7-10°-(34-107 30 107%) = 1000 J.

b)
A tdguldsi munka:
W=—p-AV =—-10°-4-1073 = —400J.

)
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A hétan 1. fététele alapjan a héenergia konnyen adoédik.

AE,=Q+W = Q=AFE,—W =1000J— (—400J) = 1400J.

32.3. feladat: Egy 51l-es tartalyban 8 - 10° Pa nyomadst, 50°C hémérsékletii egyatomos gz van.
a) Hany gazatom van a tartalyban?

b) Mekkora a gaz bels6 energidja?

c) A gaz egyharmadat kiengedjiik a tartalybol. Hany °C-ra kell melegiteni a tartdlyban maradé gazt, hogy
nyomdsa 12 - 10° Pa legyen?

Megoldas: a)

Az egyesitett gaztorvénybdl kiindulva a részecskeszam megadhatdé:

p-V  8-10°-5-1073 23
V=N.-k-T = N= = = §8,9738 - 10~°.
p k-T 138-10-23.323

b)
A gaz bels6 energidja:

By =

N |~

3 f .
N -k-T= 3 8,97-10%3.1,38-10723 - 323 = 5997,7J.
c)

Az 4j részecskeszam: N’ = 2- N/3 = 5,98 - 10?3, Az 4llapotegyenletet felirva a hémérséklet meghatérozhatd:

v 12-10°-5-1073
V=N kT = T=LY_ — 797K = 454°C.
p Nk 598-102%-1,38-10-23
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33. Hoétani folyamatok

33.1. feladat: Egy 50 g-os rézdarab hémérséklete 25°C. Mekkora lesz a homérséklete, ha 1200 J hét kozlink
vele?

Megoldas: Mivel
Q=c-m-AT,
a keresett homérséklet konnyen meghatdrozhat6 (a réz fajhdje 387 .J/(kg -° C)):

Q 1200

AT = =
c-m  387-50-1073

=62°C = T =T+ AT =25°C+ 62°C =87°C.

p(Pa)
1,5'[)1 77777777777777
i NG 3.7,
™ .
Ty

33.1. 4bra. Abra a 33-2. feladathoz.
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33.2. feladat: Az dbrardl két kiilonb6z6 edényben 1év6 oxigéngdz adatait lehet leolvasni. Melyik gdznak
nagyobb a hékapacitasa?

Megoldas: A hoékapacitas:

_Q
C=ar
vagy
C=c-m,

ahol ¢ az anyag fajhdje.
Irjuk fel az allapotegyenletet a két gazra:
p1-Vi=Ni-k-Ty,
15-p1-15-Vi=Ny - k-3-Ty.

Fejezziik ki a részecskeszamokat:

:pl'Vl
1 k'T17
175'p1'1a5'vl pl‘/l
Ny = =0,75- =0,75- Ny.
2 k-3-Th R A !

Az 1. szamu gaz tehat tobb részecskét tartalmaz, ezért a gaz tomege is nagyobb. A hékapacitasa tehat az 1.
gaznak nagyobb.
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i i : | | i -
I I v I 1 I -

300 600 | 900 1200 1500 T (K)
750

33.2. 4bra. Abra a 33-3. feladathoz.

33.3. feladat: Egyatomos molekuldkbdl allé gazzal az dbran lathaté korfolyamatot végezziik el. A részecske-
szam 3 - 10%3.

a) Mekkora a korfolyamatban hasznosithaté munka?

b) Mekkora a felvett hG?

¢) Mekkora a leadott h4?

Megoldas: a)

Els6ként, az allapotegyenlet alapjan, hatarozzuk meg az egyes fazisokban a gaz térfogatat.
N-k-T

—

p-V=N-k-T = V=

Az 1. allapotban tehat:
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_N-k-Ty  3-10%-1,38-10723- 300

— = 6,21 dm?.
Vi " 2107 6,21dm
A 2. dllapotban:
N-k-T .10%3.1.38-10723 .
V = k-Th _ 3-10 ,38 - 10 750 :6,21dm3.
Do 5. 105
A 3. allapotban:
N-k-T 10%-1,38-10723 - 1
Vi — k-Tj _ 3-10 ,38 - 10 500 _ 12,42dm3.
D3 5. 105
A 4. allapotban:
- . 1023 . .10-23 .
Vi — N-k-Ty 3-10*-1,38-10 600 _ 12,42 dm®.
Dy 2. 105
A kapott eredmények alapjan jol lathato, hogy a p — V diagramon a kovetkez6 allapotvéltozasokat

abrazolhatjuk:

e 1. = 2. -izochor (V = allandé),

e 2. = 3. -izobar (p = allando),

e 3. = 4. -izochor (V = allandd),

e 4. = 1. -izobar (p = allandd).
A géz térfogata tehat a 2. = 3., illetve a 4. = 1. dllapotvéltozasndl véltozik. A 2. = 3. &tmenetnél tagul, a
4. = 1. atmenetnél 6sszehuzodik (lasd p — V' grafikon).

A kornyezet altal a gazon végzett munka a két allapotvaltozasndl kiszamolt tagulasi munkak algebrai (el6jeles)
0sszege:
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N 3
4+
3+
2 i~
1+ :
—
6,21 12,42 1% (dm3)

33.3. dbra. p — V diagram a 33-3. feladathoz.

Wissz = Wag + Wy_1 = —pa - AV + (—ps - AV) =
= —5-10°-(12,42-1072 —6,21-107%) — 2-10°(6,21 - 107> — 12,42 - 1073) = —1863 J.

A hasznos munka a gdz altal a kornyezet felé atadott munka, mely az el6bbi eredmény ellentettje:

Whasznos = 1863 J.

b-c)
Szamoljuk ki az egyes allapotvaltozasoknal a h6mennyiséget:
1. = 2. atmenet:



E Iecke 24l oldal

AE, =Q+W.

Mivel az allapotvaltozas izochor, W = 0.

Q:AEbzg-N-k-AT.

3
Q2= g Nk (T =T) =3 -3 10%%.1,38 - 10723 - (750 — 300) = 2794,5 J.
2. = 3. atmenet:
AE,=Q+W = Q=AE—-W.

Q2—3=g‘N'k'(T3—T2)—(—p2'(V3—V2))=

_3

2
3. = 4. atmenet:
Izochor éllapotvaltozds, W = 0.

3-10%.1,38-1072% . (1500 — 750) + 5 - 10° - (12,42 - 1072 — 6,21 - 1073) = 7762,5J.

3
Q3-1 = g Nk (Ty=Ts) = -3 1023 1,38 - 10723 . (600 — 1500) = —5589J.

4. = 1. &tmenet:
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Q4—1:g'N'k'(ﬂ—T4)—(—p4'(V1—V4)):
_3
S 2
Az Osszes felvett ho a pozitiv el6jeli hOmennyiségek Osszege, a teljes leadott h6 pedig a negativ el6jeli
hémennyiség értékek 0sszege lesz:

3-10%-1,38-107% - (300 — 600) + 2 - 10° - (6,21 - 1072 — 12,42 - 107%) = —3105J.

Qfer = Q12 + Qa3 = 2794,5J + 7762,5J = 10557,

Qre = Q34+ Q41 = —5589J + (—3105J) = —8694 J.

33.4. feladat: A 10°C-os, 300J/K hoékapacitasu kaloriméterben 0,5kg, 10°C-os alkohol van. Az alkoholhoz
1dl, 50°C-os vizet Ontiink. Hatarozzuk meg a kialakul6 k6zos homérsékletet.
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Megoldas: Hészigetelt rendszerben a termikus kolcsonhatds soran leadott és felvett hGmennyiségek Gsszege
nulla.

Qle + Qfel =0,
—Qle = Qyer-

A kolcsonhatds sordn a viz ad at héenergiat az alkoholnak és a kaloriméternek. Mivel Q@ = c¢-m - AT, a
kovetkez6t irhatjuk:
_(Cv My - ATv) = Cq Mg * ATa + Ckal : ATkala

—(cy - my - (T = Ty)) = ca - ma - (T — Ta) + Chat - (T — That),
co My - (Ty = Tg) = ca - ma - (T, — Ta) + Chat - (Tke — Thar)-
A viz tomegét a stirliségének ismeretében konnyen kiszamolhatjuk:
my = py - Vi = 1000 - 1074 = 0,1 kg.
Helyettesitsiik be az adatokat az el6bbi egyenletbe, majd fejezziik ki a k6zos hémérsékletet (Tj-t):
4180 - 0,1 - (50 — T},) = 2400 - 0,5 - (T}, — 10) + 300 - (T} — 10),

4180 0,150 4 2400 - 0,5 - 10 + 300 - 10
B 4180 - 0,1 + 2400 - 0,5 + 300

= 18,72°C.
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33.5. feladat: Mennyi 0°C-os jeget lehet megolvasztani 1kg, 100°C-os vizgbzzel?

Megoldas: A jég olvadasahoz sziikséges hét a g6z lecsapodasakor felszabadulo hé, illetve a lecsapodott,
100°C-os viz 0°C-ra val6 lehtilésekor felszabadulé hé fedezi.

Q1= Ly -my=2,26-10%-1 = 2260000,
Q2 = cp-my - AT = 4186 -1 - (100 — 0) = 418600J.

A rendelkezésre all6 ho:
Q = Q1+ Q2 = 2260000 + 418600 = 2678600 J.

A jég megolvasztasahoz sziikséges hdmennyiség:

Qo = Lo . mj.
Mivel @, = Q, a jég tomege:
Qo 2678600
= =———— =804kg.
M= T T 333100 VK8

33.6. feladat: 0,2kg vizet elforralunk 100°C-on és 10N/cm? nyomdson. A keletkezd vizgbz stirlisége
0,6 kg/m?3, forrdshéje 2,25 - 10°J/kg. Mennyivel lesz nagyobb a keletkezé 100°C-os vizgdz belsé energidja
anndl, mint amennyi a 100°C-os vizé volt?

Megoldas: A bels6 energia megvaltozasa a hétan 1. fotételébol hatarozhaté meg:
AE,=Q+ W,

ahol @ a rendszerbe juttatott hdenergidt, W a rendszeren végzett munkat jelenti.
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@ a forralashoz sziikséges héenergia:

Q=L -m, =225-10%-0,2 = 450000 J.
W a goz tagulasi munkaja:
W =—p- AV,

ahol AV}, a gbz térfogatdnak megvdltozdsa. Mivel a kiindulasi allapotban a géz térfogata 0 volt, a viz teljes
elforraldsakor keletkez6 goz (V) térfogata megegyezik AV -vel:

my, 02 1
AV, =V, =2 =27 =_—m?
0 p, 06 3

A taguldsi munka tehat:
1
W =—p-AV, = —(10°- g) = —33333,33J,

a bels6 energia valtozas pedig:

AE, = Q + W = 450000 — 33333,33 = 416667 J.

33.7. feladat: Mennyi id6 alatt lehet az 1 kW teljesitményt fit6szallal 3 dl, 4°C-os vizet elforralni?
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Megoldas: A fiit6szdl teljesitménye 1000 W. A teljesitmény definicidja alapjan irhatjuk:

P=-.
t

Itt a munka elektromos munka. Tegyiik fel, hogy az elektromos munka teljes egészében héenergidva alakul, s
ez a ho fedezi a melegitéshez (Q1), illetve forralashoz (Q)2) sziikséges héenergiat.

Q= Q1+ Q2.
A viz tomege konnyen meghatdrozhato:
my = py - Vy = 1000-0,3- 1072 = 0,3 kg.
A 4°C-os viz 100°C-ra valdé melegitéséhez sziikséges héenergia:
Q1 = cy-my - AT = 4186-0,3 - (100 — 4) = 120556,8 J.
A 100°C-os viz elforralasahoz sziikséges héenergia:
Qo= Ly -my, =2,26-10%-0,3 = 673000.J.
A teljes héenergia nagysaga tehat:
Q = Q1 + Q2 = 120556.,8 + 678000 = 798556,8 J.
Mivel az el6z6ek alapjan W = @, a teljesitmény alapjan a keresett id6 meghatarozhato:
W=P-t=0Q,

O 7985568
=& [PO908 w9 56,
P 1000 008
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33.8. feladat: Legaldbb mekkora vizszintes irdnyud sebességgel kell egy 0°C hémérsékletli hégolydt a fiig-
g6leges falhoz dobni, hogy megolvadjon? A hé olvaddshéje: 3,34 - 10° J/kg.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a hogoly6é mozgési energidja teljes egészében h6vé alakul. Ekkor:

E%z::(%

azaz

Ebbdl a sebesség meghatarozhato:

v=1/2-L,=1/3,34-10° = 817,31 m/s.
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Gyakorlo feladatok

1. Furas kozben az acél fird és a réz munkadarab 90°C-ra melegszik fel. Mekkora a furat mérete a
munkadarabban 20°C-on, ha a furé dtméréje 20°C-on 10 mm?
(atge =1,1-107°1/K,a, = 1,84 - 107> 1/K.)

A furat mérete (mm):

2. Egy edény térfogata 0°C-on 1 liter. Ezen a hémérsékleten az edényt teletoltjiik higannyal, majd egy
nagyobb télba 4llitjuk. Ha az egészet 100°C-ra melegitjiik, a tadlban 15,2 cm® kiémlétt higany van. Mekkora
az edény anyaganak linedris h6tagulasi egyiitthat6ja, ha By = 1,8 - 1074 1/K?

A linedris hétagulasi egyiitthaté (1/K):

3. Egy 25dm?® térfogati gaztartalyban 1,4 kg tomeg(i, 5 MPa nyomdst nitrogéngéz van. Mekkora a
hémérséklete? Mekkora lesz a palackban maradt gaz nyomasa, ha ezen a h6mérsékleten tartva a gaz felét
elhasznaljuk?

A gaz hémérséklete (°C):
A gz nyomdsa (MPa):

4. Robbanémotor hengerében a sliritési végnyomads 1,2 MPa, a sliritési iitem kezdetén a hengerben levé
keverék nyomasa 0,09 MPa. A motor stritési aranya 1:8. Mekkora lesz a végallapotban a hémérséklet, ha
kezdetben 21°C volt?

A hémérséklet (°C):

5. Egy 100 dm? térfogatt, 10° Pa nyomadst He gazzal toltott edénybe egy 500 W-os elektromos melegits van
beépitve. A melegitét 27°C homérsékleten 1 percre bekapcsoljuk. Mekkora lesz a gdz nyomadsa és a belsé
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energidja a melegités befejezésekor?
A nyomas (Pa):
A bels6 energia (J):

Egy leeresztett holégballonnak és rakomanydnak tomege 200 kg. A kiilsé levegé hémérséklete 10°C,
nyomadsa 101 kPa. A ballont 400 m® meleg levegdvel téltjiik meg. Milyen hémérséklettire kell melegiteniink
a levegdt, hogy a ballon felszalljon? (A 10°C-os levegé stir(isége 1,25 kg/m?3.)

A keresett hémérséklet (°C):

Nukledris fuzié akkor kovetkezik be a deutérium gazban, ha a nukleonok atlagos kinetikus energidja eléri a
0,72 MeV értéket. Milyen magas h6mérséklet sziikséges ehhez? (1eV = 1,6-10719J)

A keresett homérséklet (K):

A 250 g tomeg(i 15°C-os vizet tartalmazd, elhanyagolhat6 hékapacitasa kaloriméterbe 20 g vizes havat
dobunk. A hémérséklet a kaloriméterben ennek kovetkeztében 5°C-kal csokken. Mennyi vizet tartalmazott
a hé?

(L, = 3,34-10° J/kg, ¢, = 4183J/(kg - K).)

A viz tomege (g):
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34. A Coulomb-torvény és az elektromos mez6

34.1. feladat: Egy fiigglleges helyzet(i, vékony, szigetel6 anyagbodl késziilt szalra két, aluminium gyongyot
faziink fel. Az elsé toltése Q1 = +18nC. Miutdn ezt felfliztiik, a masodik, semleges gyongyot hozzaérintjiik
az els6hoz, és ezutan flizziik fel. Milyen messze keriil a masodik gyongy az els6tél, ha a gyongyok tomege
1g?

Megoldas: Az Osszeérintés pillanatdban a mdsodik gyongy is elektromos allapotba keriil. Toltésének
nagysagat a toltésmegmaradds torvényébol hatarozhatjuk meg.

ool

1

Q
s

Q-
34.1. abra. Egymadst taszito elektromosan toltott aluminium gyéngyok.

Kezdetben a két gyongy egyiittes toltése ()1 = +18nC. Az Osszeérintéskor ez a toltésmennyiség oszlik el a két
gyongyon. Mivel a gyongyok ugyanolyanok, a toltésiik a szétvalasztaskor Q' = +9nC lesz. Az Gsszes
toltésmennyiség tehat nem valtozik. Ezt figyelembe véve a gyongyok taszitani fogjak egymast a felfizés utan.
A masodik gyongy egyensulyban lesz. Az er6k nagysagara tehat a kovetkezot irhatjuk (a surlédastol
eltekintiink):
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Fgr = FC'7
Ql?
cag=k =
m g ’,"2 )
k- Q2 8,99 -109 - (9 109)2 4
T \/ g \/ 103 9.81 8,6 07°m = 0,862 cm

34.2. feladat: Harom, Q = +4 - 1077 C nagysdgu toltést helyeziink el egy 10 cm oldalhosszisdgt négyzet
hdrom csticsdban. Hatarozzuk meg az elektromos térerésséget a négyzet negyedik csticsaban!

Megoldas: Az dbra alapjdn a negyedik csticsban a térerdsség nagysagat és irdnyat az egyes ponttoltések altal

oS

34.2. dbra. Magyardzé dbra a 34-2. feladathoz.

az adott pontban meghatarozott térer6sség vektorok 6sszegébdl kapjuk meg.
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E=FEi+Ey+ Es.

Az abra alapjdn jol latszik, hogy az eredé térerdsség vektor irdnya a fliggblegessel 45°-os szoget zar be.
Az egyes toltések altal keltett elektromos térerdsség nagysagat a vizsgalt pontban a kovetkez6 Gsszefiiggéssel
szamithatjuk ki:

34.3. abra. A térerdsség vektorok Osszege.

Az édbra alapjan irhatjuk:
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Q 109 . 41079
By B, k-9 899-10°. 410
45° = = F = = T = : = 5085,51 N/C.
o8 143 37 cos45°  cos45° cos 45° SN/
4-107°
Ey=k- % =8,99-10"- ———— = 1798 N/C.
r (071 ) \/5)2

Az eredé térerésség nagysaga tehat:

E=FE;1 3+ Ey =5085,51 4+ 1798 = 6883,51 N/C.

34.3. feladat: Egy o6t elektron toltést, 1,6-10~12 g tomeg(i olajcsepp szabadon esik légritkitott térben. Mekko-
ra nagysagu fliggoleges elektromos mez6 sziikséges ahhoz, hogy a csepp lebegjen?

Megoldas: A lebegés feltétele, hogy a cseppre hatd erdk ereddje nulla legyen (egyenstily). Ha az elektromos
mez6t bekapcesoljuk, a cseppre haté er6k nagysagara a kovetkezot irhatjuk:

Fgr = FC7
m-g=FE-Q.
Ebbdl a térerdsség nagysaga meghatarozhatd:

m-g 16-107%.9,81

E = -
Q 5-1,6- 1019

= 19620N/C.

A térerGsség vektor irdnya fiiggblegesen lefelé mutat.



ALY 2 ook

Gyakorl6 feladatok
1. Harom t0ltés egy egyenes mentén helyezkedik el. A toltések nagysdga rendre —4 1C, 3 uC és —7 uC, a
tdvolsdguk pedig 20 cm, ill. 15 cm. Hatdrozzuk meg a kozépen 1év6 3 nC toltésre hatd eredd erdt!
Az er6 nagysaga (N):

2. Két, 1 g tomegl golyo azonos pontban egy-egy 2 cm hosszusagu vékony fonallal van felfiiggesztve. Ha a
golydknak egyenl6 nagysagu és elbjeli toltést adunk, akkor a golydk eltdvolodnak egymastol tigy, hogy a
fliggeszt6 fonalak 60°-os szoget zarnak be egymassal. Mekkora toltést adtunk a golyoknak?

A toltés nagysdga (Q):

3. Félkor alaku vékony, sima szigeteld rud vizszintes sikban van régzitve, végpontjaiban 20 nC és 10 nC toltést
részecskéket rogzitettiink. A félkoron pozitiv toltéssel ellatott kis gylirl cstiszhat. Mekkora szoget zar be a
gylirtith6z és a 10 nC-os toltéshez huzott sugar egyensulyban?

A sz0g nagysaga (°):
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35. Az elektromos mez6 munkaja. A fesziiltség

35.1. feladat: Elektromos térben 4llandé sebességgel mozgatunk egy 2-10~6 C prébatoltést két pont kozott és
ekozben 5-107° J munkét végziink. Mekkora a két pont kézoétt az elektromos potencidlkiilonbség (fesziiltség)?

Megoldas: A fesziiltség a két pont kozott a kovetkezd 0sszefiiggéssel hatdrozhaté meg:

W 5-107°
- = —95V.
v Q 2-10°6 o

35.2. feladat: Két egyarant 8-10~? C nagysagu, de ellentétes elbjelii toltés 80 cm-re van egymdstdl. Mekkora
az elektromos potencidl a pozitiv toltéstdl 20, ill. 40 cm-re a két toltést 6sszekotd szakasz mentén?

Megoldas: Az elektromos potencidl ponttdltés keltette elektromos mezdében, r tdvolsagban a kovetkezd
Osszefiiggéssel adhat6 meg:

vk @
T
Az elsé6 esetben a potencialok:
8-107*
Uy =k- % = 8,99 -10° - = 359,6V,

1 )

—8-.107Y
Upy=k- Q _ 8,99-10% . ——— = —119,87V.
T2 0,6

A potencial 20 cm-re tehat: U = Uy + Us = 359,6 — 119,87 = 239,73 V.
Maésodik esetben, mivel az egyes toltésektél mért tdvolsdgok ugyanakkordk (40 cm), konnyti belatni, hogy a
potencidl U = 0 V.
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35.3. feladat: A B pontban 25 V-tal nagyobb az elektromos potencidl, mint A pontban. Mekkora sebességre
tesz szert a B-ben nyugalmi dllapotban 1év6, 1,8 - 10~° kg tomegt, 3 - 10~° C toltési részecske mikozben az A
pontba ér anélkiil, hogy az elektromos téren kiviil barmilyen mds er6hatast figyelembe kellene venniink?

Megoldas: Az A pont és a B pont kozotti potencidlkiilonbség (fesziiltség) Uap = 25V. Az elektromos mez6
munkdja, mikozben a toltést az A pontbdl a B pontba mozgatja:

Wy=Q Usp=3-10"-25=7,5-10"11J.

A munkatétel alapjan:
Wel = AEmozga

1
W61=A<m-v2>,
2
1, 2 Wy [2-7,5-10-4
War=gm-v"=0 = U:\/TZ I8 105 _ oms
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Gyakorl6 feladatok

1. Egy elektron egy 2,5 - 10° N/C nagysagti homogén térben az erévonalakkal padrhuzamosan mozog. Az
elektronra negativ toltése miatt lassitd eré hat. Mekkora utat tesz meg a térben az elektron miel6tt teljesen
elveszti sebességét, ha a kezdeti mozgdsi energidja 2 - 10717 J?

A megtett Gt (mm):

2. Tegyiik fel, hogy egy sikkondenzatorban homogén elektromos tér van, a térer6sség 5000 N/C. Az dbra
szerinti elrendezés esetén az AD és BC szakaszok 1 cm, az AB és DC szakaszok pedig 2 cm hosszuak.
a) Mennyi munkat végeznek az elektromos erék, ha
egy —20 mC to6ltésti pontszer( test az A pontbdl a C-be az ABC, az ADC vagy egyenesen az AC dton jut el?

D C
++++++++++++

b) Mekkora a potencialkiilonbség a kiilonb6z6 pontok kozott?

A munka az ABC tuton (J):
A munka az ADC uton (J):
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A munka az AC aton (J):

A potencialkiilonbség az AB pontok kozott (V):

A potencialkiilénbség az AC pontok kozott (V):

A potencidlkiilonbség az AD pontok kozott (V):

Az 5 cm 4tméréjl, beliil iireges, vékony falti fémgémbén 4,2 - 1079 C toltés van. A gombot koriilveszi egy
12 cm 4tméréjti mdsik fémgomb, amelynek téltése —7,8 - 10~ C. Mekkora a potencidl a gdmbok kozos
koézéppontjatdl 15 cm tdvolsdgban?

A potencial 15 cm-re (V):
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36. Kapacitas, kondenzatorok

36.1. feladat: Egy 5 uF kapacitdsu kondenzdtor, melynek lemezei kozott leveg6 taldlhatd, 30V fesziiltségli
telepre kapcsolunk. A telepet ezutan eltavolitjuk, de a kondenzator felt6ltott marad.

a) Szamitsuk ki a kondenzator toltését!

b) A lemezek kozotti térrészt olajjal toltjiik fel. Hatarozzuk meg a fegyverzetek kozotti fesziiltség 4j értékét
(e, = 2,1)!

c) Mekkora lesz az elektromos mezé energiastirlisége, ha a fegyverzetek 10 cm tdvolsdgra vannak?

Megoldas: a)
A kondenzator fegyverzetein tarolt toltések a kovetkezb Osszefiiggéssel hatarozhatok meg:

0:5 = Q=C-U=5-10%.30=15-10"*C.

b)
Mivel a fegyverzetek kozotti térrészt €, = 2,1 dielektromos dllanddju anyag tolti ki, tovabba a kondenzatoron
1évé toltésmennyiség nem valtozott:

U 30
C'=¢-C = U’:—:ﬂ:14,3v.

€r 5

)
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Az elektromos mez6 energidja:

1
E.=-C -U%
2(} U
Sikkondenzator kapacitdsa, ha a fegyverzetek kozott dielektrikum van (¢ a vakuum dielektromos dllandéja):
€€ - A
C=———.
d

Az elektromos mez6 a fegyverzetek kozott homogén, igy a fesziiltségre irhatjuk:

U=EFE-d = E:g—l4’3

4= 01 = 143V/m.

Az energia tehdt (az egyenlet jobb oldaldn 1év6 F az elektromos térerdsség!):

_lepe- A

E.= E-d)?
2 d ( )7

1
E. = ieo-er-A-d-Ez.
Mivel A-d =V (ti. a lemezek kozotti térrész térfogata), az energiasiirtiség:

E, 1 1
Del = 7 = 50 € E? = 3 8,84-10712.21-1432 =1,9-10" " J/m>.
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36.2. feladat: Egy 3 uF és egy 4 uF kapacitdsu kondenzatort egyenként feltoltiink egy 6 V-os teleprél. Ezutan
lekapcsoltuk a fesziiltségforrast, és gy kotottiik 6ket Ossze, hogy az egyik negativ oldaldt a masik pozitiv
oldaldahoz kapcsoltuk.

a) Mennyi toltés taldlhaté az egyes kondenzatorokon?

b) Az 6sszekapcsolds utan mekkora fesziiltség mérhet6 a fegyverzetek kozott?

Megoldas: a)
Kezdetben a kondenzatorokon 1év6 toltésmennyiségek:

Q=C,-U=3-10%.6=18-107%C,

Qo=0Cy-U=4-10%-6=24-10"°C.

Az Osszekapcsolds utan a toltések kiegyenlitédnek, igy a kondenzatorokon 1évé Osszes toltés:
Q=Q1+Q,=Q2-Q1=24-10°-18-10°=6-10"°C.

Az 0sszekotés miatt a két kondenzator fesziiltsége megegyezik:

Ul =U, =1,
o @
3-1076  4.10°6"

Behelyettesitve:
0,75 - Q5 +Qy,=6-10C = Q,=343-10"°C,

Q) =6-10°%-343.107°=257-107°C.
b)
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Mivel a két kondenzator parhuzamosan van kapcsolva, az eredé kapacitas:
Co=C1+0Cy = 7 uF.

Ebbdl a keresett fesziiltség:
= = 0,86V.

36.3. feladat: A szamitégép billentytlizetén a billenty(it lenyomva két lemezt kozelitiink egymdshoz, aminek

hatasara megvaltozik a kapacitds, amit a szamitégép megfelel6en észrevesz és értelmez. A lemezek tavolsaga
lenyomaés nélkiil 5mm. Ez 0,15 mm-re csokken, ha azt lenyomjdk. A lemezek teriilete 9,5 - 10~ m?2, a koztiik
1év6 anyag relativ dielektromos allandéja 3,5. Mekkora a kapacitas valtozasa a billentyt(i lenyomasakor?

Megoldas: Sikkondenzator kapacitdsa:
A
C=¢-€- i
A kapacitas tehat forditottan aranyos a lemezek tavolsagaval. A kapacitas valtozas tehat:

1

1 1 1
C”—C:eo-er-A-<—> :8,84-10_12-3,5-9,5-10_5-<

0,15-103 5.10-3

— 19pF.
d - d ) P
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Gyakorl¢ feladatok
1. Mekkora a toltés és a fesziiltség a harom kondenzatoron, ha Uy = 150V, C; = 22 uF, Co = 3 uF, C3 = 8 uF?

C C
[ [
I I

Cs

o

Uo

Q1 (uC):
Q2 (uC):
Q3 (uC):

U; (V):
Us (V):
Us (V):
2. Egy 500 nF és egy 1 uF kapacitdsu kondenzatort el6szor sorba, azutdn parhuzamosan kapcsolunk.

Mekkorak lesznek az egyes kondenzatorok fesziiltségei, toltései az elsé ill. a masodik esetben, ha a
rendszerre 1KkV fesziiltséget kotiink?
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Soros kapcsolasnal

Az 500 nF-os kondenzator fesziiltsége (V):
Az 1 uF-os kondenzator fesziiltsége (V):
Az 500 nF-os kondenzator toltése (C):

Az 1 pF-os kondenzator toltése (C):
Parhuzamos kapcsolasnal

Az 500 nF-os kondenzator fesziiltsége (V):
Az 1 uF-os kondenzator fesziiltsége (V):
Az 500 nF-os kondenzator toltése (C):

Az 1 uF-os kondenzator toltése (C):

Sikkondenzator levegében levo lemezei kozott 4 cm a tdvolsag. A lemezekre 100V fesziiltséget kapcsolunk.
A fegyverzetek kozé veliik pArhuzamosan az egyik végétdl 3 cm tavolsdgban vékony, toltés nélkiili
fémlemezt helyeziink el.

Megvaltozik-e a kondenzator kapacitasa a fémlemez betolasakor?

Igen.

Nem.

Hatarozzuk meg a fémlemez és a téle tavolabb 1évo fegyverzet kozotti fesziiltséget!
A fesziiltség (V):






E lecke oldal

37. Az egyenaram. Aramkorok

37.1. feladat: Egy elektromos flinyiré géphez egy 35 m-es hosszabbité rézvezetdjének keresztmetszete 5,2 -
10~"m?2. Egy mdsik kébelben a vezet6 13 - 10~" m? keresztmetszet(i rézhuzal. Milyen hosszti hosszabbitét
készithetiink e masik kdbelbdl, ha azt szeretnénk, hogy az ellendllasa ne legyen nagyobb, mint a 35 m-es
hosszabbitéé? Mekkora a 35 m-es hosszabbité ellendlldsa? (A réz fajlagos ellendlldsa 1,72 - 10~% Qm).

Megoldéas: Linedris vezetd ellendlldsa az alabbi Osszefiiggéssel adhaté meg:

l
R=p- 1
Az elsé esetben: l .
Ri=p L+ =172.10"8 1,16 Q
1 P A1 ) 572 .10 7 ) )
a masodik esetben:
R ) lQ I R2 . A2
Mivel R; = Ry: :
R -A 1,16 - 1310~
=122 O = 87,7m.

P 1,72-10°8

37.2. feladat: A és B pontok kozott kétvezetékes, 800 2 ellenallast hirk6zlé vonal miikodik. AB = 40 km. A-
tél mekkora tédvolsdgban tortént a rovidzarlat, ha a voltmérd 10V fesziiltséget, az dramméré 40 mA-t mutat?
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Megoldas: A rovidzarlat miatt rovidebb vezetéken folyik az &ram. Ennek a vezetékdarabnak az ellenalldsa:
U 10
= — = —— =250Q.
k I 40-10-3 o0

[rjuk fel az eredeti vezeték és a révidebb vezeték ellenalldsat:

l
B=pr3
l/
R =p-—.
Pra
Osszuk el egymassal a két egyenletet:
/
2
R 1 N l’—R - 50

T =5 _%-40km:12,5km.
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5 2
] ]
30 62
182
+|I QQ lIQ
— I |
L 6V

37.1. abra. Kapcsoldsi rajz a 37-3. feladathoz.

37.3. feladat: Hatarozzuk meg R., I és I, értékeit a fenti kapcsoldsban!

Megoldas: Mivel az a, b, ¢ és d pontok 6ssze vannak kotve, azonos potencidlu helyek. A kapcsoldst ez alapjan
attekinthet6bben is lerajzolhatjuk:
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37.2. dbra. Magyardzo dbra a 37-3. feladathoz.

Az eredé ellendllas:

1 1
Re:5+<1 . 1)+<1 1>=5+1+6=129.
2t6t3 sty

A féagban folyd dram erGssége:

U
LH=—=—= A.
TR TP
A 18 Q-os ellendllas fesziiltsége:
U =R, 1.

R, a 182 és 92 ellenallds ereddje. R, = 6.
U =6-05=3V.

A 18 Q-os ellendlldson atfolyo6 I, dramerdsség most mar meghatdrozhatd:

u 3

— =0,17TA.

I = — =
2T R T18
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2uF 3 uF
Q| Qa]|
i & |

— Ry |
20 kQ 5 k2

+
I
SOV

37.3. dbra. Kapcsoldsi rajz a 37-4. feladathoz.

37.4. feladat: Az &bran lathatd elrendezésben hatdrozzuk meg nyitott kapcsolénal:
a) az egyes ellenallasokon a fesziiltséget,

b) az egyes kondenzatorok fesziiltségét és a rajtuk 1évo toltésmennyiséget.

¢) Zarjuk a kapcsolot! Mennyi toltés halad at rajta?

Megoldas: a)

Mivel az ellendllasokon ugyanakkora az dramerésség, a kovetkezo6t irhatjuk:
U _ b
R Ry

Tovabb4, az ellendlldsokon esé fesziiltségek 0sszege 80V, azaz:
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Uy +U; =80V.
A két egyenletbdl:
80-Uy U
Ri Ry
80 — Uy Uy
= Us =16V.
20-103  5.1018 2
U =80V—-U;=80V—-16V=064V.
b)

A kondenzatorok feltoltédése utan ezen az 4gon nem folyik dram. A kondenzatorok kozotti vezetékdarabra
tobblettoltések nem jutnak, emiatt a kondenzatorokon azonos toltésmennyiség lesz.

Q1=Q2=0Q.

Emiatt irhatjuk:
Uy -Cy=U;y-Cs.

Tovabba igaz, hogy U; + Us = 80V. A két egyenletbdl:
(80 — Us) - C1 = Uy - Cy,
(80 -Up)-2-10°=0,-3-107% = Uy, =32V.
Uy =80V—-U; =80V —32V =48V.
A kondenzatorok toltése ezek utdn:
Q=C-Uy=0Cy-Uy=96-10°C=96uC.
)
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2pF  3pF
el Q||
] I

—_&_ |- Ry |—
20kQ+ 5 kQ

|
=

80V

37.4. dbra. Magyardzo dbra a 37-4. feladathoz.

A kapcsol6 zarasakor, a tovabbi szamoldsokhoz, a fenti kapcsolasi rajz nyujt segitséget.
A kondenzatorok feltoltédése utan ezeken az dgakon mar nem folyik aram, igy a fesziiltségeket az ellenallasok
hatarozzak meg:

Uy =64V,
U, =16V.
Ezek a fesziiltségértékek lesznek a kondenzatorok fesziiltségei, melyekbdl a toltések meghatarozhatok:
Q) =C1- U =2-107%.64 =128,C,
QL =0Cy Uy =3-107%.16 = 48 uC.
Az egyes kondenzatorok kapcsold oldali lemezeirdl eldramlé pozitiy, illetve az odadramlé negativ toltések
értékei:
AQ1 = Q] —Q =128 uC — 96 uC = 32 uC,
AQs = Q — Q4 = 96 uC — 48 uC = 48 uC.
Az Osszes toltésdaramlas tehat:
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Qkap =32 MC + 48 /LC =80 MC

37.5. feladat: Egy szarazelem 1,41V kapocsfesziiltség mellett 2 A er6sségi dramot szolgdltat. Mekkora az
elem belsé ellendllasa, ha az iiresjarasi fesziiltsége 1,59 V?

Megoldas: Az iiresjarasi fesziiltségre a kovetkezd Osszefliggés igaz:
Up = Uy + Uy,

ahol Uy az iiresjdrasi fesziiltség, Uy, a kapocsfesziiltség, Uy, pedig a belsé fesziiltség. Az egyenletbdl a bels6
fesziiltség:

Uy=Uy—-Up =159 —-1,41 =0,18V.
Uy 0,18

Uy,=1-R Ry = —
b b = b 7 5

= 0,099
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Gyakorl6 feladatok
1. Egyenl6 tomeg( aluminiumbdl egy 52 és egy 50 2 ellenallast huzalt készitenek. Hogyan ardnylik a
hosszabb huzal hosszmérete a révidebbéhez?
Vélasz:

2. Az abran lathato kapcsolasban Ry = 109, Ry = 209, R3 = 10Q, U = 60V. Mekkora fesziiltség van az
A — B pontok kozott?

A fesziiltség (V):

3. Egy telep kapocsfesziiltsége 1 A-es dramerdsségnél 90V, 10 Q2-os terheld ellendllds esetén pedig 50 V.
Mekkora aramot ad a telep, ha révidre zarjuk a kapcsait?

Az aramerésség (A):
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38. Az elektromos aram munk3dja. A teljesitmény

38.1. feladat: Sziviitem szabalyzé 1,25Hz frekvencidval mtikodteti a szivet gy, hogy minden szivciklus
elinditdsdhoz 0,001 s id6tartamu, 3V fesziiltségli ingert ad a sziv megfelelé részének, melynek ellendllasa
400 2. Hany évig mtikodik a sziviitem szabalyzo, ha beépitett &ramforrasdnak 20 kJ energidjat 30 %-os hatas-
fokkal hasznositja?

Megoldéas: Az ingerléshez sziikséges energia:

U2 32 5
E=U-1-t=— -t=——-0,001 =2,25-107"J.
R 400 ’
A hatésfok definicidja alapjan irhatjuk:
_ Ehasznos
Ebefektetett ’

Ebefektetett = 20000J.

A hasznos energia az egyes ingerek el6allitasahoz sziikséges elektromos energia. Mivel masodpercenként 1,25
inger fut at a sziven, x masodperc alatt a teljes energia:

Ehasznos = - 1,25 - 2,25 - 1075 J.
A kovetkezét kaptuk:

_ Ehasznos
Ebefek:tetett '
.1.25 - .107°
0.3 = r-1,25-2,25-10 ’
20000
0,3 - 20000

=2,133-10%s = 6,76 év.

YT 125.225.10-5
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38.2. feladat: Legaldbb hany wattos meriiléforraléval lehet 2,5 dl, 20 °C-os vizet 5 perc alatt forrdsba hozni?
Mekkora ellenalldsa kell legyen a forralénak, ha 220 V-rél iizemeltetjiik?

Megoldas: A forralashoz sziikséges héenergia:

Az elektromos energia:

Az dramerdsség tehat:

A teljesitmény:

A meriléforrald ellenallasa:

Q =c-m-AT =4200-0,25 - 80 = 84000 J.

E,=U-T-t,
E,=Q = U-I-t=Q.

Q 84000

I: =
U-t 220-5-60

= 1,273A.

P=U-1=220-1,273 =280W.

U 220
fh=7= 1,273

=172,82Q ~ 173 Q.
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Gyakorlo feladatok
1. A 24V-ra méretezett 30 W-os forrasztédpdkat 10%-kal kisebb fesziiltségre kapcsoljuk. Ha eltekintiink a
fttéellenallas hémérséklet-fliggésétol, hany szazalékkal csokken a péaka teljesitménye?
Valasz (%):

2. Adott egy 3V iiresjarasi fesziiltségli és 2 (2 belsé ellendllast telep. Mekkora kiilsé ellendlléds esetén lesz a
fogyaszto teljesitménye 1 W?

Valasz 1. (Q):
Vélasz 2. ():
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39. Magneses indukcid. Az indukalt fesziiltség

39.1. feladat: Egymastol 10 cm tavolsagban 1évé igen hosszu két parhuzamos vezeté mindegyikében 20 A
er6sségli aram folyik azonos irdnyban. Az egyik vezet6t6l mindkét irdnyban 5cm tavolsdgban mekkora a
magneses indukcid?

Megoldas: Hosszu egyenes vezetd koriil a magneses indukcié nagysagara a kovetkezo kifejezést irhatjuk:

po - I
2-r-mw

B =

Ha a 10 cm-t a masik vezetével ellentétes iranyban mérjiik az indukcié nagysaga:

B = B + Bs.
po-I  4-m-1077-20 Vs
B = = =8-107° —
LYo 20,057 m2’
po-I  4-m-1077-20 5 V-s
B, — _ =2,67-107° —_.
2T 2 g 2.0,15- 7 ’ m2

Az eredé indukci6 nagysaga tehdt: B =8-107° 42,67 -107° = 10,67 - 107°V - s/m?.

A masik vezet6 iranyaba mérve az 5 cm-t az eredd indukcid nagysdga nulla, mert az egyes vezet6oktdl az adott
pontban az indukci6 vektorok nagysaga megegyezik, de irdnyuk - a jobbkéz-szabdly alapjan - ellentétes lesz.
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39.2. feladat: Két 1,6 m tadvolsadgban 1év6 parhuzamos sin végét egy 96 2 ellendlldsu villanykortén keresztiil
kotjiik 6ssze. A sinen 5m/s sebességgel egy vezet6t mozgatunk ugy, hogy annak végei a sineken vannak. A
magneses tér nagysaga 0,8 T és ez merdleges a sinek 4ltal kijelolt sikra. A ldmpa ellendlldsdnak kivételével
minden mds ellendllds elhanyagolhatd.

a) Mekkora a mozgd vezet6 altal keltett fesziiltség?

b) Mekkora az aramkorben foly6 aram?

¢) Mekkora elektromos teljesitményt ad le a korte?

d) Mennyi energiat fogyaszt a korte 60 s alatt?

Megoldas: a)

Irjuk fel a mozgasi indukcié esetére vonatkozéan az indukalt fesziiltség meghatarozasara kapott Gsszefiiggést:

U=B-1-v=08-16-5=6,4V.

b)
Az aramerésséget Ohm-torvényébol egyszertien szamolhatjuk:
U 64
I=—=-—"=0,067A.
R 96 ’

c)
A teljesitmény:
P=1?-R=0,067%-96 = 0,427 W.

d)
Az elektromos munka:
W =P -t=0,427-60 = 25,6 J.
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39.3. feladat: Egy 1,5 - 1073 m? teriilet(i, 20 menetes tekercs sikja mer6leges a 0,05 T nagysdgu magneses
térre. 0,1 s id6vel kés6bb a tér nagysaga 0,06 T-ra n6tt. Hatarozzuk meg az ez alatt az id6 alatt indukalédott
atlagos fesziiltséget!

Megoldéas: Az indukalt fesziiltség nagysaga:

U:N'gZJVA(B.A):N-A-Ajzgo.175.10—3.w

—3.1073V = V.
At Al At 0,1 310 sm

39.4. feladat: Egy sztered berendezés bemené transzformdatoranak primer tekercse 660 menetes, mig a
szekunder tekercs menetszdma 25. A villdsdugot a 230 V-os hdlézatra kotve 0,42 A dram folyik a primer
tekercsben. A transzformator kimenete a berendezés félvezet6 aramkoreit latja el fesziiltséggel.

a) Hatarozzuk meg a szekunder korben esé fesziiltséget!

b) Hatarozzuk meg a szekunder kor aramat!

c) Mekkora a félvezetd aramkorokhoz juttatott atlagos teljesitmény?

Megoldas: a)
A transzformator primer és szekunder fesziiltségeinek aranyara az alabbit irhatjuk:
UP _ Np
USZ NSZ .
Ebbdl a szekunder fesziiltség:
NSZ

25
S 2930 = = 8,712V,
N, 660

b)
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Az dramerdsségek ardnya:

I, N N,

c)

A teljesitmények idealis transzformator esetén egyenléek:

Py = Ps..

A szekunder oldalon a teljesitmény:

0 25

660

= 11,088 A.

P, =Us, I, =8,712-11,088 = 96,6 W.

lecke oldal
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Gyakorl6 feladatok

1. Igen hosszti ridon 2 - 1078 C toltés helyezkedik el egyenletesen, méterenként. Mekkora a méagneses
indukcid az egyenestdl 10 cm tdvolsdgban, ha a rid 20 m/s sebességgel mozog hosszirdnyban?

A magneses indukcid nagysaga (T):

2. Egy teheraut6 tengelye 2,4 m hosszu. A teherauté 30 m/s sebességgel északra halad egy olyan helyen, ahol
a Fold mdagneses terének fliggéleges komponense 90 uT. Mekkora fesziiltség alakul ki a tengely végpontjai
kozott?

A fesziiltség (mV):

3. Egy kerékpdr lampajat ellaté dramfejleszté generdtor forgd fejét a kerékpdar 33 cm sugard kereke 44-szer

forgatja meg, amig a kerék egyet fordul. A generator tekercse (armattiraja) 75 menetes és minden menet

teriilete 2,6 - 103 m?. A mégneses tér nagysaga 0,1 T. Mekkora a kerékpdros sebessége, ha csicsban 6V
fesziiltség keletkezett?

A sebesség (m/s):
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40. Toltott részecskék magneses mezbben. A Lorentz-erd

40.1. feladat: A proton sebessége a részecskegyorsitéban 5 - 10°m/s. A proton egy olyan mégneses térben
mozog, melynek nagysdga 0,4 T és irdnya 30°-os szoget zdr be a proton sebességének irdnydval.

a) Mekkora a protonra haté er6 iranya és nagysaga?

b) Mekkora a proton gyorsulasa?

¢) Mekkora volna az er6 és a gyorsulas, ha a proton helyett egy elektron mozogna hasonld koriilmények
kozott?

Megoldas: a)
A protonra haté er6 nagysagat a Lorentz-er6 adja meg. Mivel a sebesség nem merdleges az indukciévonalakra,
a sebesség arra meréleges komponensével kell szamolni:

F=B-Q -v-sina=04-5-10°-1,6-107'? -sin30° = 1,6 - 10" ¥ N.

b)
A gyorsulas Newton II. torvénye alapjan hatarozhaté meg:

F 1,6-10713

— _ 13 2

F=m-a = a=
c)

Az er6 nagysaga ugyanakkora lenne, a gyorsulds viszont a tomegtodl is fiigg, ezért:

F 1,6-10713

. = 91004 10 = L6107 m/s
e ) ’

a =
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40.2. feladat: Egy proton gyakorlatilag nyugalombdl kezd gyorsulni egy sikkondenzdator pozitiv lemezétél a
negativ fegyverzete felé. A kondenzatorra 2100V fesziiltséget kapcsoltak. A nagy sebességli proton a negativ
lemezen 1évé kis lyukon elhagyja az elektromos teret és egyenletes sebességgel halad egészen addig, mig be
nem lép egy sebességére merdleges irdnyd homogén, 0,1 T er6sségli magneses térbe.

a) Hatdrozzuk meg, hogy a proton milyen sebességgel hagyta el a kondenzatort?

b) Mekkora a proton mozgasi energidjanak megvaltozdsa a magneses tér hatasara?

¢) Mekkora annak a kérnek a sugara, amelyen a proton a magneses térben mozog?

Megoldas: a)
A munkatétel alapjan:
W = AEmozga

1 , 20U [2-16-10-19.2100 .
. - — . . — p— p— 4'1 .
QU=g-m" = w m \/ 16726 10—z 034 107w/
b)

A mozgési energia nem valtozik, mivel a magneses térben a protonra hat6 eré merdleges a sebességvektor
irdnydra, ezért csak a proton mozgasanak iranyat valtoztatja meg.
)

A korpalyan valé mozgds dinamikai egyenlete:

Fop =my - agp.
A centripetalis er6 a Lorentz-erd:
B-Q-v=m-ac,
v? m-v 1672610727 6,34 - 10°

B. . — [— :> el =
@o=m-- "TBQ 0,1-1,6-10-19

= 6,63 cm.
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Gyakorl6 feladatok

1. A toltott részecskék sebességvalogatasara olyan berendezést szoktak alkalmazni, melyben a részecskére
hato elektromos és magneses terek éppen kiegyenlitik egymas hatdsat. Egy ilyen rendszerbe a B méagneses
térre merOlegesen v sebességgel beloviink egy +q toltésii részecskét. A sebességvalogatd elektromos tere
5,65 - 10° N/C nagysdgu, mig az alkalmazott méagneses tér 0,4 T. Mekkora a részecske fajlagos téltése
(toltés/tomeg hanyadosa), ha a részecske egy 2,9 cm sugard korpalyan mozogna, ha az elektromos teret
kikapcsolnank?

A fajlagos toltés (C/kg):
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41. Valtakozé aram és fesziiltség

41.1. feladat: Egy sztered rddidvevd berendezés 34V csucsfesziiltségli valtédramu jelet kiild a koriilbeliil
8 ellendlldsu hangszéréra. Mekkora a hangszéré kimenetein mérhet6 effektiv fesziiltség? Mekkora a
hangszorén atfolyd valtédram effektiv értéke? Mekkora a teljesitmény?

Megoldas: A maximalis fesziiltség tehat: U,,,. = 34 V. Ebbdl az effektiv érték:

Umax
Uerr = =15

= 24,042V.

Az effektiv dram:

Ue
Ljr = ];:f = 3,005A.

A teljesitmény ebben az esetben:

Pepp=1%; R =3005"8 =T7224W.

41.2. feladat: Soros RLC kort (R = 1009Q,L = 0,2H,C = 20 uF) egy szokvanyos 50Hz-es, U = 230V
effektiv értékd fesziiltségre kapcsolunk.

a) Mekkora az aramerdsség effektiv és maximalis értéke és a teljesitmény?

b) Hogyan kell a fesziiltségforras frekvenciajat valtoztatni, hogy rezonancia lépjen fel (vagyis mekkora fz)?
¢) A fenti rezonanciafrekvencidndl mekkora lesz az effektiv és maximalis dramero6sség, illetve a teljesitmény?
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Ugic U, L -w
P T

URL(‘

41.1. &bra. Magyardzé dbra a 41-2. feladathoz.

Megoldas: a)
Az effektiv aramerdsség:

ahol Z az impedancia.
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2 2
ZZ\/R2+(XL—X0)2=\/R2+<L-w—cl_w> :\/R2+(L.27r.f_c.21ﬂ.f>

1 2
Z = \[1002 + (0227 - 50 - — 138,85,
\/ +<’ T 20-10—6.27r.5o> ’

Az effektiv aramer6sség tehat:
Usgr 230

I = =
“FT TR 138,85

= 1,656 A.

A maximdlis dramerdsség:
Imaz = eff \/5 = 2,342 A.

A teljesitmény:
P.js = 1% - R = 16562 - 100 = 274,2W.

b)
Fesziiltségi rezonancia 1) = 0°-nal van. Ekkor maximalis a&ram folyik at a rendszeren (daramrezonancia). Ez
alapjan:
1
Xp=Xc = L-w=——,
L ¢ w C-w
1 1 1

= 79,58 Hz.

:> g g
VL C =5 Ve 92711/0,2 - 20 - 10~
c)
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Az effektiv &ramerGsség:

U
Ljj = Zf = 2,3A.

A maximadlis aramerGsség:
Imaz = Lopp - V2 = 3,25A.

A teljesitmény:
Pepp =12 - R=23%-100 = 529W.

.....

kapacitdsu kondenzdatort. Ekkor az dramkor rezonanciafrekvencidja fr = 50Hz. Mekkora kondenzatort
kellene az els6 helyére bekotniink, hogy a rezonancia 200 Hz-nél 1épjen fel?

Megoldas: Els6ként hatdrozzuk meg a rezonancia frekvenciabdl a tekercs induktivitasat:

1 1 1
=—F—— = L= = = 0,6755H.
i 2rvL-C f3-4w2.C  502-472.15-10-6 ’
A keresett kapacitas:
1 1
' =9,375- 107 F.

T fZ4x? L 2002 - 472 - 0,6755
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Gyakorl6 feladatok

1. Egy 148 Q) ellenallést, egy 1,5 uF kondenzatort és egy 35,7 mH induktivitdsu tekercset sorosan rakotiink egy
35V effektiv fesziiltségli, 512 Hz frekvencidju generdtorra.
a) Mekkora az egyes elemeken mérhet6 effektiv fesziiltség?
b) Mekkora az dramkor altal ténylegesen felvett teljesitmény?

Az ellenéllason mérheto6 fesziiltség (V):
A kondenzatoron mérheté fesziiltség (V):
A tekercsen mérheto fesziiltség (V):

A teljesitmény (W):

2. Egy RLC aramkorben az ellenallas 92 ), a generator effektiv fesziiltsége 3V. Mekkora a leadott
teljesitmény rezonancia esetén?

A teljesitmény (W):
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42. Relativitaselmélet

42.1. feladat: Képzeljiik el, hogy egy XXV. szdzadi irhajé 0,8 - ¢ sebességgel repiil az tirben. Mennyi id6 alatt
szeli at a 150 milli6 kilométeres Nap — Fold tavolsagot

a) egy foldi megfigyel6 szempontjabdl mérve,

b) az tirhajoval egyiitt utazé megfigyelé szempontjabol mérve?

Megoldas: a) A foldi megfigyel6 szempontjabdl a keresett repiilési id6 egyszertien a Nap — Fold tavolsag és az
tirhajé sebességének (v = 0,8 - ¢) a hdnyadosa:

D
Aty = — =625s.
v

b) Az Girhajén utazé megfigyel6 szempontjabdl az érak lassabban jarnak, mint a foldiek, ezért:

At; At
At, ==L = =1 —3755
")/ PR S—

1-22
2

)

42.2. feladat: Az el6z6 feladatbeli XXV. szdzadi tirhajét még a kilovés el6tt a Foldon 50 m hossztiinak mérték.
Mekkora az {irhajé hossza a foldi megfigyel6 szempontjabdl, amikor az tirhajé a Nap felé szaguld 0,8 - c
sebességgel?

Megoldas: Amikor az tirhajé mozog a megfigyel6hoz képest, akkor hosszdt a megfigyeld révidebbnek méri:

L L
L=20_ 10

= 30m.
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42.3. feladat: Rémed és Julia ikrek, akik a XXX. szdzadban élnek. Julia irhajés kiképzést kap, és egy
tirhajoval, allando, fénysebesség kozeli sebességgel, elindul egy tavoli csillagrendszerbe. Ekoézben Rémed
éli foldi életét. Julia miutan eléri a tavoli csillagrendszert szinte azonnal visszaindul a Foldre, ugyanazzal a
sebességgel, mint amivel odafelé is utazott. Melyikiik az idésebb, amikor tjra taldlkoznak a Foldon?

Megoldéas: Mivel a mozg6 érak lassabban jarnak az alléakhoz képest, az elsé otletiink az lesz, hogy Julia lesz
a fiatalabb. Ugyanakkor Julia szempontjabdl Rémeo6 az aki hozza képest mozog, ezért Julia szerint Romeo lesz
a fiatalabb. Ez az eredmény ellentmonddsosnak tiinik. Ezt a problémat nevezziik iker paradoxonnak.

Azonban, ha jobban odafigyeliink, akkor a két érvelés mégsem teljesen szimmetrikus. Julia, ahhoz, hogy
visszatérhessen a Foldre, le kell, hogy lassitson, majd az ellenkezé iranyban fel kell, hogy gyorsuljon. A lassitas
és a gyorsulas idejére, legyen az barmilyen rovid is, nem inerciarendszerbdl szemléli az eseményeket. Tehat
Julia, mozgasa sordn az egyik inerciarendszerbodl kilép egy gorsuld vonatkoztatasi rendszerbe, majd miutan
elérte visszautazasi sebességét, egy masik inerciarendszerbdl szemléli az eseményeket, mint a tavoli csillagra
valo utazdskor.

Romed végig ugyanabbdl az inerciarendszerbdl figyeli Julia utazasat, ezért Romeo érvelése felel meg a
specidlis relativitas elmélete kovetelményeinek, azaz valdjaban Jtlia lesz a fiatalabb, amikor tjra talalkoznak!

Ezt az eredményt erdsitik meg azok a szinkronizalt, nagyon pontos 6rdk, amelyek koziil az egyiket végig
inerciarendszerben hagyjuk, mig a masikat gyorsulé vonatkoztatdsi rendszerbe helyezziik. Mindig azok az érdk
jarnak lassabban (mutatnak kevesebb eltelt id6t), amelyek elszenvedik a gyorsulast!

v

42.4. feladat: Az el6z6 feladatbeli Julia utazzon az Alfa Centauri csillagrendszerbe, amelynek tdvolsaga
a Foldtél 4 - 10'® m. Julia utazdsi sebessége oda-vissza 0,8 - ¢ nagysagu, és az oda- és visszatit kozott csak
elhanyagolhatéan rovid ideig tartézkodik az Alfa Centaurin. Hatdrozza meg Julia repiilési idejét mind Rémed,
mind pedig Julia szempontjabdl!
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Megoldas: Rémeo foldi érain mérve Jilia teljes repiilési ideje:

2.D
Atp=""=33-10%s,
v

ami kb. 10,5 év.

A Juliaval egylitt utazé o6rak lassabban jarnak a foldiekhez képest:

At At
At, ==L = =L —92.10°s,

ami kb. 6,3 év.

Tehat Julia lesz mintegy 4,2 évvel fiatalabb visszatérése utan, hiszen az el6z6 feladat alapjan a helyes érvelés
feltétele, hogy olyan vonatkoztatasi rendszerben hasonlitsuk 0ssze a két id6t, amelyik a vizsgalt mozgas teljes
ideje alatt inerciarendszer marad.

42.5. feladat: Két Girhajé kozeledik a Foldhoz ellentétes iranyokbdl. Az els6 sebessége 0,5 - ¢ a Foldhoz
képest, mig a mésiké 0,8 - c. Mekkora a két (irhajé egymdshoz viszonyitott sebessége?

Megoldas: A feladat megoldasa 1ényegében a Foldhoz rogzitett inerciarendszerbdl Lorentz —
transzformacioval valé attérés az egyik tirhajohoz rogzitett inerciarendszerbe.

Szamoljunk az els6 Girhajéhoz régzitett inerciarendszerben. Ekkor a médsodik tirhajé Foldhoz viszonyitott
sebességének (us = 0,8 - ¢) és a Foldnek az elsé tirhajohoz rogzitett inerciarendszerben mérhetd sebességének
(u'F = 0,5 - ¢) ered6jét keressiik. A sebességek Lorentz — transzformdcidja alapjan:
ug + U 1.3
wy = —2 T TE 2% 00,93 c.

2T 1_|_U2C~;1} 14

Természetesen szimmetrikus eredményt kapunk, ha a feladatot a masodik tirhajéhoz rogzitett
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inerciarendszerben oldjuk meg.

42.6. feladat: Egy elektront 800 kV fesziiltséggel gyorsitunk nyugalombdl.

(a) Hatarozza meg az elektron nyugalmi energiajat!

(b) Hatarozza meg az elektron mozgasi energidjat, teljes energidjat, sebességét és impulzusat a gyorsitas
utdni idépillanatban! Az energidkat adja meg eV-ban és J-ban is! (Megjegyzés: 1eV = 1,6 - 10719)
Megoldas: a) Az elektron nyugalmi tomege egy univerzalis fizikai 4llandé. Ertéke m, = 9,1094 - 10~3 kg.

Az ennek a nyugalmi tomegnek megfelel6 nyugalmi energia:

Ey=me-c®=8,198-10"1*J = 512keV.
b) Az elektron teljes energidja a gyorsitas utan két részb6l adodik 6ssze. Az egyik a nyugalmi energia, a masik
pedig az elektromos tér gyorsitasi munkdjabdl adodé Ej, mozgasi energia. Tehat:

Ep=q. -Uy=128-10"13J = 800 keV,

ahol ¢, = 1,6 - 107! C - az elektron toltése, mig Uy = 800KV - a gyorsitéfesziiltség.

Az elektron teljes energiaja pedig:

E=FEy+E,=21-10"13J=1312keV.

Mivel a specidlis relativitas elmélete szerint:
E? = B2 + p*c?,
ahol p - a lendiilet, ezért:

E2 _ E2
720 =6,44-10"2kg - m-s L.

De
C



E lecke oldal

Az elektron sebessége Osszenergidja alapjan hatdrozhaté meg, hiszen:

Me - €2 Ey

R

E? v
=1/1-=2=—-=0,92
f=\l-pm=7=09

Tehat a gyorsitott elektron sebessége a gyorsitds utdni pillanatban:

E=m-c

ahol g = 2.

Hatarozzuk meg a (3 sebességaranyt:

Ve =0,92-¢=276-108m-s L.
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Gyakorl¢ feladatok

1. A tricium felezési ideje laboratériumi mérések alapjan 12,32 év. Mekkoranak mérjiik ezt a felezési idot, ha
a tricium preparatum hozzank képest a fénysebesség felével mozog?
A mért felezési id6 (év):

2. Az LHC részecskegyorsitéban 7 TeV végenergidra gyorsitjdk a protonokat, melyek nyugalmi energidja
938 MeV. Hanyad része a protonok végsebessége a fény vakuumbeli terjedési sebességének?
A proton sebességének és a fény vakumbeli sebességének aranya:

3. Hanyszorosara né egy részecske tomege, ha a fénysebesség felével mozog?
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43. Fénykvantumok és anyaghullamok

43.1. feladat: Egy fotocella katédjabdl 2,16 - 10719 J vagy ennél tébb energidval lehet egy elektront kiszaki-
tani. Mekkora frekvencidju elektromdgneses sugarzas képes fényelektromos jelenséget (fotoeffektust) 1étre-
hozni? Mekkora a legkisebb frekvencidji fénynek a hulldmhossza? E fotocella katédjat 0,250 - 10~ m
hulldamhosszu elektromagneses sugarzas éri. Mekkora sebességgel 1épnek ki az elektronok a katédbdl? Az
andéddram 2,5 - 1072 A. Legaldbb hany foton iitkdzik a katédba 1 s alatt?

Megoldas: A fényelektromos jelenség Einstein-féle magyarazata szerint a fotocella katédjaban kotott
elektronok elnyelik a megvildgité fény A - f nagysagu energia adagjat (fotonjat). Ha a foton & - f energidja

nagyobb, mint az elektronnak a katddbdl torténd kilépéséhez sziikséges energia, az tigynevezett kilépési
munka, akkor a kiilonbozet a kilépé elektron mozgasi energidjaban jelentkezik:

1
h-f:AqLimer.

Ennek értelmében fényelektromos jelenség akkor jon 1étre, ha a foton energiaja legalabb a kilépési munkat
fedezi:

h-f=A.

Innen a legkisebb frekvencidju megvilagité fény frekvencidja és hulldmhossza:
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A 216-1071 u
_ A _ 50 39509.10MH
S =% = 6626 10 ~ S99 107 Hz,

c 2998108

_ -7

A feladat masodik részében a katéddbdl kilépé elektronok sebességét ismét az Einstein-féle osszefliggés
segitségével hatarozhatjuk meg:
1 2
h . f = A + imev .

A fotocella katédjat megvilagitéd elektromagneses sugarzas fotonjainak az energidja:

c 2,998 - 108
h-f=h-—=6626-10"2*. "~ —=70946-10"17J.
! A 0,250 -10—6

Az Einstein-féle 0sszefiiggés atrendezésével szamithatjuk ki a kilép6 elektronok mozgasi energidjat:

E, = §m6v2 =h-f—A=7946-10"" —2,16-107' = 5,786 - 10717 J.

Innen a kilépd elektronok sebessége:
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2F 2-5,786-10~19
v =4/ m: = \/ 01004 105 = 1,127 -10° m/s = 1127 km/s.
Ha a fotocellara egyenfesziiltséget kapcsolunk, akkor az andd és a katdd kozott a fesziiltséggel ardnyos allando
nagysagu elektromos erétér alakul ki, amely megfeleléen vélasztott polaritds esetén az anod irdnyaban
gyorsitja a fotoeffektussal keletkezé elektronokat. Az anddot elér6 fotoelektronok képezik az anédaramot. A
feladat szerint az anéddram 2,5 - 1072 A, ami azt jelenti, hogy 1 mdsodperc alatt 2,5 - 102 C toltés dramlik a
fotocella dramkorében, igy a fotocella anddja és katddja kozott is. Ha ezt a toltésmennyiséget elosztjuk az

elektron toltésének nagysagaval, akkor megkapjuk, hogy hany elektron aramlik masodpercenként az andd és a
katod kozott:

2,5-1073

= — =1561-10'
¢ 1,602-1071 7

Mivel a fotoeffektus soran a katéddra becsap6dé minden foton egy fotoelektront kelt, ezért a masodpercenként
a fotokatddra csapédé fotonok szdmdnak legaldbb 1,561 - 10'6-nak kell lennie.

43.2. feladat: Egy fotocella eziist fotokatédjat 253710719 m hulldmhossztis4dgt ultraibolya fénnyel vildgitjuk
meg. Hatdrozzuk meg azt a potencidlkiilonbséget, amely képes megsziintetni a fotodramot! Eziist esetében
3250 - 10719 m a legnagyobb hulldmhossz, amivel még fotoeffektust lehet kivéltani.

Megoldas: Ha egy fotocella katodjat és anddjat egy vezetékkel 0sszekotjiik, akkor az igy 1étrehozott
aramkorben fesziiltségforrds kozbeiktatdsa nélkiil is folyik aram. Ennek az az oka, hogy a katddbdl a
fotoeffektus soran kilépd nagy sebességti elektronok bizonyos hanyada az anddba csapddik és abban
elnyel6dik. Ennek kovetkeztében az anddban elektron tobblet, a katédban pedig elektron hidny alakul ki. Az
elektron egyensuly ugy 4ll helyre, hogy elektronok vandorolnak az anédrdl a katdédra a kozéjiik kapcesolt
vezetéken keresztiil.
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Ha ebbe az aramkorbe egyendramd fesziiltségforrast kapcsolunk gy, hogy az andd negativ, a katéd pedig
pozitiv polaritasu legyen, akkor az andd és a katdd koézott olyan elektromos erétér alakul ki, amely az
elektronokat fékezi. Ez a fékezo6 hatas a fesziiltség novelésével fokozddik. Az elektronok fékez6désének az az
oka, hogy az elektromos erétér az elektronokon eU nagysagui munkat végez. Mivel az elektronok mozgasa az
elektromos erétér iranydval ellentétes, ez a munka negativ el6jeld, tehat az elektron mozgasi energiajat
csokkenti. A fesziiltség novelésével egyre kisebb lesz az anddot eléré fotoelektronok mozgasi energidja €s

ezaltal a sebessége. Addig folyik aram a fotocella dramkorében, amig az anddot elér6 fotoelektronok mozgasi
energidja nullara nem csékken:

E.—eU=0.

Megjegyzés: Ha tovabb novelnénk a fesziiltséget, akkor a fotoelektronok sebessége mar az el6tt nullara
csokkenne, mielétt elérnék az anddot.

A fotoelektronok mozgasi energidjat ismét az Einstein-féle 0sszefiiggés atrendezésével hatarozhatjuk meg:

1
EezimeUQZh-f—A.
Annak a fotonnak az energidja, amivel még fotoeffekust lehet kivaltani, csupdn arra elég, hogy fedezze a

kilépési munkat. Ezért:

2,998 - 108
A=h-f=h < =6626-1073. 2 —6,112-10719J.

Ah 3250 - 10~10

A kovetkezb 1épésben meghatdrozzuk a fotoelektronok kezdeti mozgdsi energidjat, ha a fotocella eziist
fotokatddjat 2537 - 10719 m hulldmhossziisagu ultraibolya fénnyel vildgitjuk meg:
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1 9 c
Ee—imev —h-f—A—h-X—A,
2,998 - 10%

3537 o-10 ~ 112" 107 =1,718-10719J.

E, = 6,626 - 10734 .
Végiil kiszamolhatjuk a fotodramot megsziintet6 fesziiltséget:

E. 1,718-107%

U=~ ~= 1,602 - 1019

= 1,072V.

43.3. feladat: Hatdrozzuk meg a szort y-foton energidjat, és az elektronnak dtadott energiat, ha a primér
~-foton energidja 1 MeV és a széréddsi szog 57°.

Megoldas: A feladat megolddsa nagyon egyszerti, ha ismerjiik a szért foton energidjat a szordsi szog
fliggvényében megadd aldbbi Gsszefiiggést:

E = by :
K 1+mE7 (1 —cosb)

682

Behelyettesités utan:
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mec® =9,1094 - 10731 - (2,998 - 10%)2 = 8,1875 - 1071 J = 0,511 MeV,

1
E! =
T 14 g2 (1 = cos570)

= 0,529 MeV.

Az energiamegmaradas torvénye értelmében az elektronnak atadott energia:

E.=E,— E, =1-0528 = 0,471 MeV.

43.4. feladat: Az 0,431 - 10~ '°m hulldmhosszisdgu rontgenfoton kolcsonhatdsba 1ép egy elegendéen kis
rendszdmu elem lazdn kotott elektronjdval. Ennek kévetkezményeként 520-kal megvéltoztatja irdnydt.
Mekkora lesz a meglokott elektron mozgasi energidja? A rontgenfoton eredeti haladasi irdnyaval milyen
szoget bezaro pdlyan halad tova az elektron?

Megoldas: A meglokott elektron mozgdsi energidjat a 43.3. feladat megolddsanak 1épéseit kovetve
hatarozhatjuk meg.

Fl8szor meghatdrozzuk a 0,431 - 10719 m hulldmhossztisdgu rontgenfoton energidjat:
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C
E/y:hf:hx7
2,998 - 108
E,=6626-1073%. 2~ ——~ 4 L1075 =2 ki
., = 6,626 - 10 0431 1010 ,609 - 1071 J = 28,770 keV,
28,770

E/

_ — 98,161 keV.
71+ 285’17170(1 — cos 520)

A meglokott elektron mozgasi energiaja:

E. = E, — El = 28,770 — 28,161 = 0,609 keV.

A kilokott elektron repiilési irdnya €s a rontgenfoton eredeti haladasi irdnya kozotti szoget jeloljiik p-vel. A ¢
sz0g nagysagat a lendiiletmegmaradas torvényének segitségével hatarozhatjuk meg. Ehhez sziikségiink van a
bejovo és a szort rontgenfoton, tovabba a kilokott elektron lendiiletének ismeretére:

h  6,626-10734
== —15374-10723,
Py= X" 043110010 &

A szért foton hulldmhosszat az energiajabol hatarozhatjuk meg. Mivel

C

E’Iy:h.f/:h,)\/:pw,.c’

ezért
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El 28161-1,602-1071

, = ) — =1,5048 - 10723,
Py == 2.998 - 108 ,5048 - 10

Kovetkezik a meglokott elektron lendiiletének meghatdrozasa, ami kétféle modon torténhet. A relativisztikus
formulak minden esetben pontos eredményt szolgaltatnak, azonban tobb szakon nem tananyag a specialis
relativitaselmélet. A klasszikus képletek minden olyan esetben jo kozelitik a pontos eredményt, amikor az
elektron sebessége lényegesen kisebb a vakuumbeli fénysebességnél.

Megjegyzés: Ennek ellenérzéséhez is a specidlis relativitdselmélet ismeretére van sziikség. Bizonyitas nélkiil
megadjuk, azt a formulat, amely segitségével kiszamolhatjuk a meglokott elektron sebességét:

1
Ve=¢C, |1 — ———.
€ ( Em s 1)2

moc2

1
Ve =c( |1 =~ = 0,049c.
V' GE D2

Tehdt a meglokott elektron sebessége a vdkuumbeli fénysebesség 4,9%-a.

Behelyettesités utan:

Ezek utdn azt kell mérlegelni, hogy a vizsgalt probléma esetén elhanyagolhatdak-e a relativisztikus hatdsok
vagy nem. Tételezziik fel, hogy megengedhet6 a klasszikus kozelités, amely szerint egy részecske mozgasi
energiajat a jol ismert 6sszefiiggéssel szamolhatjuk ki:

Atrendezéssel megkapjuk az elektron lendiiletét:
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Pe = 2m6E67

Pe=1/2-9,1094 - 10-31- 609 - 1,602 - 10-19 = 1,333 - 10~ 3.

Bontsuk fel a szért foton és a meglokott elektron lendiiletét a rontgenfoton eredeti haladasi iranydval

parhuzamos és arra meroleges 0sszetevokre:

pUY/ = P, - cos p#, =Py -sind
Ll:pe-cosgo pé‘:pe-singo
Alkalmazzuk a lendiiletmegmaradas torvényét:
_ I
Py =Py + P
0=py —pe.

Ez utébbi 0sszefiiggés segitségével hatarozhatjuk meg ¢ értékét



E Iecke L oldal

0 = py -sinf — p, - sinp,

Py
De

sinp = -sin 6,

1,504 -10723

. 0 _
m -sin 52" = 0,89,

sinp =

o =62,8".

43.5. feladat: Egy fényforrds 60 W teljesitménnyel 5 - 10~" m hullimhossztisagt fotonokat sugdroz. Hany
foton hagyja el masodpercenként a fényforrast?

Megoldas: A kvantumelmélet szerint az elektromdgneses sugdrzasokban, igy a fénysugarzasban is energia
adagok, fotonok forméjaban dramlik az energia. Az energia adagok nagysdga, azaz a fotonok energia tartalma
aranyos az elektromagneses sugarzas frekvencidjaval:

e=h-f

Hatdrozzuk meg a 5 - 10~7 m hulldmhossziségu fotonok energi4jat:
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__ 6,626-107% 2,998 - 108

e =3,9729 - 10719,

Megjegyzés: A szamoldsok sordn nagyon gyakran kell a & - ¢ szorzattal szdmolni, ezért érdemes az értékét
megjegyezni.

h-c=6,626-10"2*.2998-10% = 1,9865 - 10~2°

Ha egy fényforras P = 60 W teljesitmény(i, akkor masodpercenként F = 60J energiat sugaroz ki.

Az ehhez sziikséges fotonszam:

E 60
N=—=— = 1510-10*1/s.
e 39729-10-19 /8

43.6. feladat: Egy fényforrds 100 W teljesitménnyel 5,37 - 10~ " m hulldmhossztisdgi fotonokat sugéroz
egyenletesen a tér minden irdnydba. Hany foton hagyja el a fényforrdst masodpercenként? Ha 100 m-re
allunk té6le, hany foton 1ép 1 s alatt be egyik szemiink pupilldjan, ha a pupilla atmér6jét 4 mm-nek vessziik?

Megoldas: Kovessiik a 43.5. feladat megoldasanak 1épéseit:
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h- 1,9865 - 1025
e=h-f= AC = ’5 3 107~ 30993 10719,

E 100
N=—=—— _ —927032-10% 1/s.
¢ 36993-10-19 &

Képzeletben vegyiik korbe a fényforrast egy 100 m sugaru gombfeliilettel. A fényforrasbdl kilépé fotonok
mindegyike atrepiil ezen a képzeletbeli gombfeliileten. Ha a fényforrasb6l masodpercenként kirepiil6 fotonok
szamat elosztjuk a gomb felszinének nagysagdval, akkor megkapjuk az egységnyi feliileten athaladé fotonok
szamat.

Szadmitsuk elészor ki a 100 m sugard gomb feliiletének a nagysdgat:
A =4R*1 = 4-100% - 7 = 125664 m?.
Innen a keresett feliileti fotonstiriség:

N 2,7032-10% 15 9

A pupilla feliiletének nagysdga:
a=r*r=(2-107%)%. 7 =1,2566 - 107> m?.

Ha ezt a feliileti fotonstiriséget 0sszeszorozzuk a pupilla feliiletének nagysagaval, megkapjuk szemiink
pupilldjan 1 masodperc alatt athaladé fotonok szamat:
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n=p-a=21511-10%.1,2566 - 1075 = 2,703 - 10'° foton/s.

43.7. feladat: Mekkora a E,, = 100keV mozgasi energidju elektron de Broglie-féle hulldimhossza és im-
pulzusa? (Relativisztikusan szamoljunk.)

Megoldas: A specidlis relativitdselmélet szerint az elektron relativisztikus energiaja, amely a nyugalmi
energiat is magaba foglalja, és a lendiilete k6zott az alabbi 6sszefiiggés all fenn:

E =moc® + By, = cy/p? + m2c2.

Ebbdl kifejezhetjiik az elektron lendiiletét:

b \/(m002 + Epn)? — (moc?)?
— . )
c

Behelyettesités utan:
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~ [((511-103 + 100 103) - 1,602 - 10-19)2 — (511 - 103 - 1,602 - 10-19)2
P= (2,998 - 108)2

I

1,602 -10~19

— /6110002 — 5110002 -
p=v 2,998 - 108 °

p=1,789-10"%,

Végiil az elektron de Broglie-féle hulldimhossza:

h  6,626-1034
p 1,789.10-25

Gyakorlo feladatok

= =3,702-10" 2 m.

1. Hany nanométer a megvilagité fény maximalis hulldmhossza, amely még képes fotoeffektust kivaltani
rézbol késziilt fotokatdd esetén. Réz esetében a kilépési munka A = 4,7€V.
A maximalis hullamhossz (m):

2. Eziist esetében 3,250 - 10~ m a legnagyobb hulldmhossz, amivel még fotoeffektust lehet kivaltani.
Hatarozzuk meg az eziist feliiletérol kirepiil6 elektronok sebességét (km/s), ha a megvilagité ultraibolya
fény hulldmhossza 2,536 - 1070 m!

Az elektronok sebessége (km/s):
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Egy 75 keV energidjti rontgen foton nyugvé elektronon 30°-os szégben szérédik. Hatdrozzuk meg a
meglokott elektron sebességét (km/s)!
A meglokott elektronok sebessége (km/s):

Gammasugdr nyaldb Compton-szérds kovetkeztében 60°-os szégben szérédik. Hany picométer (10~12 m)
volt a szérédas elétti hullimhossz, ha a szérédés utdn 0,312 - 10~ m hulldmhosszat mértiink?
A szorodas elotti hullamhossz (pm):

Egy 150 W teljesitmény(i fényforras 4,7 - 10~ m hulldmhosszisédgti monokromatikus fényt sugéroz ki.
Hanyszor 102" fotont bocsét ki a fényforras méasodpercenként?

Fotonszam (102%° %) :

Egy 100 W teljesitményti fényforrds 6 - 10~7 m hullimhossztisdgti monokromatikus fényt sugaroz ki.
Feltételezziik, hogy a fényforras minden iranyban egyenletesen és egyforman sugaroz. A fényforrastol
0,75 m tdvolsagra, a fénysugarakra merélegesen 1 cm? katddfeliilet fotocellat helyeziink el. Hiny mA
aram folyik a fotocellan, ha minden foton elektront valt ki?

A fotocella drama (mA):

A neutronhoz rendelhetd de Broglie hullimhossz 2,3 - 10~ m. Hany MeV a neutron mozgasi energiaja?
A neutron mozgasi energidja (MeV):
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44. Atomfizika

44 1. feladat: Mekkora periédusidével kering az elektron a hidrogénatomban a harmadik kvantumpalyan a
Bohr-modell szerint?

Megoldas: A Bohr-féle atommodell szerint a hidrogénatom elektronja meghatdrozott sugart korpalydkon,
meghatdrozott sebességgel egyenletes kormozgdst végez. Az elektron mozgasegyenletének és Bohr 1.
posztuldtumanak segitségével a pdlyasugar és a keriileti sebesség kifejezhet6:

T'n = 2” )
TMe€
ez 1
Vp = s —.
" 260h n

Megjegyzés: A tovabbi szdmoldsok megkonnyitése érdekében szamitsuk ki n?

értékeét.

, illetve 1/n egylitthatdjanak

eoh? 8,854 - 10712 - (6,626 - 10-34)2 o
_ — 0,52927 - 10
Tmee? | m-9,1094-10-31 - (1,602 - 10-19)2 =

e? (1,602 - 107 19)2

_ =2,1873 - 10 m/s.
2eoh  2-8,854-10-12-6,626- 1034 s

A harmadik kvantumpalya sugara és az elektron palyasebessége:
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rs =0,529-10719.3%2 = 4,763 - 107" m,

1
vy = 2,187 -10° - 3= 7,291 - 10° m/s.

A harmadik kvantumpdlya hossza nem mds, mint az r3 sugaru kor keriilete:

K3 =2r3m=2-4761-10"1Y . 7 = 2,993 - 10" m.
Végiil a keringési id6:

Kz 2,989-107°

A3 299900 T 105.107 s,
vs | 7.29-100 105107

Ty =

44.2. feladat: A hosszu lancmolekuldkban gyakran el6fordul, hogy egy-egy elektron majdnem teljesen sza-

badon mozoghat a molekula teljes hosszdban. Ezeket az elektronokat nevezziik delokalizalt elektronoknak.
Szamitsuk ki egy 4 nm hosszisdgu lancmolekuldban taldlhaté delokalizalt elektronok Fy, Es és F5 energiasz-
intjeit!

Megoldas: Egy a hosszuisagu lancmolekuldban talalhaté delokalizalt elektronok energiaszintjeit a kovetkezo
Osszefiiggés segitségével hatarozhatjuk meg:
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2
8mea?

Ey

)

(6,626 - 10734)2

2 —21 2
. — 1 2
8- (9,1094 . 10*31) . (4 . 1079)2 n 3,765 - 10 n

E, =

n megfelel6 értékeinek behelyettesitése utdn megkapjuk az energiaszint értékeket.

E; =3765-1072' .12 = 0,376 - 10720,

Fy =3,765-1072 . 22 = 1,506 - 107" J,

F5=3765-1072' .32 =23,389-10"20J.

44 3. feladat:  Szdmitsuk ki, hogy egy 4nm hossztisdgi ldncmolekuldban taldlhaté delokalizdlt elek-
tron alapallapotban mekkora valdszintiséggel tartézkodik a lancmolekula k6zépsé 2nm hosszisagu tar-
tomanydban.

Megoldas: Egy a hosszusagu lancmolekuldban taldlhaté delokalizalt elektron az alabbi allapotfiiggvénnyel
irhato le:
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Az elektron alapallapotdban n = 1:

\/5 T
o(z) =1/— -sin— - x.
a a

A |¢(z)|*dr mennyiség adja meg annak a valdszintiségét, hogy az elektron az x és x + dx kozotti
intervallumban tartézkodik. Ha a ldncmolekula k6z€épsé tartomdnyat felbontjuk dz hosszisagu szakaszokra,
akkor mindegyik szakaszra kiszamolhatjuk |¢(x)|?>dz értékét. Ha a végén ezeket az értékeket dsszeadjuk, akkor
megkapjuk annak a valészin(iségét, hogy az elektron a ldncmolekula k6zéps6 tartomdnyaban tartézkodik.
Abban az esetben, ha a dx szakaszok hossztisagat egyre kisebbre valasztjuk, akkor az 6sszegzés az alabbi
integralba megy at:

B
= iIJ‘QZL'.
P—/A|¢<>|d

Megjegyzés: Ha az integralasi hatarokat A = 0-nak és B = a-nak vessziik, akkor a lancmolekula teljes hosszara
hatarozzuk meg az elektron megtalaldsi valészintiségét, ami értelemszertien 1:

P = / lo(x)|?dz = 1.
0

Ha az integradlast egy 4 nm hosszuisagu lancmolekula k6z€épsé 2 nm hosszusagu tartomanyara kell elvégezni,
akkor az integraldsi hatarok a kovetkezok lesznek: A = 1nm és B = 3nm.
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Egyszertibbnek tlinik az integralast paraméteresen elvégezni és ezt kovetéen a paraméterek értékeit

behelyettesiteni és a végeredményt kiszamolni. A paraméteresen megadott integralasi hatarok az alabbiak:
A=a/4és B=3a/4

Ezek utan elvégezhetjiik az integralast.

3a/4
p:/
a/4

2(13a 1 a . T 3a 2(1la 1 a . Ta
=|-|z——- —sin(2—— — | - f——f~—sm(2——) =
a\2 4 4 a 4 a\24 4 =« a4
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44.4. feladat: Egy véges magassdgu vagy szélességli potencidllépcsén val6 dthatolds jelenségét nevezziik
alagut-effektusnak. Az alagtt-effektussal magyarazhatjuk példaul a radioaktiv atommagok «-bomlésat és az
alagutdiéddk mtikodését. Becsiiljiik meg, hogy hdnyad részére csokken egy 10 aJ energidju elektron dthatolési
valészinlisége egy olyan potencidllépcsén, amelynek vastagsaga 0,2 nm, magassaga pedig 16 aJ-rol a duplajara
novekszik.

Megoldas: A Schrodinger-egyenlet alapjan hatdrozhaté meg a potencidllépcsén vald athatolds valdszintisége:

T~ e—%\/Qm(V—E).

Szamitsuk ki a 7" kitev6jében szerepl6 kifejezés értékét a potencidllépcsé magassaganak két értékére:

2b 2.0,2-107?
_ = _ _ ) . .10-31 . 10-18 _ .10—18
o1 = =\/2m(Vi - E) <67626'1034)\/2 9,1094 - 10-31(16 - 10 10-10-18),
2-m
ap = 12,541,
2b 2.0,2-107°
- _ _ - = -7 . . —31 . —-18 _ . —18
as == om(Vy — E) = <6’626_1034>\/2 9,1094 - 10-31(32 - 10 10 - 10-18),
2.7
s = 24,014.

Az athatolasi valoszinliség aranya:

T, 24014

— — — -5
V= = iz = L4110,
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44.5. feladat: ~ Szdmitsuk ki hidrogénatom esetében az m=4 és n=2 kozotti dtmenetnek megfeleld
szinképvonal hulldamhosszat!

Megoldas: A hidrogénatom szinképvonalainak hulldmhosszat illetéen a Bohr-féle atommodellen és a
kvantummechanikai megfontoldsokon alapulé szamitasok ugyanarra az eredményre vezettek:

L mee* 1 1
A 83hdc \n?2 m?)’
Szdmitsuk ki a Rydberg-dllanddnak is nevezett egyiitthato értékét:

R _ meet 9,1094 - 1073 - (1,602 - 10-19)*
7 8eghdc 8- (8,854-10712)2. (6,626 - 10-34)3 - 2,998 - 103

=1,0969 - 107.

Ezt kovetGen a keresett hullamhossz:

1 1

1 7
=1,0969 - 10" - <22 )

: =9 108
s > L0567 - 106,

A =4,8622-10""m.

Megjegyzés: A hidrogénnek ez a szinképvonala a lathaté tartomanyba esik és a Balmer-sorozat tagja.
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44.6. feladat: Egy 15-10~'8J mozgdsi energi4ju elektron 0,8 - 10~ m-es helyre van beszoritva. Hény szdza-
1ékos pontossaggal tudjuk a sebességét megmérni?

Megoldas: A feladat megoldasahoz meg kell hataroznunk az elektron sebességét, illetve a sebesség
bizonytalansagat.

A 43.4. feladatban mdr szdmoltunk az elektron sebességét meghatdrozo alabbi 6sszefiiggéssel:

1
Ve=c¢C, |l — —%———.
\/ (Emy + 1)

Behelyettesités utan:

0,093633

1
ve = ¢ [1 = —oomear—5 = 0,01914c = 5,7384 - 10° m/s.
( 511 + 1

Tehat a meglokott elektron sebessége a vakuumbeli fénysebesség 1,9%-a.

Megjegyzés: Pusztan kivancsisdgbdl szamitsuk ki az elektron sebességét a mozgasi energiat megadd klasszikus
képlet alapjan is.

1
E,, = —mv>.
27’71’0

Innen az elektron sebessége:

2F [2-15-10-18
Ve 9.1094 - 1051 5,7387 - 10° m/s

A két sebesség érték kozotti eltérés kisebb, mint 0,01% koriili. Amennyiben az adott probléma esetében ekkora
eltérés megengedhetd, akkor szamolhatunk a szamolas szempontjabol egyszer(ibb klasszikus képlettel.
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A sebesség bizonytalansagat a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi 6sszefliggés segitségével szamolhatjuk ki:

AxAp > azaz Az -mAv >

NSt
M.\Dt‘

Innen

6,626-10—34

h
A > — 2. _ 72 35 ‘
V= 2m- Az 2-9,1094-10-31.0,8-10-6 ,35m/s

Igy a sebesség relativ bizonytalanséga:

Av S 72,35

— -5
W Zsmseae 0

Tehat a sebességmérés pontossdga meghaladja az 1,261 - 1073 %-ot.

44.7. feladat: Mekkora a rontgencsé fesziiltsége, ha az dltala kisugdrzott folytonos szinképben nincsenek
olyan hulldmhosszak, amelyek 206 - 10~'Y m-nél kisebbek?

Megoldas: El6szor szamitsuk ki a hatarhullamhossznak megfelel fotonok energidjat:

h 1,9865 - 10~2°
En=h-f= 76 = o = 9,6432- 10718,

Megjegyzés: A 43.5. feladatban kiszdmoltuk, hogy h - ¢ = 6,626 - 10734 - 2,998 - 108 = 1,9865 - 10~ 2.
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Ha a rontgencsé katddja és anddja kozé egyenfesziiltséget kapesolunk, akkor a kialakulé elektromos erétér e/
nagysagi munkat végez a katodbdl kilépo elektronokon, amely megfelel6en valasztott polaritas esetén noveli
azok energidjat. A katddbdl kilépé elektronok kezdeti mozgdsi energidja dltaldban elhanyagolhat6 eU-hoz
képest, ezért a felgyorsitott elektronok kozel eU energiaval csapodnak az anédba. Az anddba csap6do
elektronok egy része elektronokat 10k ki az anddot alkoté atomok legbelsé elektronhéjardl, elinditva ezzel a
karakterisztikus rontgensugarzas keletkezését.

A feladatunkkal azonban a rontgensugarzas keltésének masik modja kapcsolatos. Az andédba becsapodéd
elektronok ahogy elhaladnak az atommagok mellett, az atommagok fékezé hatasdanak kdvetkeztében
lelassulnak és az energiacsokkenésiikkel egyenl6 nagysdgu rontgenfotont sugaroznak ki. Az elektronok
lassuldasanak mértéke, igy a rontgenfoton energidjanak nagysaga attol fliigg, hogy az elektron milyen
tavolsagban halad el az atommag mellett. Minél kisebb ez a tavolsag, annal erésebb az elektron és az atommag
kolesonhatdsa, kovetkezésképpen anndl jelent6sebb az elektron lassuldsa és a rontgenfoton energidja. A
legnagyobb energidjui rontgenfoton akkor keletkezik, amikor az elektron telibe talalja az atommagot. Ebben az
esetben az elektron energidja nulldra csokken, igy a keletkez6 rontgenfoton energidja egyenl6 lesz eU-val:

he
U="
YT

Behelyettesités utan:

1,602-107Y .U =9,6432- 1071,

Innen a rontgencsé fesziiltsége:
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~9,6432-10718
~1,602-10-19 "

U =60,2V.

44.8. feladat: Egy 80kV cséfesziiltséggel miikodé rontgencsé rontgensugdrzdsanak spektrumdban el6for-
dulé legkisebb hulldmhossz 0,153 - 10~1% m. Becsiiljiikk meg ez alapjan a Planck dlland6 értékét!

Megoldas: A 44.8. feladat megoldasaban leirtak alapjan:

hc
eU = 7

Fejezziik ki a Planck allandét:
- eU)\'

Helyettesitsiik be a paraméterek értékeit:

_1,602-1071?-80000 - 0,153 - 101
N 2,998 - 108

h

= 6,541 - 10734 Js.
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Gyakorl¢ feladatok

1.

. Szamitsuk ki egy 4 nm hosszusagu lancmolekuldban taldlhaté delokalizalt elektron els6 gerjesztett

. Becsiiljiik meg, hogy hany szazalékara csokken egy 10 aJ energiaju elektron athatoldsi valdszintisége egy

Szamitsuk ki a hidrogénatomra a masodik Bohr-pdlyan kering6 elektron sebességét (km/s)!
Az elektron sebessége (km/s):

. Szamitsuk ki, hogy hany nanométer hullamhosszisagu fénnyel gerjeszthet6 az alapallapott delokalizalt

elektron egy 4 nmnm hosszisdgu ldncmolekuldban az n = 5 gerjesztett allapotédbal
A gerjeszt6 fény hulldmhossza (nm):

allapotaban mekkora valdszintiséggel tartézkodik a ldncmolekula k6zépsé 2 nm hosszusagu
tartomdnydban.
Az elektron tartézkodasi valészintisége:

olyan potencidllépcsén, amelynek magassdga 16 aJ, vastagsaga pedig 0,2 nm-rél 0,3 nm-re novekszik. Az
athatoldsi valdszintiség csokkenése (%):

. Hatarozzuk meg a szabadon mozgo elektron helyének elmosddottsagat (nm) abban a pillanatban, amikor

10~3% pontossdggal meghatdroztuk energiéjit, amelyet 0,16 pJ-nak taldltunk.
Az elektron helyének elmosddottsaga (nm):

. A szinképvonalak hulldimhossza nem lehet egyetlen pontosan meghatdrozott érték. Létezik az ugynevezett

természetes vonal kiszélesedés. Mekkora ez a vonal kiszélesedés (nm) egy 760 nm hulldmhosszisagu voros
vonalndl, ha a fényt kibocsdté atom 108 s-ig van gerjesztettt allapotban? (Az eredményt normadl alakban
adja meg! pl.: 6,0225F — 23)

Vonal kiszélesedés (nm):
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Hatdrozzuk meg egy 30 kV cséfesziiltséggel miikodé rontgencsé rontgensugdrzdsanak spektruméaban
el6forduld legkisebb hulldamhosszt (pm)!
Legkisebb hulldmhossz (pm):
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45. Molekulafizika

45.1. feladat: Szamitsuk ki a HCI képzodéshéjét a Hy, a Cly és a HCI disszociacids energidjanak is-
meretében, amelyek rendre 4,5 €V, 2,5V, illetve 4,4 eV!

Megoldas: A HC' képzbdése az aldbbi kémiai reakcidegyenlettel irhaté le:

Hy; +Cly =2HCI.

Vizsgdljuk meg a reakci6 energia mérlegét. A hidrogénmolekula és a klérmolekula disszocidjahoz 6sszesen
4,5€eV + 2,5eV = TeV energidra van sziikség. A reakcidban két s6sav molekula keletkezik, ami 2 - 4,4 = 8, 8eV
energia felszabaduldséval jar. Osszességében tehat két sésav molekula keletkezése sordn 8,8 — 7 = 1,8eV
energia szabadul fel. Ebbdl kovetkezik, hogy mdlnyi mennyiségli HC' keletkezésekor felszabaduld energia:

1,8
= .6,022-10% = 5,4198 - 103 €V.
2

Igy a s6sav képzddéshoje:

Q =5,4198 - 10% - 1,602 - 10~ = 86825 J/mol = 86,825 kJ/mol.

45.2. feladat: Hs molekula rotécios szinképében a J = 1 és J = 0 dallapot kozotti d&tmenet sordn

4,8 - 107> m hulldmhossztisdgt infravords sugdrzds emittalédik. Szamitsuk ki az atommagok tdvolsdgét a
H, molekuldban!
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Megoldas: A molekulak forgasi allapotat egy .J, nemnegativ egész szammal, a rotacidés kvantumszammal
lehet jellemezni, és a rotacios energia nagysaga a kovetkezéképpen szamolhaté:

h2
E.(J) = %J(J+ 1),
ahol © a molekula tehetetlenségi myomatéka.

A J =1és J = 0 atmenet soran felszabadulé energia:

h2
AE = B,(1) = E;(0) = ¢ 55 [1(1+1) = 00 + 1)),
h2
AFE = 2787r2®'

Ez az energia tavozik egy infravoros foton formajaban. Ezért:

AE = Ey,
W he
8720 A

Fejezziik ki O-t és szamitsuk ki az értékét:
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hA  6,626-107%.48-107°

e = =
4m2c 472 . 2,998 - 108 ’

O = 2,687 - 10~ *® kgm?.

Erdekes médon a kvantummechanikai szamitasok szerint © értéke jé kozelitéssel klasszikus fizikai
szamitasokbol is meghatarozhato:

0= Zn:mzlf,
i=1

ahol m,; a forgd rendszert alkoté tomegpontok tomege, /; pedig a forgastengelytdl mért tavolsaga. A
hidrogénmolekula két hidrogén atombdl épiil fel, ezért n = 2 és m = m; = my = 1,6726 - 10727 kg. A
forgastengely a két hidrogén atom kozott, téliik egyenld tavolsagban 1évo tomegkdzépponton megy keresztiil,
ezért [} = lo = a/2, ahol a-val jeloljiik a hidrogén atommagok tavolsagat.

Ezek alapjan:

Innen:
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22,687 1048
“=N\ 1.6726-10-27

a=0,567-10"1"m.

45.3. feladat: A kétatomos molekuldkban az atomokat olyan erdk tartjdk egymds kozelében, amelyek jé
kozelitéssel harmonikus er6knek tekinthet6k. Hatarozzuk meg a CO molekula D er6allanddjat, ha a vibraciés
frekvencidja 64 - 10'2 Hz!

Megoldas: A kétatomos molekuldk vibracids frekvencidja és er6dllanddja kozott a kovetkezd osszefliggés 4ll
fenn:

1 |D
f:? D
T\

ahol ;1 a molekula redukalt tomege, amit a kovetkezéképpen szamolunk ki:

mag-mp

ma+mp

Szamitsuk ki el6szor a CO molekula redukalt tomegét:
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12v - 16w 12-16
o= _

= = = 11,383 - 102" ke.
120+ 16u 28 0 &

Megjegyzés: A kémiai elemek kiilonbozo, kissé eltéré tomegli izotépok keverékei. A relativ atomtomeget a
természetben leggyakrabban el6forduld, 12, illetve 16 relativ atomtémeg( 2C és °0O izotépokra végeztiil el.

Az erbééllandé a kovetkez6képpen hatarozhatd meg:
D= (2nf)%u = (2r - 64-10'%)% 11,383 - 10~%" N/m,

D = 1840,7N/m.

Megjegyzés: Ilyen rugalmas er6t fejt ki példdul az a rugé, amelynek 1 cm-rel torténé megnytjtasdhoz 18,3 N
er6 szilikséges.
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Gyakorl¢ feladatok

1. Hany nanométer hullamhossztisagu az a foton, melynek energidja elegend6 egy O, molekula

A foton hulldmhossza (nm):

2. Az O2 molekula rotdciés energiadllanddja £ = 0,00013 eV. Szadmitsuk ki az atommagok tdvolsdgat az O,
molekuldban! Az eredményt normalalakban, pl.: 1,234E-23, adjuk meg.
Az atommagok tdvolsadga (m):

3. Hatérozzuk meg az N, molekula D eréallandéjat, ha a vibrécids frekvencidja 70 - 10'2 Hz! A szdmolést a
természetben leggyakrabban eléfordulé 4 N izotépra végezziik, amelynek relativ atomtémege 14!
A nitrogén molekula eréallanddja (N/m):
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46. Anyagszerkezet

46.1. feladat: Az 6ntéttvas szobahémérsékleten 7210 kg/m? stirtiség, relativ atomtomege 55,8. Mekkora a
tércentralt kobos racs elemi celldjanak az élhossza?

Megoldas: A 46.1. abrdn jol lathatd, hogy az elemi cella csticsaiban taldlhaté atomok nyolcadrésze és a

kozépen 1évé atom tartozozik a vizsgalt elemi celldhoz. Igy 6sszesen minden elemi cella

1
8- —-+1=2
8+

atomot tartalmaz. Igy egy elemi cella 6ssztomege:

m=2-558-1,660-10"*" = 1,85256 - 10~ *° kg.

46.1. dbra. Tércentrdlt kockardcs elemi celldja

Mivel az 6ntéttvas szobahémérsékleten 7210 kg/m?® stirliségti, ezért 1 m? éntottvasban
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7210 7210

N -
m 1,85256 - 1025

— 3,8919 - 10%

elemi cella taldlhaté. Ezért egy elemi cella térfogata:

1m® 1m?3
N 3,893 - 1028

Ha az elemi cella élhossztisdgét a-val jeloljiik, akkor a térfogata v = a3, igy

v= =2,5694 - 1072 m3.

a=v=2951-10"""m.

46.2. feladat: A konyhasé (NaCl) stirtisége 2160kg/m?>. Ismerve, hogy a konyhasé egyszerii kockardcsban
kristalyosodik, hatdrozzuk meg a sokristalyban a szomszédos Na és Cl atomok tavolsagat! A Na és a Cl relativ
atomtomege 23, illetve 35,5.)

Megoldas: Az elemi cella csucsaiban felvaltva talalhatok Na, illetve Cl atomok (46.2. abra). Az el6z6
feladatban leirt meggondolasok alapjan egy elemi cella fél Na és fél Cl atomot tartalmaz.

Igy egy elemi cella 6ssztomege:

m =05 (231,660 107" +35,5- 1,660 - 107>") = 4,8555 - 10~ kg.

Mivel a konyhasé 2160 kg/m? stirtiség(i, ezért 1 m? 6ntottvasban
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46.2. abra. A konyhaso rdcsszerkezete

2160 2160

N -
m  4,8555 1026

= 4,4486 - 10%

elemi cella talalhat6. Ezért egy elemi cella térfogata:

1m? 1m?
— - =2,2479 - 107 m3,
TN T 4448108 7 "
Ha az elemi cella élhossztisagét a-val jeloljiik, akkor a térfogata v = a3, igy

a=v=2822-10""m.
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46.3. feladat: Statisztikai fizikai szdmitdsok szerint 7" hémérsékleten annak a valdszintisége, hogy egy F
energidhoz tartozd energiaszint be van toltve

1
p(E) = >
e+ +1
ahol Er a rendszer Fermi-szintje, k£ a Boltzman-dllandé. Szamitsuk ki, hogy szobahémérsékleten 293K az
Ep = 7eV felett 0,1 eV-tal az energiaszintek hany szdzaléka van betoltve?

Megoldas: A feladat konnyen megoldhatd. Helyettesitsiink be a betoltottség valdszintiségét megado fenti
Osszefiiggésbe:

1
p(E) = (7,1—7)-1,602-10—19 = 070187'

e 1,381.10—23.203 +1

Tehat az energiaszintek 1,87 %-a van betoltve a Ep = 7€V felett 0,1 eV-tal.

46.4. feladat: Szabad elektrongazban az egységnyi energiaintervallumban 1év6 elektronok szamat az alabbi
Osszefiiggéssel adhatjuk meg:

1
47 3 E2
p(E) = Vﬁ(QmP E—Ep .
e kT +1

Hatarozzuk meg a Fermi-szint értékét aluminiumban! Az aluminium s{irisége 2,7 g/cm?, relativ atomtomege
27 és atomonként harom szabad elektronja van.
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Megoldas: Mivel az aluminium relativ atomtémege 27, ezért 27 g aluminiumban 6,022 - 10?3 darab atom

taldlhaté. Az aluminium stir(isége 2,7 g/cm?, ezért 1 cm? aluminiumban tal4lhaté atomok szama 6,022 - 10?2
darab. Mivel az aluminium harom vegyértékd, ezért harom delokalizalt eletktront ad az elektrongdzba. Az
elektrongazban taldlhat6 szabad elektronok szdma tehat

N =6,022-10%2 - 3 = 18,066 - 10%2.

Az elektrongdzban taldlhato elektronok szamat tigy is meghatdrozhatjuk, ha az egységnyi
energiaintervallumban 1év6 elektronok szamat 0sszegezziik:

& 4 1
N = / E)dE = / S (2m)?E? —p—— dE.
e w7 +1
T = 0 K esetén az integralds konnyen elvégezhetd, hiszen a
1
p(E) = 55—
e kT +1

bet6ltési valdszinliség fliggvény értéke a Fermi szint alatt 1, folotte pedig O:

Er  Ar g ; *  A4r g
N:/o Vﬁ@m E> . dE+/ Vh3(2m)2

A masodik integral értéke 0, ezért

m
l\)\»—‘

0dE.
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Er ax 3 1 a7 s [Fro o
0 0
47 3 2 3
Helyettesitsiik be az ismert értékeket:
4 3 2 3
1 .102 =10"6. 2.91094-1073H2 . 2. B2
8,066 - 10 0 (6,626-10*34)3( 9,109 07°%)2 5 B

3
18,066 - 10%? = 7,0818 - 10* - E2.
Innen

Ep =18,670-10719J = 11,65eV.

46.5. feladat: Tiszta Si-kristalyban a tiltott sav szélessége 1,1eV. Szamitsuk ki a parkeltésre alkalmas fény
maximdlis hulldmhosszat!
Megoldas: A parkeltésre alkalmas fény fotonjdnak energidja meg kell hogy haladja a tiltott sav szélességét:

E; > AE.
Ezért
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" AE
A -_ )
he  6,626-10734.2,998 - 108
A< e b ’ — 1127nm.
= AE 11-1,602 - 10-19 fm

46.6. feladat: Egy lézer T = 300 K-en m{ikédve 7 - 10~ m hulldmhosszisagt sugdrzdst bocsat ki. Miért nem
mikodhet optikai rezonator nélkiil?

Megoldas: A lézerek miikodéséhez elengedhetetlen, hogy az indukalt emisszié gyakorisaga meghaladja a
spontan atmenetek gyakorisagat. Ez optikai rezonator alkalmazasa nélkiil akkor kovetkezik be, ha az
ugynevezett p-arany értéke meghaladja at 1-et.

Szdmitsuk ki tehdt a p-arany értékét:

1
pP=—7-
e%—l

Ehhez azonban ismerni kell a 7 - 10~7 m hulldmhosszisagu sugarzas frekvencidjat:

c 2998108 1
I=3=7a07 =% z

Tehat a p-arany:
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1

p= 6,626-10—34.4,282.1014
e 1,381:10—23.300 —1

= 1,786 - 1073,
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Gyakorl¢ feladatok

1.

. Hatdrozzuk meg, hogy egy 0 K hémérsékleti fémtombben hany elektron energidja kisebb 1eV-ndl, ha a

. Tiszta Ge-kristdlyban a tiltott sav szélessége 0,72 eV. Szamitsuk ki a parkeltésre alkalmas fény minimalis

Az eziist slirlisége 10,5 g/cm?, kristalyszerkezete lapcentralt kockaracs, relativ atomtémege 108. Mekkora
az elemi celldjanak az élhossza?
Az elemi cella élhossza (m):

. Hatdrozzuk meg a wolfram stirtiségét, ha tudjuk, hogy tércentralt kockardcsban kristdlyosodik,

racsallandédja 0,3165 nm, relativ atomtomege 184.
A wolfram stirtisége (kg/m?):

fémtémb térfogata 5 cm? és Er = 9eV!
Az elektronok szama:

hullamhosszat (nm)!
A parkeltésre alkalmas fény minimalis hullamhossza (nm):

. Egy hegesztés ive kb. 1000 K hémérsékletii és 5 - 10~ 7 m hulldmhosszuisagt fotonokat is sugdroz. Az ilyen

hulldmhosszusagu fotonok koziil hanyszor tobb keletkezik spontan emissziéval, mint indukalttal?
A spontdn és az indukalt emisszi6 ardnya:
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47. Magfizika

47.1. feladat: Szamitsuk ki a 33 Fe atommag tomegét és a tdmeghidny (Am) nagysdgat,
ha M (°°Fe) = 55,93494u!

Megoldas: Mivel az atomi tomegéllandé (tomegegység) értéke u = 1,660 - 1027 kg, ezért

M (S Fe) = 55,93494 - 1,660 - 10727 = 9,2852 - 10~ *0 kg.

Ahogy azt tanultuk, atommagok tomege mindig kisebb, mint az alkotdelemek tomegeinek 6sszege. Az eltérést
tomeghianynak, vagy tomegdefektusnak nevezték el, ami a kvetkezéképpen szamolhato:

Am = Zmy + (A — Z)my — Mpag.

A 38 Fe jelolés alapjan kénnyen megdllapithatjuk a rendszdmot és a témegszdmot: Z = 26 és A = 56. A
fontosabb fizikai dllandékat tartalmazd tablazatbol kiolvashatjuk a proton és a neutron tomegét.

Am = 26-1,6726 - 10727 + (56 — 26) - 1,6749 - 10727 — 9,2852 - 1026,

Am = 8,826 - 10?8 kg.
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47.2. feladat: Hany MeV a 56 Fe atommayg teljes kotési energidja (AW), és az egy nukleonra juté atlagos
kotési energidja (¢)?

Megoldas: A tomeghidnnyal einsteini értelemben ekvivalens energidt nevezziik az atommag kotési
energidjanak. Ezt az energidt kell az atommaggal k6zolni ahhoz, hogy azt alkotdelemeire bonthassuk.

AW = Amc?.

A szamolast konnyen elvégezhetjiik:

AW = 8,826 - 1072 . (2,997925 - 10%)2,

AW =7,9324-10" 1.

A szakirodalomban még napjainkban is gyakran adjak meg a kotési energiat elektronvolt-ban. Szdmitsuk ki mi
is a 33 Fe kotési energidjat elektronvoltban.

79324 - 1011
AW = 2=~ — 49516 - 10°
W 1602 101 9516 - 10% eV,
AW = 495 MeV.

Végiil az egy nukleonra jutd atlagos kotési energia:

A 4
AW s samev.

“TTA4 T 56
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47.3. feladat: Szamitsuk ki a °® Fe atommag sugarét, térfogatdt és slir(iségét!
Megoldas: Az atommagok sugardt a kovetkezd Osszefliggés segitségével hatdrozhatjuk meg:

Rinag = ToAY3.

ahol ro = 1,2 - 107'® m, A pedig az adott nuklid tdmegszédma, azaz az atommagban taldlhatd protonok és
neutronok egyiittes szama.

% Fe esetében A = 56, igy

R(*®Fe) =1,2-1071 . V/56 = 4,59 - 10~ m.

Idedlis, gomb alakti atommagot feltételezve az atommag térfogata a kovetkezéképpen szamolhatd:

4
Vinag = §7rR3.

Behelyettesitve a 6 F'e atommag sugaréra kapott értéket:

4
V(5 Fe) = §W(4,59 -1071%)3,

V(5% Fe) = 4,053 - 10~ m3.

Végiil a 5 ['e atommag tomegét elosztva a térfogatdval megkapjuk a stirtiségét:
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_ M(®Fe)  9,2852-102°
P = V(Fe) ~ 4,053-10-4

p=2,29-10""kg/m>.

Megjegyzés: Talan jobban érzékelhetd, hogy milyen Oriasi stirtiségrél van szd, ha kiszamoljuk, hogy mekkora
a tomege 1 mm® maganyagnak. A szdmolds kiilonosebb nehézség nélkiil elvégezhetd:

p=229-10%kg/mm® = 2,29 - 10° tonna/mm®.

47.4. feladat: A ??Ra atommag a-bomldsakor AE = 4,88MeV energia szabadul fel. Szamitsuk ki a
keletkez6 a-részecske energidjat és sebességét!

Megoldas: A 2?26 Ra atommag a-bomldsakor az alabbi magreakcid jatszodik le:

20 R0 —22 Ra+ o

A bomlas sordn felszabadulé AE energia a bomlastermékek mozgasi energiajava alakul, ezért felirhaté az
alabbi Osszefiiggés:

1 1
iMan%n + §mavi = AE.

A boml4si folyamatra felirhaté a lendiiletmegmaradds térvénye is. Ha feltételezziik, hogy egy nyugvé 226 Ra
atommag bomlott, akkor
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MppVRn = MaVq-

Ez utébbi Osszefiiggés alapjan:
Helyettesitsiik be vy, -t az els6 Osszefiiggésbe:
1 21
iMRn . < M va> + imavi = AFE.

MRn '

A zardéjel felbontdsa utdn az Osszefiiggés a kovetkezé alakra hozhato:

m 1 1
M]:n . §mavi + imavi = AEF,
ma 4.1 2~ AR
S =MV, = .
Mgy, 2
Mivel az a-részecske mozgasi energidja
1 .
E, = §mava, ezért
Mq
1) -E,=AF.
(MRTL N > “

Az a-részecske mozgasi energidjat kifejezve:
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Mgy,
E,=AE. ——*
« Mea + Mgy,
2224 222

= 4,88 o999 .88 536 ,7936 MeV

A 226 Rq atommag a-bomldsakor a bomlési energia tobb, mint 98%-4t az a-részecske viszi el.

Szamitsuk ki az a-részecske sebességét.

2B, [2-4,7936-106 1,602 1019
o=\ . 3.3436 - 10-27 ’

Vo = 2,143 - 10" m/s.

Megjegyzés: Ez a sebesség a hétkoznapi sebességekhez mérten driasi, azonban nem tekintjiik relativisztikus
sebességnek, hiszen a vakuumbeli fénysebességnek kisebb, mint 10%-a. Ezért nem okoz nagy hibat, hogy nem
a relativisztikus formuldkkal szamoltunk.
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47.5. feladat: Mennyi 1 gramm 2% Ra aktivitédsa? (T} o = 1600 év)
Megoldéas: Egy sugdrforrds aktivitdsa ardnyos a a sugarforrasban 1évé bomldsra képes atommagok szamaval:

A=X-N.

A )\ aranyossagi tényezot nevezziik bomlasi allandonak. Belathato, hogy a bomlasi dllandé az alabbi
kapcsolatban van a felezési id6vel:

B In2

A= —.
Tyo

Ezek alapjdn a 226 Ra boml4si 4llandéja:

N = in2
1600 - 365,25 - 24 - 60 - 60

=1,3728 - 107" 1/s.

Megjegyzés: A felezési id6t SI-ben, masodpercben kell megadni.

Most hatdrozzuk meg a bomlésra képes atommagok szamat. A tomegspektrometrids mérések alapjan a
nuklidok tdmegszédma 1% pontossagon beliil megegyezik a relativ atomtémegiikkel. A 226 Ra relativ
atomtomege tehat 1% pontossagon beliil egyenlé 226-tal. Barmely nuklidbdl annyi grammot vesziink, amennyi
a relativ atomtémege, abban mindig ugyanannyi, 6,022 - 10> darab atommag taldlhaté. Ebbél kévetkezik,
hogy 226 g 2?6 Ra-ban 6,022 - 10?3 darab boml4sra képes atommag taldlhatd. Akkor az 1 gramm sugérforrdsban
1évé atommagok szama:

1
N=—.6022-102%=2 102,
556 6,0 0 ,665 - 10

Tehdt 1 gramm 226 Rq aktivitdsa:
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A=1,3728-10"1".2,665-10*' = 3,66 - 10'°Bq.

47.6. feladat: Egy izotéplaboratériumban egy kisérlethez !3'] radioaktiv izotépot haszndltak. A kisérlet
végén 53,1 MBq aktivitdsu radioaktiv hulladék keletkezett. A hatdségi el6irdsok szerint addig kell egy 13! 1-
gyel szennyezett radioaktiv hulladékot biztonsdgosan tdrolni, amig az aktivitdsa 1 MBq ald nem csokken.
Szdmitsuk ki a véarhato tdrolasi id6t! (7}, = 8,0207 nap)

Megoldas: Tudjuk, hogy a radioaktiv izotépok aktivitdsa id6ben exponencidlisan csokken:

A=Ay e
Adott kezdeti és pillanatnyi aktivitds esetén az eltelt ido6t a fenti Osszefiiggésbdl fejezhetjiik ki:

oL A
T " Ay

Hatdrozzuk meg a 3! bomldsi 4llandéjat:

\ = In2
~8,0207 - 24 - 60 - 60

=1,0002-107%1/s.
A véarhato taroldsi id6 tehat

1 1-106
= — DA
1,0002 - 10—6 53,1 -106

=3,9713-10%s = 45,96 nap.
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47.7. feladat: A 238U és 235U radioaktiv izotépok felezési ideje 4,468 - 107 év, illetve 7,038 - 10% év. Nap-
jainkban az urdn izotépok eléforduldsi ardnya 99,275% 233U és 0,720% 23°U. Tételezziik fel, hogy a Foéld
keletkezésekor mindkét izotopbdl azonos mennyiségii volt. Becsiiljiik meg a Fold korat.

Megoldas: Mivel napjainkban az urdn izotépok eléfordulési ardnya 99,275% 238U és 0,720% 2%°U, ezért

Nosg No3s
8 (),99275, 5 00720.
No3g + Nogs Nosg + Nags

Osszuk el az els6 egyenlGség bal oldalat a masodik egyenléség bal oldalaval, jobb oldalat a jobb oldalaval:

Nasgs  0,99275
Nags  0,00720°

Jeloljiik No-val a 233U és 235U radioaktiv izotdpok kezdeti mennyiségét. Ha ¢ p-fel jeldljiik a Fold korat, akkor a
jelenlegi mennyiségeket az exponencidlis bomlastorvényt alkalmazva szamolhatjuk ki:

-\ 1 —Aa3st
N — N . e 238 F7 N — Nn . e 235LF .
Behelyettesl’tés utén:

Ny - e st (99275
Ny - e Aesste — (0,00720

= 137,88.

Ny-val egyszertsithetiink és az exponencidlis fliggvényekre vonatkozé azonossagot felhaszndlva:
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e~ (A2ss—A2ss)tr _ 137,88.

Vegyiik mindkét oldal logaritmusat:

_()\238 - )\235)25}7 =In 137,88 = 4,926.

Mar csak Ao3g €s Aogs értékét kell kiszamolnunk:

n2
Aogg = =40916-10"181
238 7 4468109 - 365,25 -24-60-60 /5,
In2
Aazs = n — 31,208 10" '8 1/s.

7,038 - 108 - 365,25 - 24 - 60 - 60

Most mar kiszamolhatjuk a Fold életkorat:

4,926 4,926

= = =1 107
)\235 — )\238 26,31 -10-18 78737 0 5

tp

trp = 5,937 - 107 év.
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47.8. feladat: Mesterséges holdak energiaelldtdsanak biztositdsdra gyakran alkalmaznak 2'° Po izotdpot tar-

talmazo zart sugarforrast. Mekkora aktivitasu legyen a sugarforrds a miihold fellévésekor, ha azt szeretnénk,
hogy még egy év mtilva is 100 W teljesitményt szolgéltasson? Hany gramm 29 Po-re van sziikség? (A ?'°Po
izotép a-bomdssal bomlik, felezési ideje 77/, = 138 nap és bomlasonként hozzdvetSlegesen 5,305 MeV energia
szabadul fel.)

Megoldas: 2!°Po izotép esetében bomldsonként hozzdvetSlegesen 5,305 MeV energia szabadul fel.

e =15,305-10%-1,602- 107" = 8,4986 - 10~'% J/bomlas.

Konnyen kiszamithatjuk, hogy masodpercenként hdny bomldsnak kell bekdvetkezni ahhoz, hogy a sugarforras
100 W teljesitményt szolgaltasson:

100 J/s

"= §4986- 101 J/bomizs _ /07 107 bomias/s

Mivel a masodpercenkénti bomldsok szama definicié szerint a sugarforras aktivitasa, azt a kovetkeztetést
vonhatjuk le, hogy egy A = 1,1767 - 10'4 Bq aktivitdsu 2! Po sugarforrdsnak 100 W a teljesitménye.

A feladat masodik részében azt kell kiszamolnunk, hogy mekkora aktivitasa legyen a sugarforras a miihold
fellovésekor. Tudjuk, hogy a radioaktiv izotépok aktivitasa idében exponencialisan csokken:

A=Ag-e M

A fenti 0sszefiiggésben Ay értékét kell meghataroznunk:

Ag = 2.
Y,

Ehhez azonban sziikségiink van A értékére:
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In2 In2

= = =5,813-1075.
Ty 138-24-60-60

A értékét felhasznalva:
A 1,1767 - 1014

_ _ _ 1014
Ao = e—AM  —5,8134-10-8.365,25:24-60-60 7,369 - 107 Bq.

Tehat a miihold fellévésekor a sugdrforrds aktivitdsa 7,369 - 10!4 Bq kell hogy legyen.

Vajon hdny gramm 2'° Po-re van sziikség? Erre is konnyen vélaszolhatunk. A sugarforrdsok aktivitdsa mindig
aranyos a sugarforrasban talalhaté bomlasra képes atommagok szamaval:

A=X-N.

Ebbdl meghatdrozhatjuk, hogy hdny atommagot tartalmaz a 2! Po sugérforras a fellovéskor:

1014
v A 736910

N~ 58134108 _ 12676 1022,

Egyik korabbi feladatban is alkalmaztuk mar azt a tapasztalatot, hogy ha barmely nuklidbdl annyi grammot
vesziink, amennyi a relatfv atomtémege, abban mindig ugyanannyi, 6,022 - 10?* darab atommag taldlhato.
Ebbél kovetkezik, hogy 210 g 21 Po-ben 6,022 - 10> darab bomlésra képes 2!° Po atommag taldlhatd.

Mivel barmilyen anyagminta tomege aranyos a benne taldlhaté atomok (atommagok) szamaval:

m 210
1,2676 - 1022 6,022 - 1023°

Innen meghatarozhatjuk a 2! Po sugérforréas tomegét: m = 4,42 g.
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Gyakorl¢ feladatok

1. Az 235U atommayg relativ tomege 235,044. Szdmitsuk ki az 23°U atommag esetén a tomeghidny (Am)
nagysagat! (Az eredményt normadl alakban adja meg! pl.: 6,0225F — 23)
A tomeghiany nagysaga (kg):

2. Hany MeV az 23°U atommag egy nukleonra juté 4tlagos kotési energidja (¢)?
Az egy nukleonra juté atlagos kotési energia (MeV):

3. Szdmitsuk ki az 23°U atommayg s(ir(iségét! (Az eredményt normaél alakban adja meg! pl.: 6,0225F — 23)
Az 23U atommag stirtisége (kg/m?):

4. A 219Po izotép a-boméssal bomlik, és bomldsonként hozzavetblegesen 5,305 MeV energia szabadul fel.
Szamitsuk ki a keletkez6 a-részecske sebességét! (Az eredményt normadl alakban adja meg! pl.:
6,0225E — 23)

Az a-részecske sebessége (m/s):

5. Mennyi 1 gramm '*! ] aktivitdsa? (T, = 8,0207 nap)
1 gramm '3'] aktivitdsa (Bq):

6. Egy radioaktiv sugérforras aktivitdsa egy hét alatt 27 %-kal csokkent. Hany nap a sugarforras felezési ideje?
Felezési id6 (nap):

7. A '4C radioaktiv izot6p a tapldlékkal bekeriil a szervezetiinkbe. A csontrendszeriinkben taldlhaté 4C
fajlagos aktivitdsa 255 Bq/kg. Egy régészeti feltards soran elSkeriilt emberi csontoknak megmérték a 14C
fajlagos aktivitasdt, és azt 33 Bq/kg-nak taldltdk. Hany éves a régészeti lelet? A 14C felezési ideje 5568 év.
A régészeti lelet kora (év):
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A csernobili atomer8m{i felrobbant blokkjanak 3,2 GW volt a hé-teljesitménye. Tudjuk, hogy az 23°U
atommag hasadésakor 200 MeV energia szabadul fel. Hany kilogramm ?3°U atommag hasadt el naponta?
A naponta elhasadt hasadéanyag tomege (kg):
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