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Egy valos test mozgasanak leirasa altalaban igen bonyolult.
Példa: egy jarkaldo ember kinematikaja.

Sok fontos pont leirasa adja meg a mozgast.
= Mindenkeépp egy pont mozgasanak leirasaval kell kezdeni.

Sot! A gyakorlatban sokszor a test részletei nem lényegesek, csak a

test egy pontjanak mozgasa: ekkor az egész testet tekinthetjik
pontszerlnek.
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@(tla t2) —

Atlagos sebességnagysag
Az Ut és az ido hanyadosa.

Nincs is kulon jele, mert fizikailag nem hordoz gyakran

hasznalhatd informaciot.

r(t2) — r(t1)
to — 11

skalar mennyiseg

S(tl,tz)
to — 14

At
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Atlagsebesség : vektormennyiség

r(t2) —r(t1) Ar

V(t1,t2) = = —
Atlagos sebességnagysag : skalar mennyiség
Az Ut és az ido hanyadosa.
S(t17t2)
o — 1

Nincs is kulon jele, mert fizikailag nem hordoz gyakran
hasznalhato informaciot.

A fogalmak pontos hasznalata kotelezo!!!

Kdznapi értelemben sokszor keverednek ezek, de ezt fizikaban nem

szabad.
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Sokszor nehéz vektorokkal szamolni.
Ezért a gyakorlatban tébbnyire felvesziink egy koordinata-rendszert,
melynek origdja a viszonyitasi pont és a vektorok komponenseivel,

koordinataival szamolunk:

r(t)

helyett

(z(t), y(t), 2())

12/35



-1

N

Bevezetés

komponensenkénti szamolas

A kinematika
alapfogalmai

® bonyolult mozgasok
® pontszer( testek

® vonatkoztatasi pont
® helyvektor

szemléltetése
@ kinematikai

alapfogalmak (abra)
e kinematikai
alapfogalmak
(magyarazat)

® komponensenkénti
szamolas

A pillanatnyi sebesség

A gyorsulas

A forditott irany
kapcsolat

Sokszor nehéz vektorokkal szamolni.

Ezért a gyakorlatban tébbnyire felvesziink egy koordinata-rendszert,
melynek origdja a viszonyitasi pont és a vektorok komponenseivel,

koordinataival szamolunk;

r(t)  helyett  (x(t),y(t), 2(t))

A koordinatak ismeretében a vektor minden tulajdonsaga ismert.
Pl. a vektor hossza (abszolut érteke):

|£|=r=\/w2+y2+z2
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Sokszor nehéz vektorokkal szamolni.

Ezért a gyakorlatban tébbnyire felvesziink egy koordinata-rendszert,
melynek origdja a viszonyitasi pont és a vektorok komponenseivel,

koordinataival szamolunk;

r(t)  helyett  (x(t),y(t), 2(t))

A koordinatak ismeretében a vektor minden tulajdonsaga ismert.
Pl. a vektor hossza (abszolut érteke):

|£|=r=\/m2+y2+z2

Megjegyzés: Bizonyos esetekben nem derékszogu
koordinata-rendszer hasznalata a célszer, de ilyennel mi nem
fogunk talalkozni.
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Az atlagsebesség (Ar / At) jelentése: atlagosan mekkora az
elmozdulas egységnyi ido alatt.
De hogy értelmezheto a pillanatnyi sebesség?
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Az atlagsebesség (Ar / At) jelentése: atlagosan mekkora az
elmozdulas egységnyi ido alatt.

De hogy értelmezheto a pillanatnyi sebesség?

Nem irhatunk At = 0-t az atlagsebesség formulajaba, mert 0
lenne a nevezoben.
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Bevezetés

Az atlagsebesség (Ar / At) jelentése: atlagosan mekkora az

A kinematika

alapfogalmai elmozdulas egységnyi ido alatt.

A pillanatnyi sebesség De hogy értelmezheto a pillanatnyi sebesség?

e alapotlet , z e ey

o cqy eqyszerd példa Nem irhatunk At = 0-t az atlagsebesség formulajaba, mert 0

® matematikai

eszz0K lenne a nevezoben.
® egy kis torteneti kitero Azonban ha egyre kisebb és kisebb At értékre szamoljuk ki az

® szemléltetés

grafikonon atlagsebesség értékét, az egy jol meghatarozott erteket kozelit meg
Ao suds egyre jobban.

A forditott irany 7z o ry oz , o

capcsolat ElsO, kozelitd meghatarozas:

Pillanatnyi sebesség alatt egy olyan rovid ido atlagsebességét értjik,

mely alatt a mozgas nem valtozik meg lényegesen.
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egy egyszer( pelda

Mozogjon egy test az x tengely mentén: x(t) = 5 - sin(3 - t)
(Sl-egysegekben)

Mekkora a pillanatnyi sebessége ¢ = 0,2-kor?

Recept: szamoljuk ki az atlagsebességet t és t + At kozott, majd nézzuk
meg, mi torténik egyre kisebb At-re:

x(t + At) —x(t)  5sin(3(t + At)) — 5sin(t)
At - At

B(t,t + At) =
Esetlinkben ¢ = 0,2, igy:
5 . :
v(0,2,0,2 4+ At) = ey (sin(0,6 4+ 3At) — sin 0,6)

Itt mar csak At ismeretlen.

15/35



-1

N

Bevezetés

... folytatas

A kinematika
alapfogalmai

A pillanatnyi sebesség

e alapdotlet

® egy egyszer(i példa

® matematikai
eszkozok

® egy kis torténeti kitérd
® szemléltetés
grafikonon

A gyorsulas

A forditott irdnyu
kapcsolat

Szamoljuk ki -t egyre csokkend At mellett:

Figyelem! A sin fliggvény argumentumaban nem volt fokjel, ezért

radianban kell szamolni!

At v

0,1 | 10,93
0,01 | 12,25
0,001 | 12,37
0,0001 | 12,38
0,00001 | 12,38

Medgfigyelhetd, hogy az értékek egy meghatarozott szamhoz

kozelitenek, nem 0-hoz vagy végtelenhez. Ez a szam a pillanatnyi

sebesseg ertéke.

A test tehat 12,38 m/s sebességgel mozog a kérdezett idopontban.

(2 tizedesjegy pontossagig.)
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Pontosabb meghatarozas a matematikai ismeretek segitségével:
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Pontosabb meghatarozas a matematikai ismeretek segitségével:

Felismerhetjtk, hogy:

@(tla t2) —

Az atlagsebesség a hely-ido fiiggvény differenciahanyadosa.

r(tz) —r(t1) Ar

to — 14

T At

17/35



-1

N

Bevezetés

matematikal eszk6zok

A kinematika
alapfogalmai

A pillanatnyi sebesség

e alapdotlet

® egy egyszer(i példa

® matematikai
eszkozok

® egy kis torténeti kitérd
® szemléltetés
grafikonon

A gyorsulas

A forditott irdnyu
kapcsolat

Pontosabb meghatarozas a matematikai ismeretek segitségével:

Felismerhetjtk, hogy:

@(tla t2) —

Az atlagsebesség a hely-ido fiiggvény differenciahanyadosa.

r(tz) —r(t1) Ar

to — 14

A pillanatnyi sebesség a hely-ido6 figgvény
differencialhanyadosa.

T At
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Pontosabb meghatarozas a matematikai ismeretek segitségével:

Felismerhetjtk, hogy:

(Ne ijedjunk meg: ez ugyanaz a derivalas, amit matematikabol
tanultunk. Kis eltérés: t a valtoz6 és vektort derivalunk, ami
egyszeriden mindegyik komponensének derivalasat jelenti.)

@(tla t2) —

r(tz) —r(t1) Ar

to — 44

Ar

v = lim —
At—0 At

A pillanatnyi sebesség a hely-ido6 figgvény
differencialhanyadosa.

- dt

=T

Az atlagsebesség a hely-ido fiiggvény differenciahanyadosa.

T At

/
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A mechanika alapfogalmai tehat csak a differencialszamitas
segitségével érthetbk meg. Ennek megfelelbéen ezek kifejlédése
egymassal parhuzamosan tortént.
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Bevezetes A mechanika alapfogalmai tehat csak a differencialszamitas

A kinematika , , , L, o 5 O o
alapfogalmai segitségevel erthetok meg. Ennek megfeleloen ezek kifejlodése
A pillanatnyi sebesség egymassal parhuzamosan tortent.

® alapotlet - o7 z .

. Egyik jelentos tudos:

® matematikal Sir Isaac Newton (1643-1727)
eszkozok
® gy kis torténeti kitérs Tobbek kdzaott a differencial-
® szemléltetés , . , ., )
grafikonon es Integl‘a|SzamItaS egy|k
A gyorsulis f0 megalapozoja €s a modern
A fordlonranye mechanika megalapozdja.
apcsolat

A kapcsolat

nem véletlen: differencial-

és integralszamitas nélkil nem
lehet megérteni a mechanikat.
(Es szinte semmilyen
termeészeti folyamatot sem.)
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Egyenes menti mozgas (vagy egy mozgas egy komponense) ol

szemléltethet6 grafikonon, és az alapfogalmak is jél megfigyelhetok

itt:

z(t)

At
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Amennyiben t2 egyre jobban megkozeliti t1-et, azaz At a 0-t, a

szelbk egyre inkabb a grafikon érintdjéhez simulnak:

o() |

erinto

\

A hely-id6 grafikonhoz huzott szel6 meredeksége tehat az

atlagsebesseéget, az érintd meredeksége a pillanatnyi sebességet

adja meg.
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77 77

Az elozoekhez hasonldan:
Atlagos gyorsulas:

@(tla t2) —

v(t2) —v(t1)
to —t1

Av

At
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77 77

Az elozoekhez hasonldan:
Atlagos gyorsulas:

@(tla t2) —

Pillanatnyi gyorsulas:

v(t2) — v(t1) _

to — 14

Av

At
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77 77

Az elozoekhez hasonldan:
Atlagos gyorsulas:

to — 11
dv

== . = Q’
dt

Mivel a sebesség a hely id6 szerinti derivaltja, a gyorsulas pedig a
sebesség id0 szerinti derivaltja, ezért a gyorsulas a helybdl kétszeri

derivalassal kaphato.
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77 77

Az elozoekhez hasonldan:
Atlagos gyorsulas:

g(tla t2) —

Pillanatnyi gyorsulas:

v(t2) — v(t1) _

/

to — tq
dv

a=—=v
dt

Av

At

Mivel a sebesség a hely id6 szerinti derivaltja, a gyorsulas pedig a
sebesség id0 szerinti derivaltja, ezért a gyorsulas a helybdl kétszeri

derivalassal kaphato.

Ezért azt mondjuk, hogy a gyorsulas a hely ido szerinti masodik
derivaltja, és a kdvetkezo jeldléssel fejezzik ki:

a

d?r

dt?

144
r
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Nem lesznek bonyolultabbak a dolgok, csak a jel6lések masok, azaz

nem feltétlen x lesz a valtozo jele.

23/35



-1

N

Bevezetés

alkalmazas a fizikara

A kinematika
alapfogalmai

A pillanatnyi sebesség

A gyorsulas

® a gyorsulas fogalma
e alkalmazas a fizikara
e tipushibak

A forditott irdnyu
kapcsolat

Nem lesznek bonyolultabbak a dolgok, csak a jel6lések masok, azaz

nem feltétlen x lesz a valtozo jele.
Egy test hely-id6 figgvénye:

w(t)zgtz—l—vg-t—l—wo

Adja meg a sebességet és a gyorsulasat!
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Nem lesznek bonyolultabbak a dolgok, csak a jel6lések masok, azaz

nem feltétlen x lesz a valtozo jele.
Egy test hely-id6 figgvénye:

a
x(t) = Etz—l-'vo-t—l—azo
Adja meg a sebességet és a gyorsulasat!

Megoldas: A sebesség a hely idd szerinti derivaltja:

dx a
v(t) = (x(t)) = — = -2t +v9+0=at + vy
dt 2

A gyorsulas pedig a sebesseég derivaltja:

a(t) = (v(t)) =a+0=a

Ez tehat az egyenes vonalu egyenletesen gyorsuld mozgas.
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Egy test hely-id6 fuggvénye: x(t) = 5sin(3t). Adja meg a
sebesség-id6 fuggvényt! Mekkora lesz sebessége t = 0,2 s-kor?
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Egy test hely-id6 fuggvénye: x(t) = 5sin(3t). Adja meg a
sebesség-id6 fuggvényt! Mekkora lesz sebessége t = 0,2 s-kor?

Megoldas:
v(t) = (x(t))’ = 5(sin(3t))’ = 5cos(3t)(3t)’ =
= 5cos(3t) - 3 = 15 cos(3t)
A kérdezett idopontban:

m
v(0,2) = 15 cos(0,6) = 12,380 —

Nahat! Ezt szamoltuk ki korabban! Csak igy sokkal gyorsabb és
nemcsak egy idopontra kaptuk meg az eredményt.
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Egy xy-sikban mozgo test koordinatai az ido figgvényeben:

r(t) =6t y(t) =5 — 3t — 5t

Adja meg sebességének nagysagat az ido figgvényében!
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Egy xy-sikban mozgo test koordinatai az ido figgvényeben:
r(t) =6t y(t) =5 — 3t — 5t
Adja meg sebességének nagysagat az ido figgvényében!
Megoldas: Kulon-kilon ki kell szamolni a sebesség komponens
ve(t) = (x(t))" = (6t)" = 6

vy (t) = (y(t)) = (5 — 3t — 5t*)’ =0 — 3 — 10t

A Pithagorasz-tetel szerint:

w(t)] = 1 /02(t) + v2(t) = /62 + (=3 — 10t)2 =

— /100¢2 + 60t + 45

eit:

25/35



-1

ﬂ! tipushibak
i

Bevezetés FIGYELEM!

A kinematika
alapfogalmai

A pillanatnyi sebesség

A gyorsulas

® a gyorsulas fogalma
e alkalmazas a fizikara
e tipushibak

A forditott iranyu
kapcsolat

26 /35



-1

N

Bevezetés

A kinematika
alapfogalmai

A pillanatnyi sebesség

A gyorsulas

® a gyorsulas fogalma
e alkalmazas a fizikara
o tipushibak

A forditott irdnyu
kapcsolat

tipushibak

FIGYELEM!
Hallgatok tipikus hibai: mondokakat mondogatnak és rosszul

alkalmazzak.
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tipushibak

FIGYELEM!
Hallgatok tipikus hibai: mondokakat mondogatnak és rosszul

alkalmazzak.
Pl. egy tipikus rossz mondodka: ,A sebesség az Ut és az idd

hanyadosa: v = x /t”
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tipushibak

FIGYELEM!

Hallgatok tipikus hibai: mondokakat mondogatnak és rosszul
alkalmazzak.

Pl. egy tipikus rossz mondodka: ,A sebesség az Ut és az idd

hanyadosa: v = x /t”

Egy csak és kizardlag az origobdl induloé egyenes vonallu egyenletes

mozgasra igaz! altalanos alkalmazasa téves!
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tipushibak

FIGYELEM!

Hallgatok tipikus hibai: mondokakat mondogatnak és rosszul
alkalmazzak.

Pl. egy tipikus rossz mondodka: ,A sebesség az Ut és az idd

hanyadosa: v = x /t”

Egy csak és kizardlag az origobdl induloé egyenes vonallu egyenletes

mozgasra igaz! altalanos alkalmazasa téves!

Ugyanez pepitaban: ,,A gyorsulas a sebesség és az idd hanyadosa:

a=v/t
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tipushibak

FIGYELEM!

Hallgatok tipikus hibai: mondokakat mondogatnak és rosszul
alkalmazzak.

Pl. egy tipikus rossz mondodka: ,A sebesség az Ut és az idd
hanyadosa: v = x /t”

Egy csak és kizardlag az origobdl induloé egyenes vonallu egyenletes

mozgasra igaz! altalanos alkalmazasa téves!

Ugyanez pepitaban: ,,A gyorsulas a sebesség és az idd hanyadosa:

a=v/t
Ne is vesztegessuk ra a szot: felejtsuk el!
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e a forditott irany

e ... matematikailag
® ...szemléletes
jelentés

® ... az elGjelek

® példak

® ...ugyanez
integralassal

Tudjuk mar, hogy kell a hely-id6 figgvénybdl kiszamolni a
sebesség-ido flggvényt.

Vajon visszakaphat6-e a hely a sebesség-ido fliggvény
ismeretében?
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e a forditott irany

e ... matematikailag
® ...szemléletes
jelentés

® ... az elGjelek

® példak

® ...ugyanez
integralassal

Tudjuk mar, hogy kell a hely-id6 figgvénybdl kiszamolni a
sebesség-ido flggvényt.

Vajon visszakaphat6-e a hely a sebesség-ido fliggvény
ismeretében?

Nyilvanvaléan: nem.

Hisz ha nem tudjuk, honnan indult a test, pusztan sebességének
iIsmerete nem adja meg, hova érkezett. (Pl.: egy autd az M1-esen 20

percig egyenletesen 90 km/h-val megy. Hol van most? Ez nem
megvalaszolhato, ha nem tudjuk, honnan indult.)
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e a forditott irany
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Tudjuk mar, hogy kell a hely-id6 figgvénybdl kiszamolni a
sebesség-ido flggvényt.

Vajon visszakaphat6-e a hely a sebesség-ido fliggvény
ismeretében?

Nyilvanvaléan: nem.

Hisz ha nem tudjuk, honnan indult a test, pusztan sebességének
iIsmerete nem adja meg, hova érkezett. (Pl.: egy autd az M1-esen 20
percig egyenletesen 90 km/h-val megy. Hol van most? Ez nem
megvalaszolhato, ha nem tudjuk, honnan indult.)

Matematikailag: a derivalast nem tudjuk forditva csinalni, mivel
végtelen sok hely-ido fiiggveény derivaltja lehet ugyanaz a
sebesség-ido fliggvény. Ennek oka: tetszoleges konstans fliggvény
derivaltja O.

Pl.: (5t +3) = (5t) = (5t +w%)/ =...=5

Ami megmondhato, az a hely megvaltozasa, azaz az elmozdulas.
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Ha a sebesség a hely-ido fluggvény derivaltja, akkor a sebesség-ido

flggvénybdl integralassal lehet megkapni a hely megvaltozasat:
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Ha a sebesség a hely-ido fluggvény derivaltja, akkor a sebesség-ido

flggvénybdl integralassal lehet megkapni a hely megvaltozasat:

to
Azz/ v(t)dt
t

1

Maga a hely-id6 fuggvény nem kaphaté meg, legaldbbis egy
integracios allandoé erejéig bizonytalan lesz:

r(t) = / v(t)dt + C

Fizikailag ez annak felel meg, hogy ha egy test sebességet ismerjlk,
meg tudjuk mondani, mennyit mozdult el adott ido alatt, de ha nem

tudjuk, honnan indult, azt sem tudjuk, hova jutott el.
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Bevezetés Ha a sebesség a hely-ido fliggvény derivaltja, akkor a sebesség-ido
A kinematika . , o Ty c , s s
alapfogalmai fliggveénybol integralassal lehet megkapni a hely megvaltozasat:
A pillanatnyi sebesség
t
A gyorsulas AT‘ — 2 'U(t)dt
A forditott irdnyu o tl T
kapcsolat
e a forditott irany
S maemaalis Maga a hely-id6 figgvény nem kaphaté meg, legalabbis egy
jelentes integracios allandoé erejéig bizonytalan lesz:
® ... az elGjelek
® példak
® ...ugyanez
integralassal f(t) — / Q(t)dt —I— C

Fizikailag ez annak felel meg, hogy ha egy test sebességet ismerjlk,
meg tudjuk mondani, mennyit mozdult el adott ido alatt, de ha nem
tudjuk, honnan indult, azt sem tudjuk, hova jutott el.

Masképpen:

r(t2) = [ w(t)dt +r(tr)

t1
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8] to t

Tehat egyenes menti mozgasnal a sebesség-ido figgvény grafikonja

alatti tertilet adja meg az elmozdulast.

30/35



-1

N

Bevezetés

...Szemléletes jelentés

A kinematika
alapfogalmai

A pillanatnyi sebesség

A gyorsulas

A forditott irdnyu
kapcsolat

e a forditott irany

e ... matematikailag
® ...szemléletes
jelentés

® ... az elGjelek

® példak

® ...ugyanez
integralassal

v(t)A

///
.

Nl

N \\\\\\\\\\\\

N

7

o

i

-
& &
77

.

N

N

NN

7/

T

t

to

Tehat egyenes menti mozgasnal a sebesség-ido figgvény grafikonja

alatti tertilet adja meg az elmozdulast.
De vigyazzunk az eldjelekre! ....
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A sebesség-ido fliggvény grafikonja alatti teriiletek abra szerinti
eldjeles 6sszege az elmozdulast adja meg.
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Ha a kezdohelyzet ismert, akkor a végso hely kiszamolhatéva valik

az elmozdulashbal.
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Ha a kezdohelyzet ismert, akkor a végso hely kiszamolhatéva valik

az elmozdulasbal.
Ez természetesen egy komponensre vonatkozik.
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Ha a kezdohelyzet ismert, akkor a végso hely kiszamolhatéva valik
az elmozdulashdl.

Ez természetesen egy komponensre vonatkozik.

Hasonld a kapcsolat a gyorsulas-ido6 fuggvény és a
sebességvaltozas kozott is: A gyorsulas-ido fuggvény grafikonja
alatti terlletek elOjeles 6sszege a sebesség valtozasat adja meg.
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példak

Egy test gyorsulas-id6 fuggvénye Sl-egységekben a kdvetkezo:
a(t) = 3 — 2t. Tudjuk, hogy a test t; = 1-kor 5m/s sebességgel

mozgott. Mekkora a sebessége to = 3-kor?
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példak

Egy test gyorsulas-id6 fuggvénye Sl-egységekben a kdvetkezo:
a(t) = 3 — 2t. Tudjuk, hogy a test t; = 1-kor 5m/s sebességgel

mozgott. Mekkora a sebessége to = 3-kor?

Megoldas: Keészitstink grafikont!

a(t)
A

000000
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A grafikon alatti tertlet ket haromszogre bomlik:

t1 = 1éstg = 1,5 kozott egy 1 magassagu haromszog a t

tengely felett.
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to = 1,5 és t3 = 3 kozott egy 3 magassagu haromszog a t

tengely alatt.
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A grafikon alatti tertlet ket haromszogre bomlik:

t1 = 1éstg = 1,5 kozott egy 1 magassagu haromszog a t

tengely felett.

to = 1,5 és t3 = 3 kozott egy 3 magassagu haromszog a t

tengely alatt.

Ezek teriletei kozll az elsot pozitiv, a masodikat negativ eldjellel kell

figyelembe venni. igy a sebességvaltozas:

A?J:Tl—TZI

2

05-1 1,5-3

2

= —2
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A grafikon alatti tertlet ket haromszogre bomlik:

t1 = 1éstg = 1,5 kozott egy 1 magassagu haromszog a t

tengely felett.

to = 1,5 és t3 = 3 kozott egy 3 magassagu haromszog a t

tengely alatt.

Ezek teriletei kozll az elsot pozitiv, a masodikat negativ eldjellel kell

figyelembe venni. igy a sebességvaltozas:

A?J:Tl—TZI

2

Mivel v(t1) = 5 mls, ezért nyilvan:
v(t2) = v(t1) + Av = 3mis.

05-1 1,5-3

2

= —2
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... ugyanez integralassal

A korabbiakbdl tudjuk, hogy:

t2
Av :/ a(t)dt
t

1
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... ugyanez integralassal

A korabbiakbdl tudjuk, hogy:

t2
A’v:/ a(t)dt
t

1

Esetunkben ez:

3
Av=/ (38— 2t)dt = 3t —t*| =3.3-32—(3.1—-1%) = -2
1

3
1
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... ugyanez integralassal

A korabbiakbdl tudjuk, hogy:

t2
A’v:/ a(t)dt
t

1

Esetlinkben ez:
3 3

Av=/ (3 — 2t)dt = {St—tﬂl —3.3-32_-(3-1—1%) = —2
1

Mivel v(t1) = 5 m/s, ezért nyilvan: v(t2) = v(t1) + Av = 3mi/s.
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... ugyanez integralassal

A korabbiakbdl tudjuk, hogy:

t2
Av:/ a(t)dt
t

1

Esetlinkben ez:
3 3

Av=/ (3 — 2t)dt = {St—tﬂl —3.3-32_-(3-1—1%) = —2
1

Mivel v(t1) = 5 m/s, ezért nyilvan: v(t2) = v(t1) + Av = 3mi/s.

Ez gépies, gyors és altalanosabban hasznalhatdo modszer.
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