HALMAZOK

Tanulasi cél

Halmazok megadasa, halmazmiveletek megismerése és alkalmazasa, halmazok é&brazolasa
Venn diagramon.

Motivacios példa

Egy fogyaszto 80 000 pénzegység jovedelmet fordit két termék, X €s y vasarlasara. Az X termék
egységara 1000 pénzegység, az y ara 2000 pénzegység. Hogyan valtozik a koltségvetési
egyenes ¢€s a koltségvetési halmaz, ha a fogyasztd pénzjovedelme novekszik 25 szazalékkal?

Elmeéleti osszefoglalo
A halmaz a matematikaban alapfogalom (nem definialjuk).

Ha megprébalndm a halmaz fogalmat koriil irni, akkor azt mondanam, hogy bizonyos dolgok
Osszessége. A halmazba tartozo dolgokat a halmaz elemeinek mondjuk. A halmazokat altalaban
nagy bettikkel jeloljiik.

NEVEZETES SZAMHALMAZOK

A természetes szamok halmazat az 1,2,3,4,... szamok alkotjak. A természetes szamok

halmazéanak jele: N. A természetes szamok halmazanak végtelen sok eleme van.
N={1,234,..}

Az egész szamok halmazat a ...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,... szamok alkotjak. Az egész szamok
halmazanak jele: Z . Az egész szamok halmazanak végtelen sok eleme van.

Z={..—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...

A raciondlis szamok halmazat olyan szamok alkotjak, amelyek felirhatok % alakban, ahol

aeZ,beZ és b+#0.Példaul: 4= %;2, 47 = % : 2,3: g . A racionalis szamok halmazanak

jele: Q. A racionalis szamok halmazanak végtelen sok eleme van.

Az irraciondlis szamok halmazadt a végtelen nem szakaszos tizedes tortek alkotjak. Példaul:
3,505005000500005... Lathato, hogy mindig egyel tobb nullat irtunk az 6tosok kozé. Az igy

kapott szam biztosan végtelen nem szakaszos tizedes tort. Az irracionalis szdmok halmazanak
jele:Q". A irracionalis szamok halmazanak végtelen sok eleme van.

A racionalis €s az irracionalis szadmok egyiitt alkotjak a valos szamok halmazat. A valos szdmok
halmazanak jele: R .

A halmazt a kovetkez6 moédon adhatjuk meg:

= felsoroljuk az elemeit két kapcsos zardjel kozé irva
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A= {3, 4,5,6,7,8}
B = {eper,alma, barack}
= az elemek tulajdonsagainak megadésaval
C={xeZ:-1<x<5}
A C halmazta —1,0,1,2,3,4 egész szamok alkotjak.
D={xeN:x>8}
A D halmazta 8,9,10,11,12,... természetes szamok alkotjak.
E={xeN:x<-2}
Az E halmazt olyan természetes szamok alkotndk, amelyek kisebbek, mint

minusz kettd. Ilyen természetes szam nincs.

Ha egy halmaznak véges sok eleme van, akkor azt véges halmaznak nevezziik. Ha végtelen sok
eleme van, akkor végtelen halmaznak. Azt a halmazt, amelynek egyaltalan nincs eleme lires

halmaznak nevezziik. Az iires halmaz jele: & vagy { } .

A példaként megadott halmazok szamossaga:

A B,C - véges halmazok

D —végtelen halmaz
E —iires halmaz

Ha egy elem a halmazhoz tartozik, azt € jellel jeloljiik. Ha nem tartozik a halmazhoz, azt ¢
jellel jeloljiik.

8 A (8 eleme az A halmaznak)
9¢C (9 nem eleme a C halmaznak)

Fontos megjegyezni, hogy egy halmazban az elemek sorrendje nem szamit.
Két halmaz egyenld, ha elemeik azonosak. Eszerintaz {a,b,c} ={b,a,c} ={a,c,b}.

A halmazokat, azok egymas kozti viszonyait, miiveleteit Venn-diagramok segitségével tudjuk
szemléltetni.

Az A halmazta B halmaz részhalmazanak nevezziik, ha az Ahalmaz minden eleme B

halmaznak is eleme. Jelolés: Ac B. B

A c B abrazolasa Venn-diagrammal
1. abra
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Az A ¢és B halmaz unidjanak nevezziik azoknak az elemeknek a halmazat, amelyek elemei
az A vagy a B halmaznak. Jelolés: AUB.

AU B abrazolasa Venn-diagrammal Al B

2. abra

AU A= A. Barmely halmaz 6nmagaval vett unidja 6nmaga.

AU = A. Barmely halmaz iires halmazzal vett unidja Gnmaga.

AU B =BuU A. Kommutativ (felcserélhetd) tulajdonsag.

(Au B) uC=AuU ( Bu C) = AUBUC. Asszociativ (csoportosithato) tulajdonsag.

Az A és B halmaz metszetének nevezziik azoknak az elemeknek a halmazat, amelyek elemei
az A ésa B halmaznak. Jelolés: ANB.

AN B abrazolasa Venn-diagrammal Al B]

3. dbra

AN A= A. Barmely halmaz 6nmagaval vett metszete onmaga.

AN = . Barmely halmaz iires halmazzal vett metszete iires halmaz.

AN B=BnA. Kommutativ (felcserélhetd) tulajdonsag.

(Am B) NC=AnN ( BN C) = ANnBNC. Asszociativ (csoportosithato) tulajdonsag.

Halmazok unidjara és metszetére teljesiil a disztributiv tulajdonsag.
Az uni6 disztributivitasa a metszetre nézve: AU ( BN C) = ( Au B) N (A uC )

A metszet disztributivitdsa az uniéra nézve: An(BUC)=(ANB)U(ANC)

Az A és B halmaz kiilonbségét az A halmaznak azok az elemei alkotjak, amelyek nem elemei
a B halmaznak. Jelolés: A\B.

A\ B abrazolasa Venn-diagrammal Al B

4. abra



A\ A=J. Barmely halmazbol 6nmagat kivonva tires halmazt kapunk.
A\ = A. Barmely halmazbol az iires halmazt kivonva 6nmagéat kapjuk.
A\B = B\ A. A kivonas nem kommutativ (felcserélhetd) tulajdonsag.

A kivonas nem asszociativ (csoportosithato) tulajdonsag.

Ha az A halmaz részhalmaza H halmaznak, akkor az A halmaz H halmazra vonatkozo
komplementerhalmazat (kiegészité6 halmazat) a H halmaz azon elemei alkotjak, amelyek

nincsenek benne az A halmazban. Jelolés: A . A H halmazt alaphalmaznak nevezziik.

Tehat: A =H\A

— ., , . H
A abrazolasa Venn-diagrammal ([

5. dbra

Tetsz6leges A ¢és B halmazra igazak az alabbi Osszefiiggések: AU B = ANB és
ANB=AUB. (De Morgan azonossagok)

Kidolgozott feladatok:

1. feladat

Legyen A={1,2,3,4,10,11,12,16}, B={1,3,5,6,7,11,12} ¢s C =1{1,2,5,8,9,12,15} . Hatarozza
mega (AN B)\C halmazt!

Megoldas

Elészor meghatarozzuk az AN B halmazt. Mivel a metszetben azok az elemek vannak,
amelyek mindkét halmazban benne vannak, ezért ANB={1,31112}. A kivonast ugy

végezzik el, hogy az AN B halmaz elemei koziil elhagyjuk azokat, amelyek a C halmaznak
is elemei, vagyis az 1 és 12 elemeket. igy (AN B)\C ={3,11}.

2. feladat

Legyen A:{XGZ:XS—ZSX:O} és B:{XEN:|2X—11|S4}. Hatarozza meg a
AUB,AnB,A\B és B\A halmazokat!

Elészor meghatarozzuk az A halmaz elemeit. Az egyenletet az egész szamok halmazan oldjuk
meg.



x*—25x=0

X ( - 25) =0

Az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha x=0 vagy x=45. Tehat A= {—5, 0, 5} :
Meghatarozzuk a B halmaz elemeit. Olyan természetes szamokat keresiink, amelyekre
|2X —11| <4 . Ez pontosan akkor teljesiil, ha:

—4<2x-11<4 hozzaadunk 11-et
7<2x<15 elosztjuk 2-vel
35<x<75

Tehat B ={4,5,6,7} .

Az AUB halmazba azok az elemek tartoznak, amelyek legalabb az egyik halmazba
beletartoznak, igy AUB = {—5, 0,4,5,6, 7} .

Az AN B halmazba azok az elemek tartoznak, amelyek mind a ketté halmazba beletartoznak,
igy AnB= {5} .

Az A\B halmazba az A halmaz azon elemei tartoznak, amelyek nincsenek a B halmazban,
tehat A\B={-5,0}.

A B\ A halmazba a B halmaz azon elemei tartoznak, amelyek nincsenek az A halmazban,
tehat B\A={4,6,7}.

3. feladat
2Xx—8

Legyen AZ{XENZ SZ}, B={xeZ:|x-9|=5} ¢ C={xeZ:7-3x<-8}.

Hatérozza meg a (A\C)U B halmazt!

Megoldas

El6szor meghatarozzuk az A halmaz elemeit. Az egyenl6tlenséget a természetes szamok
halmazan oldjuk meg.

2x—8
5
2x—-8<10
2x <18
Xx<9

<2

Tehat A={12,3,4,5,6,7,8,9} .



Most meghatarozzuk a B halmaz elemeit. Olyan egész szamokat keresilink, amelyekre
|X—9| =5. Ez éppen akkor teljesiil, ha:

X-9=-5 wvagy x-9=5
x=4  vagy x=14

Vagyis B ={4,14}.

A C halmaz elemeit olyan egész szamok alkotjak, amelyek teljesitik a 7-3x<-8
egyenlétlenséget.

7-3x<-8
—-3x<-15
X>5

A C= {6, 7,8,9,10,..... } halmaznak végtelen sok eleme van.

Az A\C halmazt azok az elemek alkotjak amelyek az A halmazba beletartoznak, de a C
halmazba nem. A\C ={1,2,3,4,5}

Az (A\C) w B halmazba azok az elemek tartoznak, amelyek elemei A\C halmaznak vagy a
B halmaznak. Igy kapjuk, hogy (A\C)UB={1,2,34,5,14}.
4. feladat

Legyen A:{XER:XZ—X—lZSO} és B={Xe]R:|2X+3|>7}. Hatarozza meg a
AUB,AnB,A\B és B\A halmazokat!

Megoldds

El6szor meghatarozzuk az A halmaz elemeit. A masodfoku egyenl6tlenséget a valos szamok
halmazan oldjuk meg.

x*—x-12<0

Nézzik az f(x)=x*—x-12 fliggvényt és hatdrozzuk meg a zérushelyeit az

~b+b*-4ac _, o
X, = képlet segitségével.
' 2a
—(-1)+(-1)’ —4-1-(-12) S o
X, = 1 , vagyis a fliggvény zérushelyei a —3 és a4 .
Abrazoljuk a fiiggvényt.



6. abra
Az egyenlétlenség megoldasai azok a valds szamok, ahol a fiiggvényérték kisebb mint nulla (a
fiiggvény x tengely alatti része) vagy nulla. Az abrabodl lathato, hogy A=[-3,4].
Meghatarozzuk a B halmaz elemeit. Olyan valds szamokat keresiink, amelyekre

|2x+3>7

Ez éppen akkor teljesiil, ha

2X+3<—7 vagy 2x+3>7
2x<-10 vagy 2X >4
X<-5 vagy X>2

Tehat B = ]—oo, —5[ U ]2, oo[ .

A
O
o]
@
v

-0 9 -8 -7 6 -5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7. abra
Az AUB halmazba azok az elemek tartoznak, amelyek vagy az A vagy a B halmazba

beletartoznak, igy AU B =]—o0,-5[ U[-3,0] .

Az AN B halmazba azok az elemek tartoznak, amelyek mind a ketté halmazba beletartoznak,
igy AnB=]2,4].

Az A\B halmazba az A halmaz azon elemei tartoznak, amelyek nincsenek a B halmazban,
tehat A\B=[-3,2].



A B\ A halmazba a B halmaz azon elemei tartoznak, amelyek nincsenek az A halmazban,
tehat B\ A= ]—o0,—5[ U ]4,09[ .

5. feladat

Hatarozza meg az A= {X eR:—x*—x+20> 0} halmaz valos szamok halmazara vonatkozd
komplementerhalmazat!

Megoldds

El6szor hatarozzuk meg az A halmazt, amit olyan valos szamok alkotnak, amelyekre teljesiil az
—x* —x+20> 0 egyenlStlenség.

Vegyiik az f (X)=-x*—x+20 fiiggvényt és hatdrozzuk meg a zérushelyeit.

A fiiggvény zérushelyei —5 és 4.
Abrazoljuk a figgvényt. f(x)

8. dbra

Az egyenlétlenség megoldasai azok a valos szamok, ahol a fliggvényérték nagyobb mint nulla
(a figgvény x tengely feletti része). Az abrabol lathatd, hogy A= ]—5, 4[ .

Az A halmaz valos szdmok halmazara vonatkozé komplementerhalmaza A =R\A. Tehat

azokat a valos szamokat keressiik, amelyek nincsenek benne az A halmazban.

A =]-o0,00[\]-5,4] = ]-o0,~5] U[4, 0]



-0 © -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9. abra

6. feladat
5x+7

Legyen A= {x eR:x*—3x-4< 0} és B :{X eR:8- < —3} . Hatdrozza megaz AU B
halmaz valds szamok halmazara vonatkozé komplementerhalmazat!
Megoldds

El6szor hatarozzuk meg az A halmazt, amit olyan valos szamok alkotnak, amelyekre teljesiil az
x* —3x—4 <0 egyenlbtlenség.

Vegyiik az f (x)=x*-3x—4 fiiggvényt és hatarozzuk meg a zérushelyeit.

(=3 41

2:1

A fiiggvény zérushelyei —1 és 4.

Abrazoljuk a fiiggvényt. 7
X

10. abra

Az egyenlbtlenség megoldasai azok a valds szamok, ahol a figgvényérték kisebb mint nulla (a
fiiggvény x tengely alatti része), vagy nulla. Az abrabol lathato, hogy A=[-14].

Most hatarozzuk meg a B halmazt, amely olyan valos szamokbol all, amelyekre teljesiil az
alabbi egyenldtlenség.



8_5x+7 <3
2
16-5x—-7<-6
—-5Xx+9<-6
-5x<-15
X>3

Tehat B =[3,00].

A AU B halmazba azok a valos szamok tartoznak, amelyek vagy az A halmaznak vagy aB
halmaznak elemei. AU B =[-1,00

®
v

11. abra

Az AuUB halmaz wvaldés szdmok halmazara vonatkozd komplementerhalmaza
AUB=R\(AUB). Tehat azokat a valos szamokat keressiik, amelyek nincsenek benne az
AU B halmazban.

AuUB= ]—oo, oo[\[—l,oo[ - ]—oo,—l[

A
O

12. abra

7. feladat

Legyenek A, B,C tetsz8leges halmazok. Abrézolja Venn-diagramon a (B\C)uU(ANBANC)
halmazt!

Megoldas

Ha semmilyen informacionk nincs a halmazokrol, akkor azt kell feltételezni, hogy mindharom
halmazna
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k vannak olyan elemei, amelyek a masik két halmazban nincsenek benne, tovabba barmely két
halmaz metszetének vannak olyan elemei, amelyek a harmadik halmazhoz nem tartoznak hozza
¢s véglil a harom halmaz metszete sem iires. Ezért a kovetkezd abrabol indulunk ki.

13. abra

Abrazoljuk elészor a B\C halmazt. Ide a B halmaznak azok az elemei tartoznak, amelyek
nem elemei az A halmaznak.

14. abra

Abrazoljuk a ANBNC halmazt. Ide azok az elemek tartoznak, amelyek maid a hirom
halmaznak elemei.

15. abra

Végiil ennek a két halmaznak az uni6jat kell venni. Tehat az (B\C)uU(AnBNC)halmaz:
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16. abra
8. feladat

Legyenek A,B,C tetszéleges halmazok. Igazolja Venn-diagram segitségével a kovetkezo
egyenldséget!

(A\C)n(B\C)=(AnB)\C

Megoldas

Abrazoljuk az A\C és B\C halmazokat.
A\C

17.abra 18. dabra

Az egyenl8ség bal oldala az (A\C)(B\C)halmaz.

19. abra
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Abrazoljuk az AN B halmazt.

20. abra

Az egyenldség jobb oldalaa (A B)\C halmaz.

21. dbra

Mivel az egyenlet bal és jobb oldala megegyezik, ezért az egyenldség teljesiil.
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