Teljes fiiggvényvizsgalat
Tanulasi cél
A fiiggvényvizsgalat [épéseinek megismerése és begyakorlasa.

Motivacios példa

Jelolje egy adott termék arat P, a termék keresleti figgvényét pedig D(P) =, /1000 —% A

teljes arbevétel tehat TR(P)=P-D(P)=P- /1000—% .

Milyen arakra van értelmezve a fiiggvény?
Milyen arak esetén ndvekszik a bevétel és milyen értékek esetén csokken?
Milyen ar mellett lesz maximalis a bevétel?

Ha a bevétel novekszik, van-e olyan pontja a fiiggvénynek, ahol a névekedés mértéke csokkeni
kezd, azaz szemléletesen van-e inflexios pontja?

Vajon hogy nézhet ki a fiiggvény gorbéje?

A kérdések alapjan szeretnénk minél tobb tulajdonsagat leolvasni a fiiggvénynek Ebben a
leckében Osszefoglaljuk, hogy egy atfogd képhez milyen szempontok alapjan vizsgalhatjuk a
figgvényeket.

Elméleti osszefoglalo

A teljes fiiggvényvizsgalatot a kovetkezo lépésekben végezziik:
1. Az értelmezési tartomany meghatarozésa.

. A grafikon és a tengelyek ko6zos pontjainak meghatarozasa.
. Szimmetria tulajdonsagok vizsgalata.

. Hatarértékek az értelmezési tartomény szélein.

. Monotonitas vizsgalata, lokalis szélsdérték meghatarozasa.
. Konvexitas vizsgélata, inflexiés pontok meghatarozasa.

. Grafikon rajzolasa.
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. Az értékkészlet meghatarozasa.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (x)=x°—3x* fliggvényen.



Megoldas
1. Az értelmezési tartomany meghatarozasa.

Egy egyszerli polinomot fogunk vizsgalni. Mivel barmilyen valdés szamhoz tudunk
helyettesitési értéket szamolni, igy a fliggvény mindeniitt értelmezve van, ezért

D, =R.

2. A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozasa.

Egyrészt annak meghatarozasa, hogy a fliggvény grafikonja hol metszi az x tengelyt. Ezeket a
pontokataz f(x)=0 egyenlet megoldésai adjak. Oldjuk meg tehat az X° —3x* =0 egyenletet.
A megoldashoz emeljiik ki X -et.

x*(x-3)=0,
ami akkor teljesiil, ha X=0 vagy ha X =3. Ebben a két pontban metszi tehat a grafikon az X
tengelyt.
Masrészt ide tartozik annak megallapitasa, hogy a grafikon hol metszi az y tengelyt. llyen

persze csak akkor van, ha a nulla eleme az értelmezési tartomanynak, ebben az esetben f (0)

adja a keresett pontot. A mi esetlinkben
f(0)=0°-3-0*=0,
a grafikon tehat &tmegy az origon.

3. Szimmetria tulajdonsdgok vizsgalata.

Ebben a pontban vizsgdljuk meg, hogy a fliggvény paros-e vagy paratlan-e. Mindkettd az
f(—x) Osszetett fiiggvény képletének eldallitasaval donthetd el. Ahhoz, hogy f(—x) -t

megkapjuk, az eredeti hozzarendelési utasitasba helyettesitsiink be az X helyére (—X) -t. Ennek
eredményeként kapjuk, hogy f(-x)= (—X)3 — ?;(—X)2 =—x*-3x°,

A fiiggvény akkor paros, ha f (—x)= f (x) ('szemléletesen, ha szimmetrikus az y tengelyre),

de ez most nem teljesiil.

A fiiggvény akkor paratlan, ha f (—x)=—f(x) (szemléletesen, ha szimmetrikus az origora),

de most ez sem teljesiil, mivel —f (x)=-x*+3x".
Fiiggvényiink tehat se nem paros, se nem paratlan.

4. Hatarértékek az értelmezési tartomany szélein

Egy fliggvény értelmezési tartomanya altaldban diszjunkt (véges vagy végtelen) intervallumok
unidja. Ezeknek az intervallumoknak a végpontjaiban kell az intervallum feldli egyoldali
hatarértékeket kiszamitani.



Mivel a feladatunkban az értelmezési tartomany a valos szamok halmaza D; =R = ]—oo, oo[ , az

intervallum széleit a o és —o jelenti. Ezért két limeszt kell kiszamolnunk:

lim (X =3¢) = lim X{l—ﬁj:—oo,

X—>—© X—>—©

lim (x3 —3x2) =lim x° (1——) —.
X—>0 X—>00 X
5. Monotonitas vizsgalata, lokdlis szélsoértek meghatdrozdsa.

Tudjuk, hogy lokalis szélséérték ott lehet, ahol f'(x) = 0. Elkészitjiik tehat a derivalt fliggvényt.
f’(x) =3x* —6x,
Megoldjuk az f'(x) =0 egyenletet.
3x*—6x=0
3x(x—-2)=0
aminek a két gyoke x=0, illetve x=2.

A derivalt gyokei beletartoznak az értelmezési tartomanyba, ezért szélséérték helyek lehetnek.
Tudjuk, hogy a derivalt fiiggvény zérushelyei koziil azok lesznek széls6érték helyek, ahol a
derivalt fiiggvény eldjelet valt.

Készitslink ezutan egy tablazatot. Az értelmezési tartomany ennél a feladatnal a valos szamok
halmaza, azaz egyetlen Osszefliggd intervallum. A derivalt fiiggvény zérushelyei ezt a
intervallumot harom részre bontja. A tablazat els6 soraban ezen intervallumokat és a derivalt
fliggvény zérushelyeit tiintessiik fel. A masodik sorban majd azt jelezziik, hogy az adott
intervallumon milyen eldjelll a derivalt.

A derivaltfiiggvény eldjelének eldontéséhez minden intervallumbdl valasszunk ki egy-egy
tetsz6leges pontot, és helyettesitsiik be az f'(x) fiiggvénybe.

A |-,0[ intervallumbol Kivessziik mondjuk a —l1-et, és ekkor azt kapjuk, hogy

f'(~1)=3-(~1)" ~6-(~1)=9> 0, ezért az egész intervallumon pozitiv az els8 derivalt eldjele.

A ]0,2[ intervallumbol vegyiik példaul az egyet, ekkor f'(1)=3-1"-6-1=-3<0. Az
intervallumon negativ a derivalt fiiggvény el6jele.

Végiil a |2, intervallumbol vélasszuk a harmat, ekkor f '(3)=3-3"-6-3=9>0. Az
intervallumon pozitiv az els6 derivalt elgjele.

Tudjuk, hogy ahol az els6 derivalt pozitiv, ott ndvekvo a fliggvény, ahol negativ, ott csokkend.
A tablazat harmadik sordban ezt tiintetjiik fel.



X ]—oo;O[ 0 ]0;2[ 2 ]2;00[
f'(x) + 0 - 0 +
f (X) né lok. max. csokken lok. min. né
/! N\ /!

Latjuk azt is, hogy mindkét zérushely esetén megvan a sziikséges eldjelvaltas, tehat mindkettd
valoban széls6értékhely.

Mivel nulldban a derivalt pozitivbol valt negativba, itt lokalis maximum hely van. A kettdben
a derivalt eldjele negativbol valt pozitivba, itt tehat lokalis minimum hely van.

Ki kell még szamolni a lokalis széls6érték helyekhez tartozd helyettesitési értékeket, azaz a
fliggvény lokalis maximum ¢és a minimum értékét:

£(0)=0
f(2)=2°-3.2"=-4
6. Konvexitas vizsgdlata, inflexios pontok meghatarozdsa.
Inflexiés pont ott lehet, ahol f"(x) =0. Allitsuk el a masodik derivaltat:
f"(xX)=6x—6
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
6x-6=0

Megoldasként x =1 pontot kapjuk. Mivel ez a gy6ok benne van az értelmezési tartomanyban,
ez inflexios pont is lehet.

Tudjuk, hogy a masodik derivalt zérushelyei koziil az(ok) valoban inflexios pont(ok), ahol a
masodik derivalt eldjelet valt. Ezt a szélséértékeknél hasznalt eljardshoz hasonldan lehet
megvizsgalni. Az eredményeket most is egy tablazatba foglaljuk.

A masodik derivaltnak most csak egy zérushelye van. Ez a pont két intervallumra bontja a teljes
értelmezési tartomanyt. A tdblazat els@ sordban ezt a felbontdst és a masodik derivalt
zérushelyét tiintessiik fel.

A masodik derivalt eldjelének vizsgalatdhoz minden intervallumbdl valasszunk ki egy-egy

pontot és helyettesitsiik be az f"(x) fliggvénybe.

A ]-o0;1 intervallumbél vegyiik ki a példaul a nulldt, itt f"(0)=6-(0)-6=-6<0 , ezértaz
egész intervallumon negativ a masodik derivalt.
A mésodik |L;o0[ intervallumbol vegyiik ki a kettdt, ekkor f”(2)=6-(2)—6=6>0, tehat az
egész intervallumon pozitiv a masodik derivalt.

Tudjuk, hogy ahol a méasodik derivalt pozitiv, ott konvex a fiiggvény, ahol negativ, ott konkav.
A masodik tablazat harmadik sora ezeket az informacidkat tartalmazza.



X ]—oo; 1[ 1 ]1; oo[
fr ( X) — 0 +
f ( x) konkav inflexios konvex
N pont U

Megvan tehat a sziikséges eldjelvaltas, az 1 inflexios pont. Ki kell még szdmitanunk az inflexios
ponthoz tartozo fliggvényértéket:

f(1)=1-31=-2.

7. Grafikon rajzolasa.
Az eddig megszerzett informéaciokat felhasznalva felvazolhat6 a fiiggvény grafikonja.

Felvéve egy koordinata-rendszert, eldszor a nevezetes pontokat jeloljik meg.
(tengelymetszetek, széls6értékek, inflexios pontok)

Ezutan vegyiik figyelembe a hatarértékeket és a monotonitasi viszonyokat.

Végiil, a konvexitasi informaciokat is figyelembe véve, rajzoljuk meg a grafikont.

A
f(x)

A 4

8. Az értékkészlet meghatarozasa.
A (helyes) grafikonrol leolvashat6 az értékkészlet.

R, =R



2. feladat

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (x)=x>+2x fiiggvényen.
Megoldas

1. Az értelmezési tartomany meghatarozasa.

A fiiggvény mindeniitt értelmezve van, ezért D, =R .

2. A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozasa.

Egyrészt annak meghatarozasa, hogy a fliggvény grafikonja hol metszi az x tengelyt. Ezeket a
pontokat az f (x)=0 egyenlet megoldasai adjak. Oldjuk meg tehat az X°+2x =0 egyenletet.

Egyszert kiemelést alkalmazva
x(x2 + 2) =0,

ami akkor teljesiil, ha x=0, ugyanis az x*+2=0 egyenletnek nincs megoldasa a valds
szamok halmazan.

Mivel a nulla eleme az értelmezési tartoméanynak, ebben az esetben f (0) adja a keresett pontot.
f (0)=O3+2-0=O
A grafikon tehat &tmegy az origon.

3. Szimmetria tulajdonsdgok vizsgalata.

Ebben a pontban azt vizsgaljuk meg, hogy a fliggvény paros-e vagy paratlan-e. Mindkett6 az
f (—X) Osszetett fliggvény képletének eléallitasaval kezdodik.

f(=x)=(=x)’ +2(=x) = —x* - 2x.
A fiiggvény akkor paros, ha f (—x)= f (x) (tehat szimmetrikus az y tengelyre), de ez most
nem teljesiil.
A fiiggvény akkor paratlan, ha f(—x)=—f(x) (tehat szimmetrikus az origéra), ami most
teljesiil, mivel —f (x)=—-x>-2x.

4. Hatarértékek az értelmezési tartomany szélein

Egy fliggvény értelmezési tartomanya altalaban diszjunkt (véges vagy végtelen) intervallumok
unidja. Ezeknek az intervallumoknak a végpontjaiban kell az intervallum feldli egyoldali
hatarértékeket kiszamitani.

Mivel a feladatunkban az értelmezési tartomany a valds szdmok halmaza D, =R = ]—oo,oo[ ,

ezért két limeszt kell kiszamolnunk:

lim (x3+2x): lim x3(1+£2j=—oo,
X——0 X——0 X



lim (x3 +2x) =lim x3(1+%j _—
X—00 X—00 X

5. Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték meghatarozasa.

Tudjuk, hogy lokalis szélséérték ott lehet, ahol f'(x) = 0. Elkészitjiik tehat a derivalt fliggvényt.
f'(x)=3x*+2

Ott lehetnek lokalis szélsdértékek, ahol az f'(x)=0. Esetiinkben 3x*+2=0 egyenletnek

nincs megoldasa a valos szdmok halmazan, mivel egy pozitiv szdmhoz, azaz kett6h6z mindig
egy nemnegativ szamot adunk, az eredmény csak pozitiv lehet. Ez azt jelenti, hogy a
fliggvénynek nincs lokalis szélsdértéke.

Az f'(x) =3x*+2fiiggvény tetszbleges valds szam esetén pozitiv, amibdl azt a kdvetkeztetést

vonhatjuk le, hogy az f (x) fiiggvény az egész értelmezési tartomanyon nd.

6. Konvexitas vizsgalata, inflexios pontok meghatarozasa.

Inflexios pont ott lehet, ahol f"(x) =0. Allitsuk eld a masodik derivaltat:
f"(x) =6x
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet:
6x=0

Megoldéasként x =0 pontot kapjuk. Mivel ez a gydk benne van az értelmezési tartomanyban,
ez az inflexios pont lehet.

Tervezziikk meg a tdblazatot. Az értelmezési tartomany a valds szamok halmaza, €s ezt az
Osszefliggd intervallumot a masodik derivalt fliggvény zérushelye két részre bontja.

A ]-0;0[ intervallumbol vegyiik ki a nullat, itt f"(-1)=6-(-1)=—6<0 , ezért az egész
intervallumon negativ a masodik derivalt.
A masodik ]0;o0[ intervallumbol vegyiik a kettdt, ekkor f”(2)=6-(2)=12> 0, tehat az egész
intervallumon pozitiv a masodik derivalt.

Tudjuk, hogy ahol a mésodik derivalt pozitiv, ott konvex a fliggvény, ahol negativ, ott konkav.
A masodik tablazat harmadik sora ezeket az informéaciokat tartalmazza.

X ]—00; 0[ 0 ]0; oo[
f ”(X) — 0 +
f (x) konkav inflexids konvex
N pont U

Megvan tehat a sziikséges el6jelvaltas, a nulla inflexios pont. Ki kell még szamitanunk az
inflexids pont méasodik koordinatajat:



£(0)=0°+2-(0)=0.

7. Grafikon rajzolasa.
Az eddig megszerzett informaciokat felhasznalva felvazolhato a fiiggvény grafikonja.

Felvéve egy koordinata-rendszert, elészor a nevezetes pontokat jeloljik meg.
(tengelymetszetek, szélsoértékek, inflexios pontok)

Ezutan vegyiik figyelembe a hatarértékeket €s a monotonitasi viszonyokat.

Végiil, a konvexitasi informéaciokat is figyelembe véve, rajzoljuk meg a grafikont.
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8. Az értékkészlet meghatdrozasa.

A (helyes) grafikonrdl leolvashato az értékkészlet.

R, =R

3. feladat

X
Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (x)=— ] fliggvényen.
X"+

Megoldas



1. Az értelmezési tartomany meghatarozasa.

Mivel nullaval nem tudunk osztani, ezért vizsgaljuk, hogy x*+1=0 mikor teljesiil. Mivel egy
pozitiv szdmhoz, azaz egyhez mindig egy nemnegativ szamot adunk, az eredmény csak pozitiv
lehet. igy

D, =R.
2. A grafikon és a tengelyek kézos pontjainak meghatarozasa.
Az f(x)=0 egyenlet megoldasa x=0, ami az x tengellyel vett metszetet adja, azonban
f (0) =0 miatt, itt metszi a grafikon a fiiggdleges tengelyt is.
3. Szimmetria tulajdonsagok vizsgalata.
A fiiggvény paritasat vizsgalva latjuk, hogy
—X X

f(—X)=(_X)2 +1:_X2+1=_f(x)’

tehat a fliggvény paratlan.
4. Hatarértékek az értelmezési tartomany szélein
Mivel a feladatunkban az értelmezési tartomany a valos szamok halmaza D; = R = ]-o0;00]

ezért csak a végtelenekben kell kiszamolni a hatarértékeket. A szamlalobol is és a nevezobal is
kiemelve x*-et kapjuk, hogy

. . X .1 1
lim ——=Ilm —.———=Ilim - ——=0
x>—0 X 4] x> X 1+ i D 1+ i
x? x?
Teljesen hasonloan
. X . X 1 .1 1
lim ——=Ilim —.——=lim = ——=0
o0 X 41 xow X 1+i x> X 1+i
X X

5. Monotonitas vizsgalata, lokdlis szélséértek meghatdrozdsa.

. (x2+1)—§x2 _1-¢ |
(x2+1) (x2+1)

A derivalt nulla, ha a tort szamlalgja nulla, ez nyilvan X =—1 és X =1 esetén teljesiil. Mindkét
gyoOk az értelmezési tartoméanyban van.

Elkészitjiik a tablazatot.



X o0 1] -1 -1 1 Joof
) - 0 ¥ 0 _
f (x) csOkken lok. min. né lok. max. csOkken
N\ /! N\
Az els§ intervallumbol a —2-t helyettesitve f'(-2)= —;5 <0.

A mésodik intervallumbdl O -t helyettesitve f'(0)=1>0.

Végiil a harmadik intervallumbol 2 -t helyettesitve f'(2)= _3. 0.
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Igy kaptuk a masodik sor el6jeleit. Latjuk, hogy az elsé derivalt mindkét zérushelye esetén
megvan az eldjelvaltas, ezért mindkettd szélséérték hely, mégpedig a —1 lokalis minimum hely,
az 1 lokalis maximum hely.

A minimum értéke f (—1) = —% , a maximum értéke (a paratlansag miatt is) f (1) = % .

6. Konvexitas vizsgdlata, inflexios pontok meghatarozdsa.

2x(x +1) —(1-x2)2(x2 +1)2x  2x(x* +1) - 4x(1-x¢)
(3 +1) ()

_2x°—6x ZX(X2 —3)

(x2 +1)3 B (x2 +l)3

f"(x)=

Az f"(X)=0 egyenletnek most harom megoldasa van: X=—\/§, x=0, X=\/§.

Mindhérom az értelmezési tartomanyban van.

Most az alabbi tablazatot készithetjiik el.

e | B [JE] O [ToE[ | B | e

fr ( x) — 0 + 0 — 0 +

f ( x) konkav inflexios | konvex inflexios | konkav | inflexios | konvex
N pont U pont N pont U

Az eldjeleket, példaul, a kovetkezé szamok behelyettesitésével kaphatjuk:

" 4
f (—2):—E<0,

az els6 tartomanybol valasszuk a —2 -t, ekkor



a masodik tartomanybol a —1-et, ekkor f”(-1)=

|~
Il
N |-
Vv
o

" 1
a harmadikbol az 1 -et, ekkor f"(1)= - <0,

" 4
a negyedikbsl 2 -t, ekkor f"(2)= 0

Latjuk, hogy a masodik derivalt mindharom zérushelye esetén megvan az eldjelvaltas, mind a
harom  valéban  inflexiés  pont. Az  inflexiés  pontok  fliggvényértékei:

f(—\/§)=f(—1,73)=—§=—o,43; f(0)=0és f(\/§)=f(1,73)=$=0,43.

7. Grafikon rajzoldsa.

A grafikont most is a nevezetes pontok berajzolasaval kezdjiik. Figyelembe véve a monotonitasi
¢és konvexitasi viszonyokat is, az alabbi abrat kaphatjuk:

A
f(x

v

_________ —0,43
******** -0,5




A hatarértékek azt mondjak, hogy a fliggvény a végtelenek felé hozzasimul az x tengelyhez.
Ugyeljiink a paratlansag érzékeltetésére, azaz arra, hogy a grafikon az origora szimmetrikus.

f(x)

8. Az értékkészlet meghatdrozasa.

Az ébra alapjan vilagos, hogy a fliggvény a lokélis minimuma é€s a lokalis maximuma kozotti
értékeket veszi fel, beleértve azokat is, tehat

R; :{—l;l}.
22

4. feladat

x> -1

X3

Végezziink teljes fiiggvényvizsgélatot az f (x)= fliggvényen.

Megoldas

1. Az értelmezési tartomany meghatarozasa.

Mivel a nevezdben nulla nem lehet, igy
D, =R\ {0} = ]-00;0[ L ]0;00] .

2. A grafikon és a tengelyek kézos pontjainak meghatarozasa.



Az f(x)=0 egyenletnek most két gydke van: x=-1 és x=1. Mivel a nulla nem eleme az

értelmezési tartomanynak, a grafikon nem metszi a fligg6leges tengelyt.

3. Szimmetria tulajdonsdagok vizsgalata.

L =(—X)Z—lzxz—lz_xz—lz_ %),
(= X X

a fliggvény tehat paratlan.

4. Hatarértékek az értelmezési tartomany szélein

Az értelmezési tartomany két intervallumbdl all, ezeknek négy széle van, négy limeszt kell tehat
kiszamolnunk. (Val6jaban a paratlansag miatt csak kettot.)

Ezek:

) X =1 ..
lim = lim

x>0 X x>0 X 1 x>0 X 1 '

hiszen a szamlalé —1-hez tart, a nevezd pedig nulldhoz, de mindig negativ.

N G - |
lim =—=—m
x—0" X O+

a paratlansag miatt persze az el6z0 limesz minusz egyszerese, és végiil

2_
iim X 1-0,

X—00 X

most is igaz, hogy ez a minusz végtelenben vett hatarérték minusz egyszerese.

5. Monotonitas vizsgdlata, lokalis szélséérték meghatarozasa.

, 2X(X3)—(X2—1)3X2 2x4 —3x* +3x%2  —x*+3x* 3-X2
F'(x)= x° B x° S

Az 1'(x)=0 egyenlet megolddsai: x=—+/3, Xx= J3.

Az elsé derivalt mindkét zérushelye az értelmezési tartomanyba esik, meg kell ket
vizsgalnunk. Az eredményeket az alabbi tdblazat tartalmazza.



X ]—oo; —«/5[ -3 }—\/5; 0[ 0 }O; \/5[ J3 ]\/§ oo[
! ( x) — 0 + nincs + 0 —
értelmezve
f ( x) csokken lok.min. nd nincs nd lok.max. | csokken
N Vs értelmezve s N

Az f'(x) elbjeleit rendre a kdvetkezd helyettesitésekkel kaptuk:

Elsd intervallum: f '(—2) = —% <0

Masodik intervallum: f ’(—1) =2>0

Harmadik intervallum: f'(1)=2>0

Negyedik intervallum: f'(2)= —% <0

Az els6 derivalt mindkét zérushelyén eldjelet valt, ezért mindkettd szélséérték hely, mégpedig

—/3 lokalis minimum hely, \/§ lokalis maximum hely. A lokalis minimum értéke

2 : :
f (—\/5 ) = T ~—0,38, a lokalis maximum, a paratlansag miatt, ennek minusz egyszerese,

f(ﬁ)zo,ss.

6. Konvexitas vizsgalata, inflexios pontok meghatarozasa.
“2x(x*)=(3-x2)4x®  _2x5 _12x 4 4%° 5_12x% 2(x*—6
(3 (x)-(8-%°)4x" __2x®-12x +4x° _2x°-12¢° _2(x*-6)

X8 N N X’

£"(x)=0 akkor és csak akkor, ha X=—6, X=+/6 . A masodik derivalt mindkét zérushelye

az értelmezési tartomanyba esik. A tablazatunk most az alabbi:

X | JeeSo | B | VB0 | O | ove[ | VB | Ve

f"(x) - 0 + nincs - +
értelmezve
f ( X) konkav inflexios | konvex nincs konkav | inflexids | konvex
N pont ), értelmezve N pont ),

Az eldjeleket, alkalmas szamok behelyettesitésével meghatarozhatoak.

Azonban az el6jelek megkaphatok a kovetkez6 okoskodassal is.




Egy tort elojelét kell kiszamolnunk. Ez akkor pozitiv, ha a szdmlalo és a nevezd egyforma
elojeld, akkor negativ, ha kiillonb6z6 eléjeliek.

A szamlaloban egy mésodfoku kifejezés all, amelynek képe egy felfelé nyild parabola, ez tehat
a gyokein kiviil pozitiv, a gyokei kdzott pedig negativ. A nevezdben all6 hatvany, a pératlan
kitevd miatt, negativ X -ekre negativ, pozitivakra pozitiv.

Ezek alapjan is megkaphatjuk a fenti eldjeleket.
A masodik derivalt mindkét zérushelye inflexios pont tehat. Az inflexids pontok masodik

koordinatai: f(—\@):—iz—o,m, f(£)=o,34.

6/6

A nulla el6tti és utani darabon is mas eldjelli a masodik derivalt, de a nulla persze nem inflexios

pont, hiszen ott értelmezve sincs a fliggvény. J61 mutatja ez azonban azt, hogy a —\/6 és \/6
kozotti részt nem lehet egy intervallumként szerepeltetni a fejlécben.

7. Grafikon rajzoldsa.

Az eddigiek figyelembevételével az alabbi abrat rajzolhatjuk fel:

f(x




N
f(x)

8. Az értékkészlet meghatdrozasa.

R, =R

5. feladat

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (X) = In(x* +1) fliggvényen.
Megoldas

1. Az értelmezési tartomany meghatarozdsa.

Mivel x*+1>0 minden valds X -re, ezért D, =R .

2. A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatdrozasa.

A fliggvény grafikonja és az y tengely metszéspontjat az egyszerlibb meghatarozni. Mivel a

0 eleme az értelmezési tartomanynak, akkor csak be kell helyettesiteniink a fliggvénybe. (A
grafikon az y tengelyt legfeljebb egy pontban metszheti.)

f(0)=In(0%+1) =In1=0

A grafikon és az X tengely tobb helyen is metszheti egymast. Ezen metszéspontok helyét az
f(x) =0 egyenlet megoldasai adjak, azaz ilyenkor a fiiggvény zérushelyeit hatarozzuk meg.

Jelen esetben az alabbi egyenletet kell megoldanunk.
In(x*+1) =0

Tekintsiik mindkét oldalt kitevonek, s emeljiik fel az e szamot a kitevdre.



2
eIn(x +1) — e0

A bal oldalon fiiggvény ¢€s inverze all egy 0sszetételben, igy ott valojaban csak az argumentum,
azaz x*+1 4ll.
x*+1=¢’=1

Ennek az egyenletnek pedig nyilvadnvaloan csak az X =0 a megoldasa. A fiiggvénynek tehat
most csak egy zérushelye van, és ez az x=0. A fliggvény grafikonja tehat d&tmegy az origdn,
igy egyetlen helyen van k6z0s pontja az X ¢és az y tengellyel.

Mivel korabban mar kideriilt, hogy f (0)=0, igy el6re tudhattuk, hogy az x =0 zérushely lesz.

Az egyenlet megoldasaval azt igazoltuk, hogy csak ez az egyetlen zérushely 1étezik.
3. Szimmetria tulajdonsagok vizsgalata.

Mivel tudjuk, az x*+1 paros fiiggvény, s jelen esetben ez a belsd fiiggvény egy Osszetett
fliggvényben, igy sejthetd, hogy fiiggvényiink paros lesz. Igazoljuk ezt. Egy fiiggvény akkor
paros, ha f(—x)= f(x) minden x € D, esetén. Ennek teljesiilését kell ellendrizniink.

f(=x) =In((-x)* +1) =In(x* +1) = f (x)

Ez minden Xxe D, esetén teljesiil, tehat valoban paros a fiiggvény. A grafikonja igy
szimmetrikus lesz az y tengelyre.

4. Hatarértékek az értelmezési tartomany szélein.

Mivel az értelmezési tartomany a valds szamok halmaza, igy két hatarértéket kell csak
vizsgalnunk, egyrészt a minusz végtelenben, masrészt pedig a végtelenben. Mert Osszetett
fiiggvény hatarértékét kell vizsgalnunk, igy el6szor a bels6 figgvény hatarértékét hatarozzuk
meg, majd vessziik a kiils6 fliggvény hatarértékét azon a helyen, ahova a belsé fiiggvény tart.

Kihasznalva, hogy lim (X2 +1) =00

lim In(x2 +1) — o

X——0

Kihasznalva, hogy lim (X2 +1) =0

|im|n(x2 +1):oo

X—>0

Mivel a fliggvény paros, igy elére tudhattuk, hogy a minusz végtelenben és a végtelenben meg
fog egyezni a hatarérték.

5. Monotonitas és szélsoérték vizsgalata.
Derivaljuk a fiiggvényt. Az Osszetett fliggvényekre vonatkoz6 szabalyt hasznaljuk.

1 2X
X2+ Top X"

f'(x) =
() x?+1 x*+1

1-(x2+1)' =



Oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet.

X +1

Csak a szamlalot kell vizsgalnunk, igy a 2x =0 egyenletet kapjuk, aminek nyilvan x=0 az
egyetlen megoldasa.

Készitsiik el a szokasos tablazatot.

X J=ei0] 0 J0; o]
f'(x) - 0 +
f (x) csokken lok.min. nd

N\ /!

A minimum értékét megkapjuk, ha a fliggvénybe O -t helyettesitiink. Mivel ezt mar korabban
megtettiik, igy tudjuk, hogy

f(0)=0.

Nem csak athalad tehat az origon a fiiggvény hanem itt lokalis minimuma is van. A tablazatbol
az is lathatd, hogy ez a minimum nem csak lokalis, hanem globalis is, azaz a fiiggvény a teljes
értelmezési tartomanyan itt veszi fel a legkisebb értéket.

6. Konvexitas vizsgalata, inflexios pontok meghatarozasa.

Allitsuk el6 a masodik derivéltat is. Most a tértekre vonatkozo szabalyt kell alkalmaznunk.

703 = 2~(x2 +21)—§x~2x _ 2_2)(22
(x +1) (x2+1)

Oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.

2-2x°

(g

Ismét csak a szamlaloval kell foglalkoznunk, igy a 2—2x* =0 egyenletet kapjuk.

Ebbél az x* =1 egyenlet kovetkezik, aminek megoldasai x ==+1.

A masodik derivalt eldjelének vizsgéalatakor nyilvan csak a szamlaloval kell foglalkozni, hisz a
nevezd biztosan pozitiv.

Mivel a 2—2x* olyan méasodfoku fiiggvény, amelyben a féegyiitthato negativ, igy a két gyok
kozott vesz fel pozitiv, s a kisebb gydk elétt ill. a nagyobb gydk utan negativ értékeket. igy az
alabbiakat mondhatjuk.

Ha x <-1, akkor f"(x)<0.



Ha —1<x<1, akkor f"(x)>0.
Ha x>1, akkor f"(x)<0.

Készitsiik most el a konvexitasrol a tablazatot.

X [0 1] 1 -1 1 J o]
f"(x) — 0 + 0 _
f ( x) konkav inflexios konvex inflexios konkav
N pont U pont N

Hatarozzuk meg az inflexioés pontok masodik koordinatait. Helyettesitsiik a fliggvénybe az
inflexios pontok helyét, azaz a +1-et. Mivel a fiiggvény paros, igy nyilvan meg fog egyezni a
két helyen a fiiggvény értéke.

f(-1)=f@)=In(®+1)=In2~0,693
1. Grafikon rajzolasa.

Az eddig megszerzett informaciok alapjan vazlatosan megrajzolhatjuk a fiiggvény grafikonjat.
Elészor jeloljik meg a nevezetes pontokat a koordinidta rendszerben. Ilyenek a
tengelymetszetek, a szélséértékek, és az inflexios pontok. Ezutan felhasznélva a hatarértékeket,
a monotonitéasi és konvexitasi viszonyokat vézoljuk a grafikont. Igy az abran lathato alaka
grafikont kapjuk.

4
f(x)

A\ 4

8. Az értékkészlet meghatdrozasa.

Az abrardl leolvashato, hogy O a legkisebb érték, melyet felvesz a fiiggvény. Igy a fiiggvény
értekkészlete a kovetkezd:

Ry =[0;00[ .






