Integralszamitas

Integralasi szabalyok

Tanulasi cél

Szorzatfliggvényekre vonatkozo integralasi technikak megismerése és kiilonbozé tipusokra
val6 alkalmazasa

Motivacios feladat
Valoszinliség-szamitasnal taldlkozhatunk a kdvetkezd problémaval. Egy valdszinliségi valtozo
varhatd értékének meghatarozasahoz sziikségiink van az I—O, 2xe %?*dx hatarozatlan

integralra. Az integralds nehézségét az adja, hogy nem tudunk olyan &ltalanos szabdlyokat
mondani, ami szorzat, hanyados vagy 0sszetett fliggvények esetén mindig hasznéalhat6 lenne.
Azzal fogunk probalkozni, hogy ismert derivalasi szabalyok megforditdsdval 0j integralasi
modszereket kapjunk.

Elméleti 6sszefoglalo

Els6é esetként vizsgaljuk az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat. Tudjuk, hogy Osszetett
fliggvény derivalja a kiils6 fiiggvény derivaltja az eredeti belsd fliggvény szerint, szorozva a
bels6 fliggvény derivaltjaval.

Nézziink két példat:
Ha (sin(x” + 5x))’ = cos(x? +5x)(2x +5) , akkor

Icos(x2 +5x)(2x+5) dx = sin(x* +5x) + ¢
Ha (e*“) =4x°.e* | akkor

4 4
j4x3-eX dx=e* +c

Mi a k6z0s a két integralban? Mindkét esetben az integrandus egy olyan szorzatfiiggvény, ahol
az egyik tényez6 egy Osszetett fiiggvény, a masik pedig éppen az Osszetett fiiggvény belsd
fiiggvényének derivaltja. A végeredményekben pedig az a kdzos, hogy csak a kiils6 fliggvény
primitiv fiiggvényét adtuk meg az eredeti belso fliggvény szerint. Az 6tlet nem csak ezen két
esetben miikddik, altaldban is igaz a kdvetkezd tétel:



Tétel: Ha valamely intervallumon g(x) egy differencialhatd fiiggvény és f(x) fliggvény
primitiv  fiiggvénye F(X) és haf (g(x)) Osszetett fliggvény létezik, akkor
J1(9(x))-0'(x)x=F(g(x)+c.

Kidolgozott feladatok

1. feladat

I(Zx +1)(x2 + x)3 dx
Megoldas
Az integrandus egy szorzatfiiggvény, amelyben az egyik tényezo, (X2 +X)3 egy Osszetett

fiiggvény x* kiilsd és x*+x belsé fliggvénnyel. Ennek deriviltja pedig (x* +x)' =2x+1.

Tehat hasznalhatjuk az 0j integralaszi szabalyt. Csak az x° kiilsé fiiggvényhez kell primitiv
fliggvényt keresni.

4
jxsdx:x—+c.
4

Az 1j szabaly szerint, a kapott primitiv fliggvény lesz az uj kiils6 fiiggvény, a belso pedig az
eredeti.

Tehat

(x2 + x)4

4

J'(2x+1)(x2+x)3dx:jw-(x2+x)3dx: +C

; —
g’ f(g(x)

2. feladat

5

J-th

>—dx
COS* X

Megoldas

Az integrandus egy tortfiiggvény. Ebbdl az alakbol nem latszik, hogy miért alkalmazhatnank

az 1) modszert. De ha észrevessziik, hogy (tgx) =——— ¢s az integrandust atirjuk az alabbi
COS™ X

alakra, akkor minden a helyére kerdiil.



I tg°x dXZI(th)S-

1
dx = [ (tgx)°- dx =
cos’ X X -[ (tgx) cos’ X

Fo) ——~—
g'(x)

cos’ X

A (tgx)5 lesz az sszetett fiiggvény x° kiilsd és tgX belso fiiggvénnyel, amelynek derivalja az
integrandus masik tényzoje. Minden a helyén van, alkalmazhatjuk az 0j integralasi modszert.

6
. X
Mivel Ixsdx:EJrc ezért

3. feladat
j3xe‘5x2dx
Megoldas

Az integrandus egy szorzatfiiggvény. e az dsszetett fliggvény e* kiilsd és —5x° belsd
fiiggvénnyel. Mivel (~5x* ) =—10x, ezért azt mondhatjuk, hogy a belsd fiiggvény derivéltja
majdnem ott van. Csak a 3-ast ki kellene cserélni (—10) -re. De ezt egy bdvitéssel el tudjuk

érni.

ije’sz dx = 3{ )I—leeF’xzdx =

1

10
Ezzel a bovitéssel minden a helyére keriilt, csak az dsszetett fliggvény kiilsé fiiggvényéhez kell
primitiv fliggvényt keresni az eredeti belso fliggvény szerint.

Mivel J'exdx =e*+c ,ezért

j3xe‘5x2dx = —%I—lee‘szdx = —lij‘—10x~ e dx = _s. e e

g'(x)  fa(x) 10

4. feladat



Jm

X

dx

Megoldas

Az integrandus egy tortfiiggvény. Ebbdl az alakbol nem latszik, hogy miért is lehetne a tanult

modszert alkalmazni ra. De vegyiik észre, hogy az integrandusban szerepel InX és = és tudjuk,

hogy (In X)' _1 . Alakitsuk 4t egy kicsit az integrandust.
X

JIE g 2 i = [ £ Vimca-

X t(g()
9'(x)

Most mar jol lathatod, hogy a +/Inx Osszetett fliggvény JX kiilsd és Inx a belsé fiiggvény,

amelynek derivéltja pedig éppen a szorzat masik tényezdje. A Jx kiilsé fliggvény primitiv
fiiggvényét kell még megkeresni, majd venni az eredeti belsé fiiggvénnyel alkotott dsszetett
fliggvényét.

ro=2x +c

3

I\/_dx Ixzdx =

I\)\OO| N | w

Folytassuk az integralast:

IW

dx = .|. Inx 2dx—

J(Inx) +Cc= X+C

E

Elméleti 6sszefoglalo

A szorzatfliggvény derivalési szabalyanak megforditasabol egy ujabb integraldsi modszerhez
juthatunk. Az alébbi tétel errdl szol.

Tétel: Haaz u (X) és V(X) fiiggvények differencialhatoak, valamint u'(X)V(X) integralhato,
akkor az u(x)v'(x) fiiggvény is integralhat és

Iu(x) "(x)dx =u( _[u



Iu-v'dx=u-v—ju'-vdx

A parcidlis integralds alkalmazdsaval az u (X)V'(X) fliggvény integraldsat az u'(X)V(X)
fliggvény integralasra vezetjiik vissza. A szabalyt olyan szorzatok esetén célszerli alkalmazni,
melyekben a V'(X) -nek megfeleld tényez6 konnyen integralhatd, s ha az u'(X)V(X)

kénnyebben integralhato mint u(X)V'(X). A szabély alkalmazéaséval soha nem fejezddik be a

feladat megoldasa, hiszen a jobb oldalon a méasodik tag még integralt tartalmaz. Ezért is kapta
elnevezését a szabdly, hiszen csak részben torténik meg az integralds. Az alkalmazés soran

nagyon fontos, hogy az integralandé szorzat tényezdi koziil melyiket valasztjuk u(x)-nek,

illetve v'(x) -nek. Erre vonatkozéan a kidolgozott feladatokban adunk itmutatést.

Kidolgozott feladatok

1. feladat:
I(Zx —6)-sinxdx

Megoldas

Az integrandus egy szorzat, s azon beliil is egyik tényezdje polinom, a masik pedig a sinx .

Prébalkozzunk az eldbb megismert parcialis integralds alkalmazéasaval.

Vialasszuk a polinomot U(X) -nek, mert igy a szabaly alkalmaziasa utdn visszamarado

integralban majd ezen polinom derivaltja fog megjelenni, ami mar csak egy konstans. fgy a
parcialis integralas utan mar nem szorzatfiiggvény all majd az integrandusban.

Legyen tehat u(x) =2x—6 ésVv'(x) =sinx.
Ekkor u’(x) =2 ésv(Xx) =—CcosX .

Az ismert v'(x) -bol integralassal kaptuk meg v(x) -et. Ezért fontos, hogy a v'(x) -nek valasztott
tényezd konnyen integralhato legyen.

Helyettesitsiink be a szabalyba.
Iu (x)v'(x)dx =u (x)v(x)—_[u’(x)v(x)dx

I(Zx—G)-sinxdx = (2x—6)- (—cosx) —_[—2-cosxdx =



A feladatot még nem oldottuk meg, hisz még van egy integralunk. Ebbdl azonban a konstans
szorzot kiemelhetjiik, s utdna mar csak egy alapintegral marad. fgy az eredmény a kovetkezd
lesz:

—(2x—6)-cos x—_f—z-cos Xdx = —(2x—6)-Ccosx + ZIcosxdx =

—(2x—6)-cosx + 2sinx +C.
2. feladat
j(3x+7)-5de

Megoldas

Az integrandus egy hasonld szorzat, mint amilyen az el6z6 feladatban szerepelt. Az elsd
tényez6 most is egy polinom, a masodik tényez6ben pedig 5 vette at a sinx szerepét. Az 5*
is konnyen integralhatd, igy megint a parcidlis integralassal probalkozhatunk.
Legyen u(x) =3x+7 ésV'(x)=5".

X

EKkor u'(x) =3 ésV(x) = Ii -

Helyettesitsiink be a szabalyba.

Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)—_[u’(x)v(x)dx

5% 5%
3Xx+7)-5%dx=(@8x+7)-——|3-
I( ) ( ) In5 In5

dx =

A még meghatarozand6 integralbol emeljiik ki a konstansokat, igy mar csak egy alapintegral
marad, amit meghatarozunk.

5¢ 3

5 5%
3X+7)- —EE dx=(3x+7)- ———|5dx =
( ) In5 I In5 ( ) In5 In5
(3x+7)-5——i- > +C= > (3x+7—ij+c
In5 In5 In5 In5 In5

A két feladatban az volt a kozds, hogy olyan szorzatot kellett integralnunk, melyek egyik
tényezdje egy polinom, masik tényezdje pedig az a*, e, sinx, cos x fiiggvények valamelyike.
Ilyenkor célszerii a parcialis integralast alkalmazni olyan szereposztassal, hogy u(x) a polinom
legyen, V'(x) pedig a masik tényez6. A szabalyt hasznalva a visszamarado integralban eggyel



alacsonyabb fokszamu polinom marad mar csak. Ha az eredeti polinom els6foku volt, akkor a
visszamarado integralban u’(x) mar csak egy konstans lesz, ami az integralbol kiemelhetd. A

V'(x)-nek megfelelé fiiggvényt konnyen tudjuk integralni, hiszen az a*, e*, sinx, cosx
fiiggvények mindegyike alapintegral. Rdaadasul az integralds eredményeként kapott v(x)
fliggvényt is konnyl integralni, mert az is alapintegral, vagy annak szamszorosa lesz. Ez akkor
fontos, ha a polinom nem elséfoku. Ilyenkor a szabalyt tobbszor kell alkalmazni egymas utén,

egészen addig, mig a polinombdl csak egy konstans marad a derivalasok utan. Erre majd a
késObbiekben mutatunk példat.

3. feladat

j(4x+3) -In xdx

Megoldas

Ismét szorzatot kell integralnunk, és az egyik tényezd most is polinom, de a masik tényezében
allo Inx mas tipusi mint ami az el6z6 két feladatban szerepelt. Akkor ott olyan fiiggvény Allt,

amely alapintegral volt. A InX nem ilyen fiiggvény. Ezért nem célszerii 6t V'(X) -nek

valasztani, hiszen akkor a v(x) -et nem konnyii meghatarozni. Legyen tehat a szereposztas most
a parcialis integralas soran a kovetkezo:

u(x)=Inx és v'(x) =4x+3.
2

Ekkor u'(x):1 és v(x):4-X?+3x:2x2 +3X.
X

Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)—.[u’(x)v(x)dx

I(4x+3)-ln xdx:(Zx2 +3x)-|n x—j(2x2+3x)-%dx=

A még meghatarozando6 integralban egyszertsitsiink, majd végezziik el az integralast. Nem lesz
nehéz dolgunk, mert az egyszeriisités utan egy polinomot kell integralnunk.

=(2x* +3x)-In x—j(2x+3)dx=(2x2+3x)-ln X—(x*+3x)+c

4. feladat



.fxs-ln xdx

Megoldas

Hasonl6 szorzatot kell integralnunk mint az el6z6 feladatban, csak most a polinom nem tobb
tagbol all, hanem csak egyetlen tagbol. Ugyanugy jarhatunk el, mint az el6bb.

Legyen u(x)=Inx és V(x) =x>.

X4

Ekkor u’(x) _1 és V(X) =—.
X 4

Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.

Iu(x)v'(x)dx: u(x)v(x)—Ju’(x)v(x)dx
J'x3'ln xdx:)%ln x—j%%dx:

A visszamarad6 integralban most is egyszerUsitsiink, a konstans szorzét pedig emeljiik ki.
Mivel Xx-nek egy hatvanya marad csak, igy ezt mar konnyen tudjuk integralni.

4 4 4 4 4
X—-In x—J.X—&dx:X—.In x—lj'x3 dx:X_.|n X_E.X_JFC
4 4 x 4 4 4 4 4

Az eredmény egyszerlibb alakban is felirhato, ha kiemeljiik amit lehet.
x* 1 x* x* 1
—-Inx—-=-—+c=—| Inx—-= |+cC

4 4 4 4 4

5. feladat

_[In xdx

Megoldas

Az el6z6 négy feladatban szorzat allt az integralban, de most nem. Azaz egy egyszeri triikkel
most is szorzatta alakithatjuk. Irjuk az Inx-et 1-Inx forméban. Az 1 is egy polinom, csak

nagyon egyszerl polinom, hiszen 0 a fokszadma. (1 = XO) gy mar ugyanugy jarhatunk el, mint

az el6zo két feladatban.



Legyen u(x) =Inx és v'(x) =1.
, 1,
Ekkor u’(x) == és v(x) =x.
X
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
Iu (x)v'(x)dx =u (x)v(x)—_fu’(x)v(x)dx
1
fl-ln xdx =x-1In x—jx-—dx
X

A visszamarad6 integrdlban egyszerUsitsiink, majd hajtsuk végre az integralast.

X-In X—Ix‘ldx=x-ln x—_[ldx:x-ln X—X+C
X

Az eredmény kiemelés utan most is felirhatdo mas alakban.

x-Inx—x+c=x(Inx-1)+c

Az utols6 harom feladatban olyan szorzatokat kellett integralni, melyek egyik tényezdje
polinom volt, ez lehetett csak egy konstans is, a masik tényezdje pedig az Inx. llyenkor is

alkalmazhat6 a parcialis integralas, de nem a polinomot kell u(x)-nek valasztani, hanem az
In x -et. Ennek oka az, hogy az In x nem alapintegral, igy nem olyan kdnnyen integralhatd mint
példaul a sin x . Természetesen ez azt is jelenti, hogy ilyenkor a polinom lesz a v'(x). Ezjo is,

hiszen egy polinomban csak pozitiv egész kitevos hatvanyfiiggvények allhatnak, amelyek pedig
konnyen integralhatoak. Az integralas noveli a hatvanyok fokszdmat, igy az integralas utani
polinomban nem szerepel konstans tag. A legalacsonyabb fokszamu tag is legalabb elséfoku.

Mivel az Inx derivaltja l, igy a visszamaradd integralban egy legalabb els6foku tagokat
X

tartalmazo polinomot szorzunk —-szel. Ilyenkor mindig egyszeriisithetiink X-szel, és egy
X

polinomot kapunk. Ezt pedig konnyen tudjuk integralni.
Tovabbi kidolgozott feladatok

1. feladat

j(4x2 —BX+ 5) .c0s xdx

Megoldas



Az integrandus egy szorzat, melynek elsé tényezdje egy polinom, masodik tényezdje pedig a
cos X. Ilyen esetben a parcialis integralas (I u-v'=u-v— _[ u' v) vezet célhoz.

Legyen u=4x>—-6x+5 ésV' =COSX.

Ekkor u'=8x—6 és v=sinx.

Helyettesitsiink a szabalyba.

fu-v’dx=u-v—ju'-vdx
I(4x2 —6x+5)-cosxdx=(4x2 —6x+5)-sin x—j(8x—6)-sin xdx

A még meghatdrozando integral ugyanolyan tipust, mint amilyen az eredeti feladat volt, csak
1-gyel alacsonyabb a polinom fokszdma, azaz mar csak els6foku. Ezért ujra alkalmazzuk a
parcialis integralast.

Legyen u=8x—6 és V' =sinx.
Ekkor u'=8 és v=—C0SX.

Amikor a szabalyba helyettesitiink, akkor figyeljiink oda, hogy az integral eldtt negativ eldjel
allt, ami az integral helyére keriild mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszerii zardjelet
hasznalni a behelyettesitésnél, hogy csokkentsiik a hiba lehetdségét.

I(4x2 —6X+5)-cos xdx = (4x* —6x+5)-sin x—((8x—6) -(—cos X) —j8(—cos x)dx)
Bontsuk fel a zarojelet, és emeljiik ki a konstanst az integralbol.
I(4x2 —6X+5)-cos xdx = (4x* —6X+5)-sin x+ (8x—6)-cosx—8_fcosxdx

Mar csak egy alapintegralast kell elvégezni, majd amit lehet 6ssze kell vonni. Az eredmény a
kovetkezd:

I(4x2—6x+5)-cosxdx:(4x2—6x+5)~sin X + (8X —6) -COS X —8sin X+ € =

=(4x* —6x—3)-sin X+ (8x - 6)-COs X+ C.

2. feladat

j (7x+13)-e2dx

Megoldas

Az integrandus egy szorzat, melynek elsé tényezdje egy polinom, masodik tényezdje pedig egy
exponencialis fliggvény egy linedris belsd fliggvénnyel. A korabbi feladatok azt sugalljak, hogy



most is alkalmazzuk a parcialis integralast. A szokott modon a polinomot derivéljuk, és e™2* -t
pedig integraljuk.
Az integralasnal hasznaljuk az el6z6 félévben mar tanult szabalyt:
F(ax+b
I f (ax+b)=g+c
a

Ennek eredményeként kapjuk a kovetkezd primitiv fiiggvényt.

e—2x

Ie‘zxdx = +c

Most mar alkalmazzuk a parcialis integralast.

Legyen u=7x+13 ésv' =e .

e—2x
Ekkor u'=7 és v=

Helyettesitsiink be.

I(?x +13)-edx = (7x+13)-e_ZX —j?- e dx =—(7x+13)- e +_[7- e dx =
-2 -2 2 2

Az 1j integrandust egyszeriibb alakra tudjuk hozni, ha a konstans szorzdkat kivissziik az
integraljel elé.

e—2x

—(7x+13)-
( ) >

+ gj'ezxdx =

Vegyiik észre, hogy a e integralasat a feladat megoldéasa soran mér egyszer elvégeztiik.

-2x -2x —-2X
¢ I¢ +c:—(7x+13)-e——z-e‘zx+c
2 2 2 2 4

—(7x+13)-

A kapott eredményt rovidebb alakban is fel tudjuk irni, ha %e’zx -t kiemeljiik.

_2x —2X —2X
rx+13) 8 Teryc=® [ 7x-13- o= (L7x-165)+c
2 4 2 2 2

Az eredmény:

—2X

62 (-7x-16,5)+c

I(7x+13) e ¥dx =

3. feladat

j 10- In(5x)dx



Megoldas

Az integrandus egy szorzat, melynek elsé tényezdéje egy polinom, masodik tényezéje pedig
logaritmusfiiggvény egy linearis belsd fliggvénnyel. Hasznaljuk a parcidlis integralast. A
koréabbi feladatok megoldasa alapjan a logaritmus fliggvényt derivaljuk és a konstans fliggvényt
pedig integraljuk.

Legyen u=In(5x) ésv' =10.

Ekkor u’ =i-5:l és v=10x
5X X
Helyettesitsiink be.

[10In(5x)dx =10xIn(5x) - | 10x- L dx =10xIn(5x) [10dx =
X

Vegylik észre, hogy a linedris belsé fliggvény ellenére is miikodik a parcidlis integralas. Az
egyszerlisitést utan most is csak egy alapintegralhoz jutottunk.

Tehat a végeredmény:
jlo -In(5x)dx =10x1In(5x) —10x + ¢

4, feladat
j (x* +7x%) In(x)dx

Megoldas

Az integrandus egy polinom és InX szorzatabol all. Ez is egy tipusfeladat a parcialis
integralasra. Mar tudjuk, hogy ilyen esetben a logaritmusfiiggvényt fogjuk derivalni.

Legyen u=Inx ésv =x*+7x*.

5 3
Ekkor u':1 gsv=217.X
X 5 3
Helyettesitsiink be:
5

3 5 31
44 7% d:X_7,X_|_X_7.X__d:
I(x+x)n(x)x (5+ 3]nx I(5+ 3 X

X

Ebben az esetben is egyszeriisitsiink X -szel az 11j integrandusban.



5 3 5 3 5 3 4 2
Xt x| 247X ax=| X7 X fnx—[| 247X |ax=
5 3 5X 3X 5 3 5 3

Az integral mogott most is egy egyszerlli polinom van, csak az egyiitthatok nem szép egész
szamok, mint az el6z0 feladatoknal. Irjuk at az integrandust a kovekezd alakba, hogy az
integralas 1épései jol lathatdak legyenek.

5 3
X 7. X Inx—j Ll k=
5 3 5 3
Most mar csak tagonkénti integralast kell alkalmazni hatvanyfiiggvényekre.
5 3 5 3 5 3 5 3
X 17X linx- E-X—+Z-X— re=| X7 X k-7 X
5 3 55 33 5 3 25 9
Tehat a végeredmény:

5 3 5 3
I(x4+7x2)ln(x)dx= X7 X nx=X-7.X ¢
5 3 25 9

5. feladat
.flnzxdx

Megoldas

Mar a korabbiakban csak InX -t kiintegraltuk. Az 6tlet az volt, hogy egy egyes szorzdval a
feladatot parcialis integralasra vezettiik vissza. Alkalmazzuk ugyanezt az 6tletet.

jlnzxdx=j1-ln2xdx=
Legyen u=In’x ésVv' =1.
, 1,
Ekkor u'=2Inx-= és v=X.
X

Helyettesitsiink be, majd az 4j integrandusban egyszertisitsiink X -szel.
2 1 2
xIn x—'fx-ZInx-—dx: xIn x—'[ZIn xdx =
X

Fejezziik be az integralast. Egy szorzatot kaptunk, melynek egyik tényezdje 2 , ami egy
nulladfokua polinom, a masik pedig Inx . Alkalmazzuk tjra a parcialis integralast.



Legyen u=Inx ésv' =2.

Ekkor u':i és V=2X.

Helyettesitsiink be, de ligyeljiink arra, hogy az integral el6tti negativ el6jel az Gjonnan kapott
mindkét kifejezésre vonatkozik, igy tegyiik ki most is a zarogjelet.

=xIn?x— 2x|nx—J‘2x-1dx =
X
2

Az (j integrandusban elvégezve az egyszertsitést csak 2 -t kell kiintegralni:

xlnzx—(2xlnx—2x)+c:xlnzx—2xlnx+2x+c

A végeredmény tehat:

Ilnzxdx=xln2x—2xlnx+2x+c



