6. Szamsorozat fogalma és tulajdonsagai

Tanulasi cél: A szamsorozat fogalmanak és elemi tulajdonsagainak megismerése. A
monotonitas, korlatossag vizsgalatanak elsajatitasa. Nevezetes sorozatok hatarértékének
megismerése.

Motivaciés feladat:

Viltoztassunk az egyszerti kamatos kamatra adott feladaton. Ne egyszer fizessiink be a
bankba egy bizonyos 6sszeget, hanem rendszeresen, példaul havonta. Feltéve, hogy
tokésités is havonta torténik, €s a kamatlab fix, vajon mennyi pénzt sikeriil 6sszegytijteni

5 honap alatt?

Az els6 alkalommal befizetett 6sszegnél Gtszor kell kamatos kamatot szamolni, a

masodiknal mar csak négyszer, és igy tovabb.

5 4 3 2 1
T0(1+L) +T0(1+L] +T0(1+LJ +T0(1+ij +T0(1+ij
100 100 100 100 100

A fenti képletbe behelyettesitve tudunk szamolni. Kicsit iddigényes, de még
megoldhatd. De mi van akkor, ha 5 évrdl lenne sz6? A felirt 6sszeg hasonld
gondolatmenettel mar az 5-12 =60 tékésités miatt 60 tagbodl allna. Hogyan lehetne ezt

az Osszeget minél egyszeriibben kiszamolni?

llyen és ehhez hasonld feladatokra ad valaszt a matematika kovetkezo fejezete, amit

szamsorozatoknak nevezink.

Elméleti osszefoglalo

Specialis fliggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek értelmezési tartomanya a
természetes szdmok halmaza, de helyettesitési értékként mar barmilyen valos szamot

kaphatunk.

A fiiggvényeknél szokasos jeloléstdl is kicsit eltériink. Eddig a fiiggvényeket f -fel, g -
vel vagy h-val jeloltiik. Most az a, b vagy ¢ betiiket hasznaljuk. A fiiggetlen valtozot
pedig x helyett n-nel jel6ljiik, ami als6 indexként jelenik meg. Ez a jel6lésbeli eltérés
azonnal felismerhetévé teszi, hogy a fiiggvények egy specialis halmazaval, a

szamsorozatokkal foglalkozunk.

Definiciéo: Szamsorozatnak nevezziik azokat a specidlis fliggvényeket, amelyek a

természetes szamokhoz egy-egy valds szamot rendelnek.
a(n)=a,:N—->R.

Nézziink meg egy-két konkrét sorozatot és probaljunk meg egyszerll logikai

kovetkeztetésekkel a legelemibb tulajdonsagaitkat leolvasni.

1. Példa: an:%, ha n=1;2;...

frjuk fel a sorozat néhany tagjat. Ha a sorozatot megadé képletben az n helyére az 1-et

irunk, megkapjuk az els6 elemet. Ha 2-t irunk a masodikat, és igy tovabb.

1 1
a1:1_1 a2:— a3:

2 a, = Qo =~

1
3



Ha n helyére egyre nagyobb természetes szamot irunk, akkor reciproka egyre kisebb
pozitiv szam lesz. Azaz nagyobb indexhez Kisebb helyettesitési érték tartozik. A
fliggvényeknél mar megismert hasonld tulajdonsag alapjan az ilyen sorozatokat
nevezziik szigortian monoton csokkendsknek.

Ebbdl az kovetkezik, hogy az elsé elemnél, azaz 1-nél nagyobbat a sorozat nem vesz
fel. Szintén a fiiggvényekhez hasonléan, mondjuk azt, hogy a sorozat felsd korlatja 1,
azaz a sorozat feliilrdl korlatos. A sorozat csak pozitiv értékeket vesz fel, igy minden
sorozatbeli elem nagyobb 0-nal. Ezt a tulajdonsagot hivjuk ugy, hogy a sorozat alulrol
korlatos és a nullat nevezzik also korlatak.

Vegyiik észre, hogy a sorozat nagyon nagy indexli elemei egyre kozelebb €s kozelebb
esnek nullihoz. Ugy is mondhatnank, hogy a sorozat nagyon nagy indexti elemei
minden hatdron til megkdzelitik a nullat. Ezt az érdekes tulajdonsagot a tovabbiakban
ugy mondjuk, hogy a sorozatnak a hatdrértéke nulla és jeldljiik a kovetkezoképpen:

lima, =0 vagy a, >0 vagy %—)0

_ pozitiv valos

Megjegyzés: Hasonld kovetkeztetésekhez juthatunk az a, =————— tipusu
n

5

sorozatoknal (K természetes szam), példaul az a, = —  sorozatnal.
n

Példa: c,=5" ha n=1,;2;..

frjuk fel a sorozat néhany elemét.

=5 ¢,=125 ¢,=9765625 cC,,,~7,8:10° ¢, =5"

A képlet alapjan mondhatjuk, hogy minden elem 5-szorose az elétte 1évonek. Ez pedig
azt jelenti, hogy a sorozat minden eleme nagyobb, mint a nala eggyel kisebb indexi. Ezt
a késébbiekben szigorian monoton névekedésnek nevezziink.
A sorozat pozitiv tagokbdl all, igy a nulla most is als6 korlat. De tudunk adni ennél jobb,
a nullanal nagyobb als6 korlatot is. A szigori monoton ndvekedés miatt a sorozat
legkisebb eleme egyben a sorozat also korlatja is. Ennél jobb, ennél nagyobb alsé korlat
mar nem adhat6. Ezt szokds a sorozat legnagyobb also korlatjanak nevezni. Tehat most
a legnagyobb also korlat 5.
A sorozat né¢hany tagja alapjan Gigy tudnank megfogalmazni, hogy a sorozat tagjai a
nagyon nagy szamok fele tartanak, felsé korlat nincs. Ezt a tulajdonsagot nevezziik a
késdbbiekben gy, hogy a sorozat hatarértéke plusz végtelen. Jele:

limc, =0 vagy c, >o.

n—oo

Példa: d, =(-2)", ha neN.
frjuk fel a sorozat néhany tagjat.
d=-2 d,=16 d,=1024 d,,~126 -10%

Az a sejtés, hogy a sorozat szigorian monoton né. Pedig €z nem igaz.

d,=-2 d,=4 d,=-8 d,=16 d,=-32



Most mar jobban latjuk, hogy ez a sorozat hol pozitiv, hol negativ értékeket vesz fel.
Ezt nevezziik tigy, hogy a sorozat nem monton nd, nem monoton csdkken, egyszeriibben
nem monoton. Ebbdl a példabdl jol lathatd, hogy néhany tag felirdsa nem elegendd, hogy
a monotonitast egyértelmiien eldontsiik.

Ez a sorozat az eldz0 kett6tdl teljesen eltér. A nagy indexii tagok a nagyon nagy pozitiv
¢s a nagyon kicsi negativ értékek kozott ingadozik. Most nem tudunk adni olyan szdmot,
amit a nagy indexli tagok minden hataron til megkdzelitenek.

A felirt példak alapjan a sorozatok jellemzésénél harom fontos tulajdonsagot fogunk
vizsgalni. A monotonitast, a korlatossagot és a hatarértéket. Adjuk meg ezen
tulajdonsagok pontos definicioit!

Definicié: Egy a, sorozat monoton ndvekvd, ha a, <a_,, minden n természetes szam

esetén.
Definicié: Egy a, sorozat szigoruan monoton ndvekvd, ha a ,<a,,, minden n

természetes szam esetén.
Definicié: Egy a, sorozat monoton csdkkend, ha a,>a,,, minden n természetes

szam esetén.
Definicié: Egy a, sorozat szigorian monoton csékkend, ha a, 6 >a, , minden n

természetes szam esetén.

Monotonitas preciz vizsgalatdhoz tobb modszer is alkalmazhatd. Mi az alabbi tételeket
fogjuk hasznalni.

Tételek:
Ha a,,—a,>0 minden n természetes szam esetén, akkor a,szigorian monoton

novekvo.
Ha a,,, —a, 20 minden n természetes szam esetén, akkor a, monoton névekvo.
Ha a,,—a,<0 minden n természetes szam esetén, akkor a,szigorian monoton

csokkend.
Ha a,,, —a, <0 minden n természetes szam esetén, akkor a, monoton csékkend.

Definicio: Egy a, sorozatot feliilrdl korlatosnak nevezziik, ha 1étezik egy olyan K

valos szam, amelyre a, < K teljesiil minden n természetes szam esetén, és a K szamot
a sorozat felso korlatjanak nevezziik.

Definicio: Egy a, sorozatot alulrdl korlatosnak nevezziik, ha 1étezik egy olyan k valds
szam, amelyre a, >K teljesiil minden n természetes szam esetén, és a K szamot a

sorozat als6 korlatjanak nevezziik.
Definicio: Egy sorozatot korlatosnak neveziink, ha alulrél és feliilrdl is korlatos.

Ha egy sorozatnak van also korlatja, akkor végtelen sok van, hiszen az ennél kisebb
Osszes szam is also korlat lesz. Az alsé korlatok tehat egy halmazt alkotnak. Ebben a
halmazban mindig van egy legnagyobb elem, melyet a legnagyobb alsé korlatnak
neveziink.



Ha egy sorozatnak van felsO korlatja, akkor végtelen sok van, hiszen az ennél nagyobb
Osszes szam is felsd korlat lesz. A fels6 korlatok is egy halmazt alkotnak. Ebben a

halmazban mindig van egy legkisebb elem, melyet a legkisebb felsé korldatnak
neveziink.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat: Irja fel az alabbi sorozat elsé 3, majd a 21-edik tagjat!
3n+4
a, = ,
5n-1
Megoldas: Helyettesitsiink a sorozatot megado képletbe az n helyére rendre egyet,
kettot, harmat, legvégiil pedig huszonegyet.

ha n=12;...

3144 7
5-1-1 4
3-2+4 10

a2= = —
52-1 9

_3:3+44 13

5-3-1 14

3-21+4 67

ay = =T

5.21-1 104
2. feladat: irja fel az alabbi sorozat n+1-edik, majd az n—2-edik elemét!

an:3n+4, ha n=12;..
5n-1

Megoldas: Ha a sorozat n+1-edik elemét szeretnénk meghatarozni, akkor n helyére a
sorozat képletébe nem egy konkrét szamot, hanem n+1-et kell irni. Hasonléan az n—2

-edik elem felirasahoz n helyére irjunk n—2-t, és rendezziik a szamlalot és a nevez6t
is.

_3(n+1)+4 3n+7
"™ B(n+1)-1 5n+4
_3(n-2)+4 3n-2
"2 5(n-2)-1 5n-11
3. feladat: Vizsgalja meg az alabbi sorozatot monotonitas szempontjabol!
an=4n_3, ha n=12..
n
Megoldas: Néhany elem felirasabol mar azt sejtjiik, hogy a sorozat monoton novekva.
Bizonyitsuk be, hogy jo a sejtésiink.
A definicido szerint barmely két egymas kovetd elemet kell Osszehasonlitani.
Vigyazzunk, nem két konkrét elemparrol van sz6, hanem barmelyik kettér6l. Ennek
egyik modszere az, hogy a sorozat n+1l-edik és n-edik tagjainak kiilonbségét
vizsgaljuk barmely természetes szam esetén. Allitsuk el6 a sorozat n+1 -edik elemét.
_4(n+1)-3 4n+1
" (n+1) n+1
Most mar felirhatjuk a kiilonbséget.

_4n+1 4n-3 _
n+1 n

a.,—a

n+1 n

Hozzuk kozos nevezire a torteket.



_4n+1 4n-3 n(4n+1)—(4n-3)(n+1)

n+1 n n(n+1)
Szamlaloban végezziik el a kijel6lt miiveleteket.
_4nf+n—(4n*+n-3) 3 4 .
n(n+1) n(n+l) +-+

Vizsgaljuk meg a kapott tortet. Azt latjuk, hogy a szamlalo pozitiv. Mivel n természetes

szam, a nevezd is csak pozitiv lehet, hiszen két pozitiv szam szorzata pozitiv. Ez azt

jelenti, hogy mindig nagyobb szambol vonunk ki egy kisebbet, tehat két egymast kovetd

elemnél a nagyobb indexii mindig nagyobb a nala éppen eggyel kisebb indexii elemnél.

Tehat definici6 szerint a, szigorian monoton nd.

. feladat: Vizsgaljuk meg korlatossag szempontjabol az elébb mar vizsgalt a, sorozatot.
4n-3

n i)

n

ha n=12;...

Megoldas: Az a, sorozatrol mar tudjuk, hogy szigorGan monoton novekvd. Ez azt

jelenti, hogy az elsé elem kisebb, mint barmely utana kovetkezd elem. Igy az elsé elem
als6 korlatnak tekinthetd.
a, =k=1<a, minden n természetes szam eseten.

Vajon van-e felso korlatja a sorozatnak? Lehet, hogy minden hataron tul ndvekednek az
értekék? Ennek eldontésére alakitsuk at a sorozat képletét. Osszunk le tagonként n-nel!

a =N=3_4 34
n n

Ebbdl az alakbol nagyon jol latszik, hogy 4-b6l mindig kivonunk egy kicsi pozitiv
szamot. Tehat a sorozat felso korlatja 4, €s ez azt is jelenti, hogy a, korlatos. A

sorozat minden tagja legalabb 1 ¢és kisebb, mint 4.

. feladat: Vizsgalja meg az alabbi sorozatot monotonitas szempontjabol!
an:n—+3, ha n=12..
n+1
Megoldas: Monotonités eldontéséhez vizsgaljuk meg az a,,; —a, kiilonbség eldjelét!
frjuk fel elészor az n+1-edik tagot.
_(n+D)+3 n+4

" (n+1)+1 n+2
Most mar fel tudjuk irni a vizsgalando kiilonbséget.
n+4 n+3 (+4)(n+1)-(n+2)(n+3)

Ay~ = -
n+2 n+l (n+1)(n+2)
Végezziik el a szamlaloban a kijeldlt szorzasokat, majd rendezziik a kifejezéseket.
_n*+5n+4—(n+5n+6) -2 _ = .
N (N+1)(n+2) S (+D(N+2) +- +

Rendezés utan a szamlaloban csak egy negativ szdm maradt. A nevezdben egy szorzat
van, amelynek mindkét tényezdéje pozitiv minden lehetséges n -re, igy egy negativ és
egy pozitiv szam hanyadosa csak egy negativ szam lehet. Ez azt jelenti, hogy rendre
kisebb szambdl vonunk ki egy nagyobbat, tehat két egymast kovetd elemnél a nagyobb



indexti elem mindig kisebb a nala éppen eggyel kisebb indexiin¢l. Tehat definicio
szerint a, szigortian monoton csokkend.

6. feladat: Vizsgalja meg az alabbi sorozatot korlatossag szempontjabol!

=_n+3’ ha n=12;..
n+1

Megoldas: Az a, sorozatot mar monotonitas szempontjabol vizsgaltuk és azt kaptuk,

n

hogy a, szigortian monoton csdkken. Ez azt jelenti, hogy az elsé elem nagyobb, mint

barmely utana kovetkezo elem, igy az elsé elem felso korlatnak tekintheto.
a =K :gz a, minden n=12;... esetén

Vajon van-e¢ also korlatja a sorozatnak? Vegyiik észre, hogy a sorozat minden eleme
nagyobb 0-nél, mivel a szamlalé és a nevezd is pozitiv minden lehetséges n -re. Igy a
0 a definici6 szerint alsé korlatnak tekinthetd. Nézziik meg, hogy tudunk-e talalni egy
jobb, a 0-nal nagyobb also korlatot. frjuk 4t a sorozatot egy masik formaba:

nN+3 n+1+2 n+1 2 2
= = = =1+ >1

n+1 n+1 n+1+n+1 n+1
A kapott kifejezésbdl jol lathatd, hogy 1-hez rendre egy pozitiv szamot adunk, tehat 1
is egy also korlat. Bebizonyithato, hogy ennél jobb, azaz nagyobb alsé korlat mar nem
1étezik, de ennek bizonyitdsatol eltekintiink.
Megjegyzés: Szemléletesen megfogalmazva a szamlalo nagyobb a nevezonél minden n
természetes szam esetén, akkor a tort csak 1-nél nagyobb szam lehet, tehat az 1 also
korlat.

n

7. feladat: Vizsgalja meg monotonitas szempontjabol az alabbi sorozatot!

bn:3_4n, ha n=12..
5-7n
Megoldas: Az el6z6 feladathoz hasonléan vizsgaljuk az n+1-edik ésn-edik tag

kiilonbségét.
El6szor irjuk fel az n+1-edik elemét a sorozatnak!
_3-4(n+1) -4n-1
" 5_7(n+1) —7n-2
Most mar felirhato a vizsgalando6 kiilonbség:

_ —4n-1 3-4n _ (-4n-1)(5-7n)—(3—4n)(-7n-2) _

b . —b =
" _7n-2 5-7n (<7n-2)(5-7n)
Végezziik el a szamlaloban a kijelolt szorzdsokat, majd rendezziik a kifejezéseket!
~28n*-13n-5-(28n°—13n-6) _ 1 +

>0

(-=7n=2)(5-7n) (-"Tn=2)(5-7n) - -
A szamlaloban a rendezés utdn most egy pozitiv szamot kaptunk. A nevezdben 1évo
mindkét tényezd negativ minden lehetséges n esetén. Igy a tort is mindig pozitiv, ami
azt jelenti, hogy a vizsgalt sorozat szigoruan monoton novekva.
8. feladat: Vizsgalja meg korlatossag szempontjabodl az alabbi sorozatot!

bn:3_4n, ha n=12..
5-7n




Megoldas: Az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy a sorozat szigorian monoton né, igy a
legkisebb tagja az elsé elem, ami tekinthet6 alsé korlatnak. Irjuk fel a sorozat néhany
tagjat, hogy vajon lehet-e felso korlatja?

1 5 37 397 3997
bl - 2 1 b2 - 9 blO - 65 100 — 695 blOOO - 6995
A felirt tagok alapjan 1-nél kisebb szamokat kapunk. Bizonyitsuk, be, hogy ez minden
elemre teljesiil.

3—-4n

5-7n

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat 5—7n-nel, ami mindig negativ, ha
n természetes szam. Vigyazzunk, ilyenkor az egyenldtlenség irdnya megvaltozik!

<1

3-4n>5-7Tn —» 3n>2 - n>§

A kapott egyenldtlenség mindig fennall, ha n=1;2;... természetes szam. Tehat a sejtés
igaz, 1 a sorozat egyik fels6 korlatja. A sorozat feliilr6l és alulrol is korlatos.
. feladat: Vizsgalja meg az alabbi sorozatot monotonitas és korlatossag szempontjabol!
c,=7n°, ha n=L2..

Megoldas: Vizsgaljuk el6szor a monotonitast! Az a sejtésiink, hogy a sorozat monoton
novekvo. Irjuk fel az n+1-edik elemet!

Cpy = 7(n+1)’
frjuk fel a n+1-edik és az n-edik tag kiilonbségét!

C,.i—C,=7(n+1)°-7n*=7-(n*+3n*+3n+1)-7n® =21n°+2In+7>0

Mivel rendezés utan a kiilonbség harom pozitiv tag Osszegére egyszeriisodik, igy a
sorozat szigortian monoton novekvo.
Vizsgaljuk most a korlatossagot! A szigort monoton ndvekedés miatt a sorozat also
korlatja a sorozat els6 eleme, azaz K=C, =7 <¢_, ha n természetes szam.

Vajon van-e felsé korlat? Ugy érezziik, hogy nincsen felsd korlatja a sorozatnak, ami
azt jelenti, hogy barmilyen nagy pozitiv szamot is adnank meg, mindig van olyan
sorozatbeli elem, ami ezt a nagy szamot képes meghaladni. Szemléletesen fogalmazva,
barmely nagy pozitiv szamnal l1étezik nagyobb eleme a sorozatnak.

Példaul legyen a nagyon nagy szam 700 000. Azt sejtjiikk, hogy van olyan tagja a
sorozatnak, ami nagyobb, mint 700 000.

7n°>700000 — n®>100000 —> n>46,42

Vegyiik a sorozat 47. tagjat. c,, = 7-47° =726 761 Valdban nagyobb, mint 700 000. A
modszert barmely nagy szamra hasznalhatjuk, igy C, feliilrél nem korlatos. Vegyiik

észre azonban azt is, hogy ha a megoldasban az is benne van, hogy a sorozat Osszes
olyan tagja, amelynek indexe meghaladja a 46-t, 700 000-nél nagyobb lesz.

Megjegyzés: Hasonldéan eredményre jutnank a ¢, =n" tipusi sorozatoknal (K
természetes szam). De ugyanezt mondhatjuk el akkor is, ha a kitevére csak annyit

3
kotiink ki, hogy legyen pozitiv. Példaul a ¢, =n2 =+/n® sorozat szintén szigorian

monoton novekvo és feliilrol nem korlatos.



10. feladat: Vizsgalja meg az alabbi sorozatokat monotonitds ¢€s korlatossag
szempontjabol!
a,=7" é b=-7", ha n=L2..
Megoldas: Az a sejtésiink, hogy az a, sorozat monoton novekvo.

frjuk fel n+1-edik elemet.
a — 72(n+1)

n+1
frjuk fel a n+1-edik és az n-edik tag kiilonbségét.
a,—a =7"2 7" =77 7" 7" =77 (49-1)=48-7" >0

Mivel 7 barmely hatvanya csak pozitiv lehet, igy a kiilonbség minden lehetséges n-re
pozitiv. A sorozat tehat szigorian monoton névekvd, de akkor a sorozat legkisebb eleme
¢és egyben alsé korlatja is 49.

A sorozat néhany tagjat felirva, érezziik, hogy a sorozat nagyon erdsen novekszik. Azt
tudjuk mondani, hogy a sorozatnak nincs felsé korlatja, mivel barmilyen nagyon nagy
szamot adunk, mindig 1étezik a sorozatnak olyan tagja, ami nagyobb, mint az elére
megadott nagyon nagy szam. Szemléletesen fogalmazva, barmely nagy szamnal 1étezik
nagyobb eleme a sorozatnak.

Példaul legyen a nagyon nagy szam a 10 000 000 000. Milyen n -re fog teljesiilni, hogy

7°" <10 000 000 000
Vegyiik mindkét oldal természetes alapu logaritmusat!
2n-In7 <In (10 000 000 000)
Osszuk el az egyenl6tlenség mindkét oldalat 2In7 -tel, ami egy pozitiv szam.

fgy az egyenlétlenség iranya nem valtozik.

In(L0 000 000 000)
n>

~5,92
2In7

Azt kaptuk, hogy ha n=6, akkor a, =7°? =7% =13 841 287 201, tényleg nagyobb,
mint 10 milliard. EzZ @ médszer barmilyen nagy pozitiv szamnal hasznalhato. Tehat a,
valdban feliilr6]l nem korlatos.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a megoldasban az is benne van, hogy ha n>5, azaz a
6. tagtol kezdve a sorozat Gsszes tobbi tagja mar nagyobb, mint 10 milliard.

A b, sorozat tulajdonsagait a minusz el6jel épp az ellenkezdjére megvaltoztatja. A
ndvekedésbél csokkenés, az also korlatbol, felsd korlat lesz. Igy a b, sorozat szigoran

monoton csdkkend, felsdé korlatja -49, és alulrdl nem korlatos, a nagyon kicsi negativ
értékek fele tart.

Megjegyzés: Altalaban is mondhatjuk, hogy a q" tipusu sorozatok, ha q>1 szigortian
monoton novekednek, alulrol korlatossak, de feliilr6l nem.

11. feladat: Vizsgalja meg monotonitas és korlatossag alapjan az alabbi sorozatot!



n:(—lj, ha n=12;..
2

Megoldas: Irjuk fel a sorozat elsé 5 tagjat.
d,=-0,5, d,=0,25 d,=-0,125

d, =0,0625 d, =0,03125;

Jol lathato, hogy a sorozat egymas utan kovetkez6 elemei felvaltva pozitivak illetve
negativak. Igy azt mondhatjuk, hogy a sorozat nem monoton névekvé és nem monoton
csokkend, egyszertibben nem monoton.

Mivel 0,5 pozitiv egész hatvanyai 0 és 1 koz¢ esnek, igy a paros indexii tagok 0 és 1
koz¢, a paratlan indexiick pedig -1 és 0 k6zé esnek. Tehat a sorozat korlatos és felsé
korlat 1, also korlat -1.

Masrészt az is latszik, hogy a sorozat nevezdje egyre nagyobb, igy az a sejtésiink, hogy
a sorozat hol pozitiv, hol negativ eldjelli szamokkal, de minden hataron tal megkdzeliti
anullat, tehat limd =0.

Megjegyzés: Hasonld eredményre jutunk a " tipust sorozatoknal, ha |q| <1, akkor

korlatosak, €s minden hataron til megkdzelitik a nullat.

Elméleti 6sszefoglalé

Egy sorozat hatarértéke azt mutatja meg, hogy nagyon nagy indexek esetén egy adott
sorozat milyen értékeket vehet fel. Talalkoztuk mar olyan sorozattal, amire azt mondtuk,
hogy nagy index esetén a sorozat elemei egy bizonyos szam (jeloljik A -val) kozelében
vannak. A kozelséget fogalmazzuk meg a sorozat elemeinek és az A szamnak az

eltérésével, tavolsagaval, ami csak pozitiv szam lehet. Ezt az eltérést |an - A| -kel tudjuk

kifejezni, ahogy két szam eltérését, tavolsagat megadhatjuk a szamok kiilonbségének
abszolutértékével. Példaul —3 ¢és 5 eltérése, tavolsaga: |—3—5| =8.

Definicio: Az a, sorozat hatarértéke az A valds szdm, ha barmely & kicsi pozitiv

szamhoz létezik olyan N kiiszobszam, ha n> N, akkor |a, — A| < ¢ teljesiil.

Atfogalmazva: Akkor mondjuk, hogy egy sorozat hatdrértéke A valds szim, ha
barmilyen kicsi eltérést, tavolsagot (& -t) engediink is meg az A-tol, a sorozat kelléen
nagy indexii elemei még ennél is kozelebb vannak A-hoz.

Szemléletesen: EQy @, sorozat hatarértéke egy A valds szam, ha nagyon nagy indexek

esetén a sorozat elemei az A szam koril stirisodnek, masképpen A -t minden hataron
tal megkozelitik.

Definicié: Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha létezik véges hatarértéke, minden
mas esetben divergensnek.

Tételek:
Ha egy sorozat feliilrdl korlatos és monoton ndvekvd, akkor a sorozat konvergens.

Ha egy sorozat alulrdl korlatos €s monoton csokkend, akkor a sorozat konvergens.



A divergens sorozatok kozott kiilonboztesslik meg azokat, amelyek minden hataron tal
novekednek. illetve csokkennek. Az ilyen sorozatokra mondjuk azt, hogy tagabb
értelemben vett konvergens sorozatok, és plusz illetve minusz végtelenbe tartanak.

Definicié: Egy a, sorozat hatarértéke +oo , ha barmely K >0 valds szamhoz 1étezik

olyan N kiiszobszam, ha n> N, akkor a, > K is teljesil. Jele: lima, =

n—oo

Atfogalmazva: EQy a, sorozat hatarértéke +oo , ha barmilyen nagy szamot adunk is

meg, van olyan kiiszobszdm, amelynél nagyobb indexili elemek még ennél is nagyobbak.

Definicio: Egy a, sorozat hatarértéke —oo , ha barmely k <0 valds szamhoz 1étezik

olyan N kiiszobszam, ha n> N, akkor a, <K is teljesil. Jele: lima, = —oo

n—oo

Atfogalmazva: Egy a_ sorozat hatarértéke —oo , ha barmilyen kicsi negativ szdmot

adunk is meg, van olyan kiiszobszam, amelynél nagyobb indexii elemek még ennél is
Kisebbek.

Nevezetes hatarértékek:

1.

Konstans sorozat (minden tagja ugyanaz a valos szam) hatarértéke 6nmaga.
a,=c—>c ceR

Példa:
a,=2—->2 b, =-42->-42

limn*=c0, ha k>0
n—oo
Példa:
4
limn® =00 vagy limn® =lim3/n* =0
n—o N—o0 n—oo

limn“=0, ha k<0

nN—oo

Példa:

4 1
limn™ =0 vagy limn 7 =lim =0
n—ow gy n—oo n—oo 7,n4

.1

lim==0

nN—oo n

. valds szam , ,
lim————=0, ha k>0 valds szam
n—oo n

Példa:



%—>O vagy _3;4—>0 vagy %:i—m
n n = 3n
6.
00 ha g>1
limqg"=<0 ha |ql<1
n% divergens ha q<-1
Példa:
(43)' > (0,7)" >0 (-0,43)" >0 (-6)" — divergens
7.

lim(-1)" = divergens

n—oo

n
8. Matematika egyik nevezetes sorozata a, = (1+ ij sorozat. Be lehet bizonyitani, hogy
n

szigorGan monoton ndovekvé és feliilr6l korlatos, azaz egy konvergens sorozat. A
hatarértéke pedig egy irraciondlis szam, amit e-vel jelolink és 5 tizedesjegy
pontossaggal az értéke pedig: e ~2,71828.

Matematikaban az e-nek kitiintetett szerepe van, ezzel az alappal szokas megadni
exponencialis és logaritmus fiiggvényt is ( f (x) =e*, g(x)=Ilog, x=1InXx).

A sorozat hatarértéke megvaltozik, ha a szamlaloban 1évé 1-et barmilyen mas valds
szamra lecseréljiik.

nN—o0 n—oo

Iim(1+ij =e, Iim(1+g) =e% aelR
n n
Kidolgozott feladatok:

1
sorozat hatarértéke 0. Adjon kiiszobszamot az £ = —— -hez!
5n+7 1000

Megoldas: Azt szeretnénk meghatdrozni, hogy a sorozat milyen indexii tagjatol

1. feladat: Az a, =

kezdve fogjak tagjai a 0-t ¢ = 10160 -nél kisebb eltéréssel megkozeliteni.

A definiciobdl tudjuk, hogy ehhez azt kell megvizsgalni, hogy a sorozat milyen indexti

elemei fogjak teljesiteni az |a, —0| < egyenlotlenséget.

1000
Oldjuk meg az egyenldtlenséget!

-0[<
on+7 1000

Az abszolut értéken beliil egy pozitiv szam van, igy az abszolut érték elhagyhato.
8 1

<—
5n+7 1000

8 0‘ 1




Oldjuk meg a kapott egyenl6tlenséget!

8000<5n+7 — @<n - 1598,6 < n

Tehat a 0,001-hez tartozé kiiszobszam, azaz N=1598. Ez azt jelenti, hogy a sorozat
1599. tagjatol kezdve a sorozatbeli elemek a 0-t 0,001-nél kisebb eltéréssel kozelitik
meg. A sorozat végtelen sok tagja a 0-t 0,001-nal kisebb eltéréssel kozeliti meg és csak
véges sok van, amelyekre ez nem teljesiil.

Megjegyzeés: Természetesen kdszobszamnak 1598-nél nagyobb szdmok is megfelelnek.
De a feladatok megoldasanal mindig igyeksziink a legkisebb ilyen értéket megadni.

Ha ¢-nak egyre kisebb értéket adunk, az el6z6 megoldas alapjan mindig talalunk egy
kiiszobszdmot. Ez azt jelenti, hogy a sorozat elemei egyre kozelebb és kozelebb
keriilnek 0-hoz.

feladat: Az a_ =<1+
n+2

Megoldas: Azt szeretnénk meghatarozni, hogy a sorozat milyen indexu tagjatol kezdve

: 1
sorozat hatarértéke 3. Adjon kiisz6bszamot az ¢ = 100 -hoz!

fogjak a 3-t ¢= ﬁ -nél kisebb eltéréssel megkdzeliteni.

frjuk fel a vizsgalando egyenl6tlenséget!

3n+1 1
-3 <
n+2 100

Hozzunk k6z0s nevezore:
3n+1-3(n+2)| 1

n+2 | 100
Rendezziik a szamlalot:
-5 1
- < -
n+2| 100

Az abszolut értéken beliil egy negativ szdm van, mivel szamlalo negativ, nevezd pozitiv
minden lehetséges n esetén. Egy negativ szam abszolut értékét megkapjuk, ha
szorozzuk a szamot -1-gyel.
-5 1 5 1
— < > ——<—
n+2 100 n+2 100
Oldjuk meg a kapott egyenl6tlenséget!

> <i — 500<n+2 — 498<n

n+2 100

Tehat a 0,01-hoz tartozé kiiszobszam 498, ami azt jelenti, hogy a 499. indexii tagjatol
kezdve a sorozat elemei a 3-t 0,01-nal kisebb eltéréssel kozelitik meg. A sorozat
végtelen sok tagja a 3-t 0,01-nal kisebb eltéréssel kozeliti meg és csak véges sok van,
amelyekre ez nem teljesiil.



3.

feladat: Hatarozza meg az a =n’, b, =n® ¢, =n", d =n?% sorozat
hatarértékét!

Megoldas: A sorozatok n kiilonb6z6 kitev6jii hatvanyai. Ilyen esetekben a kitevo
eléjele donti el a hatarértéket. Ha a kitev6 pozitiv, akkor a hatarérték oo, ha a kitevd

negativ, akkor pedig 0.

7

a, =n" — o, b, =n% — o, (kitevé pozitiv)
a1 < 1 T .
c,=n"==-0, d,=n?®= —0  (kitevd negativ)
n 5 r.]2
) . 4 -1 2
feladat: Hatirozza meg az a, = —, b,=—, c¢,=-1 d,=— sorozat
n 3 7
n

hatarértékét!
Megoldas: Az els6 két sorozatndl valdés szdmot osztunk n pozitiv kitevoji
hatvanyaival. Ezek rendre 0-hoz tartanak.

4 -1 . vald
a,=——0, b,=——0 (mlvel akos_)oj
n = n
n3
Az utolso kettd egyszeri konstans sorozatok.
2 2 " .
c,=-1->-1 d, = - - - (konstans sorozat 6Gnmagahoz tart)

: 3Y el
feladat: Hatdrozza meg az a, = £gj sorozat hatarértékét!

: o 3
Megoldas: A vizsgalt sorozat (" tipusu és az alap 5

0 ha g>1
limqg" =<0 ha |ql<1
divergens ha q<-1

A nevezetes hatarérték 2. sora szerint, ha az alap abszolutértékben 1-nél kisebb, akkor
a hatarérték 0.

Tehat Iim(§j =0.

no=| 5
feladat: Hatdrozza meg az a, =(-3,1)" sorozat hatarértékét!
Megoldas: A vizsgalt sorozat (" tipusu és az alap —3,1.
o0 ha q>1
limqg" =<0 ha |ql<1
n% divergens ha q<-1

A nevezetes hatarértéknek most 3. sorat kell nézni, mert az alap -1-nél kisebb, akkor
hatarérték nem létezik.



Tehat lim(-3,1)" = divergens.

nN—oo

: 7Y e
feladat: Hatarozza meg a b, = (1+ —J sorozat hatarértékét!
n

Megoldas: Fel kell ismerni, hogy ebben az esetben az alabbi nevezetes hatarértékkel
van dolgunk:

Iim£1+ﬂj =e* aelR.

n—oo n

Iim(1+ Zj =’
n—oo n

: 5Y) s
feladat: Hatdrozza mega b, = (1— —j sorozat hatarértékeét!
n

Mivel most a=7, igy

Megoldas: Fel kell ismerni, hogy ebben az esetben az alabbi nevezetes hatarértékkel
van dolgunk:

n
. a
I|m(1+—] =e* aelR
n—oo n

Fontos, hogy a tort elétti eldjel plusz legyen. Ha a minuszjelet bevissziik a szamlaloba,

akkor a=-5, igy
Iim(l—Ej =(1+_—5j :e‘5:i5
n—oo n n e

7. Miiveletek konvergens és tagabb értelemben vett konvergens sorozatokkal

Végtelen geometriai sor

Tanulasi cél: Konvergens ¢és tagabb értelemben vett konvergens sorozatokkal végzett

miveletek megismerése, €s ezek segitségével hatarérték meghatarozasa. Végtelen geometriai

sor megismerése ¢s alkalmazasa pénziigyi szamitasoknal.

Motivacios feladat

Most mar ismerjiik a sorozat hatarértékének fogalmat és néhany nevezetes hatarértéket.
Ezek ismeretében probaljunk meg megadni a hatarértékét az alabbi sorozatnak.
1 1
a =2+—=—-—
" n> n
Ha n nagyon nagy a tortek értékei nagyon kicsik, tehat a sorozat 2-h6z kozeli értékeket
vesz fel. Ugy tiinik, hogy a hatarérték a tagok hatarértékeinek 6sszege. Vajon altaliban
is igaz lehet, hogy konvergens sorozatok 0sszegénél a hatarértékek 6sszeadodnak?

Elméleti 6sszefoglalé



A sejtés valoban igaz. Ha konvergens sorozatokkal miiveleteket hajtunk végre, akkor a
hatarértékekre az alabbi tételeket mondhatjuk ki.

Tétel: Ha a, > A,b, — B, valamint A és B tetszdleges valos szamok, akkor
lim(a, £b,)=A+B

lim(a,-b,)=A-B

|im$=§, ha B0

n—o

lim&fa, = «flima,, ha a,>0 és k=2;3;..

n—oo nN—o0

Megjegyzés: Szemléletesen gy fogalmazhatok meg a tételek, hogy ha konvergens
sorozatokkal miiveleteket végziink, akkor a hatarértékekkel ugyanazokat a miiveleteket
végezziik el. Ha a szamolas elvégezhet6 (0-val nem tudunk osztani), akkor készen
vagyunk.

Hasonl6 tételek igazak a tagabb értelemben vett konvergencia esetén is, de bizonyos
esetekben a hatarérték nem adhatd meg ilyen egyszertien.

Tételek: Legyen ¢, — o ésd, — . Ekkor a kdvetkezo tételek érvényesek:
lim(c,+d,)=0+0w=00
n—oo
lim(c,—d, )=0—-0="?
n—o0

limc,-d, =0w-0=00
n—o

n—ow dn o0

Legyen a, > A és ¢, >, akkor lim(c,ta,)=0wtA=0w
n—oo



Legyen a, > A és ¢, >, akkor lim(a,—c,)=A—-co=—w

7.
o haA>0
Legyen Ae R, ekkor Ac, ><0 haA=0
-0 haA<0
8.
o haA>0
Legyena, > Aésc, — o, ekkora,-c, ><? haA=0
-0 haA<0
9.
1 o haa, >0 minden n-re
Haa, >0, akkor —— .
a, —oo  haa, <0 minden n-re
10.

valds szam N valos szam

a, 0

Ha a, >, ekkor 0

Gytyjtsiik 0ssze azon eseteket, amikor a hatarértékrdl semmit nem tudunk mondani.

+ .
Ilyenek példaul rovid jeloléssel a oo—oo, 0-c0, % f, Iio A kritikus esetekben a
o0 100

sorozatokat valamilyen azonos atalakitassal nem kritikus tipusban vissziik at, és ezutan
hatdrozzuk meg a hatarértékeket.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
8 100 8 n
w127 (2
n 3
Megoldas: Hasznaljuk fel az ismert nevezetes hatarértékeket és hatarérték tételeket.

8 8 100
Mivel 1+ — —1, akkor (1+—j 1% =1,
n n

Masrészt mivel g >1, ezért (gj — 0.

8 100 8 n
I|m{6(1+_j _7(§j J:6'1100_7'OO:6_OO=—00
n—o0 n

2. feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!



Megoldas: Hasznaljuk fel, hogy
Iim(l+gj —e' = |im(1+ EJ s
n—o0 n n—oo n

L <1, ezért 1 —0.

2 2

Iim((1+§j +(£] J: e*+0=¢°
n—oo n 2

feladat: Hatarozza meg az alabbi hatarértékét!

lim [(1+ Ej + n°'5j =
n—oo n

Megoldas: Alakitsuk ki a nevezetes hatarértékeket, majd alkalmazzuk a megfeleld
hatarértek tételt!

Masrészt mivel

lim (1+§j 05 | = lim| —2 n+i :is+0:i5=e‘5
ine n N (HSJ Jn| e e

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!

lim3n* +/7n° —gnz) =

n—oo

Megoldas: Egy polinom hatarértékét kell meghatarozni. Keressiik meg n-nek a
legmagasabb fokszamu hatvanyat, majd emeljiilk ki. A kialakitott szorzatban
tényezOnként olvassuk le a hatarértékeket és alkalmazzuk a megfeleld hatarértek tételt.
= Iim(3n4+\/7n5—ﬂn2)=lim n5-(§+\/_—ﬂ-l3j:oo-ﬁ:oo
N 3 n—>co n 3n

Megjegyzés: Egy polinom hatarértékét mindig n-nek a legmagasabb fokszamu
kifejezése hatarozza meg. Ha egyiitthatoja pozitiv, akkor a polinom plusz végtelenbe
tart, ha negativ, akkor minusz végtelenbe. Igy egy polinom hatarértéke ranézésre
leolvashato.
feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!

!m\/En“ -2n° +1=
Megoldas: Ebben az esetben nem egy egyszerli polinom hatarértékét szeretnénk
eldonteni, hanem annak egy gyokos kifejezését. Hasznaljuk az el6z6 modszert! A
gyokon beliil emeljiik ki n-nek a legmagasabb kitevjii hatvanyat, majd a szorzatta
alakitas utan tényezénként vonjunk gyokat!

lim+/5n* —2n* +1 = Iim\/n4(5—£2+i4) =limn?. 5—%+i4 -
n> n

nN—oo n—oo N—o0 n n

TényezOnként olvassuk le a hatarértékeket, és képezziik ezek szorzatat!



—timn® 5= 2+ L =0 VB =co

Megjegyzés: Vigyazzunk nagyon a kiilonb6z6é gyokos kifejezésekkel! Ha gyok alatt
Osszeg vagy kiilonbség all, nem szabad tagonként gyokot vonni. Ismerni kell ezenkiviil
a gyokos kifejezések hatvannya valo atirasat, illetve forditva. Hol az egyik, hol a masik
alak a célravezetd.

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!

lim3y2+n-n* =

Megoldas: El6szor a gyokon beliil emeljiik ki n legmagasabb hatvanyat, majd
vonjunk tényezdnként gyokot!

lim32+n-n*= Iimi/n“(%ﬁ%—lj = Iim?/n_“-5 %+i3—1:
n—owo n—oo n n n—o n n

Az els6 gyokos kifejezést irjuk fel hatvany alakban, majd olvassuk le tényezdnként a
hatarértékeket. Az els6 tényezében n hatvanykitevdje egy pozitiv szam, igy

4
= |imn5-s/%+13—1:oo-ﬂ51:oo.(_1):_oo
n—o0 n n

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!

. n°+3n-5
n>o 6N° +7n-15
Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo és a nevez6 hatarértékét.
n+3n-5 o

=602 +7N—15 o

Ez egy kritikus eset, ebbdl az alakbol még nem tudjuk leolvasni a hatarértéket. Mind a
szamlaloban mind a nevezdben emeljiik ki a N legmagasabb kitevdjii hatvanyait, azaz

az n’-et. Az egyszeriisités utan olvassuk le a szamlaloban és a nevezOben a
hatarértékeket, és alkalmazzuk a hatarérték tételeket:

2 3 5 3 5
- n®+3n-5 i " (1+n_nzj —Iimn—2.1+ﬁ_n2 B
n—>oc6n2_|_7n_15_n—>oo 2 7 15 _n—mnz 7 15_
n“|6+——-— 6+ ——
n n n n
1 3 5
_jimi_n_nt_,140-0 1

n—o 6+Z—§ 6+0-0 6
n n
feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
. 3n°-11n°—n+11
lim ; =
n—e 447n
Megoldas: Vizsgaljuk meg a szamlald és a nevezd hatarértékét.
. 3n°-11In*-n+11 —oo
lim > =—
M- 4+7n 0




Egy kritikus esetet kell vizsgalni. Most is emeljiik ki a szamlaloban és a nevezOben is
n legmagasabb kitevéji hatvanyait, majd az eldzéekhez hasonldéan probaljunk meg

egyszerusiteni!
. 3n°-11n*-n+11 . n n n°) .. np T 2 o
!m 4+7n2 =r|£2 4 :Lm_z 4 =
+/n n2(2+7j n 72+7
n n

Most az n-es tagok nem ejtik ki egymast, egy két tényezOs szorzat alakult ki.
Tényezoként olvassuk le a hatarértékeket.

3 11 1 11
LT TR 0-11-040 11
=limn- 2 =0 = -2 |=—
oo F+7 0+7 7
9. feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
lim (N*+1)(2n+3) _

e n%(3n-1)°
Megoldas: Ha elvégezziik a kijellt miiveleteket a szamlaloban és a nevezdében is, akkor
két polinom hanyadosénak hatarértékét kell meghatarozni.
lim (n*+1)(2n+3) _lim 2n° +3n°+2n+3) _
e n?(3n-1)°  noe n*(9n® —6n+1)
Most mér az elédzdekhez hasonldan jarjunk el.
. 2n°+3n°+2n+3
=lim n ———=—=
e 9Nt —-6n” +n 0
Kritikus esetet vizsgalunk, emeljiik ki a n legmagasabb kitevdjli hatvanyat kiilon a
szamlaloban, kiilon a nevezOben, alakitsunk ki két tényezés szorzatot, ha lehet

egyszerisitsiink.
3 2 3 2 3
3 24—+ 5+ 1 2+ —+ 5+
_imM~._n n° n_[n2._n n° on_
n>w n* 6 1 n—» N 6 1
9-—+— 9-—+—
n n n n
Az els6 tényez6 0-hoz, a masodik % -hez, igy a hatarérték 0.
2+§+£+i
2 3
:Iim1~ n_n _n :0.2+0+0+0:0.3:0
el LI 6 1 9-0+0 9
n n

Megjegyzés: Az eldz6 feladatok azonos jellegliek voltak. Olyan kifejezések hatarértékét
. . r r r r w
kerestiik, melyekben polinomot polinommal osztottunk, s a hatarérték tipusa — volt.
o0
Ilyenkor célszerti n-nek a legmagasabb kitevdjii hatvanyat kiemelni mind a
szamlaloban, mind a nevezdben, majd egyszeriisiteni. Az atalakitas utan mar csak olyan
kifejezések szerepelnek, amelyeknek kiilon-kiilon mar ismerjiik a hatarértékét. Végiil
alkalmazni kell a megfeleld hatarérték tételeket.
10. feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!



11.

12.

13.

. 3n+4
lim——=

> J1+7n?

Megoldas: A tort gyokot tartalmaz. Szamlaloban emeljiik ki n-et, a nevezében elészor
emeljiik ki a gyokon beliil n’-t, majd tényezénként vonjunk gyokot! Az egyszeriisités
utan mar tudunk hatarértéket szamolni.

4 4 4
n{ 3+— i i
3n+4 . [ nj . N 3+n . 3+n 3
rIHoo\/ 2 ﬂﬂl 1 =nLooH. 1 ﬂm 1 - /7
L+7n \/nz(2+7j \/2+7 \/2+7
n n n

feladat: Hatarozza meg az a, = 4" — 6" sorozat hatarértékét!

Megoldas: A feladat oo—oo tipust. Az egynél nagyobb alapu exponencialis
kifejezéseknél a nagyobb alapt exponencialist kell kiemelni.

lim(4" —6") = lim 6" (g—n—l) —lim6" Hg] —1J = 0(0-1) = oo

Felhasznalva, hogy (%) —0, mivel ‘% <1.

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
7344
lim—— =
n>o§_2.3M2
Megoldas: Egy tort hatarértékét kell meghatarozni, amelyben exponencialis kifejezések
vannak. Nézziik meg, hogy hova tart a szamlal6 és hova a nevezo.

. 7344 w+4 o
lim — = =—
nsoh5 2.3 5-0 -0

Kritikus esetet kell vizsgalni. Ahhoz, hogy ki tudjunk emelni, hatvanyozas azonossagait

felhasznalva alakitsuk ki 3" szamszorosat, gy hogy a kitevoben csak n legyen.

7.3 +4 L 7.3'3"+4
lim — =1im =
o 5_2.3 now §_2.32.3

Most mar kiemelhetjiik a szamlaldéban és nevezdben kiilon-kiilon a legnagyobb alapt

exponencialis alakot. Ha lehet egyszertsitsiink.

7 on 7 4 7 4 7
—3"+4 3 3tan - — 7
= lim =lim. 33— fim 33 -3 -~
n—o5_18.3 n—w 3 > _18 nﬁw—-lS 18 54
3" 3"
feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
. 7n+2 +4n+l
n>c 1-8-5

Megoldas: Egy tort hatarértékét kell meghatarozni, amelyben exponencialis kifejezések
vannak. Nézziik meg, hogy hova tart a szamlalo és hova a nevezd.



. 7n+2 + 4n+l 0
lim—7——=—
oo 1—8.5 —0
Kritikus esetet kell vizsgélni. Ahhoz, hogy ki tudjunk emelni, hatvanyozas azonossagait
felhasznalva érjiik el, hogy a kitevokben csak n legyen.

Y AR e S A
lim —=lim — =
n»» 1—-8.5 n»o» 1-8.55

Most mar kiemelhetjiik a szamlaléban és nevezdben kiilon-kiilon a legnagyobb alapt

exponencialis alakot. Ha lehet egyszerisitsiink.

7" 49+4-4—n 4944 4
77 v

lim =lim———~ =

n—o0 5n (%}_40} n~>005 [1) _40
S 5

Nem tudunk ugy egyszeriisiteni, mint az eldz6 feladatnal megtettiik. Két tényezds
szorzat alakult ki, ahol az els6 tényezd végtelenbe tart, mivel az exponencialis
kifejezés alapja egy 1-nél nagyobb szam.

n 49+4(4

. (7} 7) 49+4-0 ( 49)
_tim[ L] . o B G
n>wo\ § 1 n 0-40 40
40

5

Elméleti 6sszefoglalo

Legyen a, egy tetszéleges valos szdmsorozat. Ha a sorozat tagjait Osszeadjuk egy

végtelen Osszeget kapunk, amit végtelen sornak neveziink.

Nézziink néhany nevezetes sort.

Ha a, = 1 , akkor beldle eldallithato sor:
n

1+1+1+l+l+1+1+l+--- (harmonikus sor)
2 3 5 6 7 8

Ha a

n

= iz , akkor beldle eldallithato sor:
n

11 1 1 1 1
1+ —+—+—+

—+—+—+—+--- (hiperharmonikus sor)
4 9 16 25 36 49 o4

Definicié: Az a, sorozatot mértani sorozatnak nevezziik, ha a,=a-q"*, ahol n

természetes szam és (-t a mértani sorozat kvociensének nevezzik.

Definicié: Ha a, =a-q"" egy mértani sorozat, akkor a beléle képezhetd sort geometriai

sornak (masnéven mértani sornak) nevezziik.

A geometriai sor altalanos alakja:



1

a+aq+aq’+ +aq+--=>aq"" ahol q=0, a=0
k=1

Definicio: Az a +a,+a,+a,+a,+a5+--- tetszleges végtelen sor n-edik

n
részletosszegének nevezzik az S, =a +a,+a,+---+a, = Zak Osszeget. A sorhoz
k=1

rendelhet6 részletosszegek egy sorozatot alkotnak.
Példa: Harmonikus sorra irjuk fel a részletosszegek sorozatanak elso 5 tagjat.

Az elsO részletdsszeg a sor elsd tagjabol all. A masodik részletdsszeg a sor elsd két
tagjanak az 6sszege. A harmadik részletdsszeg a sor els6 harom tagjanak az 0sszege és
igy tovabb.

1 11

S,=1 S,=l+> S=l+=4+ 1.1
2 2"3

84:1+£+ S.=1+ 1+1+1+1
2 2 3 4 5

A hiperharmonikus sor 8. részletdsszege a sor elso 8 tagjanak az Osszege.

11 1 1 1 1 1
Sg=l+—+—+—+—+—+—+—
4 9 16 25 36 49 64

A geometriai sor n. részletosszege a sor elsé N tagjanak az Gsszege.
Sn =a +3a.-q +ai.q2+ ...+a1.q”_l
A felirt példak alapjan latszik, hogy ha n novekszik, a részletosszegek sorozata a sor

egyre tobb és tobb tagjat tartalmazza. gy, ha a részletosszegek S, sorozatianak van

hatarértéke, akkor azt indokolt a sor 6sszegének tekinteni.

Definicié: Ha egy tetszéleges sornal a részletdsszegek S, sorozatanak van véges

hatarértéke, akkor azt a sor Osszegének nevezziik. Ilyenkor a sort konvengensnek
mondjuk. Ha a részletdsszegek sorozatanak nincs véges hatarértéke, akkor a sort
divergensnek nevezziik.

Tétel: A harmonikus sor divergens, a hiperharmonikus sor pedig konvergens.

A geometriai sor egy kivételes esetbe tartozik. A részletosszegek S, sorozatanak

hatarértéke a q kvociens értékétdl fiigg.

Tétel: A Zaq"’l geometriai sor esetén a részletdsszegek S, sorozata felirhato a
k=1

kovetkezo alakban:

n

s —ad _11,ahol q=1.Ha q=1,akkor S, =a+a+---+a=n-a.

n

Innen lathatd, hogy S, hatarértékét q" hatarértéke donti el. Az utobbinak tudjuk, hogy

csak akkor van véges hatarértéke, ha |q| <1.



Tétel: A > ag“™ geometriai sor konvergens, ha |q| <1 teljesiil, ekkor a sor &sszege:
k=1

Ha |q|>1, akkor a geometriai sor divergens.

Példa: Egy bankba betesziink T Ft-ot évi 6% kamatlabbal. Kamatos kamattal szdmolva
mennyi pénziink lesz az elsd, masodik, harmadik és n. év végén?

Az els6 év végén fog eldszor kamatozni a pénziink. A masodik év végén masodszor,
harmadik év végén harmadszor, akkor n. év végén n alkalommal.

T,=T4,06 T,=T4,06° T,=T4,06° T =T1,06"
JOI lathatd, hogy az n. év végén felvehetd Osszeg: T, =T -1,06" mértani sorozattal
adhat6 meg.

Példa: Ha 4 évig minden év elején betesziink a bankba T Osszeget, akkor mennyi pénz
lesz a szdmlankon a 4. év végén? Az éves kamatlab legyen most is 6%.

Valojaban az eldbbi mértani sorozat elsé négy tagjanak dsszegére vagyunk kivancsiak.
T4,06 +T4,06° +T4,06° +T4,06*

Példa: Ha 4 évig minden honap elején betesziink a bankba T 6sszeget, akkor mennyi
pénz lesz a szamlankon a 4. év végén? Az éves kamatlab legyen most is 6%.

A széamolashoz sziikségiink van a t6késitések szamara, ami most 4-12=48 ¢és a havi
kamatldbra, ami pedig az éves kamatlab 1 honapra es6 idéaranyos része, azaz

6
p havi:E:O’S%'

Az elsé alkalommal befizetett sszeget a 48 honap alatt 48-szor tokésitik, a masodik
befizetett Gsszeget 47-szer és igy tovabb. A utolsd dsszeget csak egyszer tokésitik. Igy
egy 48 tagbol allo 6sszeget kellene kiszamolni.

T-1,005" +T-1,005% +---+T -1, 005" +T -1,005%

Az 6sszeg valdjaban egy geometriai sor 48. részletosszege, ahol az els6 tag a =T -1,005
és q=21,005.

1,005% —1

Si=T-1,005 +T -1,,005" +---+T -1,005" +T -1,005% =T -1,005-
1,005-1

Kidolgozott feladatok

- k
1. feladat: Irja fel a ZS[%) sor 3. és N. részletOsszegét!
k=1



Megoldas: Egy sor harmadik részletdsszeg a sor elsé harom tagjanak, az n. pedig az
elsé n tagjanak Osszege.

3 k 2 3
28(5) =8-(§j+8~(§j +8-(§j = 20+50+125=195
= 2 2 2 2
k 2 3 n
Sn 8. E =8. E +8. E +8. E +...+8- E
<~ 2 2 2 2

o k
2. feladat: Dontse el, hogy a ZS@) sor konvergens-e! Ha igen, adja meg a sor

k=1

S

>

Osszegét!
Megoldas: Az el6z6 feladatban mar felirtuk a sor els6 par tagjat. Jol lathato, hogy ez

egy geometriai sor, amelynek a kvociense 3 Ha a geometriai sor kvociense pedig

nagyobb, mint 1, akkor a sor nem konvergens.

0

5 . .
3. feladat: Dontse el, hogy a ZFSW konvergens-e! Ha igen, adja meg a sor 0sszegét!
k=1

Megoldas: Ha észrevesszilk, hogy a sor atithato a kovetkezd alakba

0 0 k-1
zi = 25(§] , akkor azonnal lathat6, hogy ez egy egyszerli geometriai sor. A

<1

konvergenciahoz elegend6 megnézni a kvocienst. Mivel a q = 3’ amire teljesiil a

feltétel, igy a sor konvergens. Az Osszeg szdmolasahoz sziikségilink van még az elsé
tagra. Most a =5, igy az Osszeg:
a 5
S =" =

-

:_5:7,5
2

o0

k
4. feladat: Dontse el, hogy a Z(—é] sor konvergens-e! Ha igen adja meg a sor 6sszegét!

k=1

Megoldas: Irjuk fel a sor par tagjat:

=( 2 2 4 8 16
Z P = 4+ ...
o\ 5 5 25 125 625
Ez egy geometriai sor, a konvergencia eldontéséhez elegendd a kvocienst vizsgalni.

<1, ezért a sor konvergens. Olvassuk le a sor

Most g = —é , amelyre teljesiil, hogy

elso tagjat: a= 5 Most mar szdmolhatjuk az 6sszeget:

2 2
g_ & __5_5__2
5 5

Tovabbi kidolgozott feladatok



feladat: Vizsgalja meg monotonitas és korlatossag szempontjabol az alabbi sorozatot!

. ) 1
Konvergens-e a sorozat? Ha igen, akkor adjon kiiszobszamot & = 200 -hoz!

3n+1
a, =
7—-4n

Megoldas: Monotonitashoz vizsgaljuk az n+1-edik ésn -edik tag kiilonbségét. E16szor
irjuk fel az N+1-edik elemét a sorozatnak.
~3(n+D)+1  3n+4
" 7-4(n+1) -4n+3
Most mar felirhat6 a vizsgalando kiilonbség:

a _3n+4 3n+1  (3Bn+4)(7-4n)-(3n+1)(3—-4n) _

R I P (3—4n)(7—4n)
Végezziik el a szdmlaloban a kijeldlt szorzasokat, majd rendezziik a kifejezéseket.
_ —12n* +5n+28—(-12n° +5n+3) _ 25 _* 20
- (3—4n)(7-4n) C(B3-4n)(7-4n) —-—

Tehat a sorozat szigorian monoton nd.
Mivel a sorozat szigorian monoton nd, igy a sorozat als6 korlatja a sorozat elso tagja,

4
azaz —.
3
A felsé korlat vizsgalata el6tt nézziik meg, hogy konvergens-e a sorozat.
3 ! 3 !
3n+l n °T, Y, 3
n n

A sorozat konvergens (egy véges szam a hatarértéke). Szigortan monoton novekedve

kozeliti meg—% -t, azaz a sorozat tagjai kisebbek lesznek, mint —% , igy a sorozat felsd
korlatja —§.
4

Kiiszobszam meghatarozasadhoz vizsgalni kell, hogy milyen n-re teljesiil az |an - A| <g

egyenldtlenség. A hatarértéket ismerjiik, be tudunk helyettesiteni.
3n+l (3 - 1
7-4n 4) 200

Bontsuk fel a zarojelet az abszolut értéken beliil.

3n+1 3‘ 1

+_ —_—
7—4n 4] 200

Hozzuk k6z06s nevezore a torteket.



‘4(3n +1) +3(7 - 4n)| 3

4(7-4n) | 200
Rendezziik a szamlalot.
25 1
<
4(7—-4n)| 200

Vizsgaljuk meg az abszolut értéken beliil 1évo tort eldjelét. A szamlaloé mindig pozitiv,
anevezd mindig negativ, ha n>1 természetes szam. Ha a tortet szorozzuk-1-gyel, akkor
az abszolut érték elhagyhat6. Baloldalon a negativ eldjelet vigyiik a szamlaldba.

25 1 -25 1
- < - <
4(7—-4n) 200 4(7—-4n) 200

Oldjuk meg a kapott egyenlétlenséget. Ugyeljiink arra, hogy mivel 7—4n minden n>1
esetén negativ, az atalakitasnal az egyenldtlenség iranya megvaltozik.

-25000>2(7—-4n) — -25014>-8n — % =3126,75<n

1
Tehat a keresett kiiszobszdm 3126, ha ¢ = 200" Ez a szdm azt jelenti, hogy ha a sorozat

1
valamely tagjanak az indexe nagyobb ennél a szdmnal, akkor ezek az elemek ¢ = 200

nél kisebb eltéréssel kozelitik a hatarértéket, azaz a 2 -t.

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
X" -9n* +6n°
lim =
n—se n+1

Megoldas: Az el6z6 feladatok alapjan, ha gyokds kifejezés alatt polinom szerepel,
akkor eldszor a gyokon beliil emeljiik ki n legmagasabb kitevdjli hatvanyat.

7 9 6
5[.7 4 2 |-+
. AN"=9n" +6n . n" n
lim =lim =
n—o n+1 n—o n+1
Majd tényezonként vonjunk gyokdot. A nevezdt is alakitsuk a szokasos modon.

\/_51—7+35 \/— 5/1— 5/1—3+£5
lim =lim I|m — 1 yonon._

7_{_7
n—o n—o N—o
1+— n 1+~
n n

Az els6 gyokos kifejezést irjuk fel tortkitevés hatvany alakjaban, majd végezziik el az
osztast.



9 6 9 6

2 -7+ s
.= T 1
= limns %:hmn?hm%:o@.Tzw
n—oo n—oo n—oo
1+~ 1+~
n n

Az els6 tényezoben n hatvanykitevdje egy pozitiv szam, igy a keresett hatarérték oo.

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
(3n*+1)(5n°+n) _
oo n*(4n-5)%2
Megoldas: Ha elvégezziik a szamlaloban és a nevezdben is a kijelolt miiveleteket, akkor
két polinom hanyadosat kapjuk.
(Bn*+1)(5n*+n) . 15n*+3n°+5n% +n _lim 15n* +3n°+5n*+n _
e n(4n—5)? e n*(16n* —40n+25) > 16n° —40n* +25n°
Emeljiik ki n legmagasabb kitevdjii hatvanyat a szamlaloban és a nevezdben is.
3 5 1
15n* +3n° +5n° +n _ n4'(15+n+2+nsj n‘ 15+ﬁ+r152+13
Im =1m = . —
> 16n° —40n* +25n°  no= o ( 40 25) N n° 40 25

nN—oo

Olvassuk le tényezénként a hatarértékeket.

3,3, 1 3 5 1
15+—+ 5+ 15+=—+S+=
n_n°_n =lim=-lim n n°> n®_ 15+O+0+o:

n~>oon. 16—i0 é n—w ] n-w 16—4—0 E e 16—-0+0

nn2 nn2

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!

J3n+5

lim—=
n—oo 3,n2+7

Megoldas: A hatarérték tipusa oA gyokok miatt most nem olyan konnyl
o0

egyszerusiteni, mint az el6z6 feladatokban, célszerti elobb a szdmlaloban és a nevezdben
is a gyok alatt egy kiemelést végrehajtani. A szamlaldban a gyok alatt emeljiink ki n -et,

a nevezOben (szintén a gyok alatt) pedig n”-et, majd tényez6nként vonjunk gyokot!

fnis . n(3+ij . J_3+:

lim
o7 +7 J (“j \/_31+7
n

A kifejezés két tort szorzatara bonthatd, melyeknek kiilon-kiilon vizsgalhatjuk a
hatarértékeét.



3+5 3+E
i Jn o
nﬂlg/*z' -LL”:W -lim

n ‘3/1+n n 3/1+n

A masodik tort hatarértéke egy nem 0 véges érték, hiszen a szamlalo NE) -hoz, a nevezd

pedig 31 =1-hez tart. A tort hatérértéke tehat v/3. Az elsd tSrtben a gyokoket célszerii
inkabb hatvany alakra atirni, ekkor az osztast el is tudjuk végezni, s csak egyetlen
hatvanyt kapunk.

E
‘\1:

N
N

1

3 12 4
—lim Jn :Iimn—:limn(z 3J:Iimn5 —lim—— =

1
now 3[2  now 2 now n—>o n>o 5/n o0
n n3

Most mar a szorzat tényezdinek ismerjiik a hatarértékét, amit felhasznélva fejezziik be
a feladatot.

=0

5
=lim— -lim =0-43=0
now 5/ n—o0

feladat: Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét!
42n+1 + 7 A 5n—1
a,=———
9-2"
Megoldas: Egy tort hatarértékét kell meghatarozni, amiben exponencidlis kifejezések
vannak. Nézziik meg, hogy hova tart a szamlal6 és hova a nevezd!
42n+1 + 7 . 5n—l 0
r|1—>oo 99— 23n - ;
Egy kritikus esetet kell eldonteni. A hatvanyozas azonossagait felhasznalva alakitsuk at
az exponencidlis kifejezéseket a szamlaloban és a nevezdben is.
7.5 44" +7-5°5" . 416"+7-5".5"
————=Iim =lim =
2°n N—>oo 9- (23)“ n—o 98"
Most mar emeljiik ki a szamlaloban €s a nevezdében is a legnagyobb alapt
exponencialis kifejezést!

; 15 7(5Y
16" 4+7-=- = £
( 5 9“) _ (16)" 4+5 [9)
=lim —| ———=

lim

n—w 9 —

lim 5 = o
—>00 8“ 7_1 nN—o 1 3
e o2)

Kéttényezds szorzatot kaptunk. Nézziik meg tényezonként a hatarértékeket.

4+7(5jn

n—w n 0_1 -
o(3) -1
8




5. feladat: 18 éven keresztiil minden év elején beteszek a bankba 70 000 Ft-ot. A 18. év
végén mennyi pénzt sikeriil 6sszegytiijteni, ha az éves kamatlab 4%7?
Megoldas: irjuk fel a 18 tagbol all6 6sszeget! Hasznaljuk fel, hogy az el3szor befizetett
Osszeget a 18 ¢v alatt 18-szor tokésitik, a masodik befizetett 6sszeget mar csak 17-szer,
a 18. év elején befizetett Osszeget pedig csak egyszer.
70000-1,04" +70000-1,04"" +70000-1,04" +---+70000-1,04° +70000-1,04 =

Vegyiik észre, hogy egy geometriai sor 18. részletosszegét kell kiszamolni, ahol
a=70000-1,04 és q=1,04, igy a felvehetd Osszeg:

1,04" -1

70000-1,04 =1866986, 06Ft

6. feladat: Egy kis vallalkozas januari nyeresége 500 000 Ft volt. A koriilmények ugy
alakultak, hogy az év hatralévd részében, minden honapban a nyereség az el6z6
honaphoz képest 5%-kal csokkent. Mennyi volt a teljes éves nyereség?

Megoldas: A januari nyereség 500 000Ft. Februarban mar csak ennek a 95%-a, azaz

500000-0,95 Ft mig marciusban mar csak 500000-0, O5%Ft, és igy tovabb.
Decemberben mar csak 500000-0,95" Ft. A teljes éves nyereség ezek szerint:

500000 +500000-0,95 +500000-0,95 +---+500000-0,95'" +500000-0,95" =
egy geometriai sor 12. részletosszegét kell szamolni. a=500000 és q=0,95.
A nyereség:

12
5000000’9;3—:L =4 596 399,123Ft



